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Streszczenie

Yahtzee jest komercyjna, najpopularniejsza gra w koéci na Swiecie. Yahtzee moze
by¢ rozgrywana przez jedna, jak i wiele os6b. W wersji jednoosobowej zbudo-
wano komputerowe strategie optymalne dla maksymalnej wartosci oczekiwanej
wyniku oraz dla maksymalnego prawdopodobienstwa uzyskania okreslonego wy-
niku. W wersji wieloosobowej te strategie sa dalekie od optymalnoéci. W tym
przypadku liczba stanéw jest zbyt duza, aby byto mozliwe zbudowanie strategii
optymalnej z pomocg dotychczasowych metod i technik.

W tej pracy po raz pierwszy dokonano doktadnej analizy wersji wielooso-
bowej gry Yahtzee. Zaproponowano implementacje strategii optymalnych dla
gry jednoosobowej w sposéb pozwalajacy na ich obliczanie zdecydowanie szyb-
ciej niz to byto dotychczas. Precyzyjnie wyliczono rozmiar zasobéw potrzebnych
do stablicowania strategii optymalnej dla gry dwuosobowej oraz wykazano, ze
stablicowanie strategii optymalnej dla gry z wieksza liczba 0s6b jest poza za-
siegiem wspdlczesnych komputeréw. Zaproponowano strategie heurystyczna dla
gry wieloosobowej i za pomocg specjalnie skonstruowanych w tym celu ekspe-
rymentow wykazano, ze w praktyce jest to strategia nieodrdznialna od strategii
optymalnej.

Dokonano takze eksperymentalnej analizy przewagi strategii optymalnej
w stosunku do strategii stosowanych przez nieoptymalnych przeciwnikéw jakimi
sg ludzie. Wyniki eksperymentéw dowodza, ze gra Yahtzee jest gra ,bardzo”
losowa i przewaga strategii optymalnej jest niewielka.

Stowa kluczowe: Yahtzee, rozwigzywanie gier, programowanie dynamiczne, prze-
szukiwanie drzewa gry, metody heurystyczne, strategia optymalna.

Klasyfikacja tematyczna ACM: 1.2.8.






Abstract

Yahtzee is the most popular commercial dice game in the world. Yahtzee can
be played either by one player or many players. The single player version was
provided with optimal computer strategies for maximizing the expected average
score and for maximizing the probability of gaining a particular score. However,
when it comes to the multi-player version, these strategies are far from optimal.
In this case the number of states is too high to develop an optimal strategy with
the use of formerly known methods and techniques.

This work presents the first in-depth analysis of the multi-player version of
Yahtzee. The proposed implementation of strategies optimal for the single player
version allows for a much faster calculation than before. The resources necessa-
ry to memorize the optimal strategy for a two-player game have been precisely
estimated. It has been shown that developing an optimal strategy for more play-
ers is not possible with the use of current technology. A heuristic strategy was
suggested in case of the multi-player game and by means of experiments created
especially for this purpose it has been proven that in practice this strategy is
not distinguishable from the optimal strategy.

An experimental analysis of the actual advantage of the optimal strategy
over non-optimal opponents like humans has also been conducted. The results
show that Yahtzee is “highly” a game of chance and the advantage of the optimal
strategy is not significant.

Keywords: Yahtzee, game solving, dynamic programming, game tree search,
heuristic methods, perfect play.

ACM Classification: 1.2.8.
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Rozdziat 1

Wprowadzenie

Od wiekéw ludzkosé pasjonuje sie grami intelektualnymi. Ten rodzaj rozrywki
jest popularna forma spedzania czasu i gimnastykowania umystu. Wiele gier
jest bardzo popularnych w licznych krajach, a niektére staja sie nawet sportem
narodowym, jak na przyktad Go w krajach wschodnich, w szczegélnosci w Korei.
Celem gry jest wygraé¢ z przeciwnikiem i powstaje pytanie jak to zrobi¢? Jak
gra¢ optymalnie? Jakie jest najlepsze posuniecie w danej sytuacji?

Tylko nieliczne gry umiemy rozwiaza¢ przez pokazanie optymalnej strategii
z uzyciem metod matematycznych. Taka gra jest Nim. Zainteresowanych odsy-
lamy do najbogatszego zrédla technik matematycznych [BCGO4]. W ogdlnosci,
dla wiekszosci gier nie istniejg takie proste strategie optymalne. Dla danej gry,
rozstrzygniecie, ktéra strategia jest najlepsza w danej sytuacji, zazwyczaj doko-
nywane byto przez analize gier ekspertéw — najlepszych graczy Swiata z dtugo-
letnim do$wiadczeniem. Pojawienie sie komputeréw dato nowe mozliwosci ana-
lizowania gier.

Od poczatku istnienia komputeréw rozwazano stworzenie maszyny wraz pro-
gramem komputerowym, ktéra by potrafita wygrywaé¢ w Szachy z ludZmi, a na-
wet pokonaé mistrza Swiata. Na poczatku byly to rozwazania czysto filozoficzne,
ale z czasem zaczeto konstruowaé coraz to skuteczniejsze algorytmy heurystycz-
ne bazujace na ,sitowym” przeszukiwaniu drzewa gry i stopniowo, wraz z rozwo-
jem technologicznym, cel osiagnieto. W 1997 roku superkomputer skonstruowa-
ny w laboratorium IBM wygral z éwczesnym mistrzem $wiata Gari Kasparowem
[SP97]. Dzisiaj najsilniejsze programy komputerowe uruchamiane na zwyklych
komputerach osobistych wygrywaja z najlepszymi graczami. W 2006 program
Deep Fritz wygral 4-2 z mistrzem $wiata Wiadimirem Kramnikiem [Che06].
Dodajmy, ze Deep Fritz wcale nie jest najsilniejszym programem. Aktualnie za
najlepszy program uznawany jest program szachowy Rybka [RKO0S].

Przyktad Szachow pokazuje, ze postep w informatyce, szczegblnie w algo-
rytmice, plus postep technologiczny pozwalaja tworzyé graczy komputerowych
znacznie silniejszych niz najlepsi ludzie. W niektérych grach stworzenie pro-
gramu komputerowego o sile poza zasiegiem ludzi jest znacznie prostsze. Na
przyktad w popularnej grze planszowej Reversi, Michael Buro stworzyl w miare
prosty program o nazwie Logistello [Bur97], ktéry bez trudu pokonal aktual-
nego mistrza $wiata. Mozliwo$¢ stworzenia bardzo silnego gracza, badz nawet
wyroczni dla danej gry za pomoca programéw komputerowych, jest wystarcza-
jaco silnym bodzZcem, aby naukowcy poswiecali temu odpowiednio duzo uwagi.



Najbardziej spektakularnym odkryciem w ostatnich latach jest wyliczenie
strategii optymalnej dla gry Warcaby [SBBT07]. Okazuje si¢, ze przy optymal-
nej grze obu graczy wynikiem gry jest remis. Zespol, ktory zrealizowal powyzsze
przedsiewziecie, stosowal znane techniki algorytmiczne, nie wprowadzajac zad-
nych nowych metod. Projekt przede wszystkim polegal na wykorzystaniu mocy
obliczeniowej duzej liczby komputeréw w celu przeanalizowanie olbrzymiej licz-
by sytuacji w grze (liczba ta wynosi w przyblizeniu 10'*). Wynik ten ma duze
znaczenie z teoretycznego punktu widzenia. W praktyce, program, ktéry znacz-
nie wykraczal poza mozliwosci ludzi istnial juz od kilkunastu lat. Jest to rowniez
dzieto tego samego zespotu, a program nazywa si¢ Chinook [BBBT0S].

W rozwiazywaniu gier nie zawsze najwazniejsza role pelnia zasoby sprzetowe.
W 1993 roku Victor Allis rozwiazal gre Go—Moku (u nas popularnie znana
pod nazwa Koétko i Krzyzyk na Pie¢) wprowadzajac szereg zupelnie nowych
technik przeszukiwania [AvdHH96]. Wskazano strategie wygrywajaca dla gracza
rozpoczynajacego gre. W kolejnych latach jego techniki byly doskonalone, a
jedna z nich byla réwniez uzyta przy rozwiazywaniu gry Warcaby.

Zaréwno w przypadku gry Warcaby, jak i Go—-Moku, podane rozwiazania sa
tak zwanymi rozwigzaniami stabymi, to znaczy takimi rozwiazaniami, w ktérych
wskazuje sie strategie wygrywajaca od stanu poczatkowego. Nie daje to jednak
informacji, ktére posuniecie jest najlepsze w dowolnym stanie mogacym pojawic
sie w innej rozgrywce niz optymalna. Dla ludzi duzo bardziej pozadanymi sa tak
zwane silne rozwigzania. Sa to takie rozwiazania, ktére dla kazdej mozliwej sytu-
acji potrafia wskaza¢ najlepsze posuniecie oraz warto$¢ gry — przegrana, remis,
czy wygrana. Przykladem gry, ktora niedawno zostala silnie rozwiazana przez
dwdjke holenderskich naukowcéw, jest Awari [RV02]. Liczba stanéw w tej grze
wynosi w przyblizeniu 10'2. Posiadanie takiej silnej wyroczni jest marzeniem
kazdego gracza. Natychmiastowa analiza z optymalna strategia jest pozadanym
narzedziem w kazdej grze.

Wszystkie dotychczasowe przyktady dotyczyly gier dwuosobowych, determi-
nistycznych i z pelna informacja. Analiza staje sie trudniejsza, jesli gra zawiera
elementy losowosci, a szczegdlnie trudna, jezeli gra jest dodatkowo z niepelng
informacja. W grach losowych juz nie wystarcza stwierdzenie, czy dana sytu-
acja jest wygrana, badZ przegrana. Tutaj wymaga sie wiekszej informacji, jak na
przyktad maksymalnej wartosci oczekiwanej wyniku. Nalezy wspomnieé, ze dla
tego typu gier zostal dokonany olbrzymi postep w ostatniej dekadzie. Mamy tu
na mysli gry Brydz i Poker. Jeszcze pod koniec lat dziewigédziesiatych nie ist-
nialy programy grajace w Brydza, chociazby na poziomie amatoréow. Sytuacje ta
drastycznie zmienil Matthew L. Ginsberg [Gin99], ktéry stworzy! program o na-
zwie GIB, w ktérym pojawilo sie sporo catkiem nowych pomystéw. Dzisiejsze
programy eksploatujace wprowadzone wtedy techniki graja na poziomie eks-
pertow. W latach 2005-2006, réwnorzedne pojedynki z czoldéwka holenderskich
graczy [Hee06|] stoczyl program o nazwie Jack [KKO06], a do analizy trudnych
rozdan regularnie stosuje si¢ najlepsze programy jako wyrocznie. W Pokerze ko-
lejna pojawiajaca sie trudnoscia jest duza losowo$¢ i konieczno$é modelowania
przeciwnika. Do konstrukcji programéw, ktore nawiazuja rownorzedna walke z
ludzmi [Var08], stosuje sie wiedze z kilku dziedzin: ekonomii (réwnowaga Na-
sha), sieci neuronowych, rachunku prawdopodobienstwa [Joh07].

W tej pracy zrobimy kolejny krok w skréceniu listy gier dotychczas nieroz-
wigzanych. Zmienimy status wiedzy o losowej grze z pelng informacja Yahtzee
— pokazemy ,prawie” silne rozwiazanie tej gry w wersji wieloosobowej stosujac
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szereg technik algorytmicznych oraz wprowadzajac nowe metody heurystyczne.
Gra Yahtzee jest miedzynarodowa, komercyjna gra w kosci. Jest to najpopular-
niejsza i najlepiej sprzedajaca sie odmiana gry w kosci. W Polsce spotykane sg
wersje pod nazwa Poker i General. Na $wiecie rocznie sprzedaje sie 50 milio-
néw zestawow do gry w Yahtzee. Szacuje sig, ze regularnie gra w nig ponad 100
milionéw ludzil

W grze moze uczestniczy¢ dowolna liczba oséb. W wersji jednoosobowej cho-
dzi tylko o zdobycie mozliwie najwigkszej liczby punktow, natomiast gdy w grze
uczestnicza co najmniej dwie osoby, celem jest uzyskanie wigkszej liczby punk-
tow od przeciwnikow. Stosunkowo niewielka liczba stanéw, duza popularno$é gry
oraz coraz szybsze komputery zaowocowaly pojawieniem si¢ szeregu prac ana-
lizujacych rézne strategie w grze jednoosobowej. Réwnolegle w kilku miejscach
przedstawiono strategie optymalna ([Ver99, Woo03|, [Gle06]). Jednakze zapropo-
nowane techniki nie pozwalaja na realizacje strategii optymalnych, gdy w grze
uczestniczy wiecej niz jedna osoba. Oszacowania rozmiaru przestrzeni stanéw
gry jasno wskazuja, ze ze wzgledu na zasoby sprzetowe nie bedzie to mozliwe
w najblizszym czasie w wersji dla dwoch osob, a dla wiekszej liczby oséb jest
to praktycznie niemozliwe. W rezultacie, dla wersji wieloosobowej do dzisiaj nie
pojawity sie zadne strategie, ktore bylyby mozliwie bliskie strategii optymalne;j.

Gléwny wynik tej pracy to propozycja strategii bardzo bliskiej strategii opty-
malnej w grze wieloosobowej. W tym celu przeprowadzona zostanie doktadna
analiza gry Yahtzee, a do budowy tej strategii zostanie wprowadzona caltkowicie
nowa, uniwersalna technika, ktora z pewnoscia moze by¢ stosowana do innych
gier losowych z pelna informacja.

Na poczatku zaznajomimy sie z gra Yahtzee. W rozdziale [2] zostana przed-
stawione zasady gry oraz przyklady rozgrywek wraz z prosta analiza sytuacji.

W rozdziale |3| zajmiemy sie szczegdélowo wersja jednoosobowa. Przeanalizu-
jemy dokladnie strukture gry. W poréwnaniu do dotychczasowych prac analizu-
jacych gre Yahtzee, dokonane zostana nowe obserwacje pozwalajace na znaczna
redukcje rozmiaru grafu reprezentujacego przestrzen stanéw. Zaproponujemy
metode obliczania strategii optymalnej dla maksymalizacji wartosci oczekiwa-
nej w czasie o rzad wielko$ci mniejszym, niz to byto zrobione przez poprzedni-
kéw [Ver99, Woo03), [GIe06]. Nastepnie zajmiemy sie strategia maksymalizujaca
prawdopodobienistwo osiagniecia okre$lonego wyniku. Ta strategia jest juz trud-
niejsza do uzyskania. Sposéb na jej wyliczanie zostal przedstawiony w [Cre02].
Jednakze w praktyce ta metoda wymaga zbyt duzo czasu do generowania odpo-
wiedzi w dowolnym stanie gry. Tutaj pokazemy zupelnie nowe podejécie. Wpro-
wadzimy pojecie dystrybucji i za ich pomoca stablicujemy strategie na mak-
symalne prawdopodobienstwo osiagniecia okre$lonego wyniku. Przedstawiona
metoda pozwala na natychmiastowe podejmowanie decyzji, czyniac ja przez to
bardzo praktyczna.

W dotychczasowych pracach pojawialy sie¢ jedynie wzmianki na temat gry
wieloosobowej. Przedstawiono bardzo proste strategie bazujace na rozwiaza-
niach dla wersji jednoosobowej (np. w [Ver99]). Nie zostala przeprowadzona
zadna dokladna analiza przestrzeni stanéw. W rozdziale [4] zajmiemy si¢ wersja
wieloosobowa. Opiszemy czym jest strategia optymalna. Sprecyzujemy pojecie
celu rozgrywki wprowadzajac termin punktow meczowych. Po raz pierwszy zo-
stanie pokazana szczegélowa analiza niezbednych zasobow potrzebnych do po-

17rédto: [Ide0d]
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liczenia strategii optymalnej dla gry dwuosobowej, z uwzglednieniem wszelkich
mozliwych redukcji liczby stanéw. Po wszystkich tych zabiegach okazuje sie, ze
wygenerowanie strategii optymalnej jest w zasiegu dzisiejszych technologii.

Nastepnie zaprezentujemy najwazniejszy wynik tej pracy — strategie heu-
rystyczna dla gier wieloosobowych, ktora jest ,,prawie” optymalna. Heurystyka
wykorzystuje wprowadzone wczesniej pojecie dystrybucji z gry jednoosobowej
i daje zaskakujaco dobre wyniki. Pokazanie skutecznoéci tej strategii jest jednak
zadaniem nietrywialnym. Specjalnie skonstruowane eksperymenty pozwalaja na
miarodajne stwierdzenie, ze blad w stosunku do strategii optymalnej okazuje
si¢ by¢ na tyle maly, ze jest praktycznie zaniedbywalny. Technika, ktora zostata
uzyta do konstrukeji strategii przyblizajace] strategie optymalna z bardzo ma-
lym bledem, jest niezalezna od gry i z pewnoscig moze by¢ stosowana do innych
gier losowych z pelna informacja.

Yahtzee jest gra bardzo losowa w tym sensie, ze mimo mozliwosci podej-
mowania decyzji i tak ostateczny wynik w duzej mierze zalezy od szczescia.
W zwiazku z tym przewaga strategii ,,prawie” optymalnej w pojedynkach z ludz-
mi, ktérzy graja nieoptymalnie, jest ledwo zauwazalna. Aby praktycznie stwier-
dzi¢ ile tak na prawde daje uzycie strategii optymalnej (zakladajac, ze jesteSmy
w stanie wygenerowaé taka strategie), zostala przeprowadzona pracochlonna
analiza blisko 25 milionéw gier ludzi na réznych poziomach zaawansowania.
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Rozdziat 2

Zasady gry Yahtzee

2.1 Zasady ogolne

W grze bierze udzial dowolna liczba graczy (od jednego wzwyz). W praktyce
nie przekracza ona czterech. Do gry potrzebne jest pie¢ sze$cioSciennych kosci
oraz tabela z lista 13 kategorii. Kazdy z graczy rzuca kos¢mi tak, aby uzyskiwaé
rézne kombinacje i stara si¢ wypelnié¢ tabele mozliwie najwiekszymi zapisami
punktowymi.

Gra sklada sig z tylu rund ile jest kategorii (czyli 13 rund). Na poczatku gry
wszystkie kategorie sg puste. W danej rundzie kazdy gracz moze wykonaé trzy
rzuty. W drugim i trzecim rzucie mozna czesé kosci zostawi¢ i rzucaé pozosta-
lymi. Najdalej po trzecim rzucie gracz musi wybraé¢ jedna kategorie i dokonaé
zapisu wedlug regul opisanych w punkcie 2.2 Wybrana kategoria powinna by¢
pusta. W czasie calej rozgrywki kazda kategoria bedzie zapisana dokladnie raz.

Po ostatniej rundzie gra zostaje zakonczona i ostateczna punktacja zostaje
wyliczona na podstawie regul opisanych w punkcie 2.3 Wygrywa gracz, ktory
zdobedzie najwiecej punktéw.

2.2 Kategorie

Kategorie dzielimy na dwie czedci: sekcja gérna (tzw. ,szkétka”) oraz sekcja
dolna. Kazda kategoria odpowiada pewnemu uktadowi oczek na kosciach. Jezeli
oczka na kosciach spelniaja wymogi danego ukltadu, to zapisujemy liczbe punk-
t6w zgodnie z tabela [2.1] Przy opisach ukladéw przez jednakowe kosci mamy na
mys$li kodci z ta sama liczba oczek. Jezeli uktad nie jest spelniony, to zapisywane
jest zero.

2.2.1 Joker

W przypadku, gdy wyrzucone zostanie Yahtzee (pie¢ jednakowych kosci), to
mozemy uzy¢ tego uktadu jako Jokera zapisujac go w:

e odpowiadajacej temu uktadowi kategorii w sekcji goérnej lub
e w dowolnej innej kategorii pod warunkiem, ze odpowiadajaca danemu

uktadowi kategoria w sekcji gornej jest juz zajeta.
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Sekcja gérna
Kategoria Uktlad Punkty
Jedynki dowolny 1 x liczba jedynek
Dwdjki dowolny 2 x liczba dwdjek
Trojki dowolny 3 x liczba tréjek
Czworki dowolny 4 x liczba czworek
Piatki dowolny 5 x liczba piatek
Szostki dowolny 6 x liczba széstek
Sekcja dolna
Kategoria Uktad Punkty
Trojka > 3 jednakowe kosSci suma oczek wszystkich kosci
Kareta > 4 jednakowe kosci suma oczek wszystkich kosci
Ful trojka + para (x) 25
Maly strit | cztery kolejne wartosci kosci | 30
Duzy strit | pie¢ kolejnych wartosci kosci | 40
Yahtzee 5 jednakowych kosci 50
Szansa dowolny suma oczek wszystkich kosci

(%) Liczby oczek na koSciach z tréjki i z pary musza byé rézne.

Tabela 2.1: Zestawienie kategorii.

Do zapisania punktacji w sekcji dolnej stosuje sie regulty wybranej kategorii, tak
jakby dany ukltad byl speliony. Natomiast zasady punktacji w sekcji gornej
pozostaja niezmienione.

2.3 Punktacja

Ostateczna liczba punktéw réwna sie sumie punktéw za wszystkie kategorie plus
ewentualne premie:

o 7za szkotke,

e za Jokery.

2.3.1 Premia za szkoétke

W przypadku, gdy sumaryczna liczba punktéow w sekcji gérnej wyniesie co
najmniej 63 punkty dodatkowo dostaje sie 35 punktéw. Zauwazmy, ze 63 =
3-(1+2+43+4+5+6). Oznacza to, ze wystarczy dla kazdej mozliwej liczby
oczek zebraé¢ po trzy jednakowe kosci. Niemniej, sposéb, w jaki zostanie osia-
gniety premiowany prog w sekcji gérnej, jest dowolny.

2.3.2 Premia za Jokery

Za kazdego uzytego Jokera przystuguje 100 punktéw, pod warunkiem, ze przed
zapisaniem Jokera w kategorii Yahtzee widnieje zapis 50. Premia za uzycie Jo-
kera nie jest przyznawana, jezeli kategoria Yahtzee jest wolna lub zostato w niej
zapisane zero. W szczegdélnosci premia nie przystuguje za samo zapisanie 50 do
kategorii Yahtzee.
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Premie za zapisane Jokery w sekcji gérnej nie licza sie przy zbieraniu punk-
téw na premie za szkolke. Na przyklad przy zapisie Jokera w Szdéstkach do-
staniemy w sumie 130 punktéw, natomiast przy zliczaniu punktéw na premie
uwzglednimy tylko 30 punktéw (czyli taka liczbe punktéw, jaka bySmy zapisali
bez premii za Jokera). W praktyce, aby unikna¢ niejednoznacznosci, do zapisy-
wania premii za Jokery uzywa sie specjalnej rubryki, w ktorej zapisuje sig liczbe
takich premii, a dopiero na koncu przy podliczaniu punktacji dodaje sie 100
razy liczba uzyskanych premii za Jokery.

2.4 Przyklady

Przykltady réznych zapiséw. Najtrudniejsza czescig zasad jest przydziele-
nie punktow za zapisanie ukladu do wybranej kategorii. W tabeli umiescili-
Smy szereg przykladéw réznych nietypowych zapisow. Opréocz punktacji zazna-
czone jest uzycie Jokera.

Rzut Kategoria Punkty
CICICICIED | Jedynki 0
CICICEIEIE) | Dwojki 4
CIOIEIEIE) | Trojki 3
CICIEIEIED | Trojka 0
CICIEIEIED | Maly strit | 30
CICIEIEIE) | Szansa 16
CIEIEIEIE) | Trojki 9
CIEIEIEIE) | Trojka 17
CJEIEIEIED | Kareta 0
CIEICIEIED | Ful 25
CICJCIEICD | Duzy strit | 0
Piatki 0 (Joker, jezeli Szostki sa zapisane)
Széstki 30 (Joker)
Kareta 30 (Joker, jezeli Szostki sa zapisane)
Ful { (2)5 (Joker) J:e?el% SZ(:)S‘tk% sa zapisane
jezeli Szostki sa wolne
Yahtzee 50

Tabela 2.2: Zapis przyktadowych uktadow.

Przykladowa rozgrywka. Na koniec przesledzmy przykladowa rozgrywke
jednego gracza. W tabeli przedstawione jest wszystkie 13 rund. W kolumnie
Rzut znajduja sie¢ uklady kosci po pierwszym, drugim, badz trzecim rzucie
w kazdej z rund. Kolumna Wybdr opisuje decyzje podjeta przez gracza po
danym rzucie. Sg to albo koéci zatrzymane przed nastepnym rzutem, albo nazwa
kategorii, w ktorej gracz zdecydowal sie wykonaé zapis. Szczegdélowy komentarz
do danej sytuacji umieszczony jest w kolumnie Komentarz.
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Tabela 2.3: Przykladowa rozgrywka.

Rzut

Wybér

Komentarz

DO

EIEEICIE)

EIEIEIEIED

()¢

Tréjka

Po pierwszym rzucie (J(J)EICJC), najlepiej
jest zbiera¢ do Trojek i zatrzymujemy kosci
C)C.

Rzucamy trzema wybranymi kosémi dostajac
©)EIED. Teraz bardziej oplaca zbieraé¢ sie do
Piatek, wiec zatrzymujemy (6.

Po trzecim rzucie musimy wybraé kategorie do
zapisu. W tym przypadku jedyne sensowne to
Piatki i Tréjka. W tak wcezesnej fazie zapisanie
25 punktow w Trojce jest nieco bardziej opta-
calne, gdyz na poczatku poluje sie raczej na
co najmniej cztery Piatki, badz cztery Szostki,
zeby zapisaé je w sekcji gérnej. W ten sposodb
zwigksza si¢ szanse na otrzymanie premii za
szkotke.

CIOCJEIEY
CIEIEICIE

DEIEICIE

&R
EIEICIED

Maly Strit

Kolejna runde rozpoczynamy od zbierania do
Czwobrek.

Na trzech wybranych kosciach po rzucie po-
jawia sie E()E). Teraz oplaca sie rzucaé do
Duzego Strita, gdyz Maly Strit i tak mamy
juz zapewniony.

Nie udato sie rzucié (), wiec zapisujemy 30
w Malym Stricie.

EEIGEI)

Duzy Strit

Juz w pierwszym rzucie uzyskujemy Duzego
Strita, tak wiec nie ma potrzeby wykonywaé
dalszych rzutéw i od razu zapisujemy 40 w Du-
zym Stricie.

CIOIEIE
CIOI0IEIE

OO

)
G0

Yahtzee

Zbieramy do Czworek.

Zatrzymujemy kolejna €39 i wykonujemy ostat-
ni rzut.

Przy takim rzucie jedyna stuszna decyzja to
zapisa¢ 50 w Yahtzee.

EYEIEICIED
EEIEICIC)

E9EIEIEIC)

G996
EYE9ED

Szostki

Zatrzymujemy wszystkie €3

Nie doszta zadna €3, wiec prébujemy jeszcze
raz dorzuci¢ jakas 3 z pozostalych dwéch ko-
Sci.

Musimy zapis uklad. W gre wchodza tylko
Szostki i Kareta. Bardziej optaca sie zapisaé¢
24 w Széstkach, gdyz daje to nam spora za-
liczke na premig za szkotke.
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Tabela 2.3: Przykladowa rozgrywka (ciag dalszy).

Rzut

Wyboér

Komentarz

IO
BDEE0E
EIEEIEIE)

EJ6)
e
Piatki

Zbieramy do Piatek.

Jeszcze raz probujemy wyrzucié jakas @),
Rzuciliémy kolejne Yahtzee, jednakze ta ka-
tegoria jest juz zajeta. Mozemy uzy¢ Jokera,
wtedy dostaniemy bonus 100 punktow. Zasa-
dy dotyczace Jokera méwia, ze jesli odpowied-
nia kategoria gorna jest wolna, to Joker moze
by¢ przyznany tylko przez zapisanie go w tej
kategorii. Tutaj mamy taka sytuacje. Zatem
zapisujemy w Piagtkach 25 punktéw i dopisuje-
my sobie bonus 100 punktéow. Zwréémy uwage,
ze zapis w innych kategoriach nie bedzie trak-
towany jako Joker. Na przyklad nie mozemy
zapisa¢ Fula, tzn. jesli zapisalibyémy Fula, to
musieliby$my wpisa¢ w tej kategorii 0 punk-
tow.

EIEIEICICY

EIEIEIEI)
EIEIEIEDE

E9EIEY

E9EIEIE

Ful

Mimo, ze Széstki sa juz zapisane, oplaca za-
trzymaé sie wszystkie 3, gdyz mamy szan-
se na wysoki wynik do Karety, badz nawet
szanse wyrzucenia kolejnego Yahtzee. Awaryj-
nie otrzymamy tez wysoki wynik do zapisania
w Szansie.

Mamy juz Karete. Prébujemy jeszcze rzucié
Yahtzee.

Znowu udalo sie rzuci¢ Yahtzee. Mozemy wy-
korzysta¢ ten uklad jako Joker. Tym razem
odpowiednia kategoria w sekcji gérnej (czy-
li Széstki) jest juz zapisana, zatem mozemy
uzy¢ Jokera w dowolnej innej kategorii i do-
sta¢ kolejne 100 punktéw premii. Najbardziej
oplaca sie zapisaé Karete, ale tym razem zapi-
szemy Fula. Normalnie pig¢ jednakowych ko-
$ci nie spelnia ukladu Fula, ale zasady Jokera
mowia, ze zapisujemy wtedy tyle punktéw, jak
gdyby uktad byl spelniony, wiec zapisujmy 25
punktow i zapamietujemy kolejne 100 punk-
téw premii.

C)CIE)
CIEICIED)
CICICIEI

()
CJEIC)
Trojki

Zbieramy do Trojek.

Zatrzymujemy kolejng (.

Doszta jeszcze jedna (+) i zapisujemy 12 w Tréj-
kach. W sumie na premig¢ za szkétke mamy
juz 61 punktéw (12 z Tréjek, 25 z Piatek i 24
z Sz6stek), wiec brakuje nam juz tylko 2 punk-
tow.
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Tabela 2.3: Przykladowa rozgrywka (ciag dalszy).

Rzut Wyboér Komentarz

EICIEICIC) Premie za szkotke mamy juz prawie zapew-
niona, wiec bedziemy sie staraé zrobi¢ Karete
za jak najwicksza liczbe punktéw, ewentualnie
zapisujac co$ w Szansie, dlatego zostawiamy
ko$¢ z najwieksza liczba oczek.

EICICICIED Kontynuujemy nasz plan. W najgorszym ra-
zie bedziemy zapisywac jakas kategorie z sekcji
gbrnej.

EICIEIIED | Jedynki Suma koéci nie jest zbyt wysoka, wiec nie opta-
ca sie zapisywaé Szansy i lepiej zapisa¢ 1 w Je-

dynkach.

CICIEIEIEY | CICY Zbieramy do Czworek, a ewentualnie caly czas
myslimy o Karecie.

CICIEICIEY | CIED Niestety nie doszla zadna (2.

CIECICIED | Czworki Jedyny sensowny wybér. W tym momencie
mamy juz w sumie 70 punktéw w sekcji gor-
nej, a wiec dostaniemy 35 punktow za premie
za szkotke.

ECICIEICY Weciaz bedziemy prébowaé zrobié¢ Karete.
EICIEIEIC Brakuje jeszcze jednej ().

EICIEIEICY | Dwojki Po trzecim rzucie uktad sie nie zmienil. Punk-
tow na Szanse jest malo, wiec zapisujemy 4
w Dwojkach.

EICIIEYC) Dwie €3 dobrze rokuja, jak nie na Karete, to
na pokazny wynik w Szansie.

EIEICIEDC) Blisko Karety.

GIEDEIEICY | Szansa Uktlad sig¢ nie zmienil i zapisujemy 25 w Szan-
sie.

CICIEICIC) | CoJCIC) Jedyna wolna kategoria to Kareta i staramy
sie ja uzyskac.

OCJEICIC) | CICIC) Jeszcze jeden rzut.

EICIEICIC) | Kareta Nie udalo sie uzyskaé czterech jednakowych
kosci. Musimy zapisa¢ 0 w Karecie.

Ostateczna punktacja i stan zapiséw w kazdej kategorii po tej rozgrywce jest
pokazany w tabeli [2.4]
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Jedynki 1

Dwéjki 4

Tréjki 12

Czworki 8

Piatki 25  (plus 100 za Jokera)
Sz6stki 24

Szkétka (suma punktéw sekcji gérnej) | 74 (plus 35)

Tréjka 25

Kareta 0

Ful 25  (plus 100 za Jokera)
Maly Strit 30

Duzy Strit 40

Yahtzee 50

Szansa 25

Suma (razem z premiami) 504

Tabela 2.4: Stan punktacji po zakoniczeniu przykladowej rozgrywki.
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Rozdziat 3

Gra jednoosobowa

Yahtzee moze by¢ gra jednoosobowa. Taka wersja to pasjans, a celem jest zdo-
bycie jak najwiekszej liczby punktéw. Wyrédzniamy dwie istotne strategie:

1. maksymalizacja wartosci oczekiwanej wyniku,
2. maksymalizacja prawdopodobienstwa osiggniecia okreslonego wyniku.

Pierwsza strategia na wartosé¢ oczekiwang jest naturalnym podejsciem, ktére
stosuje sie przy konstruowaniu gracza komputerowego. Popularnoé¢ gry oraz sto-
sunkowo mala liczba jej standéw przyciagneta uwage sSrodowiska informatyczne-
go. Niezaleznie powstalo wiele implementacji tej strategii. Najwazniejsze z nich
to te, ktoérych autorami sa:

e Tom Verhoeff [Ver99],
e Phil Woodward [Woo03],
e James Glenn [Gle06].

Chronologicznie jako pierwsza pojawila sie¢ implementacja Toma Verhoef-
fa. Pelne zrédla w Turbo Pascalu dostepne sa na jego stronie [Ver99]. W tej
implementacji redukcja grafu gry umozliwia wydajne stablicowanie jej standéw
i pozwala na wyliczenie strategii optymalnej w ciagu kilku minut.

Najczesciej cytowanym artykulem dotyczacym jednoosobowej gry Yahtzee
jest praca Phila Woodwarda z ,,Chance” [Woo03]. Uzyte algorytmy nie byly zbyt
efektywne, a wyliczenia trwaly kilka dni. Najwazniejszym przeslaniem tej pracy
jednak bylo pokazanie wyzszos$ci komputera nad ludzmi. Nawet w tak losowej
grze jak Yahtzee pojawiaja sie sytuacje nieoczywiste dla ludzi, a bezbtedny
komputer jest w stanie wskazac najlepsze wybory.

Najwiecej badan gry Yahtzee dotychczas przeprowadzil James Glenn [Gle06),
GleQT]. Oprécz implementacji strategii optymalnej na maksymalizowanie warto-
$ci oczekiwanej, badal on site réznych nieoptymalnych strategii heurystycznych.
W poréwnaniu do Verhoeffa zaobserwowal on kolejne mozliwoéci redukeji prze-
strzeni stanéw gry. Niedawno w pracy [Gle07] podal on dalsze usprawnienia,
ktoére sa podobne do zaproponowanych w tym rozdziale. Jednak Glenn nie wy-
korzystal do konca dokonanych obserwacji i zostawil sporo miejsca na kolejne
optymalizacje.
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W punkcie B1] przedstawimy kompletna analize przestrzeni stanéw gry i za-
leznosci miedzy nimi. Przedstawiona w punkcie[3.2]implementacja strategii opty-
malnej na wartosé oczekiwana jest kilkukrotnie szybsza niz najlepsze dotychczas
znane i pozwala na stablicowanie tej strategii w ulamku minuty. Tak duza efek-
tywnos¢ uzyskujemy przez dokonanie szeregu obserwacji, zastosowanie technik
algorytmicznych i optymalizacji. Wszystkie te elementy zostana tutaj szczegd-
lowo oméwione.

Druga strategia, maksymalizujaca prawdopodobienstwo osiagniecia pewne-
go ustalonego wyniku, jest juz trudniejsza do realizacji i spotkala sie ze znacznie
mniejszym zainteresowaniem. Jedyne rozwiazanie jakie dotychczas sie pojawi-
lo, zostalo zrealizowane przez Cremersa w jego pracy magisterskiej [Cre02] na-
pisanej pod opiekg Toma Verhoeffa. Przedstawiona tam technika jest jednak
niepraktyczna. W czasie gry, na wyliczenie wartosci potrzebnych do podjecia
decyzji potrzeba zdecydowanie zbyt wiele czasu.

W punkcie przedstawimy zupelnie nowe podejscie do stablicowania stra-
tegii na maksymalne prawdopodobienstwo osiagniecia okreslonego wyniku. Zo-
stanie wprowadzone pojecie dystrybucji. Uzycie dystrybucji pozwoli na natych-
miastowe otrzymywanie najlepszych posunie¢ w dowolnej sytuacji, co nie by-
to mozliwe w [Cre02]. W dalszej czesci pracy dystrybucje okaza sie uzyteczne
w wieloosobowej odmianie gry i pozwola na konstruowanie prawie optymalnych
strategii, co zostanie zaprezentowane w rozdziale @

3.1 Analiza przestrzeni stanéw

Rozgrywke opisujemy jako zbiér stanéw i przejsé miedzy stanami. Stan okresla
sytuacje w grze, czyli na przyktad aktualny zapis i wyrzucone kosci. Przejscia
okreslaja czynnosci wykonane przez gracza, takie jak rzut kosémi, wybér kosci
do rzutu, czy wybér i zapis kategorii.

Kazdy stan gry mozemy opisa¢ na dwdch poziomach szczegdltowosci. Na
pierwszym poziomie opisujemy zapis gry. Okreslamy ktére kategorie sa zapisa-
ne, ile punktéw jest wpisanych w zuzytych kategoriach oraz liczbe przyznanych
premii za Jokery. Na drugim, bardziej szczegélowym poziomie, opisujemy sy-
tuacje w danej rundzie. Okredlamy tutaj liczbe pozostalych rzutéw, wartosci
wyrzuconych, badz zatrzymanych kosci. Podsumowujac, stan gry okreélamy po-
dajac opis zapisu i opis rundy.

Stany gry podzielimy na dwa rodzaje. Stany nalezace do pierwszego rodzaju
nazwiemy stanami zapisu. Stany te reprezentuja sytuacje pomiedzy kolejnymi
rundami. Wystepuja one zaraz po wykonaniu zapisu i przed pierwszym rzutem
w nastepnej rundzie (o ile gra nie jest juz zakonczona). Do okreslenia stanu
zapisu wystarczy sam opis zapisu. Stany nalezace do drugiego rodzaju nazwiemy
stanami rundy i reprezentuja one sytuacje w trakcie trwania rundy. Wystepuja
one, gdy rzuciliSmy kos¢mi, badz wybraliémy kosci do nastepnego rzutu.

Przejscie z jednego stanu zapisu do drugiego stanu zapisu z jedna zapisana
kategoria wiecej, wymaga przejécia przez stany rundy. W grafie przej$é¢, rodzaje
stanéw przeplataja sie warstwami. Jest 14 warstw stanow zapisu. Kazda war-
stwa odpowiada liczbie zapisanych kategorii, od 0 do 13. Pomiedzy nimi jest
13 warstw stanéw rundy. Rozbicie przestrzeni stanéw na dwa rodzaje powodu-
je, ze wszelakie analizy, wykonywane dla standéw, moga by¢ robione osobno dla
kazdego rodzaju. W celu policzenia wartosci dla stanéw rundy wystarczy znaé
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wartosci dla odpowiednich stanéow zapisu. Poniewaz standéw zapisu jest znacznie
mniej, wiec wystarczy zapisywaé¢ wartosci tylko dla tych stanéw, a wartosci dla
stanéw rundy bedzie mozna dolicza¢ w miare potrzeb na biezaco. Liczba standéw
zapisu bedzie decydowala o potrzebnych zasobach pamieciowych.

3.1.1 Opis i stany zapisu

Pelny opis zapisu okredla ile punktow zostato zapisanych w poszczegdlnych ka-
tegoriach oraz ile razy zostala przyznana premia za Jokera. Do jednoznacznego
sformulowania strategii gry taka pelna informacja nie jest potrzebna. Wystarczy
pamietaé sumaryczna liczbe zdobytych punktéw (w tym premie) oraz mozliwosci
zapisowe, czyli jakie sa dalsze mozliwosci punktowania.

O mozliwosciach zapisowych decyduja wolne kategorie oraz szanse na uzy-
skanie premii. Wolnymi kategoriami sg wszystkie niezapisane kategorie. Szanse
uzyskania premii za szkétke okresla liczba punktéw zdobytych w sekcji gorne;j.
Jesli jest to liczba wigksza lub réwna 63, oznacza to, ze premia zostata juz przy-
znana, zatem wystarczy pamietaé jedng liczbe ze zbioru {0,1,...,63}. Premia
za Jokera jest mozliwa tylko wtedy, gdy w kategorii Yahtzee widnieje niezerowy
zapis. Zatem, jesli ta kategoria jest zapisana, to dodatkowo trzeba pamietac, czy
jest to zapis zerowy. Podsumowujac, nastepujace informacje okreslaja mozliwo-
$ci zapisowe:

e dla kazdej kategorii oprécz Yahtzee: czy jest zapisana, czy tez nie;

o dla kategorii Yahtzee: czy jest w niej zapis zerowy /niezerowy, czy tez ka-
tegoria ta jest wolna;

e czeScibwka na premie za szkotke: liczba ze zbioru {0,1,...,63}.

Pierwsze dwie informacje nazwiemy opisem kategorii, a trzecia po prostu cze-
Sciowkq.

Opis kategorii

Na opis kategorii potrzebujemy, dla kazdej kategorii oprécz Yahtzee, wartosci
binarnej, a dla Yahtzee trzech wartosci. Wszystkich opiséw kategorii jest wiec
3 - 212, W implementacji opis kategorii jest reprezentowany liczba 14-bitowa,
w ktorej dwa najstarsze bity reprezentuja jeden z trzech mozliwych standéw
zapisu w kategorii Yahtzee.

Przyjmiemy pare technicznych oznaczen w celu przedstawiania opiséw ka-
tegorii. Niech K, = {1,2,3,4,5,6} oznacza zbiér dozwolonych kategorii gér-
nych, gdzie kazda cyfra oznacza odpowiadajaca jej kategorie gorna. Niech Ky =
{T,K,F,M,D,Y,S} oznacza zbiér dozwolonych kategorii dolnych, gdzie odpo-
wiednie literki biorg si¢ z pierwszych liter nazw odpowiednich kategorii dolnych.
Niech K,, = K, U K4 oznacza zbidér reprezentujacy wszystkie kategorie, ktére
sa mozliwe do wybrania do zapisu. W danym stanie gry do reprezentowania
mozliwych kategorii do zapisania bedziemy uzywaé podzbioréw K,,. Przez Iy,
oznaczmy wszystkie mozliwe reprezentacje dostepnych wolnych kategorii:

Ko =1{K | K C K,}.
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Do opisu kategorii bedziemy tez uzywaé zbioréw, ktére beda zawieraty sym-
bole poszczegdlnych kategorii. Jednak w przypadku kategorii Yahtzee potrze-
bujemy rozrézniaé, czy to byl zapis zerowy, czy tez niezerowy. W tym celu
zamiast jednego symbolu Y bedziemy uzywaé¢ odpowiednio symboléw Yg i Ysp.
Zatem opis kategorii bedzie reprezentowany jako podzbiér zbioru K, \ {Y} plus
ewentualnie jeden z symboli Yg i Y50. Przez K oznaczmy wszystkie mozliwe
reprezentacje opisu kategorii:

K={K|KCKy,U{Yo} \{Y}VEKCK,U{Ys0}\{Y}}.

Dla wygody w opisie kategorii bedziemy pomija¢ przecinki miedzy elementami
zbioru oraz klamry oznaczajace zbidr.

Przyktad 3.1. Jedli mamy zapisane Trojki, Ful i Yahtzee na 0, to opisem kategorii
jest 3FYy.

W danym stanie zapisu, z opisem kategorii K € I, czesto przydatna bedzie
informacja o tym jakie kategorie sa wolne. Niech KATEGORIE-WOLNE(K) € IC,,
oznacza taki zbiér kategorii wolnych.

Czesciowki
Mozliwych cze$ciéwek jest 64 = 26. Wszystkich mozliwosci zapisowych jest wiec:

3-218 = 786 432. Liczba ta moze by¢ znacznie zmniejszona, jedli zauwazymy dwie
wlasnosci.

1. Tylko niektore czeécidwki sa osiagalne ze stanu poczatkowego, tzn. od
sytuacji, w ktérej wszystkie kategorie sa wolne. Na przyktad, jesli jedyna
zapisang kategoria w sekcji gérnej beda Dwojki, to mozliwe czesciéwki sa
ze zbioru: {0,2,4,6,8,10}.

2. Podobna wtasnosé zachodzi ,,od tylu”. Na przyktad, jesli jedyna wolna
kategoria w sekcji gérnej beda Czworki, to nie ma znaczenia czy mamy
62, 61, 60, czy tez 59 punktéw na premie za szkotke, gdyz i tak musimy
rzucié¢ jedna czworke, aby przekroczy¢ prog 63. Zatem mozna utozsamic ze
sobg te czesciowki, ktore daja doktadnie takie same mozliwosci uzyskania
premii za szkotke.

Opiszemy, w jaki sposob ograniczy¢ zbiér czesciowek dla zadanego ukladu
dostepnych kategorii. Zauwazmy, ze aby wyznaczy¢ istotne czescidéwki, interesuje
nas tylko stan kategorii z sekcji gérnej. Stan ten symbolicznie mozemy oznaczy¢
zbiorem S C {1,2,3,4,5,6}.

Po pierwsze wyznaczmy zbiér osiggalnych czesciéwek z S. Dla Scistosci po-
jecie osiggalnosci czesciéwki przedstawione jest w definicji [3.2]

Definicja 3.2. Czescidowka c jest osiggalna w stanie S wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieja ws € {0,1,...,5} dla s € S takie, ze

E WeS = C.
seS

To czy dana czeécidwka jest osiagalna mozna rozwigzaé za pomoca programowa-
nia dynamicznego, tak jak sie rozwiazuje dyskretny problem plecakowy (patrz
[CLRI7, Zadanie 17.2-2]). Wyliczanie osiagalnych czesciéwek przedstawione jest
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CZESCIOWKI-OSIAGALNE(S)
argumenty: zbiér kategorii w sekcji gérnej S C {1,2,3,4,5,6}
wynik: zbiér osiagalnych czesciéwek C' C {0,1,...,63} ze stanu S
1. C {0}
2: foreach s € S do
3: C/ — C
4 foreach c € ¢’ do
5: for w — 1 to 5 do
6: C — CU{min(c + ws,63)}
7. return C

Algorytm 3.1: Wyliczenie osiagalnych czesSciéwek dla danego zbioru kategorii
gbérnych.

w algorytmie [3.I] W tym algorytmie zakladamy, ze liczba 63, czyli prog pre-
mii, symbolicznie oznacza dowolna czescidéwke nie mniejsza od 63. Zbiér C wy-
generowany przez CzZESCIOWKI-OSIAGALNE bedziemy tez reprezentowaé przez
rosnacy ciag ci, ..., c|c|. Pozwoli to nam wygodnie przeglada¢ wartosci zbioru
od najmniejszej do najwigkszej lub na odwrét. W praktyce mozna stablicowaé
wszystkie wyniki funkcji CzZESCIOWKI-OSIAGALNE, dla wszystkich mozliwych
argumentéw, gdyz jest ich tylko 64.

Po drugie, mozemy okresli¢, ktore czescidéwki mozna utozsamié, tzn. ktére
czeSciowki daja te same mozliwosci zapisowe. Dwie czescidwki sa rownowazne,
jezeli sposoby osiagniecia progu premii za szkétke dla obu czesciowek sa takie
same.

Definicja 3.3. Oznaczmy zbiér zapisanych kategorii przez S, zbiér wolnych
kategorii przez S = {1,...,6} \ S, oraz cze$ciéwki przez c; i co. Wéwcezas moé-
wimy, ze cze$ciowki ¢1 1 ¢y sa réwnowazne przy stanie S, jezeli dla wszystkich
mozliwych wyboréw ws € {0,1,...,5} po s € S, zachodzi

c1+ Zw;? > 63 wtedy i tylko wtedy, gdy c2 + Z wss = 63.
s€S s€s
Suma ) - gws3 jest tak na prawde pewna czedcidwka ¢ osiagalna w stanie
S, wiec z definicji bezposrednio wynika proste kryterium na réwnowaznosé
dwoch czesciowek.

Fakt 3.4. Czescidwki c1 < ¢y sq réwnowazne w stanie S wtedy i tylko wtedy,
gdy nie istnieje takie ¢ osiggalne w stanie S, Ze ¢; +¢ < 63 < g +¢.

Z powyzszego faktu wynika tez nastepujaca wlasnosc.

Fakt 3.5. Dane sq czesciowki c1 < co < c3. Jezeli ¢; jest rownowaina cs, to co
jest rownowazna ci i c3.

Niech NRCjs]|c], dla ¢ € {0, ...,63}, oznacza najmniejszq réwnowaing o0sig-
galng czeScidwke w stanie S. Na podstawie faktow [3.4] i mozemy wygene-
rowaé te tablice na przyklad tak, jak jest to przedstawione w algorytmie [3.2]
Tablica ta bedzie przydatna do szybkiego znajdowania czeScidéwek réwnowaz-
nych.
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GENERUJ-NRC(S5)

argumenty: zbiér kategorii w sekcji gérnej S

wynik: wypelniona tablica NRC g|c] dla ¢ osiagalnych w stanie S
1: C « CZESCIOWKI-OSIAGALNE(S)
2: C « CzZESCIOWKI-OSIAGALNE(S)

3: E<— |€|

4: for i — 1 to |C| do

5 NRCslci] < ¢

6 while ¢; > 0A¢; +¢_, > 63 do

7: E<—E— 1

8 if ¢; >0A(¢; +¢ <63V ci—1+¢ > 63) then
9 NRCS[CZ] — NRCS[Ci_l]

Algorytm 3.2: Generowanie tablicy najmniejszych réwnowaznych cze$ciowek.

Podsumujmy rozwazania o czeScidwkach. Wszystkich mozliwych ukltadéw
kategorii gérnych i czesciéwek jest 26 - 64 = 4096. Jedli uwzglednimy tylko cze-
Sciowki osiggalne, to liczba ta zmniejszy sie do 2794. Sklejajac czeSciowki row-
nowazne liczba istotnych cze$ciowek dalej zmniejszy sie do 1640, co daje zysk
blisko 60%. Liczba wszystkich mozliwo$ci zapisowych zmniejszy sie z 786 432 do
1640 - 3 - 26 = 314 880.

Dodatkowo, w algorytmach zamieszczonych w tej pracy mozemy utozsamiac
czescidwke 63 z czescidwka 0. Wiaze sie to z tym, ze jesli czescidwka 63 jest osia-
galna w stanie S, to z czesciéwki 0 w stanie S nie mozemy juz osiagnaé¢ progu
premii za szkotke, a zatem w obu przypadkach premia juz nie bedzie przyznawa-
na w przyszlodci (w pierwszym przypadku jest juz po prostu przyznana). Jest
tak dlatego, ze 63 nie moze byé¢ osiagalna jednoczeénie w stanie S i S, gdyz
5.-(1+...46) =105 < 126 = 2 - 63. Algorytm [3.2| mozna zmodyfikowaé tak,
aby uwzglednial réwnowaznosé czesciéwki 63 i 0 poprzez dodanie na koncu petli
for takich wierszy:

10: if ¢; = 63 then
11 NRCsle;] < 0

Uktadéw kategorii gérnych, w ktorych jest osiagalne 63 jest dokladnie 22,
a zatem liczba istotnych czesciéwek moze by¢ dalej zmniejszona do 1618, a liczba
mozliwoéci zapisowych do 1618 - 3 - 26 = 310 656.

Reprezentacja
Opis zapisu jest trojka (K, ¢, p), w ktérej
e K € K reprezentuje opis kategorii,
e c{0,1,...,63} reprezentuje czescidwke,

e p € {0,1,2,...} reprezentuje taczna liczbe zdobytych punktéw (w tym
premie).

Te reprezentacje bedziemy uzywaé do okre§lania standéw zapisu. Para (K, c)
reprezentuje mozliwosci zapisowe w stanie zapisu (K, ¢, p). Zaznaczmy, Ze nie
wszystkie stany sg osiggalne. Oznaczajac przez S = K N K, zbiér zapisanych
kategorii gérnych, wiemy, ze musi byé¢ ¢ € CzESCIOWKI-OSIAGALNE(S). Po-
nadto maksymalna mozliwa liczba punktéw do zdobycia wynosi 1575, zatem
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p < 1575. Réwniez nie wszystkie punktacje sa osiagalne. Na przyklad wynik
1574 nie jest mozliwy.

3.1.2 Opis i stany rundy

Podczas jednej rundy gracz wykonuje szereg czynnosci, w sktad ktérych wcho-
dza:

e rzucanie kosémi,
e wybieranie kosci do rzutu,
e wybieranie kategorii do zapisu.

Rzucanie jest zdarzeniem losowym, natomiast wybierania wymagaja od gracza
podejmowania decyzji. Jesli przyjmiemy, ze przy wybieraniu koéci do rzutu jest
tez mozliwosé zatrzymania wszystkich kosci, tzn. nie rzucania zadna koscia, to
mozemy tez przyjacé, ze zapis jest dozwolony dopiero po wykonaniu trzeciego
rzutu. Takie zalozenie ulatwi dalsza analize. W stosunku do oryginalnych zasad
jest to pewne odstepstwo, ale w pelni zgodne z regutami gry, gdyz zawsze moz-
liwoéé zapisu po wcezesniejszych rzutach mozna symulowaé poprzez rzuty bez
wybranych kosci, co nie zmienia uktadu kosci.

Na rysunku [B.I] przedstawiono szczegélowo przebieg pojedynczej rundy.

|
| . . oy .
i rzut wszystkimi ko$émi
|

[uklad pieciu koéci po pierwszym rzucie]

zatrzymanie wybranych kosci

[uklad zatrzymanych kosci po pierwszym rzucie}
T

! . 7 7 .
1 rzut wybranymi ko$émi
|

[uklad pieciu kosci po drugim rzucie]

zatrzymanie wybranych kosci

[uklad zatrzymanych kosci po drugim rzucic]
T

| . ’ 7 .
1 rzut wybranymi koéémi
|

[uklad pieciu kosci po trzecim rzucie]

wybranie kategorii do zapisu
Rysunek 3.1: Schemat przebiegu pojedynczej rundy.

Czynnosci sa reprezentowane przez strzaltki. Strzaltki przerywane oznaczajg zda-
rzenia losowe. Strzalki ciagte oznaczaja wybory gracza. Ponadto na rysunku za-
znaczone sg takze stany, ktére powstaja w trakcie rundy. Stany sa dwojakiego
rodzaju:
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e uktad kosci po rzucie,

e uklad zatrzymanych/wybranych kosci.

Przeanalizujmy przestrzen mozliwych ukladéw dla kazdego rodzaju.

Uktlady kosci po rzucie

Kazda z pigciu kosci moze przyjaé¢ sze$¢ mozliwych wartosci. W najprostszym
podejéciu uktad kosci po rzucie reprezentowany jest przez ciag R =ry,...,r5 €
{1,...,6}5. Liczba takich ciagéw to 6° = 7776. Prawdopodobiefistwo wyrzuce-
nia ukladu R wynosi zatem dokladnie 1/7776.

Koéci nie sa rozréznialne, wiec kolejnosé elementéw ciagu R nie ma znacze-
nia. Liczba kombinacji 5—elementowych zbioru 6-elementowego wynosi:

6+5—1
= 252.
(57

Rzut mozemy reprezentowaé jako ciag niemalejacy, ale dla wygody rzut R be-
dziemy reprezentowaé jako multizbiér. Elementami (byé moze wielokrotnymi)
sg liczby 1,...,6, a rozmiar zbioru R wynosi 5.
Przyktad 3.6. Reprezentacja rzutu ()€ J()E jest multizbior {1,1,2,3,5}. Je-
dynka w takim multizbiorze ma krotnosé dwa.

Bedziemy oznaczaé, ze r € R, jezeli istnieje kos¢ w rzucie R, na ktorej jest
r oczek. Zbioér wszystkich 252 rzutéw oznaczamy przez R. Przy tych oznacze-
niach, prawdopodobienstwo wyrzucenia R € R jest rowne liczbie réznych ciaggdw
r1,...,r5 takich, ze {r1,...,r5} = R, podzielone przez 6°.
Przyklad 3.7. Prawdopodobienstwo wyrzucenia rzutu {1, 1,2,3,5} wynosi:

1 (5 1 5
Pr({1.1.2.3.5)) = — . 32 1=—=-60=—.
I‘({ s Ly &y 9y }) 7776 (2> 7776 648

Uklady zatrzymanych kosci

Kazda ko$é moze byé¢ albo zatrzymana i wtedy moze przyjaé jedna z szedciu
mozliwych wartosci, albo moze byé¢ wybrana do rzutu. Zatrzymanie kosci Z,
podobnie jak rzuty, bedziemy reprezentowaé przez multizbiér. Elementami Z sg
liczby 1,...,6, a rozmiar zbioru Z wynosi co najwyzej 5.

Przyktad 3.8. Reprezentacja zatrzymania kosci (+)(+)(=J) jest multizbiér {1, 3,3}
0 mocy 3.

Liczba wszystkich mozliwych zatrzyman kosci wynosi:

T+5-1
= 462.
(57

Bedziemy pisali, ze z € Z, jezeli istnieje kos¢ w zatrzymaniu Z, ktéra ma z oczek.
Zbiér wszystkich 462 zatrzyman oznaczamy przez Z.

Prawdopodobienstwo otrzymania rzutu R dla zatrzymania Z oznaczamy
przez Pr(R|Z).
Przyklad 3.9. Prawdopodobienstwo wyrzucenia {1,3,3,3,4} dla zatrzymania
{1, 3,3} wynosi tyle co prawdopodobienstwo, ze dwoma ko$¢mi wyrzucimy (+)(3,

czyli
1 1
Pr({1 4141 =—=-2=—.
r({1,3,3,3,4}[{1,3,3}) = 3 13
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Liczba stanéw
Policzmy liczbe stanéw rundy. Stan rundy wyznaczony jest przez:

e Opis zapisu,

liczbe wykonanych rzutéw,
e typ stanu: rzut lub zatrzymanie,
e uktad kosSci po rzucie, badz uktad zatrzymanych kosci.

Opis zapisu musi posiada¢ co najmniej jedna wolna kategorie. Mamy 3 rzuty
i 2 zatrzymania podczas jednej rundy. Mozliwych rzutéw jest 252, a zatrzyman
462, zatem dla danego opisu zapisu jest doktadnie 3-252+2-462 = 1680 stanéw
rundy.

Zapis uktadu kosci

Zmiane stanu zapisu mozna dokonac¢ jedynie w wyniku zapisania danego ukta-
du kosci w wybranej wolnej kategorii. Liczbe zapisanych punktéw, punktéw
na czesciowke oraz premie reguluja zasady gry. W dalszej czesci przyjmujemy,
ze mamy do dyspozycji funkcje ZAPIS((K, ¢ ), R, k)7 ktora dla danego stanu
zapisu (K, ¢, p), rzutu R i wybranej wolnej kategorii k zwraca nowy stan zapi-
su (K',c,p’). W punktacji p’ uwzglednia sie wszystkie przyshugujace premie.
Wartosé argumentu p nie ma wplywu na liczbe zdobytych punktéw, co mozna
wyrazi¢ za pomoca nastepujacego faktu.

Fakt 3.10. Niech (K',c,p’) = ZAPIS((K7 ¢,0), R, k:), wtedy

Zapis((K,c,p), R, k) = (K',c,p’ + p).

3.2 Maksymalizacja wartosci oczekiwanej wyni-
ku

W tym punkcie zajmiemy sie wyliczaniem wartosci oczekiwanej wyniku dla
wszystkich mozliwych sytuacji podczas gry.

Zastosujemy programowanie dynamiczne. Tablicowanie wartosci oczekiwanej
bedziemy robi¢ na dwoch poziomach. Na poziomie zapisu bedziemy wyliczaé
wartosci dla stanéw zapisu. Na poziomie rundy bedziemy wylicza¢ wartosci dla
stanéw rundy.

3.2.1 Poziom zapisu

Dla danego stanu zapisu (K, ¢, p) oznaczmy przez Ek ., maksymalna wartosé
oczekiwana wyniku. Na podstawie faktu [3.10] zachodzi réwnosé

Ex.cp =1+ Ek,co0- (3.1)

Wynika to z tego, ze liczba zdobytych punktéw nie ma wplywu na mozliwosci
dalszego punktowania. Do wyznaczenia wartoéci oczekiwanych dla stanéw za-
pisu wystarczy, ze znajdziemy wartosci oczekiwane dla wszystkich mozliwosci
zapisowych.
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Bedziemy budowaé tablice E indeksowana parami (K,c) po K € Kic €
{0,1,...,63} tak, aby E[K,c] = Ek 0. W tym celu stosujemy podejécie dyna-
miczne (algorytm. Najpierw inicjujemy wartosé¢ oczekiwang na zero dla opi-

E-Po0z1IOM-ZAPISU
wynik: wartosci oczekiwane F dla wszystkich opiséw kategorii K i czedcidwek
osiggalnych ¢

1: for ¢ +— 0 to 63 do

2: E[{123456 TKFMDY(S}, ] < 0
E[{123456 TKFMDY50S},c] «+ 0
: for z «— 12 downto 0 do
foreach K € K, |K| =z do

E-P0z10M-ZAPISU-CZESCIOWKI(K)

EOEAN

E-P0z10M-ZAPI1SU-CZESCIOWKI(K)
1: S~ Kn Kg
2: C' — CzESCIOWKI-OSIAGALNE(S)
3: foreach c € C do
4 E[K,c] — E-PozioM-RUNDY(K, ¢)

Algorytm 3.3: Wyliczanie wartoéci oczekiwanej dla stanéw zapisu.

séw kategorii, ktére nie maja zadnych kategorii wolnych (wiersze|lH3]). Nastepnie
warto$¢ oczekiwang bedziemy liczy¢ dla wszystkich opiséw kategorii i osiagal-
nych cze$ciowek, dla opisow kategorii o coraz wigkszej liczbie kategorii wolnych

(wiersze 4H6)).

W wywotaniu E-Poz1oM-ZAPISU-CZESCIOWKI(K ) przechodzimy wszystkie
czedciowki osiggalne. Tam dla danego opisu kategorii K i czeSciéwki ¢ war-
to$¢ oczekiwang wyliczamy wywolujac E-P0z1ioM-RUNDY(K, ¢). Funkcja E-
PozioM-RUNDY symuluje wszystkie czynnosci jakie sa wykonywane podczas
jednej rundy przy dochodzeniu do stanéw zapisu, w ktérych jest zapisana jed-
na kategoria wiecej. Ta funkcja jest opisana w nastepnym punkcie. Zwréémy
uwage, ze w E-P0zIOM-ZAPISU-CZESCIOWKI nie musimy liczyé wielokrotnie
czescibwek réwnowaznych. Mozemy to zoptymalizowaé uzywajac tablicy naj-
mniejszych réwnowaznych czesciéwek NRC' (algorytm (3.4)).

E-P0zI10M-ZAPISU-CZESCIOWKI(K))
1: S—Kn Kg
2: C' — CzESCIOWKI-OSIAGALNE(S)
3: for i < 1 to |C] do
if NRCgc;] = ¢; then
E[K,¢;] < E-PozioM-RUNDY (K, ¢;)
else
E[K, Ci] — E[K, NRCS[CZH

b

N a

Algorytm 3.4: Wyliczanie wartosci oczekiwanej dla stanéw zapisu — optymali-
zacja przetwarzania czescidwek.
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3.2.2 Poziom rundy

Przyjrzyjmy sie jakie obliczenia musza zosta¢ wykonane, aby wyliczy¢ mak-
symalng warto$¢ oczekiwana mozliwa do osiagniecia w stanie zapisu (K, ¢, 0).
Oznaczmy szukana wartos¢ przez wynik.

Pierwsza czynnoécia jest rzucenie wszystkimi koéé¢mi. Mozliwa do osiagnie-
cia warto$¢ oczekiwana zalezna jest od tego co wyrzuciliémy. Oznaczmy przez
rzuti[R], R € R, maksymalng warto$é¢ oczekiwana jaka mozna osiagnaé¢ po wy-
rzuceniu w pierwszym rzucie R. Rzut jest zdarzeniem losowym i wynikowa war-
tosé oczekiwana jest érednia wazona, czyli

wynik = Z Pr(R) - rzut1[R). (3.2)
RER

Kolejna czynnodcia jest zatrzymanie kosci. Oznaczmy przez zatrzymanie; [Z],

Z € Z, maksymalna warto$¢ oczekiwang jaka mozna osiagnaé po pierwszym

zatrzymaniu kosci Z. Dla danego rzutu R zatrzymanie Z jest mozliwe jesli

Z C R. Wybér zatrzymanych kosci ma maksymalizowaé wartosé oczekiwana,
a zatem

rzuty [R] = max zatrzymanie, [ Z). (3.3)

Nastepnie jest drugi rzut kosémi, tym razem tylko niezatrzymanymi ko$émi.
Oznaczmy przez rzutz[R], R € R, maksymalng warto$é oczekiwana jaka mozna
osiagnaé po wyrzuceniu drugiego rzutu R. Zaznaczmy, ze rzut R jest mozliwy
przy zatrzymaniu Z tylko wtedy, gdy Pr(R|Z) > 0. Podobnie jak przy pierwszej
czynnosci jest to zdarzenie losowe, a zatem, aby wyliczy¢ wartos¢ oczekiwang
nalezy wzia¢ Srednig wazona:

zatrzymanie, [ Z] = Z Pr(R|Z) - rzutz[R). (3.4)
RER

Nastepnie jest drugie zatrzymanie i trzeci rzut. Maksymalne wartosci ocze-
kiwane oznaczamy jak wyzej, odpowiednio przez zatrzymanie,[Z] i rzuts[R].

Zaleznosci sg analogiczne do (3.3) 1 (3.4)):

rzuty[R] = max zatrzymanies[Z]. (3.5)
zatrzymaniey [ Z] = Z Pr(R|Z) - rzuts[R). (3.6)
RER

Ostatnia czynnoscia po trzecim rzucie jest wybér kategorii do zapisu. Ozna-
czajac przez zapis|R, k], R € R i k € KATEGORIE-WOLNE(K), maksymalna
wartos¢ oczekiwana jaka mozemy uzyskaé zapisujac rzut R w kategorii k, ostat-
nig zaleznoscia jest:

reuts [R] B kEKATEGCE{llg—)%’VOLNE(K) zapzs[R, k] (3.7)

Schemat wszystkich zaleznoéci przedstawiony jest na rysunku Przy zato-
zeniu, ze mamy dane wszystkie wartosci zapis[R, k|, mozemy wyliczy¢ pozostate
wartosci stosujac programowanie dynamiczne, czyli liczac od konca. Pseudo-
kod przedstawia procedura PROPAGUJ-WARTOSCI-STANOW-RUNDY w algoryt-
mie W wierszach wyznaczamy rzuts na podstawie wzoru . Dalej
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wynik = Z Pr(R) - rzut1[R)

|
|
ReR !

rzuty [ R]

rzuty [R] max zatrzymanie, [ 7]

zatrzymanie; [ Z]
ZeZ

ym
zatrzymanie, [ Z] = Z Pr(R|Z) - rzutz[R)
RER

ReER

rzut; [R]

t = t ey Z
rzuts[R) e rzymaniey|Z]

zatrzymaniey | 7]
zez

ym
zatrzymanie, [ Z] = Z Pr(R|Z) - rzutz[R)
RER

RER

rzuts|R)

rzuts|R] = max zapis[R, k]

k€KATEGORIE-WOLNE(K)
zapis[R, k]
R
k

RER

R

S
€ KATEGORIE-WOLNE(K)

Rysunek 3.2: Zaleznosdci miedzy wartosciami w pojedynczej kolejce.

wyznaczamy zatrzymanie; z rzut;iq (wiersz i rzut; z zatrzymanie, (wiersz
kolejno dla i = 2 1 ¢ = 1. Stosujemy tu odpowiednio funkcje WAZ-RzUTY-
DLA-ZATRZYMAN i MAKSYMALIZUJ-ZATRZYMANIA-DLA-RzZUTOW, dla ktérych
podamy efektywna implementacje. Na koncu WAZ-RzZuTy-DLA-WSZYSTKICH-
Ko$ct wyznacza wynik z rzuty (wiersz @

Najprostszym sposobem implementacji WAZ-RZUTY-DLA-ZATRZYMAN jest
dla kazdego zatrzymania Z € Z uzycie rownan i . Suma moze by¢
zoptymalizowana w ten sposob, ze R przebiega tylko te rzuty, dla ktérych
Pr(R|Z) > 0. Mozna sobie zawczasu przygotowaé¢ odpowiednie zbiory indek-
sow 1 prawdopodobienstwa dla kazdego Z. Wyznaczanie tablicy zatrzymanie na
podstawie tablicy rzut mozna zrobié¢ jednak znacznie efektywniej jesli podejdzie-
my do tego calosciowo i uzyjemy kolejny juz raz programowania dynamicznego.

Przyjrzyjmy sie jakim dokladnie wzorem mozna przedstawié zatrzymanie[Z)
na podstawie tablicy rzut. Jakie sa mozliwe rzuty dla zatrzymania Z7 Niech

w=|Z|17Z = {z,...,20}. Wtedy rzucamy 5 — w ko$émi (moze ich byé tez
zero) i w wyniku otrzymujemy zy,11, . - ., 25, co daje rzut R = {21, ..., 25}, gdzie
Zw+tls---,25 € {1,...,6}. Prawdopodobiefistwo wyrzucenia ciagu zy41, ..., 25

wynosi dokladnie 6%, Zatem otrzymujemy:

1
zatrzymanie[{z1, ..., 2y} = G Z rzut[{z1,...,25}], (3.8)
Zw+1,--,25€{1,...,6}

skad wynikaja nastepujace wzory na liczenie tablicy zatrzymanie.
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PROPAGUJ-WARTOSCI-STANOW-RUNDY (K)
argumenty: opis kategorii K i tablica zapis
wynik: wypelnione tablice rzut;, zatrzymanie; oraz zmienna wynik
1: foreach R € R do
2 rzutg[R] « max{zapis[R, k] | k € KATEGORIE-WOLNE(K)}
3: for ¢ — 2 downto 1 do
4: zatrzymanie; — WAZ-RZUTY-DLA-ZATRZYMAN(rzut; 1)
5 rzut; < MAKSYMALIZUJ-ZATRZYMANIA-DLA-RZUTOW (zatrzymanie;)
6: wynik «— WAZ-RZUTY-DLA-WSZYSTKICH-KOSCI(rzut; )

Algorytm 3.5: Propagowanie wartosci dla stanéw rundy.

Fakt 3.11. Niech Z € Z i w = |Z|. Jesli w =5, to
zatrzymanie|Z] = rzut[R], (3.9)

w przeciwnym razie zachodzi:

6
1
zatrzymanie|Z] = i Z zatrzymanie[Z U {z}]. (3.10)
z=1

Dowdd. Jesli w = 5, to nie rzucamy zadnymi ko$émi i (3.9)) wynika bezposrednio
z (3.8). Niech w <51 Z ={z1,...,2u}, wtedy

1
zatrzymanie[{z1, ..., 2w} = P Z rzutl{z1, ..., 25}
Zwt1se0525€{1,0..,6}

0 1
= é . Z (65(1”+1) Z rzut[{zh...,zs}])
Zw+1=1 Zw42,---,25€{1,...,6}
1 6
=—- Z zatrzymanie[{z1, . . ., Zw, Zw+1 s
6 Zwt1=1
skad dostajemy (3.10)). 0O

Realizacja funkcji WAZ-RZUTY-DLA-ZATRZYMAN na podstawie faktu
przedstawiona jest w algorytmie Roéznica pomiedzy najprostsza metoda

WAZ-RZUTY-DLA-ZATRZYMAN(rzut)
1. foreach R € R do
2 zatrzymanie|R] — rzutR]
3: for w < 4 downto 0 do
4: foreach Z € Z,|Z] = w do
5 zatrzymanie|Z] — ¢ - 23:1 zatrzymanie[Z U {z}]
6: return zatrzymanie

Algorytm 3.6: Wyznaczanie wartosci zatrzyman na podstawie wartosci dla rzu-
tow.

polegajaca na uzyciu réwnan (3.4]) i (3.6), a przedstawiona metoda, jest taka,
ze dla danego zatrzymania Z w prostszej metodzie suma ma rozmiar taki, jak
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liczba mozliwych rzutéw dla danego zatrzymania, a w algorytmie [3.6] rozmiar
sumy jest zawsze 6. Widaé, ze uzycie programowania dynamicznego pozwolito
nam na implementacje szybsza o rzad wielkosci.

Zajmijmy sie teraz implementacjg funkcji MAKSYMALIZUJ-ZATRZYMANIA-
DrA-RzuTOW. Najproéciej jest uzyé réwnan i (3.5). Dla kazdego rzutu R li-
czone jest maksimum po wszystkich zatrzymaniach Z C R. Liczenie tablicy rzut
na podstawie tablicy zatrzymanie mozna zrobi¢ jednak efektywniej. Rozszerza-
my tablice rzut tak, aby zbiér indekséw wynosil Z zamiast R. Niech rzut[Z] dla
Z € Z wynosi maxy:cz zatrzymanie[Z']. Aby wyznaczy¢ taka tablice rzut mo-
zemy zastosowaé programowanie dynamiczne. Wystarczy zauwazyé, ze rzut[Z)
umiemy wyznacza¢ jak tylko znamy wartosci rzut dla zatrzyman zawierajacych
tylko jedna ko$¢ mniej. W wyniku otrzymujemy algorytm

MAKSYMALIZUJ-ZATRZYMANIA-DLA-RZUTOW (zatrzymanie)
1: for w «— 0 to 5 do
2 foreach Z € Z,|Z| = w do
3: rzaut[Z] «— max ({zatrzymanie[Z]} U {rzutlZ \ {z}] | z € Z})
4: obetnij tablice rzut tak, ze zbior indekséw zmniejszy sie z Z do R
5. return rzut

Algorytm 3.7: Wartosci rzutéw.

Ostatnig funkcja jest WAZ-RzUTY-DLA-WSZYSTKICH-KOSCI. Jest to nic
innego jak policzenie wartoéci dla zatrzymania pustego, na podstawie wszystkich
rzutéw. Mozna do tego celu stosowaé funkcje WAZ-RzZUTY-DLA-ZATRZYMAN,
ale w tym wypadku jest to zbyt pracochlonne ze wzgledu na zbedne liczenie
wartosci rowniez dla pozostatych zatrzyman. Najprostsza implementacja jest

uzycie wzoru (3.2) (algorytm [3.8).

WaZ-RzUTY-DLA-WSZYSTKICH-KOSCI(rzut)
1: return ), Pr(R) - rzut[R]

Algorytm 3.8: Wartosci rzutéw.

Mamy funkcje, ktora propaguje wartosci stanéw rundy na podstawie tabli-
cy zapis. Teraz jedyne czego jeszcze potrzeba to inicjacja tej tablicy. Wartosci
zapis[R, k] wyliczamy na podstawie zasad gry i wyznaczonych wczeéniej wartosci
oczekiwanych dla standéw zapisu z wiekszg liczba zapisanych kategorii. Nastepnie
uzywamy procedury PROPAGUJ-WARTOSCI-STANOW-RUNDY(K). W ten spos6b
realizujemy liczenie wartosci oczekiwanej na poziomie rundy, co jest przedsta-
wione w algorytmie 3.9

3.2.3 Uwagi implementacyjne i wyniki

Przedstawiony algorytm tablicowania wartosci F[K, c] byl testowany z rézng
doktadnoscig liczb zmiennoprzecinkowych i wykazuje sie duza stabilnosé nu-
meryczna. To znaczy obliczenia z wiekszg dokladnoscia potwierdzaly wyniki
uzyskane z mniejsza dokladnoscia.

Do uzyskiwania informacji o maksymalnej wartoéci oczekiwanej w dowol-
nym momencie gry wystarczy, ze bedziemy pamietaé tylko tablice E. Jesli be-
dziemy potrzebowali wartoséci oczekiwanej na przyktad dla danego rzutu pod-
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E-PozioM-RUNDY(K, ¢)
argumenty: opis kategorii K i czeéciowka c
wynik: warto$¢ oczekiwana wyniku uzyskanego w stanie zapisu (K, ¢, 0)
1: foreach R € R A k € KATEGORIE-WOLNE(K) do
2: (K’,cﬂp’)<—ZAPIS((K,C,O),R,/€)
3: zapis[R, k] — p' + E[K', ]
4: PROPAGUJ-WARTOSCI-STANOW-RUNDY (K)
5. return wynik

Algorytm 3.9: Wyliczanie wartosci oczekiwanej na poziomie rundy.

czas rundy, wtedy za pomoca funkcji E-P0z1ioM-RUNDY uzyskujemy praktycz-
nie natychmiast szukane wartosci. Co wiecej podczas normalnej gry, w ktérej
chcemy maksymalizowaé wartos¢ oczekiwana wyniku, dla danej rundy funkcje
E-PozioM-RUNDY mozemy wywolaé tylko raz, a w czasie caltej gry tylko 13 razy.
Strategia na maksymalng wartos¢ oczekiwang jest zaimplementowana w algo-

rytmie [3.10]

STRATEGIA-E(K, ¢, rzuty, R)
argumenty: opis kategorii K, czesciéwka c, liczba wykonanych rzutéw rzuty
oraz aktualny rzut R
wynik: posunigcie maksymalizujace warto$¢ oczekiwana wyniku w stanie za-
pisu (K, ¢,0) — zatrzymanie kosci Z C R, badZ zapisywana kategoria k €
KATEGORIE-WOLNE(K)
1: foreach R € R A k € KATEGORIE-WOLNE(K) do

(K',d,p) « ZAPI1S((K,¢c,0), R, k)
zapis[R, k] — p' + E[K', ]
: PROPAGUJ-WARTOSCI-STANOW-RUNDY (K)
if rzuty < 3 then

return Z C R maximizing zatrzymanie
else

return k € KATEGORIE-WOLNE(K) maximizing zapis|R, k]

2]

TzUty

S A 4

Algorytm 3.10: Strategia na maksymalna warto$¢ oczekiwana.

Przedstawione algorytmy tablicowania sa bardzo efektywne. Stablicowanie
wartodci oczekiwanych przez [Ver99] zajmuje niecale 10 minut. Na podobnej
maszynie (tj. Pentium 4, 2.8 GHz), przy uzyciu naszego programu, tablicowanie
trwalo niecale 35 sekund. Warto$¢ oczekiwana gry wynosi 254.589374.

3.3 Maksymalizacja prawdopodobienstwa osig-
gniecia okreslonego wyniku

Strategia maksymalizowania wartosci oczekiwanej jest optymalna strategia, je-
zeli chcemy $rednio zdobywaé jak najwiecej punktéw. Mozemy sobie stawiaé in-
ny cel. Otéz mozemy chcieé¢ pobi¢ najlepsze wyniki uzyskane dotychczas w grze
jednoosobowej. Ustalamy sobie wynik jaki minimalnie chcieliby$my osiggnaé
i chcemy zmaksymalizowaé swoje szanse osiagniecia tego wyniku. W tym punk-
cie zajmiemy sie wyliczeniem maksymalnych prawdopodobienstw osiagniecia
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kazdego z wynikéw dla kazdego stanu.

W przeciwienstwie do liczenia wartosci oczekiwanej, do obliczenia najwigk-
szego prawdopodobienstwa okre$lonego wyniku dla danego stanu nie wystarczy
pamietaé jednej liczby. Zalézmy, ze chcemy wyliczy¢ maksymalne prawdopo-
dobienstwo osiagniecia wyniku z ze stanu (K, ¢,p). W tym celu potrzebujemy
maksymalne prawdopodobienistwa osiagniecia wyniku x ze wszystkich stanéw
do ktérych mozemy doj$¢ przez wykonanie pojedynczego zapisu, tj. standw
(K',c,p') takich, ze (K',c,p') = ZAPIS((K, e, p), R, k) po wszystkich rzutach
R € R i kategoriach wolnych k € KATEGORIE-WOLNE(K). Dla danego opisu
kategorii K’ i czesciéwki ¢’ na ogdt mozna osiagnaé kilka réznych punktacji p’.
Dla kazdej z nich musimy wylicza¢ prawdopodobienstwo osiagniecia wyniku =
osobno. W przypadku wartosci oczekiwanej wystarczylo wylicza¢ wartosé dla
stanéw (K, ¢,0) ze wzgledu na wzor . Takiej wlasnoéci jednak nie maja
maksymalne prawdopodobienstwa osiagniecia wyniku x. Tym razem trzeba na
pewno wyliczy¢ wartosci dla wszystkich osiagalnych stanéw zapisu (K, ¢, p). Ta-
kie podejscie bylo stosowane w [Cre02]. Tutaj bedziemy robié¢ to bardziej ogdlnie
przez wprowadzenie pojecia dystrybucji.

Mianowicie, dla kazdej mozliwosci zapisowej (K, ¢) bedziemy liczyé maksy-
malne prawdopodobienstwa uzyskania wszystkich mozliwych wynikow osiagal-
nych z tego stanu. Te informacje mozna reprezentowaé funkcja P : Z — [0, 1],
ktéra dla danego x € Z zwraca maksymalne prawdopodobienstwo P(x) osia-
gniecia wyniku co najmniej x. Taka funkcja przypomina dystrybucje rozkladu
prawdopodobienstwa. Funkcja ta ma te wlasnosé, ze im wigksze x tym mniejsze
P(z). W zwiazku z tym, na potrzeby tej pracy, przyjmiemy nastepujaca definicje
dystrybucji.

Definicja 3.12. Dystrybucjg nazywamy nierosnaca funkcje P : Z +— [0, 1], tzn.
taka, ze dla kazdego x1,xe € Z 1 x1 < xo zachodzi P(x1) > P(x2).

Poniewaz w zastosowaniach do Yahtzee, dla prawie wszystkich = dystrybucje
przyjmujg wartos¢ 1 lub 0, wiec na pamigtanie ich potrzeba pamieci o skoniczo-
nym rozmiarze. Dla danej dystrybucji P, jezeli xy € Z jest najmniejsze takie, ze
P(z¢) < 1, oraz z1 € Z jest najwigksze takie, ze P(x1) > 0, to do pamietania P
wystarczy przechowywaé xq oraz wektor wartosci [P(xg), P(zo+1),..., P(x1)].
o bedziemy nazywaé¢ punktem poczatkowym. Bedziemy utozsamiaé P z parg
punkt/wektor: P = (zo, [P(x0), ..., P(z1)]).

Podobnie jak dla wartosci oczekiwanej, do wyliczenia maksymalnych praw-
dopodobienstw zastosujemy programowanie dynamiczne na dwoch poziomach.
Obliczenia okazuja sie by¢ identyczne jak w przypadku tablicowania wartosci
oczekiwanych. Roznia sie tylko tym, ze wartosci oczekiwane zastepujemy dys-
trybucjami. Jedyne co nalezy zrobi¢ to inicjacje stanéw konicowych z uzyciem
dystrybucji oraz zdefiniowaé operacje na dystrybucjach.

3.3.1 Poziom zapisu

Niech Pk ¢, bedzie dystrybucja dla stanu zapisu (K, ¢, p), tzn. prawdopodobien-
stwo osiagniecia wyniku « ze stanu (K, ¢, p) wynosi Pk . (). Liczba zdobytych
punktéw p nie ma wyplywu na dalsze mozliwosci punktowania (Fakt , a je-
dynie moéwi, jak duzo punktéw juz mamy. Zachodzi rownosé:

Prep( +p) = Pr.co(). (3.11)
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Definicja 3.13. Niech P bedzie dystrybucja oraz niech p € Z. Przez dystrybucje
przesuniete P + p bedziemy oznaczaé taka dystrybucje, ze dla z € Z zachodzi:

(P +p)(x +p) = P(x).

7 pomoca definicji wzér (3.11)) mozemy wyrazié¢ za pomoca nastepujacego
faktu:

Fakt 3.14. Dla stanu zapisu (K, c,p) zachodzi:

PK,c,p - PK,C,O +p

7 faktu wynika, ze wystarczy stablicowaé¢ Pk .o dla wszystkich mozliwo-
$ci zapisowych (K, ¢). Bedziemy zatem budowaé tablice P indeksowana parami
(K,c)po K e Kice{0,1,...,63} taka, ze P[K,c| = Pk 0.

Whyliczanie dystrybucji na poziomie zapisu rézni si¢ od wyliczania wartosci
oczekiwanych (algorytm tylko inicjacja dla stanéw koncowych. Oznaczajac

przez 0, dystrybucje
1 dlax <y,
Oy(z) = {

0 dlaz >y,

wyliczanie P na poziomie zapisu przedstawione jest w algorytmie [3.11] Tym
razem przechodzenie czescidwek podane jest od razu w wersji zoptymalizowanej.

P-PozioM-ZAPISU
wyjscie: dystrybucje P osiggalnych wynikéw dla wszystkich opiséw kategorii
K i czedciéwek osiagalnych ¢
: for ¢ — 0 to 63 do
P[123456TKFMDY S, ¢] « 6,
P[123456TKFMDY 50S, ¢] < 6
: for z < 12 downto 0 do
foreach K € K, |K| = z do
P-P0zIOM-ZAPISU-CZESCIOWKI(K)

AN R S

P-Poz10M-ZAPISU-CZESCIOWKI(K)
1 S—Kn Kg
2: C' « CzZESCIOWKI-OSIAGALNE(S)
3: for i — 1 to |C| do
if NRCS[Cl] = C; then
P[K, ¢;] < P-PozioM-RUNDY (K, ¢;)
else
P[K,¢;] — P[K, NRCglc]]

=

I

Algorytm 3.11: Wyliczanie dystrybucji osiagalnych wynikéw na poziomie zapisu.

3.3.2 Poziom rundy

Tutaj analiza przebiega bardzo podobnie jak przy wyliczaniu wartosci oczeki-
wanej, z ta réznica, ze stosujemy dystrybucje. Wprowadzamy analogiczne ozna-
czenia:

36



e wynik — szukana dystrybucja w danym stanie zapisu (K, ¢, 0), czyli war-
to$¢ wynik(x) oznacza prawdopodobienistwo uzyskania wyniku co najmniej
T W tym stanie,

e rzut;[R], i =1,2,3, R € R — dystrybucja po wykonaniu i-tego rzutu R,

zatrzymanie;[Z), i = 1,2, Z € Z — dystrybucja po i-tym zatrzymaniu Z,

zapis[R, k], R € R, k € KATEGORIE-WOLNE(K) — dystrybucja po zapi-
saniu rzutu R w kategorii k.

Podczas rundy wystepuja dwa rodzaje zdarzen: losowe lub wybér gracza.
Przyjrzyjmy sie ogélnie jak traktowaé oba rodzaje zdarzen za pomocy dystry-
bucji.

W przypadku zdarzenia losowego, zalézmy, ze zbiér mozliwych zdarzen to
A. Ponadto zalézmy, ze dla kazdego a € A mamy juz wyliczona dystrybucje
wynikéw P, oraz, ze prawdopodobienstwo zdarzenia a wynosi Pr(a). Jaka jest
dystrybucja wynikowa P? Ot6z prawdopodobienstwo uzyskania wyniku co naj-
mniej x zgodnie z prawami rachunku prawdopodobienstwa wyraza sie wzorem:

P(z) =Y Pr(a) Pu(x), (3.12)

a€A
skad wywodzi sie definicja na dystrybucje wazona.

Definicja 3.15. Dystrybucje P taka, ze dla kazdego = € Z zachodzi (3.12)),
nazywamy dystrybucjg wazong dystrybucji P, po a € A i zapisujemy:

P =Y Pr(a)- P,

acA

W przypadku wyboru gracza, zalézmy, ze zbiér mozliwych wyboréw to B.
Ponadto zalézmy, ze dla kazdego b € B mamy juz wyliczona dystrybucje wyni-
kéw Py,. Jaka jest w tym wypadku dystrybucja wynikowa P? Otéz, jesli chcemy
osiagna¢ wynik x z maksymalnym prawdopodobienistwem, to powinniSmy wy-
braé takie b, dla ktérego Py(z) jest najwieksze, czyli

P(z) = max Py(x), (3.13)

skad definicja dystrybucji maksimum:

Definicja 3.16. Dystrybucje P taka, ze dla kazdego = € Z zachodzi ,
nazywamy dystrybucjg maksimum dystrybucji P, po b € B i zapisujemy:
P = max P,.
beB
Uzywajac oznaczen z definicji i na dystrybucje wazona i maksi-
mum, po analogicznej analizie rundy jak przy wartosci oczekiwanej, otrzymamy
ten sam schemat zalezno$ci miedzy poszczegdlnymi wartosciami, przedstawiony
na rysunku W rezultacie otrzymujemy algorytm analogiczny do algorytmu
liczacy dystrybucje prawdopodobienstw. Stosowna procedura przedstawiona
jest jako algorytm [3.12] Zauwazmy, ze w wierszu [3luzyliSmy dystrybucji przesu-
nigtej (definicja [3.13). Ponadto w PROPAGUI-WARTOSCI-STANOW-RUNDY (K)
pracujemy nie na warto$ciach oczekiwanych, a na dystrybucjach, tzn. w miej-
scach, gdzie wazymy wartosci lub bierzemy maksimum, to stosujemy odpowied-
nio wazenie lub maksimum z dystrybucji.
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P-PozioM-RUNDY(K, ¢)
argumenty: opis kategorii K i czeéciowka c
wynik: dystrybucja osiagalnych wynikéw w stanie (K ¢, 0)
1: foreach R € R A k € KATEGORIE-WOLNE(K) do
2 (K',d,p) « ZAPI1S((K,¢c,0), R, k)
3: zapis[R, k] — PIK', ]+
4: PROPAGUJ-WARTOSCI-STANOW-RUNDY (K)
5. return wynik

Algorytm 3.12: Wyliczanie dystrybucji osiggalnych wynikéw na poziomie rundy.

3.3.3 Uwagi implementacyjne i wyniki

Poniewaz najwigkszy mozliwy wynik wynosi 1575 (13 kolejnych Yahtzee), wiec
w najgorszym przypadku trzeba pamieta¢ 1575 wartosci dla jednej dystrybucji.
W praktyce wiele prawdopodobienstw jest bardzo bliskie 1 lub 0. W implemen-
tacji dodatkowo ,obcinaliémy” dystrybucje, gdy prawdopodobienistwo réznito
sie od 1 lub 0 o nie wiecej niz 2732, tj. przyjmowaliémy, ze w tym przypadku
prawdopodobienistwo wynosilo odpowiednio 1 lub 0.

Wyliczenie dystrybucji dla wszystkich mozliwosci zapisowych zajeto nieca-
te 6 godzin na Pentium 4 z zegarem 2.8 GHz. Zajmuja one na dysku 1.3 GB.
Whyliczenie dystrybucji dla jednego stanu zapisu za pomoca funkcji P-Poziom-
RuUNDY zajmuje od kilku milisekund do 150 milisekund, w zalezno$ci od liczby
wolnych kategorii. W praktyce oznacza to, ze przy strategii na maksymalizo-
wanie prawdopodobienstwa osiagniecia okreslonego wyniku jesteSmy w stanie
natychmiast podejmowac¢ decyzje. Podczas gry, dla kazdej rundy, wyliczamy
dystrybucje dla wszystkich stanéw rundy w czasie mniejszym niz 150 ms, a na-
stepnie po kazdym rzucie podejmujemy decyzje korzystajac z gotowych wartosci.

Dla stanu poczatkowego (0,0,0), czyli dla stanu, w ktérym wszystkie ka-
tegorie sg wolne, jest zero punktow na czescidwke i catkowity wynik wynosi 0,
dystrybucja przedstawiona jest na rysunku[3.3] Najmniejszy i najwickszy wynik,
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Rysunek 3.3: Dystrybucja dla poczatku gry.
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ktory nie zostat obciety to odpowiednio 80 i 1062. Najwiekszy wynik, jaki mozna
osiagnac¢ z prawdopodobienistwem co najmniej %, to 254 i Py 0(254) ~ 0.508.
Zauwazmy, ze jesli popatrzymy na ta dystrybucje jak na rozklad prawdopodo-
bienistwa i weZmiemy wartos¢ oczekiwana, to wyniesie ona 264.449, a to jest
wiecej niz 254.589 — wartos¢ uzyskana dla strategii optymalnej na maksymalng
wartos¢ oczekiwana. Widzimy wiec, ze ta dystrybucja nie moze reprezentowac
rozkladu prawdopodobienstwa zadnej strategii. Jest ona jedynie uzyteczna do
okredlania tego, jakie jest maksymalne prawdopodobienstwo osiggniecia pewne-
go ustalonego wyniku.

W danej sytuacji na ogét nie ma jednego najlepszego posuniecia. To zna-
czy, aby zmaksymalizowaé¢ prawdopodobienstwo wygranej dla réznych wynikéw
moze by¢ potrzeba wykonania réznych posuniec.

Przyklad 3.17. Wezmy sytuacje z rzeczywistej gry. Niech stanem zapisu be-
dzie (2456TMDY S, 51, 170). Wykonaliémy juz ostatni trzeci rzut i mamy rzut
(DCICIEIED). W tabeli przedstawione sa prawdopodobiefistwa osiagnigcia
wynikéow 200, 207, 242 i 251 oraz maksymalna warto$é¢ oczekiwana dla wszyst-
kich mozliwych posunie¢. Widaé, ze kazde z posunie¢ moze by¢ optymalne za-
leznie od tego jaki jest cel strategii.

E 200 207 242 251
zapisz Jedynki | 206.064 0.704 0.392 0.146 0.030
zapisz Trojki 204.382 0.787 0.367 0.000 0.000
zapisz Karete 205.293 0.711  0.479 0.185 0.000
zapisz Fula 200.615 0.517 0.484 0.078 0.002

Tabela 3.1: Wartos¢ oczekiwana oraz prawdopodobienstwa osiggniecia niekté-
rych wynikéw dla poszczegdlnych posunieé po trzecim rzucie (+) () )6 z opi-
sem zapisu (2456 TMDY,S, 51, 170).

Dystrybucje moga tez si¢ przeplataé, tzn. w celu maksymalizacji prawdopo-
dobienistwa osiggniecia coraz wigkszych wynikow moze byé optymalne raz jedno
posuniegcie, a raz drugie.

Przyktad 3.18. Dla sytuacji z przykladu [3.17 takimi dystrybucjami sa dystry-
bucje dla posunieé zapisz Jedynki i zapisz Karete (rysunek .

Strategia na maksymalizowanie prawdopodobienstwa osiagniecia okreslone-
go wyniku zostala tak naprawde stworzona w celu bicia rekordowych wynikéw.
Ze wzgledu na bonus w wysokosci 100 punktow za kolejne Yahtzee, rekordy osia-
gane s po prostu przez wyrzucenie kilku Yahtzee. Chcac pobié rekord w jakim$
serwisie internetowym, to na poczatku prébujemy od razu wyrzuci¢ Yahtzee
raz, dwa lub wiecej razy. Jezeli nie uda sig, to przerywamy gre i rozpoczynamy
od nowa. Przyjrzyjmy sie jakie sa szanse osiagniecia rekordowych wynikéw po
wyrzuceniu jednego, badz dwéch Yahtzee na poczatku. W tabeli [3.2] przedsta-
wione sa prawdopodobienstwa osiagniecia niektérych wynikéw z trzech réznych
sytuacji:

e 7z poczatku gry — stan przed rozpoczeciem gry, opis zapisu: (1,0, 0),
e po jednym Yahtzee — stan po zapisaniu w pierwszej rundzie 50 punktow

w kategorii Yahtzee, opis zapisu: (Y50, 0,50),
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Rysunek 3.4: Dystrybucje dla wybranych posunie¢ po trzecim rzucie
(ICJEIEIE z opisem zapisu (2456 TMDY S, 51, 170).

e po dwéch Yahtzee — stan po wyrzuceniu w drugiej rundzie
i zapisaniu 30 punktéw w Szdstkach plus 100 punktow za uzycie Jokera,
opis zapisu: (6Ys50, 30, 180).

500 600 700 800 1000
z poczatku gry 0.010 1.4-107% 14-107%* 1.0-107° 1.9-1078
po jednym Yahtzee | 0.057 0.010 1.2-1073 1.0-107* 2.6-107
po dwéch Yahtzee 0.30 0.070 0.010 1.0-10=% 3.5-10°°

Tabela 3.2: Prawdopodobiefistwa osiagniecia niektérych wynikéw na poczatku
gry, po jednym Yahtzee oraz po dwoch Yahtzee.

7 poczatku gry trudno jest osiagnaé¢ nawet 500 punktéow. Na taki wynik po-
trzebujemy okoto 100 rozgrywek. Rekordy w serwisach oscyluja w okolicy 800
punktéw. Na osiagniecie takiego wyniku od poczatku potrzebowaliby$my okoto
100000 prob. Widaé, ze lepiej jest wystartowaé od rzucenia z poczatku Yaht-
zee. Wtedy, zeby zaatakowaé¢ 800 punktoéw, potrzebujemy okoto 10000 préb. Po
drugim Yahtzee potrzebujemy juz tylko okoto 1000 podej$é. Na rysunku [3.5]
przedstawione sg dystrybucje dla poszczegdlnych sytuacji.
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Rysunek 3.5: Dystrybucje dla poczatku gry, po jednym Yahtzee oraz po dwoch
Yahtzee.
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Rozdziat 4

Gra wieloosobowa

W grze wieloosobowej celem jest zdobycie wiekszej liczby punktéw od przeciw-
nikéw, zatem trzeba braé¢ pod uwage ich aktualng sytuacje. Tutaj strategia na
maksymalna warto$¢ oczekiwang nie jest juz optymalna. Jest tak dlatego, po-
niewaz gdy w pewnym momencie tracimy juz dosy¢ duzo do przeciwnikéw, to
nalezy podejmowaé o wiele wigksze ryzyko. Odwrotnie, gdy mamy duza prze-
wage nad przeciwnikami oplaca sie zapisaé¢ pewne male punkty, niz graé na
to, aby $rednio mie¢ ich jak najwiecej. W dalszej czesci w przykladzie [4.4] po-
damy rozgrywke, w ktorej granie na maksymalna warto$¢ oczekiwana w grze
dwuosobowej znacznie zmniejsza szanse wygrania z przeciwnikiem.

Problem strategii optymalnej w grze wieloosobowej Yahtzee okazuje sie by¢
na tyle trudnym, ze w literaturze mozemy znalezé jedynie krétkie wzmianki.
Sama definicja strategii optymalnej nie jest oczywista. O ile dla dwéch graczy
mozemy powiedzieé, ze chodzi o maksymalizacje prawdopodobienstwa zdobycia
wiekszej liczby punktéw od przeciwnika (choé i to nie jest dobra definicja ze
wzgledu na mozliwo$é remisu), to dla wiekszej liczby graczy, cel gry nie jest
jasny. W punkcie £.1.1] podamy pewien naturalny cel rozgrywki wprowadzajac
pojecie punktéw meczowych.

W zwiazku z tym, ze strategia na maksymalng warto$¢ oczekiwanag wyniku
nie jest wlasciwa w grze wieloosobowej, jest potrzeba skonstruowania strate-
gii, ktora sprawdzilaby sie w takich warunkach znacznie lepiej. Tom Verhoeff
[Ver99] wskazuje jedynie, ze mozliwym podejéciem jest aproksymacja. James
Glenn [GIe06] pisze, ze technika propagacji wstecz, podobnie jak przy wylicza-
niu wartosci oczekiwanej, moze by¢ uzyta do stablicowania strategii optymalnej
w grze dwuosobowej. Proste szacowanie prowadzi go do nieosiagalnej technicznie
liczby stanéw: 248, Stwierdza, ze wyliczenie strategii optymalnej nie jest mozli-
we obecnie znanymi technikami. W swojej ostatniej pracy [Gle07] pisze jedynie
o mozliwosci zastosowania strategii heurystycznych wraz z programowaniem ge-
netycznym.

W tym rozdziale przetamiemy dotychczasowy stan badan wieloosobowej wer-
sji gry w kosci Yahtzee. W punkcie [.1.2] pokazemy implementacje strategii opty-
malnej dla gry dwuosobowej. Nastepnie w punkcie dokonamy doktadnej
analizy liczby stanéw w grze dwuosobowej. Pokazemy dalsze mozliwosci redukcji
przestrzeni stanéw i w rezultacie okaze sie, ze stablicowanie strategii optymalne;j
w grze dwuosobowej jest w zasiegu dzisiejszych technologii, wbrew temu co do-
tychczas twierdzono. Mimo wszystko wymaga to sporych zasobow, do ktérych
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nie mamy dostepu, a w grze z udzialem trzech lub wiecej oséb, stablicowanie
strategii optymalnej staje si¢ praktycznie niemozliwe. W punktach i po-
kazemy innowacyjne strategie heurystyczne oparte na pojeciu dystrybucji wpro-
wadzonym w rozdziale [3|i przeszukiwaniu w glab. Jedna z otrzymanych strategii
doskonale przybliza strategie optymalna. Jej ,prawie” optymalno$¢ wykazemy
za pomoca specjalnie zaprojektowanych eksperymentéw w punkeie [£.4.1]

Na koniec zastanowimy sie jakie to ma znaczenie w grach z ludZmi. Phil
Woodward [Woo03] pisze:

Jestem przekonany, ze moj program pokona kazdego czlowieka przy
odpowiednio dlugiej rozgrywce, tzn. ze statystycznego punktu wie-
dzenia, ale nie jestem w stanie podaé ile dokladnie partii jest po-
trzebnych.

Mowa oczywiscie o strategii na maksymalizacje warto$ci oczekiwane] w grze
jednoosobowej. W grze z ludzmi ta strategia moze by¢ wystarczajaca, aby mie¢
przewage. W punkcie [1.4.4] przeprowadzimy analize blisko 25 milionéw gier ludzi
z serwisu Kurnik [Fut07]. Analiza ta pozwoli nam stwierdzi¢ ile tak naprawde
mozna zyskaé¢ w grze z ludzmi, w tak losowej grze jak Yahtzee, stosujac stra-
tegie ,,prawie” optymalng. Ponadto okazuje sie, ze najlepsi gracze w grze dwu-
osobowej sg w stanie wygrywa¢ z komputerem stosujacym strategie na wartosé
oczekiwana, wbhrew temu co twierdzilt Woodward.

4.1 Strategia optymalna

Moze by¢ kilka kryteriéw, ktére okreslaja cel strategii. Na przyktad mozna mak-
symalizowaé prawdopodobienistwo wygrania z przeciwnikiem, tzn. prawdopodo-
bienstwo tego, ze nasz wynik bedzie wigkszy niz kazdego z przeciwnikow. My
przyjmiemy inny, bardziej naturalny cel rozgrywki. Bedziemy minimalizowaé
wartos¢ oczekiwang osiagnietego miejsca, czyli bedziemy chcieli zaja¢ srednio
jak najwyzsze miejsce. Dla dwoch graczy oznacza to ,prawie” to samo co mak-
symalizowanie prawdopodobienstwa wygranej. Dlaczego tylko ,prawie” to sa-
mo, a nie doktadnie to samo? Otéz dlatego, ze sa tez mozliwe remisy. Remis jest
wtedy, gdy gracze koncza gre z tym samym wynikiem.

4.1.1 Punkty meczowe

Jak okresla¢ miejsce, gdy jest wiecej graczy? Na przyklad, gdy dwdch graczy
bedzie mialo taki sam wynik, to mowi sie, ze zajeli oni miejsca drugie i trzecie
ex aequo. Z punktu widzenia optymalizacji Sredniego miejsca lepiej by bylo
powiedzied, ze ci gracze zajeli miejsce dwa i pét. Aby usystematyzowaé pojecie
miejsca wprowadzimy pojecie punktéw meczowych.

Definicja 4.1. Zalézmy, ze mamy dana rozgrywke n graczy z wynikami konco-
wymi wy, ..., w,. Liczba punktow meczowych za ta rozgrywke przydzielana jest
poszczegdlnym graczom w nastepujacy sposob. Dla kazdej pary graczy, gracz
ktéry ma wiekszy wynik dostaje jeden punkt meczowy, a jesli obaj gracze maja
ten sam wynik, to obaj dostaja po p6t punktu meczowego. Innymi stowy liczba
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punktéw meczowych zdobytych przez gracza i, 1 < ¢ < n, wynosi:

dla w; > w;

1
Z 3 dlaw; = w;
710 dla w; < Wy

W przypadku n graczy 0 punktéw meczowych oznacza miejsce ostatnie,
1 punkt oznacza miejsce przedostatnie, a n — 1 punktéw oznacza miejsce pierw-
sze. Oczywiscie sa tez mozliwe wartodci utamkowe. Zamiast méwi¢ o miejscach,
w dalszej czesci bedziemy moéwié o punktach meczowych. Strategia optymalna,
ktoéra sie zajmiemy, polega na maksymalizowaniu wartosci oczekiwanej punktéw
meczowych.

Alternatywne punktacje. Mozliwe sa tez dowolne inne przydzialy punktéw
za zajete miejsca. W ogdlnodci, jezeli w grze uczestniczy n graczy, to za i-te
miejsce mozemy przydzielaé p; punktéw, przy czym ciag pi,...,pn powinien
by¢ ciggiem nierosnacym. W przypadku miejsc ex aequo mozemy definiowaé
dalsze kryteria przydzielania liczby punktéw. Na przyklad moze to by¢ srednia
arytmetyczna zdobytych punktéw za poszczegdlne miejsca.

Przyklad 4.2. W grze, w ktorej uczestnicza cztery osoby, zajecie pierwszego, czy
drugiego miejsca moze by¢ bardziej premiowane. Ciag p; jaki mozna przyjac to:
6,3,1,0, tzn. za pierwsze miejsce dostaje sie 6 punktow, za drugie 3, za trzecie
1, a za czwarte 0. W przypadku remiséw, jesli bierzemy srednia arytmetyczna,
mamy nastepujace mozliwosci. Za pierwsze i drugie ex aequo gracze dostang
%(6 +3) = 4% punktu, a na przyklad za miejsca drugie, trzecie i czwarte ex
aequo dostana %(3 +1+40)= 1% punktu.

4.1.2 Gra dwuosobowa

Gra w kodci jest gra losowa z pelna informacja. W przypadku dwéch oséb jest
gra o sumie zerowej. Wtedy maksymalizowanie naszych punktéw meczowych po-
lega jednocze$nie na minimalizowaniu punktéw meczowych przeciwnika. Zatem,
gdy sa dwie osoby, strategia optymalna istnieje i mozna to w prosty sposéb wy-
kazaé¢ konstruujac ja w sposob indukcyjny ,,od tytu”. Jest to indukcja po sumie
wolnych kategorii u obu graczy.

Wynik gry w stanie konicowym, gdy nie ma kategorii wolnych u zadnego
gracza, okredla definicja [f.I] W zalozeniu indukcyjnym przyjmujemy, ze skon-
struowali$my strategie optymalna (dla obu graczy) dla stanéw o mniejszej licz-
bie kategorii wolnych lub przy danym opisie zapisu dla pdzZniejszych stanéw
rundy (np. o wiekszej liczbie wykonanych rzutéw), a co za tym idzie potra-
fimy takze okresli¢ warto$¢ oczekiwana punktéw meczowych przy optymalnej
rozgrywce obu graczy. Przy zdarzeniu losowym nie podejmujemy zadnej decy-
zji, a wartoscig stanu jest $rednia wazona stanéw po tym zdarzeniu. W stanie,
w ktorym gracz podejmuje decyzje, wybieramy posuniecie, ktére maksymalizu-
je nasza wartos¢ oczekiwana punktéw meczowych, co jednoczesnie minimalizuje
warto$¢ oczekiwang punkow meczowych przeciwnika.

Przeksztalémy powyzsze rozumowanie w algorytm. Najpierw zastandowmy
sie jakie sg mozliwe stany w grze dwuosobowej i co nalezy w nich pamietaé.
Ponumerujmy graczy. Pierwszy niech bedzie graczem, ktory wtasnie wykonuje
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swoje posuniecie (czyli my), a drugi niech bedzie graczem, ktéry czeka na swoja
kolej (przeciwnik). W kazdym z mozliwych stanéw bedziemy liczy¢ maksymal-
ng oczekiwang liczbe punktéw meczowych, jaka moze zdoby¢ pierwszy gracz.
Liczba ta jest liczba rzeczywista z przedziatu [0, 1]. Jesli liczba ta wynosi x, to
z punktu widzenia gracza drugiego, jego maksymalna oczekiwana liczba punk-
téw meczowych wynosi 1 — z. Wynika to z tego, ze punkty meczowe sumuja sie
zawsze do jedynki.

Zatézmy, ze stany zapisu pierwszego i drugiego gracza wynosza odpowied-
nio (Ki,c1,p1) 1 (Ka,co,p2). Taki stan zapisu obu graczy oznaczamy para
(K1, c1,p1), (K2, c2,p2)). Przyjrzyjmy sie jakie sa ograniczenia dla tego stanu.
Liczba zapisanych kategorii w K7 i K> zalezy od siebie, gdyz gracze cyklicznie
wykonuja swoje posuniecia. Jedli pierwszy gracz inicjuje runde, to | K| = |Ka|,
a jedli ja konczy, to |K1| + 1 = |K3|. Ponadto cze$cidwki ¢; i ¢y musza byé
osiggalne odpowiednio dla opiséw kategorii K7 i K.

Chcemy policzy¢ maksymalna oczekiwang liczbe punktéow meczowych dla
pierwszego gracza w stanie ((Kl,cl,pl), (Kg,Cg,pg)). Zgodnie z faktem
aktualne wyniki graczy p; i p2 nie wplywaja na dalsze mozliwoéci punktowa-
nia. Wartosci p; i po potrzebne sa do okreslenia wynikéw poszczegdlnych gra-
czy na koncu rozgrywki, a co za tym idzie punktéw meczowych. Do tego, tak
naprawde jest nam potrzebna jedynie réznica wynikéw, gdyz maksymalna ocze-
kiwana liczba punktéw meczowych w danym stanie jest taka sama jak w stanie
((Kl,chO), (K3, co, po —pl)). Ustalmy mozliwosci zapisowe (K7,c¢1) 1 (Ko, c2).
Taki stan mozliwosci zapisowych oznaczamy przez ((K 1,¢1), (Ko, 02)). Szuka-
na maksymalna oczekiwana liczba punktéw meczowych bedzie tym wieksza im
mniejsza jest réznica ps — p; i tym mniejsza im wieksza jest ta réznica. Za-
tem funkcja, ktora dla réznicy pe — p1 zwraca maksymalna oczekiwana liczbe
punktéw meczowych jest dystrybucja (definicja . Tak wigc mozemy uzy¢
dystrybucji do pamietania wartosci stanéw, co w praktyce pozwala postuzy¢ sie
algorytmami z punktu

Uzycie dystrybucji pozwala na znaczne ograniczenie liczby danych, ktére
nalezy pamietaé, gdyz na przyklad w stanach, w ktérych jest duzo kategorii
zapisanych, aktualne wyniki graczy p; i po moga znacznie sie réznié, a ich roz-
nica co do wartosci bezwzglednej moze przekraczaé nawet tysigc. Jednakze jesli
réznica py — p1 jest odpowiednio duza, badz odpowiednia mala, to zwyciezca
gry jest juz znany, a wtedy wartos¢ dystrybucji wynosi 1 lub 0 i w ogdle nie
bedzie ona pamiegtana.

Tablicowanie ponownie robimy uzywajac programowania dynamicznego na
dwéch poziomach. Bedziemy budowaé tablicﬂ EMP (wartosci oczekiwanych
punktéw meczowych) indeksowana czwoérkami (K, cq, Ko,¢2) po K1, Ky € K
icy,e0 €{0,1,...,63} taka, ze EMP[K1,c1, Ka, co] zawiera dystrybucje, a war-
to§¢ EMP[K, c1, Ko, c2](p2 — p1) oznacza maksymalna oczekiwana liczbe punk-
tow meczowych osiagalng w stanie ((Kl, c1,0), (Ko, ca,p2 fpl)) przez pierwsze-
go gracza.

Poziom zapisu

Whyliczanie oczekiwanych punktéw meczowych w grze dwuosobowej na pozio-
mie zapisu przedstawione jest w algorytmie Stany konicowe w wierszu

LW praktyce EMP jest mapa, gdyz wiele indekséw w ogdle sie nie pojawia.
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EMP-PozZIOM-ZAPISU
wynik: dystrybucje EMP oczekiwanych punktéw meczowych dla wszystkich
mozliwo$ci zapisowych obu graczy
1. foreach

c1,02 € {0,1,...,63},

Ky, K € {{123456TKFMDYOS}, {123456TKFMDY5OS}}
do

EMP[Kl,ChKQ, 02] — %(0_1 + 00)
. for z <« 25 downto 0 do
foreach K1, Ks € K,|K1| + |K2| = 2,0 < |K3| — |K1| < 1 do

EMP-PozIoM-ZAPISU-CZESCIOWKI( K1, K>)

® NS TR W

EMP-Po0zI10M-ZAPI1SU-CZESCIOWKI( K7, K>)
1: Sl — Kl N Kg
Sy — Ko N Kg
Cy — CzESCIOWKI-OSIAGALNE(S7)
Cy — CzZESCIOWKI-OSIAGALNE(S3)
for i — 1 to |Cy| do
for j — 1 to |C3| do
if NRCg,[c¢}] < ¢} then ‘
EMPI|K, ¢, Ky, c)] — EMP|Ky, NRC3,|cl], Ky, c))
elseif NRC's,[c}] < ¢} then
EMP[K, ¢, K»,c}] — EMP|Ky,ci, Ko, NRCs, |c}]]
else
12: EMP|K,, ¢, Ky, ¢}] — EMP-PozioM-RUNDY(K}, ¢, Ko, ¢})

© ® NS TR W

=
=O

Algorytm 4.1: Wyliczanie oczekiwanej liczby punktéw meczowych w strategii
optymalnej dla dwdéch graczy na poziomie zapisu.

procedury EMP-POzIOM-ZAPISU inicjowane sg dystrybucja 3(6—1 + 6o), ktéra
wyraza sie wzorem:

dla z > 0,
dla x =0,
dla x < 0,

%(9—1 +6o)(x) =

= o= O

Innymi stowy jest to 0, gdy p1 < pa, %, gdy p1 = p2 i1, gdy p1 > p2, czyli zgod-
nie z definicja punktéw meczowych. Zwré¢émy réwniez uwage, ze optymalizacja
cze$ciéwek jest bardziej skomplikowana niz w wersji jednoosobowej (procedura
EMP-P0zIOM-ZAPISU-CZESCIOWKI).

Poziom rundy

Przy wyliczaniu wartosci stanu dla ustalonych mozliwosciach zapisowych gra-
czy, nalezy przejs¢ wszystkie stany rundy pierwszego gracza. Podobnie jak przy
maksymalizacji wartoSci oczekiwanej i przy maksymalizacji prawdopodobien-
stwa okreglonego wyniku (punkty i mozemy przyja¢ analogiczne ozna-
czenia na dystrybucje poszczegdlnych stanéw rundy:

o wynik — szukana dystrybucja dla mozliwosci zapisowych graczy (K1, c¢q1)
i (Ka,c2), czyli warto$é wynik(ps —p1) oznacza maksymalng warto$é ocze-

46



kiwana punktéw meczowych gracza pierwszego, gdzie p; i ps oznaczaja
aktualny wynik kazdego z graczy,

e rzut;[R], i =1,2,3, R € R — dystrybucja po wykonaniu i-tego rzutu R,
o zatrzymanie,[Z], i = 1,2, Z € Z — dystrybucja po i-tym zatrzymaniu Z,

o zapis[R, k|, R € R, k € KATEGORIE-WOLNE(K ) — dystrybucja po zapi-
saniu rzutu R w kategorii k.

Aby je wyznaczyé mozemy uzy¢ procedury PROPAGUJ-WARTOSCI-STANOW-
RUNDY i jedynie nalezy zainicjowa¢ tablice zapis. Do tego mozna uzyé gotowych
dystrybucji dla standéw, w ktérych pierwszy gracz ma zapisang jedna kategorie
wiecej. Takie dystrybucje mamy juz policzone, ale mamy je z punktu widze-
nia gracza drugiego. Jezeli dystrybucja P, okresla oczekiwang liczbe punktéw
meczowych z punktu widzenia gracza drugiego dla réznicy wynikéw p; — po,
to chcieliby$my z tego wyciagnaé dystrybucje P; dla gracza pierwszego, ktéra
okresla oczekiwana liczbe punktéw meczowych dla réznicy wynikdéw ps — py.
Przyjmujac © = ps — p1 mozemy Pj(p2 — p1) wyrazié wzorem:

Pi(z) =1— Py(—x), (4.1)
skad wywodzi sie definicja na dystrybucje odwrdcona.

Definicja 4.3. Dystrybucje P; nazywamy dystrybucjg odwriécong dystrybucji
Py, jezeli dla kazdego x € Z zachodzi (4.1)) i oznaczamy

P, = ODWROC(Py).

W praktyce procedure ODWROC implementujemy w ten sposob, ze wektor
wartosci [P(xg),. .., P(x1)] i punkt poczatkowy zg dystrybucji P zastepujemy
wektorem [1 — P(x1),...,1 — P(x)] i punktem poczatkowym —z;.

Majac powyzsza operacje mozemy juz podaé kod procedury EMP-Poziom-
RUNDY liczaca wartosci dla poszczegdlnych stanéw rundy (algorytm [4.2]).

EMP-PozioM-RUNDY (K7, ¢1, Ko, ¢2)
argumenty: opis mozliwosci zapisowych graczy (Ki,c1) i (K2, o)
wynik: dystrybucja maksymalnych wartosci oczekiwanych punktéw meczowych
1: foreach R € R A k € KATEGORIE-WOLNE(K ) do
2 (K{,c,p') « Zap1s((Ky,c1,0), R, k)
3. zapis|R, k] «— ODWROC(EMP[Ka2,co, K1, c}]) + p'
4: PROPAGUJ-WARTOSCI-STANOW-RUNDY(K7)
5. return wynik

Algorytm 4.2: Wyliczanie oczekiwanej liczby punktéw meczowych w strategii
optymalnej dla dwoéch graczy na poziomie rundy.

4.1.3 Analiza zlozonosci gry dwuosobowej

W poprzednim punkcie pokazaliSmy algorytm na wyliczenie strategii optymalnej
dla wszystkich stanéw w grze dwuosobowej. Zastandwmy sie, czy w praktyce jest
to wykonalne, tzn. jaka jest potrzebna przestrzen dyskowa oraz ile czasu moze
to zajac.
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Na dysku musimy zapamietaé¢ jedynie wartosci oczekiwane punktéw meczo-
wych dla wszystkich par mozliwodci zapisowych graczy (Ki,c¢1) 1 (Ka,c2) oraz
dla wszystkich mozliwych réznic wynikéw ps — p1. Skupimy sie teraz na wyzna-
czeniu ile z tych wartosci bedzie potrzeba zapisa¢. Wpierw ograniczymy zbiér
par mozliwosci zapisowych. Nie wszystkie stany moga wystapi¢. Mozna przyjaé
nastepujace ograniczenia.

1. Pierwszy gracz musi mie¢ zapisane tyle samo kategorii co drugi lub jedna
mniej: 0 < |Ka| — |Kq] < 1.

2. Czesciowki ¢; i co powinny by¢ osiagalne odpowiednio dla opisu kategorii
K i Ks.

3. Mozemy utozsamié czescidéwki nierozréznialne, tzn. bra¢ pod uwage tylko
takie czesciéwki ¢, dla ktérych NRCg[c] = ¢ dla odpowiedniego S.

Tabela[4.1] przedstawia zestawienie liczby stanéw dla poszczegdlnych |K| i |Ka|.
Dla ustalonych mocy |K1| i |Ka|, liczymy liczbe mozliwosci zapisowych (K1, c¢1)

[Ea[ [ K] [Ea[ [ [Ko] [EL[ [ K]
13 13 4 8 9 1497165790 4 4 356 265 625
12 13 170 8 8 3127829329 3 4 92 487500
12 12 7225 7 8 4308280518 3 3 24010000
11 12 108970 7 7 5934237156 2 3 3449 600
11 11 1643524 6 7 5530733064 2 2 495616
10 11 10179 080 6 6 5154 665616 1 2 30976
10 10 63 043 600 5 6 3252071616 1 1 1936
9 10 212553 800 5 5 2051727616 0 1 44
9 9 716 632900 4 5 854 962 000 0 0 1

Tabela 4.1: Zestawienie liczby wszystkich par mozliwosci zapisowych.

oraz liczbe mozliwosci zapisowych (K3, cq) 1 przemnazamy te dwie liczby. Su-
maryczna liczba stanéw wynosi 33 192583 276. Jest to juz dosyé spora liczba
jak na dzisiejsze mozliwoéci komputeréw osobistych, a my dla kazdego z tych
stanéw powinnismy pamietaé cala dystrybucje, ktéra jest nierosnacym ciagiem
liczb rzeczywistych z przedziatu (0, 1).

Zastanoéwmy sie jak szacowaé rozmiar dystrybucji P, ktéra nalezy zapamie-
ta¢ dla danego stanu mozliwosci zapisowych graczy ((K1,c1), (K2, c2)), gdzie ¢1
i o sa osiagalnymi czedciowkami odpowiednio dla Kj i K». Interesuja nas tylko
takie argumenty x € Z, ze 1 > P(x) > 0. Pamigtajmy, ze P(x) reprezentuje war-
tosé oczekiwang punktéw meczowych gracza pierwszego, dla x = py — p1, gdzie
p1 1 p2 sa aktualnymi wynikami graczy, czyli x méwi, ile aktualnie punktéw bra-
kuje graczowi pierwszemu do gracza drugiego. Oznaczmy przez mino; i max oy
najmniejsza i najwieksza liczbe punktéw, jaka moze zdoby¢ gracz pierwszy ze
stanu (K7, c¢1). Analogicznie oznaczmy przez min os i max oo najmniejsza i naj-
wigksza liczbe punktéw, jaka moze zdoby¢ gracz drugi ze stanu (Ko, ¢g). Jedli
jest tak male, ze gracz drugi nie jest w stanie zniwelowaé réznicy punktéw do
gracza pierwszego przy dowolnej rozgrywece, to jasne jest, ze P(xz) = 1. Ma to
miejsce wtedy, gdy p1 + mino; > ps + maxos, czyli gdy £ < mino; — max os.
Zatem dolne ograniczenie na x wynosi min o; — max 0. Analogicznie wyprowa-
dzamy, ze P(x) = 0 dla x > max o0, — min oy, skad gérne ograniczenie na x to
max o; — min os.

Dystrybucja P dla stanu mozliwosci zapisowych ((K1,c1), (K2, c2)) jest taka
sama dla wszystkich stanow ((K7,c}), (Ka,c})), dla ktérych NRCg,[c}] = ¢
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i NRCg,[ch] = c2, gdzie S1 = K1 N Ky 1Sy = Ko N K. Zatem dla tego zbioru
standéw wystarczy pamietaé¢ jedna dystrybucje.

Na koniec zauwazmy, ze nie potrzebujemy pamietaé catej dystrybucji, tzn.
wszystkich wartosci P(x), dla ktérych 1 > P(x) > 0, poniewaz nie wszystkie
wartoéci  moga byé osiggalne w stanie ((Kl,cl), (KQ,CQ)). Oznaczmy przez
minp; i maxp; najmniejsza i najwieksza liczbe punktow, jaka gracz pierwszy
moze posiada¢ w stanie (K7, c1). Analogicznie oznaczmy przez minpy i max ps
najmniejsza i najwieksza liczbe punktéw, jaka gracz drugi moze posiadaé w sta-
nie (Ks,cz). Wtedy najmniejsze osiagalne x to minps — max p;, a najwieksze
r to max py — min p;, wiec mozna ograniczy¢ dystrybucje tak, aby argumen-
ty wpadaly do przedzialu [minps — max p;, max ps — minp;]. Poniewaz jedna
dystrybucja moze by¢ pamietana dla wielu stanéw, wiec aby ograniczy¢ zbior
argumentéw, ktory trzeba pamietaé, nalezy wzia¢ pod uwage wszystkie takie
przedzialy ograniczajace dla tych stanéw i wziaé¢ najmniejszy przedzial, ktory
zawiera je wszystkie.

Tabela przedstawia sumarycznie ile rzeczywiscie trzeba pamietaé¢ warto-
Sci dystrybucji, po uwzglednieniu wszystkich wymienionych ograniczen. Tabele

[Ki] [ [Ko] [Ki] | [Ko]

13 13 4 6 6 1743391907 424
12 13 16108 5 6 955286 057 050
12 12 1325955 5 5 499 277719 048
11 12 25539171 4 5 170624278 183
11 11 453792 562 4 4 53 794 722 569
10 11 3217757027 3 4 10362427034
10 10 22211567786 3 3 1725140368
9 10 82783641016 2 3 166 637 548
9 9 300915379 820 2 2 12263 680
8 9 671255866 032 1 2 525448
8 8 1457509 326 327 1 1 17776
7 8 1999968 096 032 0 1 224
7 7 2552435835158 0 0 1
6 7 2146 557 157931

Tabela 4.2: Zestawienie sumaryczne liczby wartoéci dystrybucji, ktére trzeba
pamietaé¢ w grze dwuosobowej.

ta tworzy sie w ten sposob, ze dla kazdej pary K7 i Ks, przechodzimy wszyst-
kie cze$ciowki osiagalne ¢y i co rejestrujac ile dystrybucji trzeba pamigtaé, ja-
kie sa rozmiary kazdej dystrybucji oraz jakie sa wszystkie przedzialy ograni-
czajace dang dystrybucje. Wczesniej przygotowujemy sobie wszystkie wartosci
min o, max o, min p, maxp dla wszystkich mozliwosci zapisowych (K, c) w spo-
sOb dynamiczny. Wartosci min o, max o obliczamy ,,od tylu” podobnie jak liczy-
liSmy wartosci oczekiwane, ale juz bez potrzeby przegladania stanéw kolejki,
a min p, max p tablicujemy ,o0d przodu”, od najmniejszej do najwickszej liczby
zapisanych kategorii.

Lacznie liczba wszystkich wartosci dystrybucji, ktére trzeba zapamietaé wy-
nosi 12671 976 997 282. Zaktadajac, ze jedna wartosé zajmuje 8 bajtéw, czyli tyle
co liczba zmiennopozycyjna wysokiej precyzji, laczna wielko$¢ potrzebnej prze-
strzeni dyskowej wynosi 92.2 TB (terabajty). Taki rozmiar jest po za zasiegiem
komputerow osobistych w najblizszym czasie, jednakze jest na pewno w zasiegu
serweréw. Zakladajac, ze jestedmy w stanie wyliczy¢ 10 000 wartosci na sekunde
(taka efektywnosé osiagamy na komputerze Pentium 4, 2.8 GHz), laczny czas
wynosi 40 lat. Obliczenia tatwo sie zrownoleglaja. Na klastrze 60 czterordzenio-

49



wych komputeréw klasy PC obliczenia zajetyby tylko 2 miesiace. My stablico-
wali$my tylko koncowe stany dla |Ki| + |Ka| > 10 + 11 = 21, czyli wszystkie
stany o glebokosci co najwyzej 5, tzn. takie, w ktérych brakuje co najwyzej
pieciu zapiséw do konca gry, tacznie przez obu graczy. Potrzeba na to 27.5 GB.
W zasiegu sa tez tablice o glebokosci 6 i potrzeba na nie 193 GB, ale niestety
posiadany komputer nie miat takiej pojemnosci dysku twardego.

4.1.4 Gra co najmniej trzyosobowa

W przypadku wiekszej liczby os6b wyliczenie strategii optymalnej staje sie du-
7o trudniejsze. Po pierwsze znacznie rosnie liczba standéw, co w praktyce nie
pozwala na tablicowanie koncéwek. Po drugie trzeba dodatkowo co$ zakladaé
o strategii przeciwnikéw, gdyz moga ze soba wspolpracowaé. Na przyktad, gdy
jest trzech graczy i mamy dwoch przeciwnikéw, to moga oni kooperowaé ze so-
ba i gra¢ na minimalizacje naszych punktéw meczowych. Z drugiej strony kazdy
z nich moze gra¢ na siebie i maksymalizowaé swoje punkty meczowe. Zaleznie od
tego, czy przeciwnicy kooperuja, czy tez nie, mozemy otrzymaé rézne strategie
optymalne. Z powyzszych powodéw nie bedziemy zajmowaé sie analizg zlozo-
nosci w tym przypadku. Tworzenie koncéwek w przypadku dwuosobowym juz
jest klopotliwe ze wzgledu na ich wielkosé, wiec dla wiekszej liczby oséb staje
sie juz to praktycznie niewykonalne.

4.2 Strategie heurystyczne

W poprzednich punktach pokazaliSmy, ze podanie dokladnej wartosci dla kaz-
dego stanu dla strategii optymalnej jest na razie praktycznie nieosiggalne w grze
dwuosobowej, a tym bardziej w grze co najmniej trzyosobowej. Dokladna ocena
stanu nie jest na ogél mozliwa, wigc trzeba szukaé innych sposobow.

Zalozmy, ze dla kazdego stanu potrafimy oceni¢ jego jako$¢ wartoscig licz-
bowa. Na tej podstawie potrafimy juz wytworzy¢ strategie. Otédz, gdy dochodzi
do naszej decyzji (wybdr kosci do rzutu albo wybdr kategorii do zapisu), to dla
kazdego posuniecia bierzemy ocene¢ stanu powstalego w wyniku wykonania go.
Najlepszym posunieciem bedzie takie, ktére daje najwigksza ocene.

Pozostaje wytworzy¢ taka funkcje oceniajaca. W tym celu bardzo przydatne
sa dystrybucje. W danej sytuacji mozemy bardzo szybko dosta¢ dla kazdego
gracza dystrybucje maksymalnych prawdopodobienstw osiagniecia poszczegdl-
nych wynikéw. Okazuje sie, ze na tej podstawie mozna w prosty sposéb budowaé
skuteczne funkcje oceniajace.

4.2.1 Dynamiczna strategia na ustalony wynik

Znajomosé dystrybucji pozwala nam dla ustalonego wyniku okresli¢ maksymal-
ne prawdopodobienstwo jego osiagniecia. W grze wieloosobowej chodzi o to, zeby
zdoby¢ wiecej punktow niz przeciwnicy, wigc chcemy graé na taki wynik, ktéry
jest dla nas w miare latwy do osiagniecia, a dla przeciwnikdéw jak najtrudniejszy.

Niech P bedzie naszg dystrybucja, a P, ..., P, dystrybucjami przeciwni-
kéw. Dla ustalonego x, maksymalne prawdopodobienistwo tego, ze osiggniemy
wynik & wynosi P(z). Rozwazmy i-tego przeciwnika. Jezeli zdobedzie on mniej
niz x punktéw, to mamy gwarancje, ze go wyprzedziliSmy, a jesli zdobedzie co
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najmniej x punktéw, to zakladamy, ze go nie wyprzedzilidmy. Wtedy najgorsza
dla nas strategia jest granie tego przeciwnika na wynik x. Prawdopodobien-
stwo, ze nie uda mu sie go osiagna¢ wynosi 1 — P;(x). Zatem przy danych za-
tozeniach prawdopodobienstwo tego, ze wyprzedzimy i-tego przeciwnika wynosi
P(x) (1 —P; (x)) Oczekiwana liczba przeciwnikéw, ktérych wyprzedzimy wynosi

P(z)) (1 - Pi(x)). (4.2)

i=1

Naszym celem jest dobranie x tak, aby wartosé¢ ta byla najwieksza. Zatem nasza
ocena jest maksimum po wszystkich = z . Zauwazmy, ze najlepszy x moze
by¢ inny dla réznych ocenianych stanéw i w czasie gry moze on sie zmieniad,
dlatego strategie korzystajaca z tej funkcji oceniajacej nazywamy dynamiczng
strategiq na ustalony wynik.

Funkcja OCENADYNW, przedstawiona w algorytmie [£.3] realizuje powyzsza
ocene. Zauwazmy, ze wartosci z, dla ktérych liczymy maksimum to sa wszystkie

OCENADYNW (P, Py, ..., P,)
argumenty: nasza dystrybucja P i dystrybucje przeciwnikéow P, ..., P,
wynik: ocena sytuacji

1. P = (o, [P(x0),...,P(z1)])

2: return  max  P(x) Z(l — Py(z))

zo—1<z<z] Pt

Algorytm 4.3: Funkcja oceniajaca, ktéra dynamicznie dobiera gre na ustalony
wynik.

te wartosei, dla ktérych 1 > P(x) > 0, czyli 29 < < 7. Ponadto dla = >
ocena zawsze wynosi 0, a dla x < xg moze sie zdarzy¢, ze ocena bedzie jednak
najwieksza i wystarczy wzia¢ do sprawdzenia tylko najwieksze takie z, czyli
r=ux9— 1.

4.2.2 Przyblizanie wartosci oczekiwanej punktéw meczo-
wych przez dystrybucje

Innym sposobem budowania funkcji oceniajacej na podstawie dystrybucji jest
potraktowanie ich jak rzeczywistych rozkladéw wynikéw kazdego z graczy. Oczy-
wiscie, jak zostalo to pokazane wczesniej, dystrybucje maksymalnych prawdo-
podobienstw osiagniecia okreslonych wynikéw nie odzwierciedlajg zadnego roz-
ktadu dla zadnej strategii. Wynika to z tego, ze warto$¢ oczekiwana takiego
rozktadu jest wicksza od tej, ktéra otrzymujemy przy stosowaniu strategii na
maksymalna warto$é oczekiwana. Mimo to dystrybucja w jakis sposéb obrazuje
mozliwosci punktowania kazdego z graczy. Srednia jest zawyzona, ale efekt ten
wystepuje réwniez dla dystrybucji przeciwnikéw. Zatem poréwnanie do siebie
naszej dystrybucji do dystrybucji przeciwnikéw powinno byé dosy¢ wymierne.
Pozostaje wyliczy¢ wartos¢ oczekiwana punktéw meczowych na podstawie
rozkladéw wynikéw kazdego z graczy. Rozklady mamy dane w formie dystry-
bucji. Niech P bedzie nasza dystrybucja, a Py,..., P, dystrybucjami przeciwni-
kéw. Na tej podstawie prawdopodobienstwo tego, ze uzyskamy wynik doktadnie

51



2 wynosi P(z) — P(xz+1). Gracz i bedzie mie¢ wynik mniejszy niz « z prawdo-
podobienistwem 1 — P;(z), réwny = z prawdopodobienstwem P;(x) — P;(z + 1)
i wiekszy od z z prawdopodobienstwem P;(x + 1). Zatem oczekiwana liczba
punktéw meczowych kosztem gracza i, przy zalozeniu, ze zdobedziemy doktad-
nie x punktéw, wynosi:

1~(17P¢(o:))+%~(P,;(:v)fPi(x+1))+O~Pi(a?+1) = lf%(Pi(z)JrPi(erl)). (4.3)

Po zsumowaniu po wszystkich i otrzymujemy oczekiwang liczbe punktow
meczowych w przypadku, gdybysmy zdobyli dokladnie z punktéw. Po uwzgled-
nieniu wszystkich mozliwych wartosci x wraz z prawdopodobienstwami, otrzy-
mujemy funkcje OCENAEMP (algorytm dajaca przyblizona oczekiwana

OCENAEMP(P, Py, ..., P,)
argumenty: nasza dystrybucja P i dystrybucje przeciwnikéw P, ..., P,
wynik: ocena sytuacji

1. P = (z0,[P(x0), ..., P(z1)])

x1+1 n
1
2: return P(zx)— Plz+1 1——(Pi(x)— FPi(x+1
3 (P ) (1 (R - P 1))
Algorytm 4.4: Funkcja oceniajaca zwracajaca przyblizona oczekiwana liczbe
punktéw meczowych.

liczbe punktéw meczowych. Wystarczy, ze « przebiega wartoéci zo—1,...,x1+1,
gdyz tylko dla nich réznica P(xz) — P(x + 1) jest niezerowa.

Funkcja oceniajaca OCENAEMP w praktyce dziata zaskakujaco dobrze, co
jest pokazane w punkcie [£.4.I] W polaczeniu z przeszukiwaniem w glab, opisa-
nym w punkcie mozna otrzymaé strategie bardzo bliska optymalne;j.

Alternatywne punktacje. Przy innych sposobach przydzielania punktow za
kolejne miejsca i miejsca ex aequo (niz punkty meczowe), funkcja oceny moze
mie¢ duzo bardziej skomplikowany wzér. Wiaze sie to z tym, ze dla ustalonej
wartosci x, trzeba osobno rozwazac¢ kazda kombinacje pozycji kazdego przeciw-
nika wzgledem nas. Kazdy gracz, od 1 do n, moze osiagnaé¢ warto$¢ mniejsza
od z, réwna x, czy tez wicksza od z. Zatem jest 3" kombinacji, z ktorej kazda
moze mieé¢ inng wage, tzn. kazda moze oznaczaé inna liczbe przyznanych dla
nas punktéw. Jednakze taki wzor zawsze mozna wyprowadzi¢ i przedstawiona
heurystyka jest rowniez uzyteczna w alternatywnych sposobach punktacji.

4.3 Przeszukiwanie w glab

Zal6zmy, ze mamy pewna funkcje oceniajaca OCENA, ktéra na podstawie naszej
dystrybucji oraz dystrybucji przeciwnikéw daje ocene sytuacji. Znamy dwie ta-
kie funkcje: OCENADYNW i OCENAEMP. W algorytmie [£.5] znajduje sie prosta
implementacja strategii z uzyciem funkcji oceny. W wierszu [3] inicjujemy tablice
zapis odpowiednia dystrybucja przesunigta dla gracza pierwszego, korzystajac
z tablicy P dystrybucji maksymalnych prawdopodobienstw osiggniecia okreslo-
nego wyniku. Nastepnie propagujemy dystrybucje dla wszystkich stanéw rundy.
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STRATEGIA-Z-OCENA(K], ¢1, p1, Ko, ¢2, pa, T2uty, R1)
argumenty: opisy zapisu (K1, c¢1,p1) i (K2, co, p2) gracza pierwszego i drugiego,
liczba wykonanych rzutéow rzuty oraz aktualny rzut R; gracza pierwszego
wynik: posuniecie — zatrzymanie kosci Z C R, badz zapisywana kategoria
k € KATEGORIE-WOLNE(K7)
1: foreach R € R A k € KATEGORIE-WOLNE(K) do
2 (K{,c’l,p'l) HZAPIS((Kl,Cl,pl),R,k‘)
3 zapis|R, k] — P[K},ci]+ p}
4: PROPAGUJ-WARTOSCI-STANOW-RUNDY (K1)
5: P2 — P[KQ,CQ] + p2
6: if rzuty < 3 then
7 return Z C Ry maximizing OCENA(zatrzymanie Z), P3)
8: else
9 return
10: k € KATEGORIE-WOLNE(K) maximizing OCENA (zapis[R1, k], P2)

rzuty [

Algorytm 4.5: Prosta strategia w grze dwuosobowej z uzyciem funkcji oceny.

Dystrybucje dla gracza drugiego tworzymy w wierszu [5] Na koncu dystrybucje
obu graczy sa uzywane do oceniania wartosci poszczegdlnych posunieé.
Propagowanie dystrybucji funkcja PROPAGUJ-WARTOSCI-STANOW-RUNDY
jest znacznie kosztowniejsze niz propagowanie pojedynczych wartosci. W prak-
tyce nie ma to znaczenia, gdyz i tak strategia z propagowaniem dystrybucji
jest wystarczajaco szybka. Jednakze mozemy zwigkszy¢ sile strategii, jesli oce-
ne sytuacji przesuniemy w przysztosé na pare posunie¢ do przodu. Najprostsza
optymalizacja jest uzycie funkcji oceny od razu przy inicjacji tablicy zapis, a do-
piero potem rozpropagowanie wartosci rundy. Mozemy posunaé sie dalej i do
oceny stanu zapisu (tj. w sytuacji gdy pierwszy gracz dokonal zapisu) mozemy
wykonaé¢ do przodu analize rundy z punktu widzenia gracza drugiego. Wtedy
funkcje OCENA stosujemy dopiero po wykonaniu zapisu przez gracza drugiego.
Oczywiscie mozemy to rozumowanie kontynuowac i odsunaé stosowanie funkcji
oceny na dang liczbe zapiséw do przodu. Stosowna rekurencyjna implementacja
przedstawiona jest w algorytmie [£.6f W wywolaniu rekurencyjnym w wierszu

OCENA-W-GLAB(K17 c1,p1, Ko, co,po, d)
argumenty: opisy zapisu (K71, c1,p1) 1 (K2, ca, p2) gracza pierwszego i drugiego
oraz glebokosé w liczbie zapiséw do przodu d
wynik: ocena sytuacji na d zapiséw do przodu w danym stanie zapisu
1: if d =0 then
2 return OCENA(P[Ky,c1] + p1, P[Ka, 2] + p2)
3: foreach R € R A k € KATEGORIE-WOLNE(K) do
4: (K{,c’l,p'l) HZAPIS((Kl,Cl,pl),R,k‘)
5: zapis|R, k] «— 1 — OCENA-W-GrAB(K>, ¢o, po, K1, ¢, p},d — 1)
6: PROPAGUJ-WARTOSCI-STANOW-RUNDY (K1)
7. return wynik

Algorytm 4.6: Ocena sytuacji w glab.

role gracza pierwszego sie zamieniaja, stad otrzymany wynik jest z punktu wi-
dzenia gracza drugiego. Odpowiednim przeksztalceniem zmieniamy te wartosé
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na wynik z punktu wiedzenia gracza pierwszego.

Funkcja OCENA-W-GEAB daje ocene sytuacji tylko dla stanéw zapisu. Do
okredlenia wartosci stanéw rundy wystarczy odpowiednia propagacja. W algo-
rytmie [£.7] przedstawiono strategie korzystajaca z tej funkeji oceniajace;.

STRATEGIA-Z-OCENA-W-GEAB(K7, ¢1, p1, Ko, c2, D2, rzuty, Ry, d)
argumenty: opisy zapisu (K1,c1,p1) i (K2, c2,p2) gracza pierwszego i drugie-
go, liczba wykonanych rzutéw rzuty, aktualny rzut R; gracza pierwszego oraz
glebokosé oceny d, d > 1
wynik: posuniecie — zatrzymanie kosci Z C R;, badz zapisywana kategoria
k € KATEGORIE-WOLNE(K)
1: foreach R € R A k € KATEGORIE-WOLNE(K7) do

(K1, c1,p1) < ZAPIS((KIa c1,m), R, k)
zapis[R, k] — 1 — OCENA-W-GEAB(K3, c2,pa, K1, ¢4, p),d—1)
: PROPAGUJ-WARTOSCI-STANOW-RUNDY (K )
if rzuty < 3 then

return Z C R; maximizing zatrzymanie
else

return k € KATEGORIE-WOLNE(K) maximizing zapis[R;, k|

2]

Tzuty

® NS T wN

Algorytm 4.7: Strategia w grze dwuosobowej z przeszukiwaniem w glab.

W dalszej czesci przyjmiemy skrocone nazewnictwo na strategie uzyskane
z uzyciem réznych funkcji oceny. Funkcje STRATEGIA-Z-OCENA 7z uzyciem oceny
OCENADYNW bedziemy nazywaé strategia DynW(0), a funkcje STRATEGIA-Z-
OCENA-W-GEAB z oceng OCENADYNW bedziemy nazywacé strategia Dyn W(d),
gdzie d jest argumentem okres$lajacym gleboko$é przeszukiwan. Analogiczne na-
zewnictwo przyjmujemy w przypadku, gdy uzywamy funkcji oceniajacej OCENA-
EMP, mianowicie EMP(0) dla STRATEGIA-Z-OCENA i EMP(d) dla STRATEGIA-
Z-OCENA-W-GLAB.

4.3.1 Usprawnienia

Funkcja OCENA-W-GLEAB daje tym lepsza ocene im wieksza jest gtebokos¢ d.
Zostanie to pokazane w dalszej czeSci. Aby wyliczaé¢ wartosci tej funkeji dla moz-
liwie najwiekszych glebokosci i w rozsadnym czasie, potrzebne sa usprawnienia
implementacyjne.

Bufor podreczny dystrybucji. W funkcji OCENA-W-GEAB w momencie,
gdy dochodzi do wywotania funkcji oceniajacej OCENA, odczytywane sg od-
powiednie dystrybucje z tablicy P, ktéra skladowana jest na dysku. Indeksy
K i ¢, dla ktérych odczytujemy dystrybucje, niewiele sie réznia przy matych
glebokosciach, a wrecz czesto sie powtarzaja. Aby przyspieszy¢ dostep, ostatnie
i najczesciej odczytywane dystrybucje mozna przechowywaé w pamieci podrecz-
nej.

Tablica haszujaca. Wiele réznych uktadéw kosci, dla wybranej kategorii do
zapisu, prowadzi do tego samego stanu zapisu. Jest tak dlatego, ze wiele za-
piséw moze by¢ po prostu zerowych. Co wiecej kilka réznych zapiséw po rzad
czesto moze prowadzi¢ do identycznych stanéw zapisu. Wynika stad, ze funkcja
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OCENA-W-GEAB bedzie wielokrotnie wywolywana z tymi samymi argumen-
tami. Zeby za kazdym razem nie wyliczaé pracowicie ponownie tych samych
wartosci, wprowadza sie spamietywanie z uzyciem tablicy haszujacej. Ta opty-
malizacja ma najwieksze przetozenie na efektywnosé funkcji OCENA-W-GEAB.

Tablice koncéwek. W przypadku, gdy taczna liczba wolnych kategorii u obu
graczy jest nieduza, to mozemy odczyta¢ doktadng ocene z tablicy koncoéwek
strategii optymalnej. Jezeli funkcja OCENA-W-GEAB dochodzi do glebokosci,
na ktérej sa juz dostepne wartoéci optymalne, to nie potrzebujemy juz czytaé
z tablicy dystrybucji P, lecz mozemy uzy¢ tablicy koncowek EM P. W takim wy-
padku funkcja OCENA-W-GEAB zwrédci nam warto$é¢ dokladna, tzn. oczekiwang
liczbe punktéw meczowych w strategii optymalnej. To usprawnienie wplywa na
jako$¢ funkcji oceniajace;j.

4.4 Wyniki eksperymentalne

W tym punkcie zaprezentujemy wyniki szeregu eksperymentéw. Skoncentrujemy
sie na analizie strategii EMP(-). Pokazemy jej zachowanie w praktyce. Miedzy
innymi sprawdzimy, jak dobrze przybliza ona strategie optymalna. Pokazemy
tez, jak slabo zachowuja si¢ inne strategie w grze dwuosobowej. Ponadto zmie-
rzymy, jak dalecy od strategii optymalnej sa ludzie i ile tak naprawde daje
uzycie strategii optymalnej w tej grze losowej przeciwko takim nieoptymalnym
graczom.

4.4.1 Sila strategii EMP(-)

Jak zmierzy¢ sile strategii? Najlepiej poréwnaé dana strategie do optymalnej
strategii. Strategia polega na wybieraniu posunie¢ w momentach, gdy gracz do-
staje wybor. To, czy posuniecie jest optymalne lub to, czy posuniecie jest bledne,
mozemy stwierdzi¢, jesli potrafimy dla danych sytuacji okresli¢ optymalng war-
tos¢ gry, tj. oczekiwang liczbe punktéow meczowych jaka mozemy zdobyé przy
zalozeniu, ze obaj gracze graja optymalnie.

Zalézmy, ze jestedmy w pewnym stanie gry i mamy n wyboréw posuniec.
Niech s1,...,s, oznaczaja sytuacje po wykonaniu kazdego z tych posunigc.
Przedstawione dotychczas strategie dzialaja tak, ze oceniaja liczbowo kazda
z sytuacji i wybieraja posuniecie, ktére prowadzi do sytuacji o najwiekszej
wartosci. Zalézmy, ze potrafimy dla danych stanéw policzyé wartosci optymal-
ne i oznaczamy je v(s1),...,v(s,). Bez straty ogdlnosci mozemy przyjaé, ze
v(s1) = v(s2) > ... > v(sp). Oznacza to, ze najlepszym posunieciem jest s.
Jezeli strategia wskaze posuniecie s;, to mozemy powiedzieé, ze warto$¢ pomytki
dla tego posuniecia wynosi v(s1)—v(s;). Innymi stowy, po wykonaniu posuniecia
s; $rednio zdobedziemy o v(s1)—v(s;) punktéw meczowych mniej, niz gdyby$my
zagrali optymalnie.

Wartosé optymalna potrafimy liczyé¢ w stanach, w ktérych taczna liczba kate-
gorii wolnych u obu graczy jest dosy¢ mala. W przeprowadzonym eksperymencie
skupiliSmy sie na stanach, w ktorych liczba ta nie przekracza 10. Dzigki tablicom
koncéwek do glebokosci 5 wolnych kategorii i przeszukiwaniu w glab, mozliwe
jest okreslanie dla takich stanéw wartosci optymalnej w rozsadnym czasie. Dla
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kazdej liczby wolnych kategorii od 1 do 10 wygenerowalismy po 2'¢ = 65536 ta-
kich stanéw, co daje w sumie az 655 360 wszystkich standéw. Dla kazdego z tych
stanow, wyliczaliémy wartoéci optymalne dla kazdego mozliwego posuniecia. Na-
stepnie braliSmy posuniecie wyznaczone przez strategic EMP(d), d = 0,1,2,3,4,
i wyliczalidmy blad tego posuniecia. W ten sposéb dostajemy éredni blad na
posuniecie strategii EMP(-) w zaleznosci od lacznej liczby wolnych kategorii.
Wynik przedstawiony jest na rysunku

0.00011 + —— EMP(0)
o 0.00010 + - - - EMP(1)
2 0.00009 + EMP(2)
5 0.00008+ 7 EMP(3)
2 0.00007 + EMP(4)
£ 0.00006 + . . ‘
£ 0.00005 +
= 0.00004 + A
T 0.00003 AR )
7 0.00002 + L I B
0.00001 -+ Lo /,,,f;_jf?’* '
0 { = - ’} SR __},—’_f ..... g : % % %

1 2 3 4 3 6 7 8 9 10

glebokosé: |[KATEGORIE-WOLNE(K1)| + |KATEGORIE-WOLNE(K3)|

Rysunek 4.1: Sredni blad na posuniecie strategii EMP(d), dla d = 0,1,2,3,4,
w zaleznosci od liczby wolnych kategorii u obu graczy.

Wyjasnienia wymaga jeszcze sposob generacji takich standéw. Ot6z interesuja
nas ,losowe” stany, ktére pojawiaja si¢ podczas ,typowych” rozgrywek. Aby
wygenerowaé taki stan nalezy przeprowadzié rozgrywke ,typowymi” graczami.
Poniewaz gra zalezy nie tylko od wyboréw graczy, ale takze od zdarzen losowych,
wiec za typowego gracza zapewne wystarczy przyjaé jakakolwiek strategie, ktéra
rzadko popelnia razace bledy. W zwiazku z tym uzyliSmy strategii EMP(1),
dodatkowo rozmywajac wybér posuniecia odpowiednio wywazonym losowaniem.
Mianowicie dla posunieé s1, ..., s,, wpierw okredlaliSmy ich wartosci aplikujac
strategie FMP(1), a nastepnie wage posuniecia w(s;) liczyliémy wedlug wzoru:

U}(Sl) _ 6100- (v(si)—maxj U(Sj)) 7

gdzie v(s;) jest wartoscia danego posuniecia. Posuniecie bylo losowane, przy
czym prawdopodobienstwo kazdego posuniecia bylto proporcjonalne do jego wa-
gi. W ten sposob, jesli istniato kilka dobrych posunieé, to mozliwe bylo zagranie
dowolnego z nich z duzym prawdopodobienstwem, a posuniecia stabe zagrywane
byly zdecydowanie rzadziej.

Na wykresie przedstawionym na rysunku [£.1] widzimy, ze $redni blad na po-
suniecie jest bardzo maly. Z wyjatkiem jednego przypadku nie przekracza on
0.0001, dla kazdej strategii i glebokosci. Widzimy, ze strategia EMP(d) jest tym
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lepsza, im wieksze jest d. Wzrost liczby wolnych kategorii, czyli odleglo$¢ od
konica gry, powinien powodowaé coraz wigksze odstepstwo od strategii optymal-
nej, poniewaz dokladna ocena staje sie coraz trudniejsza. Jednak na wykresie
nie obserwujemy takiego zachowania. EMP(0) najwigkszy $redni blad 0.00011
osiaga dla stanéw o glebokosci 6, po czym wraz ze wzrostem glebokosci stop-
niowo i nieregularnie maleje. Z kolei $rednie bledy EMP(1) i EMP(2) rosna az
do glebokosci 6 i od tego momentu oscyluja w przedziale [0.00004, 0.00006]. Je-
dynie dla strategii EMP(3) i EMP(4) obserwujemy ciagly wzrost bledu wraz ze
wzrostem glebokosci, jednakze tutaj érednie bledy nie przekraczaja 0.00003.

Dlaczego nie obserwujemy wzrostu bledu wraz ze wzrostem glebokosci?
Przypuszczalnie wiaze si¢ to z tym, ze po pierwsze wraz z odlegltoscia do konica
gry maleje liczba krytycznych decyzji, a po drugie ze wzgledu na duza liczbe
elementéw losowych, réznice wartosci miedzy posunieciami sa tym mniejsze, im
wiecej rund jest do konca gry.

Opréez érednich bledéw popelnianych przez strategie EMP(-), interesujaca
moze by¢ dystrybucja tych bltedéw. Dla kazdej strategii, dla kazdej mozliwej war-
tosci btedu e, policzylidémy liczbe standéw, w ktorych blad byt wiekszy lub rowny
od e. Po podzieleniu przez liczbe stanéw 655 360 otrzymujemy dystrybucje. Wy-
kresy dystrybucji bledéw strategii EMP(d), dla d = 0,1, 2, 3,4, przedstawione
sa na rysunku [£.2]

0.03 1
O 0.025 1
A\
=
2 0.02
o)
2
2 0.015
E
[«B)
53
2 0014
—
z e
0.005 -
0 T T f ! %

T T —
10~ 7 10-6 10~5 10~4 10—3 10~2 10~

ograniczenie dolne na blad e

Rysunek 4.2: Prawdopodobienstwo popelnienia bledu wigkszego niz zadany
w strategii EMP(d), dla d = 0,1,2,3,4, przy zalozeniu, ze jest co najwyzej
10 kategorii wolnych tacznie u obu graczy.

We wszystkich strategiach wigkszo$é btedéw jest z przedziatu [1075,1072].
Prawdopodobienstwo, ze strategia EMP(0) popelni blad jest mniejsze od 0.03;
strategie EMP(1) i EMP(2) myla si¢ z prawdopodobiefistwem mniejszym niz
0.02, a strategie EMP(3) i EMP(4) z prawdopodobienstwem mniejszym niz 0.01.
W praktyce stosujemy strategie EMP(4). Dla tej strategii prawdopodobienstwo
popetnienia btedu wigkszego niz 0.01 nie przekracza 0.000014, a prawdopo-
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dobienstwo popelnienia btedu wiekszego niz 0.001 nie przekracza 0.0016, co
w praktyce nie wiele r6zni sie od strategii optymalne;j.

Najwiekszy blad jaki udalo sie uzyskaé dla strategii EMP(4) wynosi 0.014.
Jest to nastepujaca sytuacja. Kazdy z graczy ma po 5 kategorii wolnych. Opi-
sem zapisu gracza pierwszego jest (12456KMYy,59,111), a gracza drugiego
(12345TFS, 34,102). Gracz pierwszy jest po trzecim rzucie ()(-)CJEJEI i musi
podjaé¢ decyzje, ktora kategorie zapisa¢. W tabeli [1.3] przedstawione sa warto-
Sci jakie zwracaja niektore strategie dla dwdch najlepszych posunieé. Najlepsze

zapisz Fula  zapisz Duzego Strita

E 215.178 212.067

EMP(1) 0.807 0.797
EMP(2) 0.811 0.802
EMP(3) 0.803 0.798
EMP(4) 0.807 0.804
EMP(5) 0.795 0.798
strategia optymalna 0.788 0.802

Tabela 4.3: Oceny posunieé¢ przez rozne strategie w sytuacji z opisem za-
pisu gracza pierwszego (12456KMYy,59,111), opisem zapisu gracza drugiego
(12345TFS, 34,102) i po trzecim rzucie gracza pierwszego ()()CJCJEI.

posuniecia to skreslenie Fula lub Duzego Strita. EMP(4) wycenilo wartosé skre-
$lenia Fula na 0.807 podczas, gdy faktyczna warto$é (wg. strategii optymalnej)
jest znacznie mniejsza i wynosi 0.788, natomiast skreslenie Fula zostalo wycenio-
ne na 0.804 podczas, gdy faktyczna warto$¢ wynosi tu 0.802. Zatem optymalne
jest skreslenie Duzego Strita, a strategia EMP(4) wybierze skreslenie Fula. Do-
dajmy, ze strategia EMP(5) nie popelni juz tutaj bledu, wiec w tym przypadku
wystarczy wykonaé przeszukiwanie o jeden poziom glebiej.

Przeanalizujmy dokladniej powyzsza sytuacje. Na rysunku[£.3] przedstawione
sg dystrybucje dla posunieé pierwszego gracza zapisz Fula i zapisz Duzego Strita
oraz dystrybucja dla drugiego gracza. Sa to dystrybucje maksymalnych praw-
dopodobienstw osiagniecia poszczegdlnych wynikéw. Dystrybucje te sg uzyte do
wyliczenia oceny OCENAEMP w strategii EMP(1). Zauwazmy, Ze z perspektywy
dystrybucji, zapisanie Fula wyglada na znacznie lepsze posunigcie od zapisania
Duzego Strita. Dystrybucje prawie sie pokrywaja az do 200 punktéw, pdzniej
do 220 nieznacznie wieksze prawdopodobienstwa osiagniecia danego wyniku da-
je zapisanie Duzego Strita, a dla wiekszych punktacji duzo lepsze jest zapisanie
Fula. Jednak réznica ocen jaka daje strategia EMP(1) jest niewielka — zapisanie
Fula: 0.807, a zapisanie Duzego Strita: 0.797. Bierze si¢ to stad, ze z dystrybucji
dla przeciwnika wynika, ze prawdopodobienistwo osiagniecia przez niego wyniku
w przedziale miedzy 200 i 220 punktow jest znacznie wigksze niz przekroczenie
220 punktéw.

Zastanéwmy sie dlaczego w strategii optymalnej skreslenie Duzego Strita jest
lepsze od skreslenia Fula. Kategorie wolne gracza pierwszego to: Trojki, Trdjka,
Ful, Duzy Strit i Szansa. Duzy Strit jest za 40 punktéw, a Ful za 25. Wydaje
si¢ wiec, ze warto w nastepnych rundach préobowac¢ rzuca¢ do Duzego Strita.
W przypadku niepowodzenia jednak mozliwe jest, ze trzeba bedzie co$ skresli¢
narazajac sie¢ na straty. Aby ich uniknaé¢ mozemy zapisywaé¢ Tréjki lub Szanse.
Do premii za szkétke brakuje 4 punktow, czyli przy zapisywaniu Tréjek trzeba
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Rysunek 4.3: Dystrybucje gracza pierwszego dla zapisu Fula i Duzego Stri-
ta w sytuacji z opisem zapisu (12456KMY,59,111) i po trzecim rzucie
(ECICIED, oraz dystrybucja gracza drugiego w stanie z opisem zapisu
(12345TFS, 34, 102).

mieé¢ co najmniej dwie (-). W przypadku nieudanej préby uzbierania Duzego
Strita jest raczej mala szansa posiadania dwéch (+J), zatem zapisywanie Trojek
w takiej klopotliwej sytuacji jest zupelnie nieoptacalne. Jezeli by brakowalo
tylko 3 punktéw do premii, czyli wystarczataby tylko jedna (=), wtedy oplacatoby
sie¢ w kolejnych rundach prébowaé wyrzuci¢ Duzego Strita, ale niestety taka
sytuacja nie zachodzi.

Oproécz Trojek, w przypadku ktopotéw, kategoria pomocnicza jest Szansa.
Aczkolwiek posiadanie tej kategorii wolnej w koncéwkach, w ktérych obydwaj
gracze maja podobna liczbe punktéw, jest sporym atutem i nie oplaca si¢ jej
w takich sytuacjach przedwczesnie zapisywaé¢. Wiaze sie to z tym, ze Szansa
daje mozliwos¢ regulacji ryzyka, tzn. zaleznie od tego ile brakuje nam punktéw
do przeciwnika, zupelnie inaczej dokonujemy wyboréw kosci do rzutéow. W eks-
tremalnej sytuacji, kiedy obu graczy ma po tyle samo punktéw i obydwaj maja
tylko jedna wolna kategorie — Szanse, wydaje sie, ze obydwaj maja dokladnie
takie same prawdopodobienstwo wygranej. Jednak drugi gracz ma przewage.
Wynika to z tego, ze swoje decyzje uzaleznia on od tego co wyrzuci i zapisze
gracz pierwszy. Dokladna wartos¢ tej sytuacji z punktu widzenia gracza drugiego
wynosi 0.518.

Podsumowujac, w przypadku zostawienia sobie wolnego Duzego Strita na
potem, nie bedziemy mieli za bardzo okazji do uzyskania go, ze wzgledu na
brak kategorii alternatywnych, ktére moglibysmy zapisywaé¢ w przypadku nie-
powodzenia. Z kolei posiadanie wolnych kategorii Ful, Tréjka i Szansa, daje duzo
mozliwoéci uzbierania Fula z jednoczesnym zabezpieczeniem w przypadku niepo-
wodzenia. Strategia w takim wypadku jest mniej wiecej taka. W przypadku wy-
rzucenia trzech jednakowych kosci, mamy juz pewna Trojke, wtedy w dalszych
rzutach prébujemy pozostaltymi dwoma ko$émi wyrzucié pare w celu uzbierania
Fula. Gdy wyrzucimy dwie (=) zostawiamy je i z reszty réwniez probujemy zlozyé

59



Fula, ewentualnie zapisujac Tréjki. W innych przypadkach prébujemy zostawiaé
tylko kosci o duzej liczbie oczek, aby uzyskaé¢ wysoko punktowana Trojke, moze
nawet Fula, a w najgorszym razie wysoko punktowana Szanse.

Widaé, ze posiadanie wolnego Fula zamiast Duzego Strita ma sporo zalet,
jednak, aby je dostrzec, trzeba bardziej sie¢ wgtebi¢ w niuanse taktyczne. Heury-
styka OCENAEMP nie wylapuje takich szczegéléw. Dopiero wraz ze wzrostem
glebokosci przeszukiwan d strategia EMP(d) jest coraz bardziej czula. W tabe-
li [4-3] widzimy, ze réznica w ocenie skre§l Duzego Strita do oceny skresl Fula,
stopniowo ro$nie wraz z glebokoscia d. Kolejno dla d = 1,2,3,4,5 réznica ta
wynosi —0.010, —0.009, —0.005, —0.003, 0.003 i dopiero dla d = 5 jest dodatnia.
Dla strategii optymalnej réznica ta wynosi az 0.014.

4.4.2 Inne strategie

W poprzednim punkcie pokazali$my, ze strategie EMP(-), czyli strategie przybli-
zajace wartosé¢ oczekiwana punktéw meczowych przez dystrybucje wraz z prze-
szukiwaniem w glab, sa praktycznie optymalne. Pojawia sie pytanie, czy in-
ne strategie, jak strategia E — strategia na maksymalng wartos¢ oczekiwang
(niezalezna od sytuacji przeciwnika), czy tez strategie DynW(-) — dynamiczne
strategie na ustalony wynik poprawione przeszukiwaniem w glab, sa rowniez
w praktyce bliskie optymalnej strategii? Sile strategii zmierzyliSmy w ten sam
sposéb, jak silte strategii EMP(-) w poprzednim punkcie. Wynik przedstawiony
jest na rysunku [£:4] Oprécz wybranych strategii, dla poréwnania dodaliémy do

—E
0.0025 + - - - DynW(0)
DynW(2)

0002+ /N .. Dyn(4)

EMP(1)

0.0015 ~

0.001 ~

Sredni blad na posuniecie

0.0005 - ,

0 o= } ‘..}-r—.‘._._%,_.ﬁ

1 e
T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

gleboko$é: |[KATEGORIE-WOLNE(K1 )| + |KATEGORIE-WOLNE(K3)|

Rysunek 4.4: Sredni blad na posuniecie kilku wybranych strategii w zaleznosci
od liczby wolnych kategorii u obu graczy.

wykresu strategie EMP(1). Po pierwsze mozna zauwazy¢, ze $redni blad strategii

E oraz strategii DynW(-) jest wielokrotnie wiekszy niz strategii EMP(1).
Heurystyka uzyta w strategii DynW jest dosy¢ naturalna i wyglada na do-

brze dobrana. Jednakze ocena sytuacji w strategii FMP okazuje si¢ by¢ znacznie
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lepsza. Swiadczy to o wyjatkowo trafnej heurystyce wartoéci oczekiwanej punk-
téw meczowych na podstawie dystrybucji, lub tez o stabosci strategii DynW.
To drugie jednak mozemy wykluczy¢, gdyz widzimy na przyktad, ze $redni btad
strategii DynW(4) jest znacznie mniejszy od $redniego bledu strategii E.

W ogdle érednie bledy na posuniecie przedstawionych tutaj strategii zazwy-
czaj nie przekraczaja wartoéci 0.002. Mogloby sie wydawaé, ze wszystkie strate-
gie sa bliskie optymalnej. Nalezy zwréci¢ uwage, ze podane wartosci sa Srednim
bledem na posuniecie, a w czasie jednej gry moze zosta¢ wykonanych nawet
3 - 13 = 39 posunie¢. Zakladajac, ze sredni btad na posuniecie wynosi 0.001,
otrzymamy, ze laczna strata na mecz wynosi mniej wiecej 0.04. Oznacza to, ze
na 100 rozgrywek przegramy érednio o 4 mecze wigcej niz w przypadku uzycia
strategii optymalnej, a to dla tak losowej gry nalezy uznaé raczej za spora strate.

Na koniec zauwazmy, ze strategia jednoosobowa na maksymalna wartos$é
oczekiwang, caltkiem dobrze sprawdza sie w grze dwuosobowej o ile liczba wol-
nych kategorii jest dosy¢ duza u obu graczy, badz tez aktualny gracz ma tylko
jedna kategorie wolna. Natomiast w koncéwkach, gdy dany gracz ma co najmniej
dwie kategorie wolne, strategia E' popelnia juz dosy¢ duze bledy.

Przyklad 4.4. Rozwazmy rozgrywke dwuosobowa. Zalézmy, ze gracz pierw-
szy jest w stanie z opisem zapisu (123456KFMDS, 51,198) i wyrzucil w trze-
cim rzucie (J(J(JEIEI. Natomiast gracz drugi jest w stanie z opisem zapisu
(12356 TKFMDS, 39, 205). Gracz pierwszy ma dwa mozliwe posunigcia: zapisaé
Tréjke lub zapisaé Yahtzee. Maksymalna warto$¢ oczekiwana wyniku pierwszego
posuniecia to 214.301, a drugiego to 213.195. Zatem przy grze na maksymalna
wartos¢ oczekiwang wyniku najlepiej zapisa¢ Tréjke. Natomiast oczekiwana licz-
ba punktéw meczowych, przy strategii optymalnej, przy zapisie Tréjki wynosi
0.130, podczas gdy przy zapisie Yahtzee wynosi 0.540. W tym przypadku gra-
nie na maksymalng wartos¢ oczekiwana wyniku powoduje znaczne zmniejszenie
szans na wygranie z przeciwnikiem.

4.4.3 Zastosowanie w praktyce

Strategia EMP(d) wraz z tablica kohcéwek jest bardzo silng strategia. W kon-
cowkach jest to strategia optymalna, a w pozostatych etapach gry jest strategia
,prawie” optymalng. W punkcie pokazali$my, ze im wicksza glebokosé
przeszukiwan d, tym strategia EMP(d) mniej r6zni sie od strategii optymalnej.
Jaka w praktyce mozemy stosowaé gleboko$¢ tak, zeby czas na posuniecie byt
w okolicach jednej sekundy na komputerze klasy Pentium 4 z zegarem 2.8 GHz?

Skupimy sie na grze dwuosobowej. Rozpatrzmy wpierw stany bliskie kon-
ca gry, czyli sytuacje, w ktorych jest mato kategorii wolnych, gdyz wtedy jest
najwiecej krytycznych decyzji. Tablice konicéwek jesteSmy w stanie przechowy-
wac dla stanéw zapisu, w ktorych taczna liczba wolnych kategorii u obu graczy
nie przekracza 5. Przy 6, 7 i 8 wolnych kategoriach mozemy stosowaé strategie
EMP(3), co wraz z uzyciem tablicy koncéwek jest réwnoznaczne ze strategia
optymalna. Przy 8 wolnych kategoriach czas na wyliczenie wartosci dla stanéw
rundy waha sie w przedziale od 100 do 600 milisekund. Przy 9 wolnych kate-
goriach potrzebujemy od 2 do 10 sekund na uzycie EMP(4), zatem tuta]j nie
mozemy sobie juz pozwoli¢ na uzycie strategii optymalne;j.

W sytuacjach, w ktéorych nie mozemy zastosowaé strategii optymalnej, czyli
takich, w ktérych taczna liczba wolnych kategorii u obu graczy wynosi 9 i wiecej,
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mozemy stosowaé strategie EMP(2) lub nawet EMP(3). Na poczatku gry czas
liczenia EMP(2) wynosi okolo 600 milisekund, EMP(3) az kilkanascie sekund.
Zatem w tym stadium gry praktyczna jest tylko strategia EMP(2). Kolejne
zapisane kategorie redukuja zapotrzebowanie czasowe. W okolicach 14-15 rundy
(czyli, gdy jest 11-12 kategorii wolnych, tacznie u obu graczy) czasy wyliczania
EMP(3) spadaja ponizej 1 sekundy i od tego momentu mozna stosowaé juz ta
strategie az do konca gry.

4.4.4 Analiza gier ludzi

W tym punkcie postaramy si¢ pokazaé, ile tak naprawde mozna zyskaé¢ w grze
z ludzmi stosujac strategie optymalng. Dzieki uprzejmosci serwisu z grami kur-
nik.pl [Fut07] otrzymaliSmy logi z wielu gier rozegranych w roku 2007. Wéréd
nich wybrane zostaly mecze, w ktérych braly udzial dokladnie dwie osoby
i wszystkie zostaly przeprowadzone do konica, tzn. nie skonczyly sie przed upty-
wem czasu. Do analizy zostalo uzytych 24352929 meczéw, w ktérych brato
udzial 209207 uzytkownikéow. Tak duza liczba meczéw daje juz statystycznie
obiektywne wyniki.

Dla kazdej gry i dla kazdej sytuacji liczyliSmy wpierw warto$¢ optymalna
lub ,prawie” optymalng kazdego posuniecia. Na tej podstawie poréwnywaliSmy
najlepsze posuniecie z posunieciem wykonanym przez danego gracza i rejestro-
walismy réznice okreslajaca wielkos¢ bledu. Dla sytuacji, w ktorych bylo co
najwyzej 8 wolnych kategorii (czyli 18 zapisanych) u obu graczy, byliémy w sta-
nie policzy¢ wartoSci posunieé¢ z uzyciem strategii optymalnej. Natomiast dla
sytuacji, w ktoérych byto wiecej niz 8 wolnych kategorii u obu graczy, stosowa-
liémy strategie mozliwie najblizsze optymalnej — EMP(1) lub nawet EMP(d)
z d wiekszym od 1 blisko poczatku gry lub blisko konca gry. Takie przyblizenie
strategii optymalnej mimo wszystko powinno da¢ wymierne oceny. W punkcie
widzieli$my, ze strategia EMP(1) érednio na jedno posuniecie nie myli sie
wiecej niz 0.0001. Mozemy zatem przyjaé, ze nasze oszacowanie na $redni btad
na posuniecie u analizowanych graczy jest policzone z doktadnoscia do czterech
miejsc po przecinku. Natomiast pomytka przy liczeniu éredniego btedu na mecz
jest wieksza 3 - 18 = 54 razy (3 posuniecia w ciagu rundy i 18 rund, dla kté-
rych stosowaliémy nieoptymalna strategiec EMP(d) do oceny posuniecia), czyli
w przyblizeniu nie mylimy sie wiecej niz 0.005.

Dla kazdego gracza zostaly zsumowane wszystkie bledy, policzona liczba
meczdéw i wykonanych posunieé. W ten sposéb dla kazdego gracza uzyskaliSmy
$redni blad jaki gracz popelnia na mecz i na posuniecie. Sile gracza najlepiej
odzwierciedla $redni btad na mecz. Poniewaz wigkszos¢ graczy rozegrata mata
liczbe meczy, wiec wielu z nich szczesliwie moze mieé ta statystyke wygdrowana,
ze wzgledu na malg liczbe sytuacji, w ktérych musieli podjac¢ krytyczna decyzje.
W zwiazku z tym przyjrzyjmy sie tylko graczom, ktérzy rozegrali co najmniej
500 partii. Takich graczy jest 23009, czyli nieco ponad 10% wszystkich anali-
zowanych graczy. Ci gracze zostali posortowani ze wzgledu na $éredni blad na
mecz. W polowie stawki, czyli w okolicach miejsca 10500, Sredni btad na mecz
wynosi 0.093, a sredni blad na posuniecie wynosi 0.0025. Wéréd czotowki jest
179 graczy, ktorych sredni btad na mecz jest mniejszy od 0.05 i tylko czterech,
ktérzy srednio nie myla sie o wigcej niz 0.04. Sredni blad najlepszego gracza
o loginie simsonll wynosi 0.0347 i rozegral on 1133 pojedynki. Jego sredni btad
na posuniecie wynosi 0.000 95. Co oznacza, ze troche mu brakuje do optymalne;j
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gry. W eksperymentach dotyczacych strategii EMP widzielidmy, ze $redni blad
na posuniecie nie przekracza 0.000 06.

Najlepsi gracze popelniajg poréwnywalne bledy do strategii na maksymal-
ng wartos¢ oczekiwana. Wezmy pod uwage tylko sytuacje, w ktérych jest 8 lub
mniej kategorii wolnych u obu graczy, czyli sytuacje, dla ktérych policzyliSmy
dokladne wartosci posuniec. Sredni blad na posuniecie najlepszej dziesiatki gra-
czy jest mniejszy niz 0.0013, a czolowej tréjki jest mniejszy niz 0.001 23. Sredni
btad na posuniecie dla strategii na maksymalna warto$¢ oczekiwanag zostal poli-
czony w punkcie[£:4:2] Dla rozwazanych sytuacji wynosi on 0.001 24. Widzimy, ze
najlepsi gracze sa w stanie wygrywac ze strategia na wartos¢ oczekiwana. Oczy-
wiscie mozliwe, ze statystyki dla najlepszych graczy sa efektem szumu, jednak
kazdy z badanych graczy rozegral odpowiednio duzo meczy. Na przyktad, kazdy
z trzech najlepszych graczy rozegral ich grubo ponad tysiac.

Podsumowujac, na 100 gier, dzieki stosowaniu strategii optymalnej, $rednio
wygramy od 4 partii wiecej, dla najlepszych graczy, do 9 partii wiecej, dla Sred-
nich graczy. Nie sa to znaczace liczby, co $wiadczy o losowym charakterze gry
oraz o znaczacej liczbie sytuacji, w ktérych decyzja jest oczywista.

Przyjrzyjmy sie jeszcze, ktore fazy gry sa najtrudniejsze dla ludzi. Wsréd
12 484 graczy, ktérzy rozegrali 1000 i wiecej partii, wybraliSmy 1000 najlepszych
zawodnikéw, tzn. takich, dla ktorych $redni btad na mecz jest najmniejszy. Tych
wyselekcjonowanych graczy nazwiemy solidnymi. Na rysunku [£.5] pokazane jest
jak rozkltada sie sredni sumaryczny blad w meczu wszystkich graczy i solidnych
graczy na poszczegélne rundy, ktérych jest 26 (po 13 na gracza).

o 0.012 + —— Wszyscy gracze
= 0.01- solidni gracze
z
= 0.008 -
2 0.006
Q0
‘= 0.004 1
=l
@ .........
& 0.002 +
0 % % | | |
1 6 11 16 21 26

runda
Rysunek 4.5: Sredni blad na runde wszystkich graczy oraz solidnych graczy.
Widzimy, ze im blizej konca rozgrywki tym wybory sa coraz trudniejsze
i popelnianych jest coraz wiecej btedéw. Jedynie, gdy graczowi zostaje jedna

kategoria do zapisania, to wybor staje sie duzo latwiejszy, ale mimo to ludzie
potrafia robi¢ spore btedy przy podejmowaniu najlepszych decyzji.
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Rozdziat 5

Podsumowanie

Ta praca zawiera pierwsza, tak dokladna analize gry Yahtzee wraz z implemen-
tacjami strategii optymalnych lub ,prawie” optymalnych, zaréwno dla wersji
jednoosobowej, jak i wieloosobowej. W rzeczywistosci wersja wieloosobowa ni-
gdy wczesniej nie byla analizowana. W tej pracy catkowicie zmieniliSmy status
wiedzy o grze dwuosobowej w kosci Yahtzee, a takze zaprezentowaliémy silne
strategie dla wiekszej liczby oséb.

Wktlad tej pracy dla wersji jednoosobowe]j jest nastepujacy:

1. szczegdlowy opis standéw gry Yahtzee wraz z mozliwymi redukcjami sta-
néw,

2. efektywna implementacja strategii na maksymalna warto$é¢ oczekiwana,
3. wprowadzenie pojecia dystrybucji,

4. stablicowanie strategii maksymalizujacej prawdopodobienstwo osiagniecia
okreslonego wyniku.

Dla wersji wieloosobowej podajemy:
5. implementacje tablicowania strategii optymalnej dla dwéch oséb,

6. analize zasobow potrzebnych do wyliczenia strategii optymalnej dla dwoch
0s0b,

7. strategie heurystyczna wysokiej jako$ci w wersji wieloosobowej, wykorzy-
stujaca pojecie dystrybucji,

8. wyniki eksperymentéw wykazujace ,prawie” optymalnosé¢ strategii heury-
stycznej EMP(-),

9. analize sily innych strategii oraz ludzi.

Wprowadzenie dystrybucji i tworzenie na ich podstawie heurystyk ocenia-
jacych jest nowa technika, ktéra moze byé¢ stosowana w innych grach losowych
z pelna informacja. Oprécz Yahtzee istnieje wiele innych gier tego typu, ktore
sa popularne i ktére bada sie metodami informatycznymi i matematycznymi.
Przykladem jest gra o nazwie Can’t Stop. W ostatnich latach poswiecono jej
sporo uwagi [GFKOT7al, [GFKO7b]. Ta gra jest jednak trudniejsza do analizy od
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gry Yahtzee, gdyz wystepuja w niej cykle. Metoda propagacji wynikéw wymaga
uzycia dodatkowych technik, jak na przyklad aproksymacja metoda Newtona
[GEKO7al [GEKO7D]. O ile dla wersji jednoosobowej jest szansa na pelne stabli-
cowanie strategii optymalnej, o tyle w wersji dwuosobowe]j jest to praktycznie
niemozliwe. Podejécie z uzyciem dystrybucji mogloby daé¢ ,prawie” optymalne
strategie dla tej gry.
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Dodatek A

Program

Do pracy dotaczona jest ptyta DVD z nastepujacymi plikami:

e yahtzee.zip — zawiera program do gry w Yahtzee wraz z tablicami nie-
zbednymi do realizacji przedstawionych strategii,

e svnrepo.tgz — zawiera kompletne repozytorium SVN Zrédel programu
wraz z wszystkimi odmianami uzytymi do generowania eksperymentéw,

e thesis.pdf — ten dokument.

A.1 Program do gry w Yahtzee
W archiwum yahtzee.zip znajduja sie nastepujace pliki i katalogi:
e yahtzee — program skompilowany statycznie pod system Linux,

e yahtzee.exe, mingwml10.d1l — program skompilowany statycznie pod
system Windows,

e E.ye — plik zawierajacy tablice do strategii na maksymalna warto$¢ ocze-
kiwang wyniku,

e dist — katalog zawierajacy tablice do strategii na maksymalne prawdo-
podobienstwo osiagniecia okreslonego wyniku oraz tablice z oczekiwang
liczbg punktéw meczowych w grze dwuosobowej dla sytuacji z taczna licz-
ba wolnych kategorii u obu graczy nie przekraczajaca 4; tablice te po
rozpakowaniu zajmuja 6.7 GB.

Aby uruchomié¢ program z wykorzystaniem wszystkich tablic nalezy rozpa-
kowaé archiwum. Program yahtzee nalezy uruchamiaé¢ w katalogu, w ktérym
znajduje sie plik E. ye i katalog dist. Program umozliwia gre w Yahtzee. Podsta-
wowy interfejs jest intuicyjny. Po uruchomieniu pojawia si¢ gtéwne okno progra-
mu (rysunek . Aby rozpoczaé gre nalezy z menu Game wybraé¢ pozycje New
game. Dodatkowa funkcjonalno$¢ jaka udostepnia menu Game jest nastepujaca:

e zapisywanie i wezytywanie stanu gry,

e mozliwos¢ recznego podawania wyrzucanych kosci,
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[ e Pro |

Game Analyze Help

Roll
2 4 6 1 5 Raoll £ (1)
Score Table
#1 #2
Ones 4
TWOS
Threes ]
Fours 16
Fives 20
Sixes 18

Upper score 31 36
Three of a kind
Four of a kind
Full house
Small straight 30
Large straight| 40
Yahtzee
Chance

Total score| 71 56

Messages
Fiay =T # 1 TU= 11 31591 -

Player #1: picks up (2) 3*3+
Player #1: rolls (2) 33364
Player #1: scores 9 in Threes
Player #2: rolls (0) 24615

Rysunek A.1: Gléwne okno programu.

e mozliwo$é grania z komputerem — uzywana jest strategia EMP(1),
e pamietanie historii gry — mozliwo$¢ cofania ruchéw (undo i redo).

Oprécz wykonywania rozgrywki program umozliwia dokonywanie prostych
analiz. Podstawowga statystyka jest wy$wietlenie wartosci wszystkich mozliwych
posunie¢ dla réznych strategii. Z menu Analyze nalezy wybraé¢ pozycje Move
statistics i pojawia si¢ okno ze statystyka posunie¢ (rysunek [A.2). W tym
oknie mozemy wybierac¢ strategie, dla ktérych chcemy poznaé wartoéci dla moz-
liwych posunigé. Tabela[A | przedstawia dostepne strategie do analizy. Zwréémy
uwage, ze nazewnictwo uzyte w programie rézni sie od przedstawionego w pracy.
Wynika to z tego, ze program powstal znacznie wczesniej i dopiero w tej pracy
terminologia zostala uporzadkowana. Posunigcia mozna sortowaé po wartosciach
wybranej strategii poprzez klikniecie w etykiete odpowiedniej kolumny.

Drugiem rodzajem analiz jest wy$wietlanie wykresu dystrybucji (rysunek
. Mozemy wys$wietla¢ dystrybucje aktualnego stanu dla kazdego z graczy
oraz dystrybucje kazdego z posunie¢ dostepnych dla biezacego gracza. Wykres
dystrybucji mozemy wywolaé na kilka sposobow. Z menu Analyze okna gloéwne-
go pozycja Current state distribution da wykresy dystrybucji aktualnego
stanu kazdego z graczy. Z kolei w oknie statystyki posunie¢ mozemy zaznaczy¢
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O Moves statistic for player #1 X

Strategy Analyze

Move | E|EP05(1)|

pick up ##ekg 259615 0550 =

pick up *2456 259534 0589 j

pick up **245 259,204 0587

pick up #5686 259.042 0586

pick up *1245 258.958 0.585

pick up ##=+5 258.996 0.585

pick up #2686 258,888 0585

pick up etttk 258.859 0584

pick up *+48 258.819 0584 =
1l 1l

Rysunek A.2: Okno z wartosciami posuniec.

Pozycja w menu Strategy | Nazwa kolumny | Nazwa uzywana w pracy

Expected score E maksymalna wartos¢ ocze-
kiwana wyniku

Given score S>w maksymalne prawdopodo-
bienstwo osiagniecia wyni-
ku w

Given probability P>p ta strategia nie zostata opi-
sana w pracy

Best expected position EPos(d) EMP(d)

Best weighted position WPos(d) DynW(d)

Tabela A.1: Zestawienie strategii.

niektdre posuniecia, a pozycja Selected moves distribution z menu Analyze
otworzy wykresy dystrybucji wybranych posuniec.

Nalezy dodaé, ze program pozwala wygenerowaé¢ wszystkie tablice. W tym
celu nalezy go uruchomi¢ z odpowiednimi opcjami (w nawiasach przyblizony
czas potrzebny na wygenerowanie danych tablic na maszynie Pentium 4 2.8
GHz):

e ——gen-E: generuje tablice dla strategii na maksymalna warto$¢ oczekiwana
wyniku (30 sek.),

e ——gen-dist: generuje tablice prawdopodobienstw na potrzeby strategii
na maksymalne prawdopodobiefnstwo osiagnigcia okreslonego wyniku oraz
szybkiego otrzymywania dystrybucji dla zadanych sytuacji (6 godz.),

e ——gen-escore: generuje tablice oczekiwanych punktéw meczowych w wer-
sji dwuosobowej dla sytuacji, w ktorych taczna liczba wolnych kategorii
u obu graczy nie przekracza 4 (6 dni).

Generowanie tablic mozna przerywaé¢ w dowolnym momencie sygnatlem SIGINT
lub z klawiatury Ctrl-C. Dodatkowo tworzone sg punkty kontrolne na wypadek
nieoczekiwanego przerwania obliczen, na przyktad wskutek zaniku pradu. Przy
generowaniu tablicy oczekiwanych punktéw meczowych dozwolona taczna liczba
wolnych kategorii ustawiona jest na 4, ale stala ta mozna zmieni¢ w zrdédtach
programu. Generowanie tablic z wieksza liczba wolnych kategorii wymaga jednak

68



Jul| Distribution Graph
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Rysunek A.3: Okno z wykresem dystrybucji.

znacznie wiecej czasu i dostepnej przestrzeni dyskowej, co zostalo doktadniej
opisane w punkcie 4.1.3]

A.2 Zrédla programu

Program zostal napisany w jezyku C++ z uzyciem biblioteki wxWidgets w wersji
2.6. W pliku svnrepo.tgz znajduje sie archiwum z repozytorium SVN. W ar-
chiwum znajduje si¢ jeden katalog svnrepo, w ktérym znajduje si¢ wilasciwe
repozytorium. Podczas rozwoju programu powstalo szereg gatezi rozwojowych
w celu przeprowadzenia réznych eksperymentéw. Najwazniejsze galezie to:

e yahtzee/trunk — gléwna galaz zawierajaca zrédla udostepnionego pro-
gramu,

e yahtzee/branches/experiments/state_stats — wersja zliczajaca zaso-
by pamieciowe potrzebne do stablicowania gry dwuosobowej,

e yahtzee/branches/experiments/test_strategies-2 — wersja sluzaca
do eksperymentalnego mierzenia sily réznych strategii w grze dwuosobo-
wej.

e yahtzee/branches/kurnik games_stats — wersja z dodatkowymi opcja-
mi stuzacymi do parsowania i analizy gier z portalu kurnik.pl.
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