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Streszczenie

Praca zawiera szereg wynikow dotyczacych miarowych wtasnosci zmiennych logarytmicznie
wklestych, ze szczegdlnym uwzglednieniem zmiennych pochodzacych od prostych klas ciat wy-
puktych — kul B} i kul Orlicza.

Uzyskane wyniki dotycza dwdch rodzajow wlasnosci. Pierwsza jest tzw. whasnosé (1) i zwia-
zane 7z nia wtasnosci dotyczace koncentracji miary. Udowodniona jest réwnowaznos¢ ,,optymal-
nej” koncentracji i ,optymalnej” nieréwnosci (7) dla zmiennych logarytmicznie wklestych, po-
kazane jest, ze kazda z powyzszych pocigga za sobg nieréwno$¢ Cheegera. Taka ,,optymalna”
koncentracja jest udowodniona migdzy innymi dla miary jednostajnej na B}

Druga badang wtasnoscia jest tzw. ujemna stowarzyszonos¢é modutéw, ktora uogédlnia wpro-
wadzong przez Balla i Perissinaki podniezaleznos¢ cig¢ wspotrzednosciowych. Ta wlasnosé po-
ciagga za sobg miedzy innymi wyktadnicza koncentracje normy euklidesowej oraz twierdzenia
poréwnanwcze dla momentow. Udowodniona jest dla klasy miar zwiazanych z kulami Orlicza,
w szczegolnoscei zawierajacej miare jednostajng na dowolnej uogoélnionej kuli Orlicza.

Stowa kluczowe

Zmienna logarytmicznie wklesta, uogélniona kula Orlicza, kula Bj, whasnos¢ (7), splot
infimum, ujemne stowarzyszenie
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Abstract

In this thesis I present a series of results concerning the measure properties of logarithmically
concave measures, especially measures stemming from simple classes of convex bodies — B
balls and Orlicz balls.

The results focus on two types of properties. The first is the so—called (7) property and
related results of concentration of measure type. I prove the equivalence of “optimal” concen-
tration and “optimal” (7) inequality for log—concave measures. I also show each of these implies
the Cheeger inequality. Such an “optimal” concentration result is proved in particular for the
uniform measure on the B ball.

The second considered property is the so—called negative association of absolute values,
which generalizes the subindependence of coordinate slabs introduced by Ball and Perissinaki.
This property implies in particular the exponential concentration of the euclidean norm and
comparison theorems for moments. It is proved for a class of measures tied to the Orlicz balls,
in particular for the uniform measure on any generalized Orlicz ball.
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Rozdziat 1

Wprowadzenie

1.1 Wstep

W ciggu ostatnich kilkunastu lat zrozumienie zachowania zmiennych logarytmicznie wkleslych
znaczaco sie rozwineto. W szczegdlnosci duzo lepiej rozumiemy powigzanie miedzy miarami
logarytmicznie wklestymi a ciatami wypuklymi (np. [3]), Bo’az Klartag udowodnit Centralne
Twierdzenie Graniczne dla miar logarytmicznie wkleslych (]23]), Paouris oszacowatl ogon normy
euklidesowej dowolnej izotropowej zmiennej logatytmicznie wklestej ([40]). Co by¢ moze waz-
niejsze, pojawita si¢ pewna liczba prostszych technik, ktore weszty do repertuaru tej dziedziny
i staty sie¢ standardem.

Z rado$cig moge stwierdzi¢, ze w trakcie ostatnich trzech lat pracy pod kierunkiem dr. hab.
Rafata Lataly udato mi si¢ wnie$¢ pewien wkitad w ten rozwdj. Jako, ze moje zainteresowania
s bardziej geometryczne niz probabilistyczne, zajmowalem sie chetniej cialami wypuktymi
anizeli miarami — cho¢, co czeste w tej dziedzinie — okazuje sie, ze wiekszos¢ twierdzen w tej
pracy automatycznie przektada sie¢ na wyniki dla szerszych klas miar logarytmicznie wklestych.
W swojej pracy doktorskiej chce przedstawi¢ zbior wynikéw, ktére przede wszystkim dotycza
dwoch rodzin zbiorow wypuktych — kul B} oraz kul Orlicza.

1.2 Motywacja

Dziedzina, ktéra sie zajmuje jest interesujace niejako z dwoch réznych stron. Z probabilistycz-
nego punktu widzenia mira logarytmicznie wklesta na R™ (a raczej wektor losowy o logarytmicz-
nie wklestym rozktadzie) stanowi jedno z naturalnych uogélnien ciagu zmiennych niezaleznych
o szybko malejacych ogonach. Teraz wiemy juz, ze dla wektoréw o logarytmicznie wklestym
rozktadzie przenosi si¢ szereg wtasnosci zmiennych niezaleznych, z ktorych najwazniejsza jest
wspomniane juz Centralne Twierdzenie Graniczne. Warunek logarytmicznej wklestosci, czy tez
wypuktosci dziedziny, pojawia sie tez naturalnie w zastosowaniach, np. w sytuacji, gdy na
pewng miare logarytmicznie wklesta (np. miare Lebesgue’a czy gaussowska) naktadamy dodat-
kowe ograniczenia przez nieréwnosci liniowe.

7 geometrycznego punktu widzenia wypuktos¢ jest jeszcze bardziej naturalnym zatozeniem.
Pytania dotyczace miar zbior6w wypuktych sa w matematyce obecne od bardzo dawna (patrz
np. nieréwnos$¢ Brunna—Minkowskiego, [14], [38], przeglad historyczny w [18]). Okazuje sie jed-
nak, ze zastosowanie narzedzi probabilistycznych daje tu bardzo wiele nowych mozliwosci —
obecnie rowniez te wyniki, ktore w swoim sformutowaniu uzywaja wylacznie jezyka geometrii
wypuktej, jak np. Twierdzenie 4.3.1, w dowodzie silnie korzystajg z faktow i technik proba-
bilistycznych. Tak jak to czesto dzieje sie w matematyce, gdy udaje sie znalezé powiagzanie



pomiedzy dwoma pozornie odlegtymi dziedzinami, to zazwyczaj dzieje sie to z wielkim pozyt-
kiem dla obydwu z nich.

Trudno ukry¢, ze gtéwng motywacja przy pisaniu tej pracy jest cheé¢ autora, by uzyskaé
tytut doktora nauk matematycznych. Mimo to chce, zeby przy okazji powstata praca, ktéra
bedzie dla Czytelnika interesujaca i przyblizy mu pewne zagadnienia z coraz bardziej zatartego
pogranicza geometrii wypuktej i teorii miar logarytmicznie wklestych. Nie zaktadam zatem,
ze czytelnik jest biegly w tej dziedzinie, a przeciwnie — postaram si¢ stosunkowo starannie
przedstawia¢ dowody réwniez takich faktéw, ktore dla eksperta moglyby wydaé sie trywialne i
niegodne wzmianki.

1.3 Notacja

W tym rozdziale zgromadze wigkszos¢ notacji, ktora bedzie uzywana w niniejszej pracy. W
przewazajacej wiekszosci jest to notacja standardowa, jednakze — w szczegdlnosci ze wzgledu na
zroznicowanie uzywanej w roznych srodowiskach notacji — przedstawie tu rowniez te ustalenia,
ktore wiekszosci czytelnikoéw mogag wydac sie trywialne.

Liczby catkowite oznaczat bede przez Z, liczby naturalne zas — przez N. Zakladam w tej
pracy, ze zero jest liczbg naturalna.

Przez R oznaczam zbiér liczb rzeczywistych. Dla liczby naturalnej n przez R" oznaczam
n—wymiarowa przestrzen euklidesowa wyposazona w miare Lebesgue’a, oznaczana A, () lub
po prostu A(+), standardowy iloczyn skalarny (-,-) oraz ortonormalny uktad wspétrzednych
€1,...,e,. Miare Lebesgue’a zbioru A C R", w wypadkach, gdy nie bedzie ryzyka pomytki,
bede tez niekiedy oznaczal |A|. Dla wektora z € R™ przez x; bede czesto oznaczal jego i—ta
wspoélrzedna, czyli (z, e;). Na R™ bede rozpatrywal w szczeg6lnosci normy || - ||, zadane wzorem
|||, = (X 2?)YP dla p € [1,00), oraz || - ||e zadana wzorem ||z||o = sup |z;|. W szczegdlnosci
norma || - |2 to standardowa norma euklidesowa pochodzaca od iloczynu skalarnego, bede ja tez
niekiedy oznaczal | - |.

Na R™ rozwazam standardowa topologie (pochodzaca od ktérejkolwiek z réwnowaznych
norm). Domkniecie w tej topologii oznaczam przez Cl, wnetrze przez Int. Jesli A C B C R,
to przez Intg A oznaczam wnetrze A wzgledem B, czyli najwiekszy taki podzbior A, ktéry jest
otwarty w topologii indukowanej na B przez standardowg topologie z R™.

Przez R, oznaczam liczby rzeczywiste nieujemne, przez R} — uogdlniong nieujemng
¢wiartke R”, czyli {x € R" : Vi1, 0y @ = 0}.

Wszystkie miary, ktore rozwazam w pracy sa miarami borelowskimi na R". Dla miary p
na R” przez rzut tej miary na podprzestrzen afiniczng H C R™ mam na mysli miare py na H
zadana przez ug(C) = pu(P~1(C)), gdzie P to rzut prostopadly na H. Dla dowolnego zbioru A
przez 14 bede oznaczal jego funkcje charakterystyczna, czyli funkcje zadana wzorem 14(x) = 1
jedli z € A, za$ 0 w przeciwnym przypadku. Przez A oznaczam zazwyczaj dopelnienie zbioru
A. Jedli p jest zadana przez gestos¢ m, to dla K C H przez obciecie p do K mam na mysli
miare /x na H zadang przez gestosc m - 1.

Jesli m : X—R, to nosnikiem m nazywam zbiér Cl{z € X : m(z) # 0}. Jezeli miara
i jest miara, to nosnikiem p (oznaczanym réwniez supp p) nazywamy najmniejszy taki zbior
domkniety, ze pu(A) = 0. W wypadkach, ktére bedziemy rozwazaé, jezeli . ma gestoéé m, to
supp g = supp m.

Zbiér K C R™ nazywamy wypuktym, jezeli dla kazdych x,y € K i kazdego t € [0, 1] mamy
tr + (1 —t)y € K. Zbiér K C R"™ bedziemy nazywaé cialem wypuklym, jezeli jest zwarty,
wypukly i ma niepuste wnetrze. Przez ciato symetryczne rozumiemy ciato wypukte, ktore ma
srodek symetrii w srodku uktadu wspotrzednych. W jezyku analizy funkcjonalnej mozna powie-



dzie¢, ze ciata symetryczne to kule jednostkowe norm. Przez ciafo 1-symetryczne rozumiemy
takie ciato wypukte, ktére dodatkowo jest symetryczne wzgledem wszystkich hiperptaszczyzn
{z; = 0}. Réwnowaznie, dla dowolnego ciagu (e1,...,&,) € {—1,1}" 1 (x1,...,2,) € K mamy
tez (e1x1,...,650,) € K. Oczywiscie cialo 1-symetryczne jest symetryczne. W literaturze
mozna tez spotka¢ okreslenie ,ciata bezwarunkowe”. Dla ciala wypuktego K C R"™ mozemy
zdefiniowaé¢ miare probabilistyczng na R™ jako znormalizowang miare Lebesgue’a obcieta do
K, tj. ﬁ)‘IK' Wektor losowy (X1, X, ..., X,,) wybierany wedlug tej miary bedziemy nazywaé
losowym wektorem z ciata K.

Kula B} C R" nazywamy kulg jednostkowa normy ||-||, w R™, czyli zbior {z : 37, |a4]P < 1}.
Niech stata r,,, bedzie dobrana tak, ze |r,,B)| = 1.

Dla wypuktego zbioru A C R" funkcje f nazywamy wypukta, jesli dla kazdego =,y € A i
kazdego t € [0,1] spetnia f(tx + (1 —t)y) < tf(x) + (1 —t)f(y). Funkcje f : Ry —R, U {oo}
nazwiemy funkcjg Younga jesli jest wypukta, spetnia f(0) = 0, nie jest tozsamosciowo roéwna
zero oraz istnieje x # 0 takie, ze f(z) # oo. Jezeli mamy n funkcji Younga f,, to zbiér

n

K ={(z1,22,...,2,) : Y_ fil|z]) <1}

i=1

jest cialem 1-symetrycznym w R”. Takie cialo nazywamy wogdlniong kulg Orlicza. Jesli wszyst-
kie funkcje f,, sa réwne, to zbiér K nazywamy po prostu kulg Orlicza. Kule B} dla p € [1,00)
sa kulami Orlicza dla funkcji Younga réwnych f(z) = 2P, kula B jest kula Orlicza dla funkcji
Younga f(z) =0dlax <1i f(z) =oc0dlaxz > 1.

Bede na R” rozwazal szereg miar innych niz miara Lebesgue’a. W szczegdélnosci na prostej
bede rozwazal miare v, czyli standardows miare Gaussowska o gestosci (\/ﬁ)_le_ﬁ/ 2 standar-
dowg symetryczng miare wykladnicza v o gestoéci 2~ e~ *l oraz miary v, 0 gestosci (Q’yp)_le_‘w'p,
gdzie v, = I'(1 + 1/p). Przypomnijmy przy okazji, ze funkcja I', zdefiniowana jako

L(p) = /Oo P e dx
0

jest logarytmicznie wklgsta oraz spetnia I'(p + 1) = pI'(p), I'(1) = 11 I'(1/2) = /7 (patrz
np. [1]). Latwo sprawdzi¢, ze dla 1 < p < oo zachodzi 1/2 < 7, < 1. W szczegblnosci vy
to standardowa miara wyktadnicza v, za$ v, to miara gaussowska N'(0,1/4/2). Miary Vp 59
logarytmicznie wkleste. Dla miary p przez pu™ oznaczam miare produktowg pu®", zatem v, ma
gestosé (2y,) " exp(—||z||P). Przez p,n bede oznaczal miare jednostajng na kuli r,,B). To
rowniez jest miara log—wklesta.

Méwimy, ze funkcja f : R—R jest rosnaca (malejaca) jesli dla x > y mamy f(x) > f(y) (odp.
f(z) < f(y)). Méwimy, ze funkcja jest $cisle rosnaca jesli dla z > y mamy f(x) > f(y). Funkcje
[ R"—=R badz f: R} —R bedziemy nazywac rosngcg po wspétrzednych, jesli warunek z; > y;
dlai=1,2,...,n implikuje f(z1,...,2,) = f(Y1,---,yn) (odp. f(x1, ..., 20) < f(y1,-- . Un))-
Zbior A C R’ nazywamy w-zbiorem lub zbiorem malejagcym po wspoétrzednych, jesli dla
(x1,...,2,) € A1 0 <y < x; mamy (y1,...,yn) € A. Dla rosnacej po wspéhrzednych funk-
cji f zbiory f~1((—o0,t]) sa w—zbiorami, za$ funkcja charakterystyczna w—zbioru jest male-
jaca po wspoétrzednych. Podobnie funkcje f : R} —R nazywamy rosngcg po promieniach, jesli
fAzy, ..., x,) > f(21,...,2,) dla A > 1. Analogicznie definiujemy funkcje malejace, $cisle
rosnace i Scisle malejace po promieniach i wspotrzednych. Zbior nazywamy p—zbiorem, jesli jego
funkcja charakterystyczna jest malejaca po promieniach.

Funkcje f : R"—R, nazywamy logarytmicznie wklestg lub log—wklesta, jesli In f : R*—R U
{o0} jest funkcjg wklesta. Miare probabilistyczna na R"™ nazywamy logarytmicznie wklestg lub
log—wklesta, jesli dla kazdych A, B C R™ spemia u(tA + (1 —t)B) > pu(A)'u(B)~t. W pracy



bede zajmowal sie wylacznie log—wklestymi miarami probabilistycznymi, zatem na uzytek calej
pracy, o ile nie zostanie wyraznie zaznaczone co innego, przez miare log-wklesta rozumiem w
szczegbdlnosci miare probabilistyczna. Klasyczne twierdzenie Borella (patrz [11]) méwi, ze do-
wolna miara log—wklesta, niekoniecznie probabilistyczna, ktorej nosnik nie jest zawarty w zadnej
wlasciwej podprzestrzeni afinicznej, ma gestosé, i ta gestosé jest funkcjg wklesty. Z nieréwnosci
Prekopy—Leindlera (patrz [42]) dostajemy zas$, ze dowolna miara o gestosci log—wklestej jest log—
wklesta. W szczegoélnosci log-wkleste sa miary jednostajne na zbiorach wypuktych. Wiadomo
tez (patrz np. [3]), ze dowolna miara log—wklesta jest staba granica rzutéw miar jednostajnych
na ciatach wypuktych. W wielu zatem wypadkach badanie miar jednostajnych na ciatach wy-
puktych jest réwnowazne badaniu miar log—wklestych. O mierze log—wklestej, podobnie jak o
ciele wypuktym, bedziemy moéwic, ze jest symetryczna, jezeli jest niezmiennicza ze wzgledu na
symetrie o srodku w uktadzie wspotrzednych, zas 1-symetryczna, jesli jest niezmiennicza ze
wzgledu na symetrie wzgledem kazdej z plaszczyzn {x; = 0}. Wektor losowy w R" nazywamy
log-wklestym, jesli jego rozktad jest logarytmicznie wklesty:.

Uzywamy w tej pracy standardowych oznaczen probabilistycznych. Dla zmiennej losowej X
przez EX oznaczamy jej warto$¢ oczekiwana, przez Var X oznaczamy wariancje (czyli E(X —
EX)?), dla dwoch zmiennych losowych X i Y przez Cov(X,Y') oznaczamy ich kowariancje, czyli
EXY — EXEY.

Dla dowolnych zbiorow A, B C R" przez A+ B oznaczamy sume Minkowskiego tych zbioréw,
czyli {a+b:a € Abe B}. Dla liczby rzeczywistej A przez AA oznaczamy zbior {Aa : a € A}.
Przy tych oznaczeniach zachodzi AA + AB = A\(A + B) oraz dla dodatnich A i p i wypuklego
zbioru A réwniez AA + pA = (A + p)A. Dla zbioru K (najczesciej bedacego ciatem wypuklym)
przez K° oznaczamy zbiér dualny, czyli {z : Vyex (v, 2) < 1}. Jedli K jest symetrycznym cialem
wypuklym, to (K°)° = K.

Dla funkcji f przez Lf oznaczamy jej transformate Legendre’a (patrz Definicja 1.4.8). Przez
Diam A oznaczamy $rednice zbioru A, czyli sup{|a — b| : a,b € A}. Przez p(x, A) oznaczamy
inf{|x —a| : x € A}.

1.4 Przeglad wynikéw i organizacja pracy

W tej pracy skoncentruje sie przede wszystkim na dwéch rodzinach ciat wypuktych: kulach
B} oraz kulach Orlicza, a raczej na pochodzacych od nich miarach logarytmicznie wklestych,
oraz na dwoch wtasnosciach miar logarytmicznie wklestych: ujemnym stowarzyszeniu modutoéw
i wlasnosci (7). W pierwszym rozdziale przedstawie ogélne wprowadzenie do pracy. W sekcji 1.2
pokazuje z jakimi problemami zwigzana jest badana tematyka i co motywuje prowadzone przeze
mnie badania. W sekcje 1.3 zbieram ustalenia notacyjne, ktore sa wykorzystywane w catej pracy.
W niniejszej czesci, oprocz przedstawienia struktury pracy, pokrétce wprowadze wspomniane
wyzej dwie wlasnosci, na ktorych skoncentruje sie ta praca. Jedng z najwazniejszych czesci
tej pracy sa podzigkowania, zawarte w czesci 1.5 — chocby dlatego, ze méwia one o ludziach,
ktorzy sa dla mnie wazniejsi, anizeli wyniki zawarte w tej pracy.

Reszta pracy podzielona jest na rozdziaty odpowiadajace coraz bardziej ztozonym rodzinom
miar logarytmicznie wklestych. Kazdy rozdzial z osobna ma w zamierzeniu przedstawi¢ wiedze,
ktorg posiadam o tej rodzinie. W ten sposéb postaram sie przedstawi¢ jakie poglebienie wie-
dzy o danej klasie miar zostato osiggniete w ramach mojej pracy. Wynika z tego, oczywiscie,
ze w kazdym rozdziale przemieszane sa wyniki dotyczace ujemnej stowarzyszonosci i wyniki
dotyczace whasnoéci (7). Zaden z rozdzialéw nie jest, zatem, samodzielng pracag — jesli ktos
jest zainteresowany tylko wynikami dotyczacymi, powiedzmy, kul Orlicza, to oczywiscie wystar-
czy, ze przejrzy rozdzial piaty, natomiast jesli chciatby zrozumie¢ dowody, to prawdopodobnie
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bedzie musial zapoznac sie z przynajmniej fragmentami pozostatych rozdziatow.

W rozdziale drugim omawiam to, co jest prawda dla dowolnej zmiennej logarytmicznie wkle-
stej. W szczegdlnodei tu znajdujg sie konsekwencje obydwu wtasnosci — co prawda zaréwno
wlasnosé (7), jak i ujemna stowarzyszono$¢ modutéw jest udowodniona wytacznie dla niekté-
rych klas zmiennych logarytmicznie wklestych, jednak jestem w stanie udowodni¢ twierdzenia
mowigce o konsekwencjach, jakie posiadanie ktorej$ z tych wtasnosci miatoby dla dowolnej
miary log—wklestej, co w szczegdlnosci stanowi motywacje dla dalszych badan. W szczegdlnosci
w sekcji 2.3 zostaje oméwiony zwiazek pomiedzy wlasnoscia (7) a optymalna koncentracja dla
dowolnej miary logarytmicznie wkleste;j.

W rozdziale trzecim opisuje najprostsza klase zmiennych logarytmicznie wklestych, a mia-
nowicie zmienne produktowe, czyli bedace produktem jednowymiarowych zmiennych log—
wklestych. Dla takich zmiennych najczesciej stosowane argumenty sa nieskomplikowane, tak
jest i w tym przypadku. W rozdziale czwartym koncentruje sie na najprostszym przyktadzie
nieproduktowych miar logarytmicznie wklestych, czyli miar jednostajnych na kulach Bj). W cze-
sci 4.2 znajduje sie oméwienie zwiazanych z tematyka pracy wezesniejszych wynikéw o mierze
jednostajnej na B). Najwigkszy fragment tego rozdziatu stanowi czes¢ 4.4, w ktorej omawiam
dowdd wlasnosci (7) dla tych miar. W sekcji 4.3 znajduje sie dowdd ujemnego stowarzyszenia
modutéw nie tylko dla miary jednostajnej na B), ale tez szeregu innych miar logarytmicznie
wklestych o nosniku na B

Rozdziat pigty dotyczy uogdlnionych kul Orlicza. Prawie cata jego objetos¢ to dowdd ujem-
nej stowarzyszonosci modutéow dla tych kul. Wpierw przedstawiam w nim prostszy dowod mniej
skomplikowanej bardzo stabej ujemnej stowarzyszonosci modutéw, potem dowodze ogdlnej wer-
sji twierdzenia o ujemnej stowarzyszonosci.

1.4.1 Ujemna stowarzyszonos¢ moduléow

Ujemna stowarzyszonos¢ jest jedna z kilku formalizacji intuicji stojacej za sytuacja, w ktorej,
jezeli jedna zmienna jest duza, to druga raczej jest mata. Chodzi przy tym o uzyskanie wiekszej
informacji o rozktadzie tacznym anizeli jedna statystyka liczbowa (jak dzieje sie to w wypadku
ujemnej korelacji). Formalnie pojecie to definiujemy nastepujaco:

Definicja 1.4.1. Moéwimy, Ze cigg zmiennych losowych X1, ..., X, jest ujemnie stowarzyszony,
jezeli dla dowolnych ograniczonych i rosngcych po wspétrzednych funkcji f : RF—R i g : R'—R
oraz rozlgcznych podzbiorow {iy, ..., ix} oraz {j1,..., i} zbioru indeksow {1,2,...,n} mamy

Cov(f(Xiys- -, X3, 9(X,, -, X)) <0, (1.4.1)

Powiemy, ze cigg (X;) jest stabo ujemnie stowarzyszony, jesli wlasnos¢ (1.4.1) zachodzi dla | =
1, za$ bardzo stabo ujemnie stowarzyszony, jesli (1.4.1) zachodzi dla |l =k =1 (czyli, innymi
stowy, funkcje rosngce od dowolnych dwdch zmiennych z ciggu majg niedodatniq kowariancje).

Definicja ujemnej stowarzyszonosci zostala wprowadzona w latach osiemdziesiatych dwu-
dziestego wieku przez Alama, Joag—Deva, Proschana i Saxene w kontekscie zastosowan staty-
stycznych.

Pierwsza motywacja do badania ujemnej stowarzyszonosci w kontekscie zmiennych log—
wklestych byly proby rozszerzenia wynikéw Antilli, Balla i Perissinaki (patrz [2]) dla kul By
tak, by udowodni¢ Centralne Twierdzenie Graniczne dla uogélnionych kul Orlicza. Obecnie
Centralne Twierdzenie Graniczne zostato udowodnione w pelnej ogélnosci przez B. Klartaga
(patrz [23], [24] i [25]), natomiast rozwiniete ponizej techniki pozwalaja badaé bardziej subtelne
wlasnosci sum postaci Y a; X;, przyktadowo szacowac je przez kombinacje liniowe zmiennych
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niezaleznych lub tez analizowaé¢ analogi prawa iterowanego logarytmu. Udowodnionej w roz-
dziale czwartym wtasnosci uzyt ostatnio B. Fleury do udowodnienia odwrotnej nieréwnosci
Holdera dla uogélnionych kul Orlicza [17]. Istnieje tez bogata literatura dotyczaca zmiennych
ujemnie stowarzyszonych, co pozwala mie¢ nadziej¢ na tatwe przenoszenie wynikow z tej teorii
do badan zmiennych logarytmicznie wklestych o ujemnie stowarzyszonych modutach.

Warto tu zauwazy¢, ze w sposéb trywialny ciag niezaleznych zmiennych losowych jest ujem-
nie stowarzyszony. Niestety — ujemna stowarzyszono$¢ ciggu zmiennych losowych zachodzi, z
naszego punktu widzenia, tylko w trywialnym wypadku miar produktowych:

Stwierdzenie 1.4.2. Jezeli (Xy,...,X,) jest wektorem losowym o rozkladzie 1-symetrycznym,
oraz cigg (X1, ..., Xp) jest bardzo stabo ujemnie stowarzyszony, to zmienne X; sq parami nie-
zalezne.

Dowéd. Wezmy dowolne i, j € {1,...,n} i dowolne rosnace funkcje f, g : R—R. Niech f°(z) =
—f(—x), funkcja f° réwniez jest funkcja rosnaca. Z 1-symetrii rozktadu wektor (X;, X;) ma
ten sam rozktad co (—X;, X;), zatem

0> Cov(/°(X,), g(X;)) = Cov( — f(~X.), 9(X;)) = ~Cov(f(X,). g(X,)).

Jesli zaréwno Cov(f(X;),9(X;)) jak i (=Cov(f(X;),9(X;)) sa niedodatnie, to
Cov(f(X;),9(X;)) = 0. Ta wlasno$¢ zachodzi dla dowolnych 4,7, f i g. W szczegélnosci dla
dowolnych a,b € R mamy P(X; € [a,00) N X; € [b,00)) = P(X; € [a,00)) - P(X; € [b,0)).
Stad standardowym rozumowaniem przez lemat o m — A uktadach dostajemy, ze X; i X; sa
niezalezne. L

Widzimy zatem, ze poza trywialnym przypadkiem nie nalezy mie¢ nadziei na udowodnienie
ujemnej stowarzyszonosci, nawet w bardzo stabej wersji, dla zmiennych logarytmicznie wkle-
stych. Sprawy staja sie jednak ciekawsze, gdy rozwazymy zmienne |X;|, czyli zaczniemy badaé
ujemng stowarzyszono$¢ modutéw. To motywuje nastepujaca definicje:

Definicja 1.4.3. Mowimy, zZe miara p ma ujemnie stowarzyszone moduly, jezeli dla wektora
X = (Xy,...,X,) orozkladzie u cigg zmiennych (| X;|)i, jest ujemnie stowarzyszony. Moéwimy,
ze ciato K ma ujemnie stowarzyszone moduly, jesl miara jednostajna na tym ciele ma ujemnie
stowarzyszone moduly.

Warto tu zauwazy¢, ze na badanie modutéw zmiennej 1-symetrycznej mozemy spojrzeé tez
jako na badanie ujemnej stowarzyszonosci zmiennych jednostajnie roztozonych na ciele L N R’}
— jesli (Xq,...,X,) to wektor losowy jednostajnie roztozony na 1-symetrycznym ciele K, to
wektor (|X1],...,|X,|) ma ten sam rozklad, co wektor losowy roztozony jednostajnie na K NR’.

1.4.2 Wtlasnos$é (7) i koncentracja

Koncentracja miary to zjawisko znajdujace zastosowanie w wielu réoznych dziedzinach matema-
tyki. Rozwaza sie szereg roznych wariantow tego zjawiska. Nas, w najwiekszej ogolnosci, bedzie
interesowalta sytuacja, w ktérej dla ustalonej miary p znajdziemy taka rodzine zbioréw (Bi)~o,
ze dla dowolnego zbioru A spetniajacego u(A) > & zachodzi p(A+ By) > 1—e ' (1—p(A)). Wy-
obrazmy sobie na przyktad sytuacje, gdy B; jest odpowiednio przeskalowana kula euklidesows,
powiedzmy /tBj. Koncentracja oznacza wtedy, ze dla dowolnego zbioru A jego v/t-otoczka
juz dla stosunkowo niewielkich ¢ zaczyna bardzo szybko obrasta¢ w miare, a miara dopetnienia
tej otoczki wykladniczo sie kurczy. Takie zjawisko (z B, = C'v/tB}) ma miejsce np. dla miary
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gaussowskiej, miary jednostajnej na sferze czy miary jednostajnej na kuli. Prosta konsekwen-
cja koncentracji miary jest koncentracja funkcji Lipszycowskich — zbiér, na ktérym funkcja
Lipszycowska odchyla sie o wiecej niz t od swojej sredniej bedzie wyktadniczo maty.

Dla inaczej dobranych zbioréw B, interpretacja geometryczna jest mniej oczywista, lecz
wcigz intuicja jest to, ze pewne konkretne powickszenie dowolnego zbioru bedzie rosnaé¢ wy-
ktadniczo szybko.

Wtasno$¢ (1) zostata wprowadzona przez B. Maureya w pracy [32]. Stuzyta temu, by udo-
wodnié¢ tzw. dwupoziomows koncentracje Talagranda dla miary wyktadniczej v — koncen-
tracje, w ktoérej za zbiory B, przyjmujemy C(y/tBY + tB7). Taka koncentracja jest o wiele
bardziej precyzyjna niz koncentracja euklidesowa (w ktorej trzeba, dla miary v", przyjaé
B; = max{t, vt} BY). Wlasnog¢ (7) definiuje si¢ nastepujaco:

Definicja 1.4.4. Niech u bedzie miarg probabilistyczng na R™, zas ¢ : R"—|0, 00| bedzie funkcjg
mierzalng. Powiemy, Ze para (u, ) ma wlasno$é (1), jesli dla dowolnej ograniczonej funkcji
mierzalnej f : R"—R zachodzi

/ efD%lpJ/ e du < 1, (1.4.2)
R” R™
gdzie dla dwaoch funkcji f i g zdefiniowanych na R"

fOg(z) = nf{f(z —y) +g(y): y €R"}
oznacza splot infimum funkcyi f i g.
Zauwazmy, ze im wieksza funkcja ¢, tym trudniej spelni¢ (1.4.2):

Uwaga 1.4.5. Jesli para (i, p) spetnia wlasnosé (1), zas ¥(x) < ¢(x) dla kazdego x € R", to
para (u,v) réwniez spetnia (T).

Na jednym krancu skali znajduje sie funkcja o(z) = 0, dla ktérej (p, ) ma whasnosé (1) dla
dowolnej miary p, na drugim za$ funkcja ¢(x) = 0 dla z = 01 oo dla x # 0 — dla takiej funkcji
¢ jedynymi miarami, dla ktorych (u, @) spelnia (7) sa miary skupione w jednym punkcie.

W swojej pracy Maurey zauwaza, ze wlasnos¢ (1) implikuje u(A+ By(t)) > 1 — p(A) te™,
gdzie

B,(t) .= {x € R": p(x) < t}.
Ponizej bedziemy potrzebowaé odrobing silniejszego oszacowania:

Stwierdzenie 1.4.6. Zaldzimy, ze para (@, ) spetnia wtasno$é (1). Wtedy dla dowolnego Bo-
relowskiego zbioru A oraz dowolnego t > 0,

e'1(A)
(e = 1u(4) +1°

Dowdd. Niech f(z) = tlgm\a. Wtedy f(x) jest nieujemne na R", zatem fOy jest nieujemne.
Dla z ¢ A+ B,(t) mamy fOp(x) =inf,(f(y)+¢(r—y)) > t, boalboy & A, i wtedy f(y) =1,
alboy € A, 1 wtedy p(z —y) >t jako ze x ¢ A+ B,(t).

Zatem z whasnosci (7) dla f mamy

1> /efD“"("”)du(:c)/e*f(z)du(a:)

> {M(A + By(t)) + (1 - p(A+ Bw(t)))} [1(A) + e (1 = u(A))],

H(A + By(1) >

(1.4.3)

co po wylaczeniu warunku na p(A + B,(t)) poprzez bezposredni rachunek daje (1.4.3). O
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Spoéjrzmy jeszcze, jaka koncentracje daje nam ten wzor dla odpowiednio duzych i matych
zbioréw A:

Whniosek 1.4.7. Niech A bedzie dowolnym zbiorem o mierze dodatniej, za$ t bedzie liczbg
dodatnig. Zalézmy, zZe para (@, 1) spetnia wltasno$é (1). Wtedy

(A + By(t)) > min{e?u(A),1/2}, (1.4.4)
Jesli dodatkowo (A) > 1/2, to
1 — (A + By(t)) < e (1 — p(A)) (1.4.5)

Dowdd. Niech fi(p) := e'p/((e' — 1)p + 1). Zauwazmy, ze funkcja f; jest rosnaca w p, oraz dla
p < e¥?/2 mamy

1
(et . 1)p+1 < et/2 +1— 5(615/2 _'_6—t/2) < €t/2,

zatem f;(p) > min(e'/?p,1/2), skad wobec Stwierdzenia 1.4.6 mamy nieréwnosé¢ (1.4.4). Co
wiecej dla p > 1/2 mamy

1= fip) = —2 P LoDy

p
CES ET RN CETE

skad otrzymujemy (1.4.5). [

1.4.3 Hipoteza splotu infimum IC'

Jednym z pytan, ktoérymi zajmowalem sie w ramach swoich studiéw doktoranckich byto: jakie
pary (4, @) spetiaja wtasnosé (7)7 Latwo zauwazy¢, ze dla dowolnej miary p para (u, 0) spelnia
(7). Co wiecej, jesli para (u, @) spelnia (7), zas 0 < ¢ < ¢, to para (u,?) réwniez spehia (7).
Zatem naszym zadaniem bedzie dla ustalonej miary p znalezienie jak najmniejszego ¢, dla
ktérego para (i, ¢,) spelnia wlasnosé (7). W poszukiwaniu optymalnego ¢, przypomnijmy
wpierw kilka definicji.

Definicja 1.4.8. Niech f : R"—(—o00,00]. Transformata Legendre’a f, oznaczang Lf nazy-
wamy funkcje Lf(x) := supyepa{(z,y) — f(y)}-

Transformata Legendre’a funkcji wypuklej jest funkcja wypukta. Jesli f jest wypukta i pot—
ciagta z dotu, to LLf = f, w ogbélnym przypadku mamy LLf < f. Réwniez, jesli f > g, to
Lf < Lg. Transformata Legendre’a spelnia L(C'f)(z) = CLf(x/C), za$ jedli g(x) = f(x/C), to
Lg(x) = Lf(Cx). Te oraz inne wtasnosci £ mozna znalez¢é np. w monografii [31]. Transformata
Legendre’a byla juz uzywana w kontekscie geometrii wypuktej, np. w [3] i [26].

Majac transformate Legendre’a mozemy zdefiniowac funkcje M, 1 A7;:

Definicja 1.4.9. Niech p bedzie miarg probabilistyczng na R™. Definiujemy

u(v) = /n e du(x),  Au(v) :=log M,(v)

A% (v) := LA, (v) = sup { (v,u) — ln/n e<“’x>d,u(x)}.

u€ER™
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Funkcja A} odgrywa kluczowa rolg w teorii wielkich odchylen, patrz np. [15].

Czestokro¢ w geometrii wypuktej zdarza sie, ze ekstremalne w pewien sposoéb w zbiorze
wszystkich funkcji okazuja sie funkcjonaty liniowe, tak dzieje sie np. dla izoperymetrii sferycznej
czy gaussowskiej. To motywuje sprawdzenie, co dzieje sie, gdy w definicji wstawimy jako f
dowolny funkcjonat liniowy:

Uwaga 1.4.10. Niech p bedzie symetryczng miarg probabilistyczng na R™ ¢ niech ¢ bedzie
wypukiq funkcja, dla ktérej para (u, @) spelnia wlasnosé (). Wtedy

p(v) < AL(v).

Dowéd. Wezmy f(z) = (z,v). Wtedy
fOp(w) = wf{f(z —y) + o(y)} = nf{(z —y,v) + o(y)} = (z,0) = Lo(v).

Z whasnosci (1) otrzymujemy

1> /efD@d,u/e_fd,u = e_ﬂ“"(”)/€<x’v>du/€_<z’v>dﬂ = €_£¢(U)Mi(v)a

gdzie w ostatniej réwnosci wykorzystujemy symetrie p. Zatem logarytmujac stronami otrzymu-
jemy Lp(v) > 2A,(v), a przykladajac transformate Legendre’a dostajemy ¢(v) = LLp(v) <
2A%,(v/2). Nieréwnosé 2A% (v/2) < A% (v) wynika z wypuklosci A%. O

Mamy zatem kandydata na naszg optymalng funkcje ¢,. Stad ponizsza definicja:

Definicja 1.4.11. Mowimy, ze symetryczna miara probabilistyczna p spetnia nieréwnosé splotu
infimum ze stala 3 (w skrécie IC(), od infimum convolution), jesli para (1, Aj,(5)) ma wlasnosé

(7).

Zauwazmy, ze funkcja A} jest wypukta i przyjmuje minimum w zerze, zatem jest rosnaca na
[0,00) i malejaca na (—oo,0]. Zatem na mocy uwagi 1.4.5 im mniejsza stata 3, tym silniejsza
jest whasnosé IC(5):

Uwaga 1.4.12. Jesli miara p spetnia IC((3), to spelnia réwniez 1C(7y) dla dowolnego v > 3.

1.4.4 Hipoteza koncentracyjna C']

Jak juz sygnalizowalem, gtéwna motywacja do badania wtasnosci (7) jest proba otrzymania
precyzyjnych nieréwnosci koncentracyjnych dla dowolnej miary p. Zatem warto przettumaczyc¢,
jak hipoteza IC' ttumaczy sie na jezyk koncentracji. To motywuje wprowadzenie nastepujacych
definicji:

Definicja 1.4.13. Niech u bedzie miarg probabilistyczng na R™, a p > 1 liczbg rzeczywistq.
Defintujemy nastepujgce zbiory

My(p) = {v e R [ (0,0) Pduta) < 1},

Z,() = (My(0)” = {o € R [(0.2) P < [ (09) Pdp(y) dla kasdego v € R"}

tdlap>0
By(n) i= {v € R": A4(v) < p}.
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Zbiory Z,(puk) dlap > 1, gdy px jest miara jednostajng na ciele wypuklym K nazywane sg
ciatami L,—centroidowymi K. Zostalty wprowadzone (z inng normalizacja) w [30], ich wlasnosci
byly tez badane w [40].

Hipoteza IC przeklada sie bezposrednio na koncentracje, w ktorej za B; bierzemy ciata
By(p). Z punktu widzenia zastosowan lepsze jednak sa ciala Z;(u), co motywuje nastepujaca
definicje:

Definicja 1.4.14. Powiemy, Ze miara p spetnia nieréwnosé koncentracyjna ze stata 5 (w skrdcie
CI(f3), od concentration inequality ), jezeli dla kazdego p > 2 oraz kazdego zbioru borelowskiego
A C R" zachodzi

pA) > 5 = 1= p(A+ BZ,(n) < e (1 u(4). (1.46)

W czedci 2.3.2 udowodnimy, ze dla dowolnej miary log—wklestej wtasnosci C'T i IC sg row-
nowazne. Na razie, w ramach motywacji, poprzestaniemy na nastepujacym stwierdzeniu:

Stwierdzenie 1.4.15. Niech u bedzie symetryczng miarg log—wklestg na R™, zas K takim
zbiorem wypuktym, Ze dla dowolnej polprzestrzeni A mamy

p(A)>1/2 = 1—pu(A+ K) <e?/2.
Wtedy K D cZ, dlap > 41n 3.

Dowdéd. Ustalmy v € R™ i niech A = {z : (v,z2) < 0}. Wtedy A+ K = {z : (v,z) < a(v)},
gdzie a(v) = sup,cx (x,v). Wobec symetrii u, p(A) > 1/2. Niech X bedzie zmienna losowa o
rozkladzie takim jak (v,z) (gdzie x jest wybierane wedtug miary p). Wtedy

P(|IX| > a(v)) = 2P(X > a(v)) = 2(1 — p(A + K)) < P

Z log—wklestosci miary p mamy || X, < p||X]||,/¢ (patrz Stwierdzenie 2.1.2) dla dowolnego
p > q > 2, gdzie || X|, = (E|X[?)/P. Zatem na mocy nieréwnosci Paley’a-Zygmunda (patrz
28], Lemat 0.2.1) otrzymujemy dla ¢ > 2,

P(IX| > [1X1ly/2) = P(X]7 > 27E|X[7) > (1 - 271 X|[3/ ]| X |15

9
—27% > 372,
16

V

Zatem jesli p > 41n3 oraz ¢ = (4In3)7!,

1
PX] > cllX) > PX] > 51X ]pyams) > 37708 =77,

Zatem c||X |, = c([ | (v, 2) Pdu(2)? < a(v) i cZ,(n) C K. 0

1.4.5 Podzial wktadu pracy

Niniejsza praca doktorska oparta jest w wigkszosci na pracach [48], [41] oraz [29]. Jako, ze
dwie z tych prac maja po dwoch autorow, warto odnies¢ sie do pytania, w jakim stopniu
zaprezentowane wyniki sg moim wlasnym wktadem intelektualnym, a w jakim stopniu zeruje
na pracy i mysli innych.

Praca [48] jest moja samodzielna praca. Nie moge twierdzié, oczywiscie, ze na wyniki tej
pracy nie mialy wptywu inne osoby — nie powstataby ona bez dr. hab. Rafata Lataty, ktéry
zasugerowal mi rozwazany w pracy problem, a takze bez wysitku wielu oséb, ktore szkolity
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mnie w matematyce, i ktérych sposéb myslenia i uprawiania matematyki z pewnoscig wywart
wplyw na to, co wymyslitem. Jednakze bez wigkszych watpliwosci moge zapewni¢, ze wyniki
z tej pracy (w rozprawie doktorskiej reprezentowane przez przyktad (2.2.4), Twierdzenie 5.2.1
oraz pewna czes¢ lematéw przygotowawczych do Twierdzenia 5.3.17) sa moimi samodzielnymi
pomystami w takim stopniu, w jakim samodzielnymi moga by¢ dowolne pomysty matematyka,
ktory korzystat z dobrodziejstw formalnej edukacji.

Praca [41] powstata wspoélnie z moim mltodszym kolega, Marcinem Pilipczukiem. Podstawo-
wym wynikiem tej pracy byt dowéd Twierdzenia 5.3.17. Przedstawiony w [41] dowdd byt bardzo
techniczny, w szczegolnosci opierat sie na indukcji pozaskonczonej. W niniejszej pracy prezen-
tuje alternatywny dowdd, pochodzacy juz ode mnie. Oprécz jednak jednego nowego pomystu
(zastapienia podzialu na zbiory dodatniej miary podejsciem w stylu lematu lokalizacyjnego)
oraz lematow potrzebnych do jego implementacji opiera sie on na pomystach, ktére wypraco-
wali$my wspoélnie z Marcinem. Podstawowe uzywane przeze mnie narzedzia (takie jak Lemat
5.3.11 czy warunek ©) powstaty podczas wspélnych rozméw i wymieniania my$li, i nie sposob
w jakikolwiek sposob powiedzie¢ ,ten pomyst jest Marcina, a ten moj”. Jedynym wiekszym po-
mystem w [41], o ktérym bez watpliwosci moge powiedzieé, ze jest mdj jest przejscie od stabej
ujemnej stowarzyszonosci do ujemnej stowarzyszonosci, w obecnym ksztatcie odpowiadajgce
przejéciu od Lematu 5.3.14 do Lematu 5.3.16. Za czasow, gdy pisalem prace [41], cieszylem sie
z tak wspoélnego charakteru uzyskiwanych wynikéw, bo dowodzito to mojej umiejetnosci wspot-
pracy matematycznej (wszystkie trzy prace poprzedzajace [41] publikowalem samodzielnie). Z
omawianej pracy [41] w niniejszej rozprawie pochodza czesci 2.2 oraz 4.3 oraz podwaliny pod
rozdzial 5.

Praca [29] powstata w wyniku wspotpracy z moim promotorem, dr. hab. Rafalem Latata.
Tu z kolei, z zapewne oczywistych powoddow, wiecej wiedzy i do$wiadczenia wniést Rafat. Inny
tez nieco byl tryb pracy — wiecej czasu mysleliSmy samodzielnie, mniej czasu spedzaliSmy
na rozmowach i btyskawicznym przerzucaniu si¢ myslami. Mozna by zatem pokusi¢ sie o bar-
dziej precyzyjne rozgraniczenie tego, co pochodzi od ktérego z nas. Przyktadowo w czesci 3.3
(ktora, jesli chodzi o ilo$¢ mojego wktadu, jest zdecydowanie nadreprezentatywna) ,swoimi”
nazwatbym Lematy 3.3.1, 3.3.3 oraz pomyst stojacy za Twierdzeniem 3.3.6, natomiast wyni-
kiem myé$lenia Rafata sa Lemat 3.3.5 oraz Stwierdzenie 3.3.4. Ale nawet tam, gdzie daje sie
jednoznacznie zidentyfikowaé osobe, ktéra wpadta na konkretny pomyst, musze zaznaczy¢, ze —
jako, ze pracowalismy wspoélnie i wymienialiémy sporo uwag i przemyslen — w czesciach, ktore
nazwe ,swoimi” jest z pewnoscia slad sposobu myslenia, narzedzi matematycznych i podejscia
Rafata, zas§ mam tez nadzieje, ze przynajmniej w niektorych czesciach ,Rafata” jest jakis pier-
wiastek mojego toku myslenia. Co wiecej, poszczegdlne lematy nie sg wiele warte, dopoki nie
sktadaja sie w koncowy wynik — a, przynajmniej przez pewien czas, zadnemu z nas nie udato
sie poprowadzi¢ samodzielnego, wlasnego rozumowania dowodzacego (w tym wypadku) Twier-
dzenia 3.3.6. Wszystkie te problemy czynia zatem problem rozgraniczania wktadu, w moim
odczuciu, raczej jalowym. Ja wiem, ze bez udzialu Rafata tej pracy by nie napisal, sadze tez,
ze gdyby Rafatowi przyszto pisa¢ ja samemu, to bytoby mu nieco trudniej i zapewne wynik
koncowy miatby inny ksztatt. Jedyna czescia, w ktorej moj wktad jest na tyle maty, zebym czut
potrzebe to zaznaczy¢ jest ,przygotowywanie gruntu” (w tej rozprawie w wiekszosci zawarte
w czesci 2.3), ktére w przytlaczajacej wickszosci Rafal przemyélal i uporzadkowat, zanim ja
dotaczytem si¢ do pracy.
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1.5 Podziekowania

To dosé duza praca (w szczegdlnosci jest to najwiekszy blok tekstu, jaki dotychczas w zyciu
napisatem). Zatem zbierze sie sporo podziekowan.

Dziekuje przede wszystkim mojemu promotorowi, dr. hab. Rafatowi Latale. Dziekuje za
przygarniecie mnie pod swoje skrzydta pomimo tego, ze nie narzekal na niedobér zaje¢. Dziekuje
za wskazanie tematu do badan, ktory okazat sie by¢ dla mnie ciekawy, i w ktorym okazalto sie, ze
moge co$ nowego wymysle¢. Dzigkuje tez za niekonczaca si¢ cierpliwosé do mojej, momentami
do$¢ daleko posunietej, niefrasobliwosci, za wszystkie te momenty, kiedy uzupetnial i naprawiat
moje rozliczne btedy, niedociggniecia i niedopatrzenia. No i dziekuje za czas wspodlnie spedzony
nad matematyka, ktory — oprdcz przyniesienia owocow w postaci wynikéw — byt dla mnie
pod wieloma wzgledami bardzo ksztatcacy.

Dziekuje prof. Henrykowi Wozniakowskiemu, ktory wprowadzit mnie na droge matematyki
badawczej, pomodgt napisa¢ i zredagowa¢ moja pierwszg publikacje oraz wprowadzil mnie na
studia doktoranckie. Dzickuje mu tez za liczne rady, oraz za to, ze umozliwit mi zmiane pro-
motora w trakcie trwania studiéw doktoranckich.

Dziekuje swojemu tacie, prof. Przemystawowi Wojtaszczykowi, za wsparcie podczas stawia-
nia pierwszych krokow w matematyce i cierpliwe wystuchiwanie moich pomystow, w tym za
uwazng lekture drugiej z moich publikacji.

Dziekuje Marcinowi Pilipczukowi za czas spedzony na Wrzecionie, ktéry zaowocowal mie-
dzy innymi spora cze$cia wynikéw dla kul Orlicza. Za cze$¢ tego czasu pewnie powinienem
podziekowacé tez Oli.

Dzigkuje niektérym z recenzentéw moich prac (w szczegdlnosci prac ,A series whose sum
range is an infinite set” oraz ,,On the infimum convolution inequality”) za sumienne przeczytanie
moich, niekiedy niezbyt lekkich prac, i twércze uwagi. Mito wiedzie¢, ze wigkszo$¢ recenzentow,
na ktorych trafitem naprawde przyktada sie do tego, co robi i stara sie porzadnie ocenié to,
co czyta. Wasze I recommend publishing” byto dla mnie sporo warte. W szczegélnosci dzie-
kuje recenzentowi pierwszej z tych prac, ktory oprocz porzadnego przeczytania pracy zdotatl jg
istotnie ulepszy¢.

Podzigkowania nalezg sie r6znym osobom, z ktérymi rozmawiatem podczas myslenia nad tg
praca, i ktorych uwagi — nawet niekoniecznie zwigzane z matematyka — niekiedy naprowadzaty
mnie na nowy trop myslenia. W szczegélnosci chee tu wymieni¢ Grazyne i Iwone, z ktérymi
rozmawiajac wpadltem na argument gestosciowy w dowodzie Lematu 5.3.9.

Dziekuje za wsparcie we wszelkich dziedzinach zycia osobom, ktére mnie wspieraty. Wszyst-
kich tych osob, oczywiscie, nie da si¢ wymieni¢, ale bez wymienienia kilku z nich czutbym sie
strasznie nieuczciwy. Dziekuje zatem mamie za to, ze ciagle chce jej sie do mnie usmiechac i
we mnie wierzy¢. Dziekuje Magdzie za wspodlnie spedzone dni i wiare we mnie. Dzickuje Iwo-
nie i Lukaszowi za rozmowe w chwilach, kiedy bardzo potrzebowatem rozmowy. Kubie rowniez
dziekuje za rozmowy, a nadto za wspolnie spedzony czas na Natolinie. No i dziekuje Grazynie.
Za to, ze chce mi si¢ pisa¢ ten doktorat.
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Rozdziatl 2

Ogodlne zmienne logarytmicznie wkleste

Zaczniemy prace od przyjrzenia sie faktom, ktore zachodza dla dowolnej zmiennej log—wklestej.
W tym rozdziale sformutujemy pewne ogdlne fakty i kryteria, ktérych bedziemy potem uzy-
waé w konkretnych przypadkach. Zastanowimy sie tez konsekwencjami wtasnosci 1C, C'I oraz
ujemnej stowarzyszonosci modutow, zatem rozdziat ten mozna traktowac jako nieco przydtugie
podsumowanie tresci catej pracy.

2.1 Znane fakty

Zanim zaczniemy analizowa¢ nowsze wyniki, przypomnijmy kilka faktéw, ktére w tej dziedzinie
sg znane od pewnego czasu, a z ktorych przyjdzie nam korzystac.

2.1.1 Zmienne jednowymiarowe

Zmienne logarytmicznie wkleste (lub, nieomalze réwnowaznie, miary przecie¢ cial wypuktych
podprzestrzeniami liniowymi) byly badane od dtuzszego czasu. Do$¢ czesto przy tych bada-
niach pojawia sie potrzeba oszacowania wartosci czy momentéw jednowymiarowej zmiennej
logarytmicznie wklestej. Okazuje si¢, ze po ustaleniu zerowego, pierwszego i drugiego momentu
zmienna log—wklesta juz jest stosunkowo ,szytwna”. Istnieje wiele wynikéw tego typu, nam
przyda sie pochodzaca od Hensley’a [21] nastepujaca nieréwnosé:

Lemat 2.1.1. Niech g bedzie gestoscig jednowymiarowej symetrycznej zmiennej logarytmicznie
wklestej o wariancyi 1. Wtedy g(0) > ﬁ

Istnieja tez ograniczenia na gestos¢ w zerze z gory. Okazuje si¢ tez, ze nie tylko gestosé w
zerze, ale takze momenty zmiennej log—wklestej zachowuja sie w przewidywalny sposob:

Stwierdzenie 2.1.2. Niech p bedzie symetryczng miarg logarytmicznie wklestg na R™. Wiedy
dla dowolnego p > q > 2 i dowolnego v € R™ zachodzi

([ 1t paua))” < 2( [ 1.0} pante) ™ (211)

Wilasnosé (2.1.1) nazywana jest 1-regularno$cig miary pu.

Dowdd. Niech X bedzie wektorem losowym o rozktadzie u. Skoro p jest symetryczna i log—
wklesta, to zmienna losowa S = (u, X) ma rozktad log—wklesty na prostej. Musimy pokazaé,
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ze (E|S|P)Y/P < %(E]SP)U‘] dla p > ¢ > 2. Barlow, Marshall i Proschan [5] (patrz tez dow6d
Uwagi 5 w [27]) pokazali, ze

(C(p +1))"/7

(E[SP)P < (T(q+ 1)/

(E|S|9)Y1,

wiec wystarczy pokazaé, ze funkcja f(z) := (I'(z + 1))"/* jest nierosngca na [2,00). Wzor

Bineta (bedacy precyzyjniejsza forma wzoru Stirlinga, patrz [1, Twierdzenie 1.6.3]) daje nam
(x4 1) = al(z) = V2ra®t/2e2+E@),

gdzie &(x) = [3° arctg(t/x)(e*™ — 1)~ 1dt jest funkcja malejaca. Zatem

&(x) N In(27x)

-1
T 2x

In f(x) =

jest faktycznie funkcja rosnaca na [2,00). O]

2.1.2 Potozenia, potozenie izotropowe

Dla dowolnego ciata wypuktego przez polozenie tego ciata rozumiemy jego obraz w przeksztal-
ceniu afinicznym pelnego rzedu. Intuicjag, ktéra stoi za tym okresleniem jest to, ze zmiana
polozenia ciala w przestrzeni nie powinna wplywaé istotnie na jego wtasnoéci. W geometrii
wypuklej wyrdznia sie szereg réznych istotnych potozen (np. takie, w ktérym wpisana elipsoida
o najwiekszej objetosci jest kula, analogicznie dla opisanej elipsoidy, i szereg innych). Nas, z
powodu probabilistycznego podejscia do geometrii wypuktej, bedzie interesowato tzw. potozenie
1zotropowe. Wpierw zdefiniujemy pojecie izotropowosci dla wektoréw losowych:

Definicja 2.1.3. Mowimy, ze wektor losowy X na R™ jest izotropowy, gdy EX = 0 oraz dla
kazdego wektora jednostkowego 0 mamy

E(X,0) = 1.

Mowimy, ze miara probabilistyczna i jest izotropowa, gdy wektor losowy o rozkladzie p jest
120tropowy.

WprowadZzmy w R™ ortonormalny uktad wspétrzednych ey, es, ..., e,. Niech X; = (e;, X).
Wtedy powyzsza definicja jest rownowazna nastepujacemu warunkowi:

EXl =0 oraz EXZX] = 51]
Faktycznie, jesli ten warunek jest speliony, to

E(X,0)" =Y EX;X;0,0, = 67 =1.

irj i
Zauwazmy, ze kazda miara ma potozenie izotropowe.

Stwierdzenie 2.1.4. Dla dowolnej probabilistycznej miary p, ktora nie jest skupiona na zZadnej
podprzestrzeni aficzniej i dla ktérej [ |z|2du(x) < oo istnieje takie przeksztatcenie afiniczne A,
Ze miara o A7l jest izotropowa.
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Dowdéd. Bez straty ogdlnosci moge zatozy¢, ze [xdu(x) = 0. Niech C' bedzie macierza kowa-
riancji p, czyli ¢;; = EX;X;. Jezeliby ta macierz byta zdegenerowana, to istnieje taki niezerowy
wektor v, ze vICv = 0, czyli E (v,Xl->2 = 0. Z tego oczywiscie wynika (X;,v) = 0 prawie na
pewno, czyli X, whrew zatozeniom, jest skupiona na przestrzeni v. Wobec tego C jest odwra-
calna. Co wiecej, C' jest nieujemnie okreslona, a zatem istnieje taka macierz A, ze ATCA = 1.
A jest szukang macierza, bo CovAX = ATCA. O

Dla cial wypuktych naturalna jest inna normalizacja. Niech X oznacza wektor losowy o
rozktadzie jednostajnym na K. Powiemy, ze cialo K jest w polozeniu izotropowym, jesli ma
objetos¢ 1 oraz istnieje taka stata Ly, ze wektor Xy /L jest izotropowy. Stala Ly nazywamy
stalqg 1zotropowq ciata K. Zauwazmy, ze dowolne cialo wypukte K da sie przeksztalci¢ prze-
ksztalceniem afinicznym w pozycje izotropowa — wpierw przeksztatceniem afinicznym tak, by
miara jednostajna na ciele byla izotropowa, a potem jednoktadnoscig tak, by objetos¢ ciata
stata sie jednoscig.

Jednym z najistotniejszych probleméw catej teorii asymptotycznej geometrii wypuklej jest
hipoteza zwana ,slicing conjecture”, ktorg mozna sformutowaé¢ nastepujaco:

Hipoteza 1. Istnieje taka stata C, Ze dla kazdego ciata wypukiego K w pozycji izotropowej
stala Ly (czyli \JEX?) jest nie wigksza niz C.

Dowod tej hipotezy dla cial 1-symetrycznych mozna znalez¢ np. w pracy Bobkova i Na-
zarova [10]. Jako, ze wiekszo$¢é naszych wynikéw bedzie dotyczyla konkretnych klas ciat 1-
symetrycznych, to nie bedziemy zajmowac sie ta hipoteza w dalszej cze$ci pracy. Nie da sie
jednak wykluczy¢ (i nalezy mieé¢ nadzieje), ze rozwijane w pracy metody moga sie przydaé
rowniez w walce z tym problemem.

2.2 Ujemna stowarzyszonos¢ modulow

Bedziemy badaé wlasno$é ujemnej stowarzyszonosci dla réznych klas funkeji (funkeji rosna-
cych po wspétrzednych, oraz, jako dodatek dla kul B, dla funkcji rosnacych po promieniach).
Zat6ézmy chwilowo, ze w definicji 1.4.1 mamy k + [ = n, by to osiagna¢ mozemy zdefiniowac
9@y, T Ty Ty ) = 9(T4y, ..., xj,). Wygodniej bedzie bada¢ w-zbiory i p-zbiory
zamiast funkcji, co motywuje sformutowanie nastepujacego prostego lematu:

Lemat 2.2.1. Niech p bedzie dowolng miarg probabilistyczng na R} @ niech X =
(X1, Xo, ..., Xp) bedzie wektorem losowym o rozkladzie p. Zalézmy, ze dla danych 0 < k,l <n
mamy dwie rodziny funkcji ograniczonych: F na R’j 1G na RL. Niech A = {f~(—o0,t] : f €
F,t € R}, i analogicznie B dla G. Wtedy jezeli nieréwnosé

(A x B)u(A x B) < (A x B)u(A x B), (2.2.1)

zachodzi dla kazdego A € A oraz B € B, to nieréwnosé (1.4.1) zachodzi dla X i dowolnych
feF,ged.

W szczegblnodei, jesli nieréwnosé (2.2.1) zachodzi dla dowolnego k i dowolnych w—zbioréw
A, B, to zmienne losowe X, X, ..., X, sa ujemnie stowarzyszone.

Dowéd. Wezmy dowolne dwie funkcje F 3 f : RE—>R i G 3 g : R, -R. Jako, ze kowariancja
jest dwuliniowa i jest zerem, jezeli ktérakolwiek z funkcji jest stata, mozemy zatozyé¢, ze f i g
sa nieujemne. Dla nieujemnych funkcji mamy

flz) = /Ooo 1j-1(t,00) (%) dl.
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Zatem (znowu z dwuliniowosci kowariancji) mozemy sie ograniczy¢ do funkcji f i g postaci
l1—14and 1 —1p, gdzie A € Ai B € B. Skoro Cov(l — 14,1 —1p) = Cov(14,1p), musimy
udowodnié, ze Cov(1a,1p5) < 0.

Przez X oznaczmy k-wymiarowy wektor (X, ..., X;, ) ztozony ze wspéhrzednych, na kté-
rych dziata f, za$ przez Y [-wymiarowy wektor, na ktérym dziata g. Wtedy

Cov(14(X),15(Y)) = E14(X)15(Y) - ElA( JE15(Y) = (A x B) — u(A x R)u(RF x B)
= (A x B) ((A x (BUB)) — u(Ax (BUB))u((AUA) x B)
= pu(A x B)u(A x ) (A x B)u(A x B),

co jest nieujemne ze wzoru (2.2.1). O

Przez chwile skoncentrujmy sie na bardzo stabej ujemnej stowarzyszonosci modutow. Wtedy
rodzing A jest rodzina potprostych skierowanych w lewo w R, za$ rodzing B jest rodzina B X
R"~2 gdzie B jest potprosty skierowana w lewo. Rozwazmy teraz miare p z gestoécia m. Niech
u(z,y) oznacza [gn—2 m(z,y,v)dv. Aby udowodni¢ (2.2.1) trzeba sprawdzi¢

//// u(w, y)u(a',y')de'dy dedy < // // u(e,y)u(a', y)dedy'da'dy.  (2.2.2)

W szczegdlnosci, oczywiscie, wystarczytoby (cho¢ nie jest rownowazne) sprawdzi¢ nieréwnosé

w(z,y)u(’,y') < ulz,y)ule,y) (2.2.3)

dlad<z<2,0<y<y.

Fakt, ze nawet bardzo staba ujemna stowarzyszonos¢ modutéw nie zachodzi dla ogdlnych
miar logarytmicznie wklestych byt od pewnego czasu znany, natomiast wzoér powyzej pozwala
nam poda¢ przyktad bardzo przyzwoitej miary, dla ktérej zachodzi nieréwnos¢ w przeciwng
strone. Niech K C R? bedzie kula w normie zadanej wzorem

1z, y, 2)|| = max{|z], [y|} + |=], (2.24)

za$ p znormalizowana miara jednostajna na K. Zauwazmy, ze u(x,y) = c¢(1 — max{|z|, |y|})
dla |z|, |y| < 1, 0 w przeciwnym wypadku. W nieréwnosci (2.2.3) mozemy bez straty ogdlnosci
zatozyé, ze ' >y, wtedy dla 0 < 2 <9y’ < 1,0 <y < ¢ < 1 mamy

U(J}, y/)u(x/, y)_u<x7 y)u(xla y,)
=c*(1 — max{z’,y})(1 — max{z,y'}) — (1 — max{z,y})(1 — max{a’, ¢/}
=c*(1 —2/)(1 — max{z,y'}) — (1 — 2')(1 — max{z,y})
=c*(1 — 2/)(max{x,y} — max{z, y'}).
Jako, ze zatozyliSmy 2’ < 1, to pierwszy nawias jest zawsze nieujemny, pozostaje zatem rozwa-
zy¢ znak drugiego nawiasu. Jako, ze ¢y’ > y, to drugi nawias jest niedodatni, a dla y’ > max{z, y}

jest ujemny. Zatem nieréwnosé¢ (2.2.2) zachodzi w przeciwna strone, co oznacza, ze modutly
pierwszej i1 drugiej wspotrzednej sg dodatnio, a nie ujemnie stowarzyszone.

2.2.1 Proste fakty o proporcjach

Podczas pracy nad ujemna stowarzyszonos$cig modutéow czestokro¢ bedzie sie trafia¢ potrzeba
poréwnania catek z tych samych lub w jakis sposéb zwigzanych ze soba funkcji po réznych
zbiorach. Warto wiec zatem zebra¢ informacje o takich poréwnaniach. Ta cze$¢ nie dotyczy
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zatem bezposrednio tematu pracy — rozktadéw logarytmicznie wklestych czy wtasnosci pro-
babilistycznych — natomiast zbiera szereg lematow, ktére beda nam przy dalszej pracy nad
ujemng stowarzyszonoscig potrzebne. Czytelnik zapewne sam z tatwoscig udowodnitby kazdy
z nich, lecz dla zupetosci wywodu postanowitem zgromadzi¢ je w jednym miejscu i zamieSci¢
dowody.

Fakt 2.2.2. Niech a,b> 0 1 c,d > 0. Wtedy nastepujgce warunki sq rownowazne:

a
0227

Ulo

a a+b
hd c > ct+d’

a+b
* c+d >

ISHIS

Jesli w ktoregkolwiek z nierownosci zachodzi réwno$c, wszystkie wymienione utamki sq rowne.
Fakt ten nie wymaga dowodu.

Lemat 2.2.3. Niech p bedzie miarg na R o nosniku [l,,7,] (dopuszczamy réwniez wartosci
nieskoriczone). Niech f, g, h : R—R, bedq funkcjami ograniczonymi na supp p. Zatézimy dodat-
kowo, ze

1. Nosnikiem kazdej funkcji uw € {f, g, h} jest odcinek [l,,r,] (byé moze nieograniczony),
2. Kazda funkcja u € {f, g, h} jest $cisle dodatnia na (1, r.),
3. g jest malejgca na swojej dziedzinie, © 1y < 1y,
4. h jest rosngca.
Wtedy:

(1a) Dla dowolnych a < b <c, b€ (I,,7,) N (ly,r,) zachodzi

P S@dn _ J0) [ 0) o J S
[ g(x)ydun = g(b) ~ g(b) = Jy gx)dp

(1b) Co wiecej, jesli dla pewnych a < b < ¢ mamy dwie réwnosci w (1a), to @ jest stata na

g(x)
(a,c) Nsupp g Nsupp i @ dla dowolnych a < s <t < ¢ zachodzi

Ji f@)dp
e = 0/s0)

jesli lewa strona jest okreslona.

(2a) Dla dowonych punktéw a, b, c,d spetniajacych a < b < d oraz a < ¢ < d zachodzi:

A J )
[ g(x)du ~ [ g(x)dp

o ile obydwie strony sq okreslone.

(2b) Co wiecej, jesli ta nierdwno$é staje sie réwnosciq i przynajmniej jedna z liczb [ g(x)du(x)
oraz [ g(x)du(x) jest $cisle dodatnia, to g jest stala na [a,d] tam, gdzie jest okreslona i
réwnos$é zachodzi dla dowolnych a < o/ <V < d' < d oraz ¢ € [d,d] jesli obie strony sq
okreslone.
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(3) Jesli l, = 1y, nastepujgca nieréwno$é zachodzi dla dowolnego odcinka I

Ji f@)du(x) _ Jr f(z)h(z)dp(z)
Jrg(@)dp(a) ~ fzg(x)h(iv)du(x)’

o ile obydwie strony sq okreslone.

Dowdd. (la) Rozwazmy pierwsza nieréwnosé. Niech ¢’ = max{l,,[,,a}. Mamy a < @’ < b.

(1b)

Mamy tez [° g(x)du(z) = [5 g(z)du(z) > 0i g > 0 na (a’,b]. Zatem

2 f@)dp(x) _ fo f@)dpz) _ 9@ ﬂdu() J g()ﬁf%hw r)  f(b)
[ o@yinz) ~ oo el@dnr) ~ eldut)  ob)
Podobne rozumowanie dla ¢ = min{r,,r,, ¢} dowodzi drugiej nieréwnosci (warto za-

uwazy¢, ze 1y < 1y, zatem pierwsza nierOwnos¢ w powyzszym rozumowaniu staje si¢
réwnoscia).

Jesli zachodzi réwnosé, to % f (b) dla prawie wszystkich = € (d/,c), jako ze g jest
$cidle dodatnia na (a/, ). Skoro £ ; Jest funkcja malejaca i stata na prawie calym (o, ),

musi by¢ state na calym odcinku, i zatem

! f@)dute) 1)
Je g(s)dp(z)  g(b)
jesli jest okreslone dla dowolnych s,t € (a/, ). Wiemy, ze [* g(z)du(z) = [$ g(x)du(z) =
0, a zatem — skoro w (la) zachodzily réwnoéci — musimy tez mieé¢ [7 f(z)du(z) =
IS5 f(x)du(z) = 0, zatem [! f(x)du(z) = Jisyn(a ey f(@)dp(z) i podobnie dla g, skad teza.
Niech F(z,y) = [Y f(t) i G(z,y) = [ g(t). Jako, ze lewa strona jest dobrze okreslona,
G(a,b) > 0 a zatem i G(a,d) > 0. Stosujemy (1a) aby dostaé:
Fla.b) _ F(b.d)
Gla,b) = G(b,d)

(2.2.5)

jesli b € (lg,mg) N (L, 7)), 1 z Faktu 2.2.2 otrzymujemy

F(a,b) - F(a,b)+ F(b,d)  F(a,d)
G(a,b) ~ G(a,b) + G(b,d)  G(a,d)’

Jesli prawa strona w (2.2.5) nie byta dobrze okreslona, G(b,d) = 0 i wobec tego F'(b,d) =

0, bo ry < ry, zatem ZEZ % > g%ad Podobnie z (1a)

F(a,c) _ F(c,d)
Gla,) ~ Gle,d)

jesli ¢ € (lg,79) N (L, 7,), 1 znowu z Faktu 2.2.2

F(a,d) S F(c,d)
G(a,d) = G(c,d)’

Ponownie jesli lewa strona nie byta dobrze zdefiniowana, G(a,d) = G(c,d), zas F(a,d) >
F(c, d), wiec otrzymujemy te sama nier6wnosé. Laczac otrzymane dwie nieréwnosci, otrzy-
mujemy teze.
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(2b) Zatézmy, ze G(b,d) > 0. Jako, ze

F(a,b) _ Fl(a,d) - F(c,d)
G(a,b) = G(a,d) ~ G(c,d)’

a pierwsze i ostatnie wyrazenie maja by¢ rowne, wszystkie nieréwnosci sa de facto row-
nosciami. Zatem z pierwszej z nich oraz Faktu 2.2.2 otrzymujemy

F(a,b) _ F(b,d)

G(a,b)  G(b,d)

i stosujac (1b) dostajemy teze.

(3) Niech I" = I Nsupp g. Skoro supp f C supp g wszystkie wystepujace w tezie caltki po I sa
réwne odpowiednim catkom po I’. Rozwazmy funkcje h oraz J; na odcinku Int I’ (funkcja

Jest dobrze okreslona na Int I’) oraz miare z gestoscia %du (catka w mianowniku

Jest dodatnia, bo lewa strona w tezie byta dobrze okreslona). Z ciagtej wersji nier6wnosci
ciagdéw jednomonotonicznych (zwanej tez ciagta nieréwnoscig Czebyszewa, tj. dla rosnacej
F oraz malejacej G zachodzi [ F [G > [ FG [ 1) otrzymujemy

@) @) @)
SO D [ o e ™

f)_(x) 9@
M0 ) gt TORA

Mnozac stronami przez [ [ g(t)du(t)]* dostajemy teze.

Lemat 2.2.4. Niech pu bedzie miarg na I C R. Niech funkcjef,g,p,q : [—R spelniajg
f(@)a(y) = f(y)g(z) dlax >y oraz p(x)q(y) < p(y)g(x) dlax >y. Wtedy

| p@)f@du(@) [ a@)g@)an@) < [ pa)g@)dute) [ g@)f@)du).

Dowaéd. Musimy udowodnic

[ [p@)@atwot) dut) du) < [ [ o) 5 @)a@et) duty) dpt).

Mnozac stronami przez dwa i zamieniajac zmienne x i y dostajemy rownowazne formy:

/1 /I [p(@) F(2)a()9(v)+p() f(W)a(@)g(x)—p(@) f (W)a(y)g(x)—p(y) f (x)a(@)g(y)| du(y) du(z) <0

oraz

/] (p@)aty) = py)a@)) (£(@)g(v) — F@)9(@)) dialy) dp(x) <0,

co wynika bezposrednio z zatozen, bo funkcja podcatkowa jest zawsze niedodatnia. Il

2.2.2 Konsekwencje

Tak, jak juz wspominalem w czesci 1.4.1, pierwotng motywacja do tego kierunku badan byto
Centralne Twierdzenie Graniczne. Okazalo sie jednak, ze niezaleznie od wynikow zwigzanych z
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Centralnym Twierdzeniem Granicznym stosunkowo tatwo ujemna stowarzyszonos$¢ wykorzystac
tez w innych sytuacjach. Podamy tu kilka przyktaddéw.

Niech K C R" bedzie ciatem wypukltym w pozycji izotropowej, niech X = (X, Xo,..., X))
bedzie wektorem losowym o rozkladzie jednostajnym na K. Zalézmy, ze ciag | X;| jest ujemnie
stowarzyszony. Zauwazmy, ze jesli f; sa rosnace, to ciag f;(|X;|) rowniez jest ujemnie stowa-
rzyszony. W szczegdlnosei dla dowolnych ciagow liczb rzeczywistych (a;)P, oraz (¢;)P, ciagi
zmiennych |a; X;| — ¢; oraz |a;] X? — ¢; sa ujemnie stowarzyszone.

Zaczniemy od dwoch nieréwnosci poréwnawczych pochodzacych z prac Q. Shao (patrz [43]).
Niech (X7)I, oznacza ciag zmiennych losowych, zaréwno niezaleznych od siebie nawzajem, jak
i od X;, przy czym X/ ma ten sam rozklad co X;. Wtedy nastepujace dwie nieréwnosci sa
bezposrednim przettumaczeniem Twierdzen 11 2 z pracy [43] na nasz jezyk:

Twierdzenie 2.2.5. Niech K bedzie ciatem wypukiym o ujemnie stowarzyszonych modutach,
za$ X = (Xq,...,X,) wektorem losowym o rozkladzie jednostajnym na K. Wtedy dla dowolnej
funkcyi wypuktej f : R—R zachodzi

n

Ef<2n: |aiXi|) < Ef(Z |aiXi*|)~

i=1 =1

Jesli dodatkowo f jest rosngca, to

=1,4,...,

k k
Bf(,max Y - ) <BF( max Y (loiy] ).
el i=1

Bardziej bezposrednim wnioskiem jest twierdzenie o poréwnywaniu momentow:

Twierdzenie 2.2.6. Niech K bedzie 1-symetrycznym ciatem wypukiym o ujemnie stowarzy-
szonych modutach, za$ X = (Xy,...,X,) wektorem losowym o rozkladzie jednostajnym na K.
Wtedy dla dowolnej parzystej liczby naturalne; p mamy

i=1 i=1

p

Warto zwrocié uwage, ze tu poréwnujemy juz nie momenty sumy modutéw (co jest tatwym
wnioskiem z poprzednich nier6wnosci), ale po prostu momenty sum.

Dowdd. Kiedy otworzymy nawiasy w wyrazeniu (3 a;X;)?P skladniki, w ktérych przynajmniej
jedno z X; pojawi si¢ w nieparzystej potedze usredniajg si¢ do zera, poniewaz K jest 1-
symetryczne. Zatem pozostanie nam suma sktadnikéw postaci

(CLin)Qal (a2X2)2°‘2 . (Clan)2an = |(11X1|2a1 ‘CLQXQ’ZOQ Ce |aan|2°‘”.

209

Jedli zdefiniujemy f(a171) = (a121)%°" i g(aoxs, . . ., any) = (a279)?*% - ...+ (a,1,)%*", to przez

bezposrednie zastosowanie ujemnej stowarzyszonosci dostajemy

Elai X1 > |as Xa|?*? . . . |an X, |**" < Ela1 X1 [ Elas X5 [**2 . .. |a, X, |2
= E‘GlX{(PalE‘GQXQ’QaQ c. |aan|2°‘”

= Elai X% aa Xo|**2 . .. |an X >
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Powtarzajac ten proces indukcyjnie wytaczymy po kolei wszystkie zmienne i otrzymamy

n p
E(ZaiXZ) = > Coy...anElar X1 P ae Xo|**2 . . an X >
=1

a1+...+an=p/2

< Z Cop...on Blar X7P* aa X522 . |an X7
ai+...+an=p/2

i=1

O

Pokazmy tez, w jaki sposéb za pomoca wynikéw z pracy [43] jesteSmy w stanie otrzymaé
wyktadnicza koncentracje normy euklidesowej. Twierdzenie 3 z tej pracy brzmi nastepujaco:

Twierdzenie 2.2.7. Niech (X;)!, bedzie ciggiem ujemnie stowarzyszonych zmiennych loso-
wych o §redniej zero i skonczonej wariancji. Niech Sy, = Y8 | X;, za8 B, = Y0 | EX2. Wtedy
dla kazdych © > 0, a > 0 oraz 0 < a« < 1 mamy

2 e 2 ax
P( s 151> ) < 2P 1360 > )+ = oxp (— sy (am( m)))

Rozwazmy zmienna logarytmicznie wklesta w pozycji izotropowej i o ujemnie stowarzy-
szonych modutach. Dla takiej zmiennej ciag (X? — 1), jest ujemnie stowarzyszony. Momenty
zmiennych log—wklestych sa por6wnywalne (patrz np. [27], ze stala 8 wynika to z Lematu 2.1.2),
zatem mamy

E(X? - 1) =EX!+1-2EX? =EX} — 1 <5.
Jesli w twierdzeniu 2.2.7 ustalimy przyktadowo o = 1/2 oraz x = nt, to dostaniemy nastepujacy

wniosek:

Whniosek 2.2.8. Niech X = (X;)!, bedzie wektorem losowym o rozkladzie logarytmicznie
wklestym w pozycyi izotropowej i o ujemnie stowarzyszonych modutach. Wtedy dla dowolnego
t>01¢a>0 mamy

k

ZX2—1‘>nt)

max
1<k<n 1

nt2 2 at
< 2 _ _—_ . — — .
2P<1I£%|Xk 1|>a>+4exp( Hat £ 5) <1+31n<1+ 5)))

Zeby przekonad sie, ze otrzymany rzad zbieznosci jest faktycznie wyktadniczy, sformutujemy
nastepujacy wniosek:

Whniosek 2.2.9. Niech X = (X;)I, bedzie wektorem losowym 1-symetrycznym o rozkladzie
logarytmicznie wklestym, w pozycyi izotropowej i o ujemnie stowarzyszonych modutach. Wtedy
dla dowolnego t > 0 mamy

?:1 Xz2 —cnt? —c¥nt
p(|ZEXE [ 1) < oo+ Cneme i,
n

gdzie c 1 C to stale liczbowe.
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Dowdd. Oczywiscie

o ).

zatem musimy tylko ograniczy¢ prawg strone nieréwnosci we Wniosku 2.2.8. Niech a = v/n2t2.
Jesli c < 1/L?, za$ C > e, to dla a < 1 mamy

n 2
i:lA; -1
n

k
ZXZ—l

> t) ( max
1<ksn | £

Cne*C% = Cne Ve > 1,

Zatem pozostaje nam tylko rozwazy¢ przypadek a > 1.
W tym wypadku

n

P(max [X; —1]>a) <) P(X7 -1 >a) =) P(X; >a+1)

M=

1<k<n el el
<Y P(XE > a) = Y B(IX > Va).
k=1 k=1

Rzuty zmiennych log—wklestych na podprzestrzenie sa log—wkleste, w szczegélnosci log—wklesta
jest zmienna Xj. Wiemy, ze Var(X) = 1 oraz EX; = 0, zatem z lematu Borella (patrz np.
[11]) dostajemy P(|X}| > t) < Cie~ ¢! dla pewnych statych Cy, Cy. Zatem

IP’( max | X7 — 1| > a) < Cre~ Ve = ¢y e=C2 ¥l

1<k<n

W drugim sktadniku wystarczy proste szacowanie

2 at
1+ Zm(1+ %)) > 1,
( +3n( +5)>

a wiec
nt? 2 at nt?
4 ———— |1+ =In(1+— <4 -
eXp( 4(at +5) ( "3 n( * 5))) <den (= Lomay0)
< de—c¥nt + 4,
O
Powyzsze szacowanie jest — jak wida¢ — bardzo zgrubne, a jednak i tak daje bardzo

silng koncentracje normy euklidesowej, co pokazuje, jak silnym narzedziem moze by¢ ujemna
stowarzyszono$¢ modutéw. Na mocy wynikéw [10] wiemy, ze L% < L? dla 1-symetrycznych
wektoréw log-wklestych, zatem jedli wezmiemy za X% zmienng losows jednostajnie roztozong
na ciele wypuktym w pozycji izotropowej o ujemnie stowarzyszonych modutach, to poprzez
jednoktadnosé o skali 1/ L otrzymamy izotropowa zmienna losowa, zatem powyzsze szacowanie
z inna staly zachodzi tez dla X%,

2.2.3 Potencjalne kierunki badawcze

Chce tu przedstawi¢ kilka, moim zdaniem ciekawych, problemow, ktére wiaza sie z poruszana
tematyksa i stanowig potencjalne kierunki badan w mojej dalszej pracy.
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Jak pokazuje przyktad (2.2.4), nie mozna liczy¢ na udowodnienie ujemnej stowarzyszonosci
modutéow nawet w bardzo ,,przyzwoitych” klasach zmiennych, takich jak rozktady jednostajne
na ciatach 1-symetrycznych. Oczywiscie jest jeszcze szereg klas miar logarytmicznie wklestych,
dla ktorych ta uzyteczna wtasnosé mogtaby zachodzi¢. Warto tu wymieni¢ przede wszystkim
kule permutacyjnie niezmiennicze:

Definicja 2.2.10. Mowimy, Ze ciato wypukte K jest kula permutacyjnie niezmiennicza, gdy
jest symetryczne, 1-symetryczne, oraz (T1,2,...,%n) € K<<= (To(1); To(2), - - > Tom)) € K dla
dowolnej permutacji o € S,,.

Od kilku lat poszukuje dowodu lub kontrprzyktadu na nastepujaca hipoteze:

Hipoteza 2. Niech u bedzie miarg o rozkladzie jednostajnym na kuli permutacyjnie niezmien-
niczej. Wtedy p ma wtasnosé ujemnego stowarzyszenia modutow.

Warto tu zwroci¢ uwage na to, ze ta hipoteza nie przenosi sie ,bezmyslnie” na miary loga-
rytmicznie wkleste. Mozna — podobnie jak dla cial — zdefiniowa¢ miare permutacyjnie nie-
zmienniczg. Niestety, dla permutacyjnie niezmienniczych miar logarytmicznie wklestych tatwo
znalez¢ kontrprzyktad na hipoteze o ujemnym stowarzyszeniu modutow — wystarczy zrzutowaé
przyklad (2.2.4) na ptaszczyzne (z,y). Nie przektada sie to jednak w zaden znany mi sposéb
na kontrprzyktad dla ciat.

Druga, zwigzana z tym tematem hipoteza jest analog prawa iterowanego logarytmu dla ciat
wypuklych. Wiadomo (patrz np. [44]) ze z ujemnego stowarzyszenia ciggu zmiennych da sie
uzyska¢ prawo iterowanego logarytmu dla tego ciagu zmiennych. Wydaje sie, ze technika ta
powinna sie przenie$¢ rowniez na zmienne o ujemnie stowarzyszonych modutach. Oczywiscie
jednym z podstawowych probleméw jest takie sformutowanie prawa iterowanego logarytmu, by
miato zastosowanie w naszym przypadku, ktéry — sita rzeczy — nie zawiera nieskonczonego
ciaggu zmiennych losowych. Prawdopodobnie zatem potrzebne jest udowodnienie oszacowan
ilosciowych odpowiadajacych prawu iterowanego logarytmu (tak, jak tw. Berry’ego—Esseena
odpowiada Centralnemu Twierdzeniu Granicznemu). Dopoki jednak nie bede miat w reku przy-
ktadow, nie chce stawia¢ konkretnej hipotezy.

Trzecia hipoteza jest najbardziej mglista, ale tez i najciekawsza. Widzimy, ze ujemna stowa-
rzyszonos¢ modutéw nie zachodzi dla ogdlnego 1-symetrycznego wektora logarytmicznie wkle-
stego. Wydaje sie jednak, ze moze istnie¢ ,poprawka” do ujemnego stowarzyszenia, tzn. osza-
cowanie bledu w nieréwnosci (1.4.1), ktoére pozwolitoby wyciagnaé¢ podobne wnioski do tych,
ktore uzyskujemy za pomoca ujemnej stowarzyszonosci (szczegdélnie ciekawe bytoby tu osia-
gniecie nowego dowodu nieréwnosci koncentracyjnych takich, jak we Wniosku 2.2.9), a ktére
bytoby prawdziwe dla dowolnego 1-symetrycznego wektora log—wklestego. W tym momencie
nie umiem nawet poda¢ proponowanego ksztattu takiej poprawki, a co dopiero zasugerowac li-
nii dowodowej, natomiast moja intuicja raczej sktania si¢ ku temu, ze istnienie takiej poprawki
powinno by¢ mozliwe do udowodnienia.

2.3 Koncentracja i splot infimum

Naszym celem jest dowdd hipotezy IC' dla jak najszerszej klasy miar logarytmicznie wklestych.
Zaczniemy od dwdch prostych stwierdzen o wtasnosci (7):

Stwierdzenie 2.3.1 (Tensoryzacja). Jesli pary (u;,¢;), i = 1,...,k spelniajg wlasnos

05¢ (7),

¢ (r
oraz o(x1, ..., xx) = @1(x1) + ... + or(xr), to para (RF_ s, ) réwniez spetnia wlasnosé ().
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Stwierdzenie 2.3.2 (Transport miary). Zaldzmy, ze (u, ) ma wlasnosé (1), za$ przeksztal-
cenie T: R — R™ spetnia

V(Tzr —Ty) < p(xr —y) dla kazdych x,y € R".
Wtedy para (o T, 4) ma wlasnosé ().

Dowody tych wlasno$ci mozna znalezé w pracy [32], choé¢ zapewne tatwiej samemu przepro-
wadzi¢ indukcje po wymiarze.

Zastandéwmy sie, jak te wlasnosci przenosza sie na wlasnos¢ IC. Okazuje sie, ze hipoteza
IC réwniez ma wtlasnosci tensoryzacyjne:

Stwierdzenie 2.3.3. Jesl pu; sq symetrycznymi miarami probabilistycznymi na R™, 1 <1 < k,
oraz spetniajg 1C(53;), wtedy p = ®F_ u; spetnia IC(B) ze stalg 3 = max; f3;.

Dowdd. 7 niezaleznosei mamy A, (zy,...,2x) = S5 Ay, (z;) i A (g, ay) = K A7 ().
Stwierdzenie wynika zatem ze Stwierdzenia 2.3.1 oraz Uwagi 1.4.12. O

Ogodlne ustalenie zachowania IC' przy transporcie miary jest niebanalne, bowiem niebanalne
jest stwierdzenie, jak zachowuje si¢ A}, gdy przenosimy miarg p przez dowolne przeksztalcenie.
Rozwazmy prosty przypadek, gdy T jest przeksztatceniem liniowym:

Stwierdzenie 2.3.4. Niech T: R"—R* bedzie przeksztatceniem liniowym, za$ ju — miarg pro-
babilistyczng na R", spetniajgcq 1C(3). Wtedy miara po T réwniez spetnia 1C([3).

Dowdd. Dowdd jest bezposrednim przetozeniem kolejno wszystkich definicji. Zatézmy, ze T
jest odwracalne (przypadek T nieodwracalnego mozna otrzymaé przez aproksymacje), oraz, ze
B =1 (dowdd dla innych 3 jest identyczny, tylko bogatszy w oznaczenia). Bedziemy kolejno
wylicza¢ potrzebne sktadniki IC' dla yoo T~'. Niech f(z) = f(T(z)).

Myers(x) = [ e d(uo T () = [TV duty) = M(T* (@),
Njor—1(x) =In Myop-1(x) = In M,(T*(x)) = A (T*(x)),
) =sup { () = Aur s ()} = swp { (577 0) = M)} = AT )

z=T*(x)

FONp1(2) =inf { ) + Apera o = )} = _int [ () + AT (@) = )} = (JOA)(T(2)

2=T"1(y)
/e’fd(uo T’l)/efDA;oT*d(u oT 1) = /e’fd,u/efDA”du <1
na mocy /C dla p. [

Sprawdzmy teraz, czy nasza definicja [C sprawdza si¢ w przypadku, dla ktérego zostato
wprowadzone pojecie wtasnosci (7), czyli dla miary wyktadniczej. Najwazniejszym wynikiem
pracy [32] byto wskazanie prawidlowej funkeji kosztu dla miary wyktadniczej v:

Twierdzenie 2.3.5. Niech w(x) = gz2? dla || <4 i w(z) = 2(|z| —2) dla x > 4. Wtedy para
(v, >0 w(z;)) spetnia wlasnosé ().

To twierdzenie wraz z Wnioskiem 1.4.7 oraz Stwierdzeniem 2.3.1 natychmiast daje naste-
pujaca nieréwnos¢ koncentracyjna, znana jako dwupoziomowa koncentracja Talagranda (pier-
wotnie udowodniong innymi metodami i ze znacznie gorsza stala przez Talagranda w [47]):

V'(A) = v(—o00,2] = Vs V(A + 6V2tBY + 18tBT) > v(—o0,z + 1], (2.3.1)
Aby sprawdzi¢ hipoteze IC nalezy zatem sprawdzi¢, czy w(x) > AZ(E) dla pewnego (.
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Stwierdzenie 2.3.6. Dla dowolnego x € R,
1
£ min{?, fol} < AZ(e) < minga?, Jol},

w szczegdlnosci miara v™ spetnia 1C(9).

Dowdd. Nietrudno obliczy¢, ze A, (z) = —In(1 — 2?) dla |z| < 1, za$
V1 241
Aj(z)=vV1+22—1—In (T)

Jako, ze a/2 < a —In(1 + a/2) < a dla a > 0, otrzymujemy 3(v1+ 2% — 1) < Aj(z) <
V1422 — 1. Mamy wiec

min{|z],2*} > V1+a22 - 1=

min{|z|, *}.

2
x > 1
Vita?+1~ V241
Zauwazmy tez, ze min{(x/9)? |z|/9} < w(x), skad otrzymujemy IC' dla v, za$ ze Stwier-
dzenia 2.3.3 rowniez dla v". ]

2.3.1 Roéwnowazne postaci koncentracji

We wstepie wprowadzitem ciata Z,(u) oraz B, (), przy czym hipoteze CI sformutowatem przy
pomocy tych pierwszych, jednoczesnie sygnalizujac, ze hipoteza IC w sposob naturalny wigze
sie z tymi drugimi. Aby zatem polaczy¢ te dwie hipotezy udowodnie prownywalnosé tych dwoch
ciatl.

Przypominjmy, ze ciata Z, byly zdefiniowane dla p > 1 jako

2, = (My())" = {z € R [(0.2) P < [ 1(0.9) Pduty) dla kazdego v € R" .

zas ciata B, dla p > 0 jako
By(p) :={v € R": A}, (v) < p}.

Wyniki tej czedci pracy przenoszg sie rowniez na mniej interesujacy nas przypadek miar 1-
regularnych, a nawet a—regularnych (czyli takich, w ktérych dopuszczamy pomnozenie prawej
strony nieréwnosci (2.1.1) przez stata «). Jako, ze 1-regularnos$¢ jest jedyna wlasnoscia miar
log—wklestych wykorzystywang w tej czesci pracy, wszystkie sformulowania podaje dla miar
1-regularnych. Niewiele trudniejsza analize przypadku a-regularnego mozna znalezé w pracy
[29].

Stwierdzenie 2.3.7. Dla dowolnej probabilistycznej miary symetrycznej p na R™ oraz dowol-
nego p > 1 zachodzi
2,(1) C 2/7eB, ().

Dowdd. Wezmy v € Z,(), musimy pokazac, ze A% (v/(2'/7e)) < p, czyli, ze

{u, v)

2/re

A, (u) < p dla kazdego u € R™.

Ustalmy u € R"™ i oznaczmy (7 = [|(u,z) |Pdu(z), wtedy u/G € My(p), czyli (u/B,v) < 1.
Rozwazymy dwa przypadki.
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2. 3> 2YPep. Wtedy
u,xr u,x p
/€< @ du(z) >/ o >/p‘ I um >0y dp(z) >/‘

1 p
2 p
2V/Pep(u,z) /A 1
e du(z) > 3

W tym wypadku A, (2/7cpu/B) > p i A,(u) > zl/pepA (2Vrepu/f) > 58

WIQC ze
{u, v) B Ju 3
_ AM(U) < m E,U — 21/p6 < 0

()

{u, )P
p

a zatem Y
21/p p
M du(z) = e,

]

Stwierdzenie 2.3.8. Jesli i jest miarg probabilistyczng miarg 1-regularng na R™, to dla do-

wolnego p > 2 zachodzi
By(p) C 4eZy(p).

Dowdd. Wpierw pokazemy, ze

u
we My(n) = A, (12’6) <p. (2.3.2)
Zaiste, jesli ustalimy u € M, () i rozwazymy u := 52, to

1/k 1/k r
k —£ k 2e kgp
(1)) = 2 f 1w Fau)) " < { & 150

Zatem

Jio < e = 5 e

k 1) k¥
\,;Dk' ZH

iy K 2e

z czego wynika juz (2.3.2).
Teraz wezmy dowolne v ¢ 4eZ, (1), wtedy mozemy znalezé takie u € M, (i), ze (v,u) > 4e.
Otrzymujemy zatem wobec (2.3.2)

* pu pu
> (v, 20— P ge -
Aw) <U7 26> A (26) = 2¢ e P=5

czyli v & By(1). O
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Rozwazylidmy zatem przypadek duzych p, gdzie B,(4) jest poréwnywalne z Z,(p). Co dzieje
si¢ dla matych p? Ponizsze dwa stwierdzenia dowodza, ze dla matych p zbiér B,(u) jest po-
rownywalny z kulg euklidesowa /pBy, o ile miara p jest w potozeniu izotropowym. Jako, ze
dowolna miara poprzez przeksztatcenie afiniczne daje sie przenie$¢ do polozenia izotropowego,
wnioskujemy z tego, ze dla ogdlnej miary B, (i) jest poréwnywalne z elipsoida. Jak i w poprzed-
nim przypadku, potrzebujemy udowodni¢ dwa zawierania, i tak jak poprzednio tylko jedno z
nich wykorzystuje 1-regularnosc.

Stwierdzenie 2.3.9. Niech p bedzie symetryczng, izotropowg miarg na R™. Wtedy dla kazdego
u zachodzi nierdwnosé min{1, A% (u)} < |ul®, w szczegdlnosci zas

VPBy C By(p) dlap € (0,1).

Dowdd. Przy uzyciu symetrii i izotropowosci p, otrzymujemy

/e<“v”">dp(x) =1+ i (21k>‘ / (u, 2)* dp(z) > 1+ ]gl (’gl{:), = cosh([ul).

Zatem dla |u| < 1,
1
A (w) < £l cosh)(ul) = 5 | (1 + ful) In(1+ ul) + (1 = Jul) In(1 = Ju])] < Juf?

gdzie aby otrzymaé ostatnig nieréwnosé skorzystalisSmy z nieréwnosci In(1 + z) < z dla = >
—1. [

Stwierdzenie 2.3.10. Jesli miara i jest symetryczna, izotropowa i 1-regqularna, to
f|u] ful?
/\* ;Z {7}7
H(u) min 50 502

B, (1) C max{2ep, e@}Bg dla dowolnego p > 0.

w szczegolnosci

Dowdd. Dzieki symetrii, izotropowosci i 1-regularnosci p otrzymujemy

/e<u,w>du(l‘) = 2(2116)!/“’33)% du(z) < —I— Z k\uy
<1+ |u2|2 + i <e|2u|>2k:

k=2

Zatem jesli elu| < 1

24 relul\* lul>  (e|ul)? 212
(u.2) cqy () <1 < Pl
/e du(r) <1+ 5 T3l S1+——+ g <S¢

czyli A, (u) < e2ul?/2 dla elu| < 1. Widzimy wiec, ze A* (u) > min{ %, 22} dla kazdego u. O
n I

2e’ 2e?
By sformutowaé zgrabna wersje twierdzenia o poréwnywaniu /pBy, Z,(u) oraz B,(u)

przyda nam sie jeszcze nastepujgca uwaga:

Uwaga 2.3.11. Dla kazdych p > q¢ > 1 mamy M,(pn) C M,(p), zatem Z,(n) C Z,(p). Jesli
miara p jest 1-reqularna, to Mq(pn) C EM,(p), a zatem Z,(p) C EZ,(p) dlap > q > 2. Co
wiecej dla kazdej symetrycznej miary u, A;(O) = 0, zatem na mocy wypuktosci Ay, otrzymujemy
By(p) C By(p) C EBy(p) dla wszystkich p > q > 0.
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Teraz, by zebra¢ to w calos¢, mozemy sformutowaé nastepujace twierdzenie:

Whniosek 2.3.12. Niech p bedzie probabilistyczng, symetryczng miarg log—wkestq na R™. Wtedy
dla p > 2 mamy
(eV2)7'Z,(1) C By(u) C deZ,(n)-

Jezeli p jest dodatkowo izotropowa, to dla p < 2 mamy

7?@%ClMMC¢&ﬂB§

2.3.2 Miedzy C1, IC a nier6wnoscig Cheegera

Wiemy juz, ze z wlasnosci (7) da sie otrzymac koncentracje. Upewnijmy sie zatem, ze faktycznie
z wlasnosci (1) zadaniej przez IC otrzymujemy koncentracje C'1:

Stwierdzenie 2.3.13. Zalozmy, ze p jest probabilistyczng, symetryczng miarg logarytmicznie
wklestq spetniajacg 1C(B). Wiedy p spetnia tez C1(8ef3).

Dowdd. Niech A bedzie dowolnym zbiorem takim, ze p(A) > 1/2. Na mocy Wniosku 1.4.7
mamy

— A+ Buy5)(20)) < (1= (A)).
Z definicji mamy
Basym(2t) = {z € R": Ny(a/8) < 2t} = [ € R" : N () < 2t} = BBu(n) C 20By(n).

gdzie ostatnie zawieranie wynika z Uwagi 2.3.11. Na mocy Wniosku 2.3.12 dla ¢ > 2 mamy
Bi(p) C 4e2Zi(u), zatem

— (A +8BeZi(pn) < 1 — p(A+ Bas(yp)(2t) < e (1 — p(A)).
0

Teraz sprobujmy odwroci¢ te implikacje. Wpierw zauwazmy, ze sformutowanie C'1 mowi
nam cos o powiekszaniu duzych zbioréw. Okazuje sie, ze przez przejScie do dopelnien jest
to rownowazne informacji o powiekszaniu matych zbioréw. Formalizuje to nastepujace ogdlne
stwierdzenie:

Stwierdzenie 2.3.14. Niech K bedzie dowolnym zbiorem borelowskim, zas v > 1. Nastepujgce
dwa warunki sq rownowazne:

Vacsgan f1(A) > 0= (A + K) > min {W(A), ;} (2.3.3)
Vicaen 1(A) > 5 = 1= (A = K) < ~(1 = u(A), (2.3.4)

Dowdd. (2.3.3)=(2.3.4). Zatézmy, 7ze 1(A) > 1/2, ale 1 — u(A — K) > y71(1 — p(A)). Niech
A:=R"\ (A-K), wtedy (A+ K)NA =0, wicc u(A+ K) <1/2i

A+ K) <1—p(A) <y(1—p(A— K)) = yu(A),

co przeczy (2.3.3).
(2.3.4)=(2.3.3). Wezmy dowolny zbiér A € R" o mierze dodatniej taki, ze u(A + K) <
0

min{yu(A),1/2}. Niech A := R"\ (A + K), wtedy pu(A) > 1/2. Co wiecej (A K)ynA=
zatem

?

1 (A~ K) > p(A) >

WA+ K) = 31—MA»

\2\*—‘

co przeczy (2.3.4). O
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Dowd6d implikacji C'I=1C bedzie sie opieral na transporcie wtasnosci IC' z miary wyktad-
niczej. Potrzebna nam bedzie wiedza, ze koncentracja miary p jest taka, jak koncentracja miary
wyktadniczej. Zacznijmy zatem od nastepujacego stwierdzenia:

Stwierdzenie 2.3.15. Zalézmy, ze miara p spetnia CI1(3). Wtedy dla dowolnego zbioru bore-
lowskiego A orazt > 1 mamy

p(A) = v(—oo,z] = pu(A+6eSBi(n)) > v(—o0,z + 1.

Dowdd. Wpierw przejdzmy od kuli Z;(p) do kuli B;(p). Niech ¢ > 1, na mocy, kolejno, C'I(3),
Whiosku 2.3.12 oraz Uwagi 2.3.11 mamy:

e'(1— pu(A)) > e (1 — u(A) > 1 — p(A+ BZx(1) > 1 — p(A+ eV2B8By(p))
21— p(A+3eSB(1)).

Niech K = 3ef8B;(). Jesli x > 0, to pu(A) =1 —e7*/2 oraz
WA+2K) > p(A+ K)>1—e (1 —p(A) = v(—o0,z + .
Jesli z +t <0, to u(A) = €”/2 i na mocy Stwierdzenia 2.3.14 mamy
w(A+2K) > u(A+ K) > min{e'u(A),1/2} = v(—oo,x + t].

Jezeli zas x < 0 < x + t, to z poprzedniego przypadku u(A + K) > 1/2 = v(—o0, 0], zatem na
mocy pierwszego przypadku mamy

p(A+2K) = p((A+ K) 4+ K) > v(—o0,t] > v(—oo,x + t].
[

Zeby poradzié¢ sobie z przypadkiem ¢ < 1 potrzebna nam bedzie nieréwno$é Cheegera. Niech
ut(A) oznacza zewnatrzna miare brzegu A, zdefiniowana jako

put(A) = liminf wA+1Bs) - ,u(A).

t—0t t

(2.3.5)

Definicja 2.3.16. Mowimy, Ze dla miary p zachodzi nierbwnos¢ Cheegera ze stalg k > 0, jezeli
dla kazdego zbioru A mamy

p(A) > kmin{u(A), 1 — p(A)}.
Nietrudno sprawdzié (patrz np. [9, Twierdzenie 2.1]), ze z nieréwnosci Cheegera wynika
(A) = v(—o0,z]=u(A+tBy) > v(—o0,z + Kt]. (2.3.6)

Na mocy Stwierdzenia 2.3.9 umiemy poréwnaé kule v/tBY z kula B,(u). Brakuje nam zatem do
dowodu tego, by miara p spelniata nieréwnos$¢ Cheegera. Tu z pomoca przyjdzie nam wynik E.
Milmana z pracy [34]. Wiaze ono nieréwnosé Cheegera miedzy innymi z nastepujaca wtasnoscia
miary:

Definicja 2.3.17. Mowimy, Ze miara i spetnia wlasnos¢ wyktadniczej koncentracji funkcji
Lipszycowskich ze statqg C', jesli dla kazdej funkcyr 1-Lipszycowskiej f zachodzi

u({z € R : |f(2) ~ Euf(0)] > 1)) < - e
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Bardziej formalnie, Twierdzenie 1.5 pracy [34] méwi miedzy innymi:

Twierdzenie 2.3.18. Jezeli miara p spelnia zaloZenia wypuktosci (ktore sq spetnione dla kaz-
dej miary log—wklestej), oraz ma wlasnosé wyktadniczej koncentracji funkcji Lipszycowskich ze
statq C, to spetnia nieréwno$é Cheegera ze stalq k, ktora zalezy tylko od C'.

Udowodnijmy zatem, ze C'I((3) pociaga za soba wyktadnicza koncentracje funkeji Lipszy-
cowskich:

Stwierdzenie 2.3.19. Jesl p jest izotropowq, probabilistyczng miarg log—wklestg na R™, spel-
niajgcqg C1([3), za$ f jest funkcjg 1-Lipszycowskq, to

p({x € R™ ;| f(x) — Med, f(z)| > t}) < e-e /7.

Ponadto
p({z €R™: |f(2) — B, f(z)] > t}) < e-e /D

a zatem na mocy Twierdzenia 2.3.18 spelnia réwniez nieréwnosé Cheegera z pewng stalq k()
zalezng tylko od 3.

Dowdd. Niech A, = {x € R" : f(x) — Med,f >t} 1 A= {z: f(x) < Med,f}. Niech p > 2.
Mamy u(A) > 1/2, a zatem 1 — p(A + 8Z,(n)) < e (1 — p(A)) < e ?/2. Na mocy Uwagi
2.3.11 mamy

p Pon
Z,(pn) C 522(/0 = 532-

Niech ¢t = (p/2, wtedy skoro f jest 1-Lipszycowska, A, N (A + tBY) = ), zatem p(A4;) <
1—pu(A+tBy) <1—pu(A+B7,) <e?/P/2dlat > 3. Podobnie mozna dowiesé, ze dla t > 3
mamy p({z : f(z) — Med, f(x) < —t}) < e™2/8/2, co daje teze dla t > 3. Jezeli t < 3, wtedy
oczywiscie u(A,) <1< e-e /5,

Przez catkowanie przez czesci dostajemy E,, f < Med,, f+ [;° p({z : f(x) > Med,, f+t})dt <
Med,, f + e, zatem rozwazajac osobno t > (e +1)3 it < (e + 1)3 dostajemy teze. O

Mamy juz zatem narzedzia, by radzi¢ sobie zaréwno z matymi, jak i z duzymi t. To wystar-
cza, aby z C'I odzyska¢ IC.

Stwierdzenie 2.3.20. Niech i bedzie probabilistyczng, symetryczng @ izotropowq miarg log—
wklestq na R™ spetniajocqg CI(B) oraz nieréwnosé Cheegera ze stalq k. Wtedy miara p spetnia
IC(36 max{6el3, k7 '}).

Dowdéd. Na mocy Stwierdzenia 2.3.9 oraz nieréwnosci (2.3.6) dla dowolnego ¢t < 1 mamy

W(A) = v(—o0,a] = p(A+ By(u)) > p(A+ ViB}) > v(—o0,x + Vi
Dla t > 1 mozemy zastosowaé¢ Stwierdzenie 2.3.15, by dostaé
p(A) =v(—o0,z] = p(A+6eBB (1)) > v(—oo,x +1t.
Zatem w ogdlnosci mozemy napisac
wW(A) =v(—o00,z] = pu(A+max{6ef,x '} Bi(pn)) > v(—oo,z + max{t,vt}].  (2.3.7)

Mamy zatem juz koncentracje przypominajaca te dla miary wyktadniczej. Przez D oznaczmy
max{6e, s~ }. Musimy udowodni¢, ze para (u, A% (-/36 D)) spetnia whasnoéé (7). Ustalmy funk-
cje mierzalng f : R*—R. Dla dowolnej funkcji mierzalnej h : R¥—R oraz dowolnego ¢t € R
wprowadzmy oznaczenie

A(h,t) == {x € R¥ : h(z) < t}.
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Niech g bedzie taka niemalejaca, prawostronnie ciagta funkcja na R, ze u(A(f,t)) = v(A(g,t)).
Wtedy rozktad g wzgledem v jest taki sam, jak rozktad f wzgledem p, a zatem

/ e 7@ dp(z) :/e_g(m)dl/(x).
n R

Zatem by dowies¢ wlasnosci (1) wystarcza wykazaé, ze

/ e D0 (5m) )y < / T gy,
n R

gdzie w jest zdefiniowana tak, jak w Twierdzeniu 2.3.5. Udowodnimy silniejsza wtasnosc:

Vo0 u( (fDA*(g():D) >> > v(A(gOw,u)).

Jako, ze zbiér A(g0w, u) jest pélprosta, wystarczy pokazaé, ze

g(x1) +w(zs) <u = ,u( (fDA*(BéD) )) > v(—00,x1 + Tg). (2.3.8)

Ustalmy x1 i 25 tak, by g(z1)+w(xs) < uiweimy s; > g(x1), o = w(xs), przy czym s;+ss < u.
Niech A := A(f,s1), wtedy u(A) = v(A(g,s1)) > v(—o00,x1]. Z definicji w tatwo wynika, ze
Ty < max{6,/52,9s,}, skad z nieréwnosci (2.3.7)

p(A + DBsgs, (1) > v(—00, 21 + x2].

Jako, ze
A+ DBses, (1) C A+ 36DBg, (1) = A(f, 1) + {z : A},(2/36D) < sq}
C A(fDA;( . /36D),51 + 52>,
dostalismy nieréwnos¢ (2.3.8), a zatem i teze. O

Podsumujmy zauwazajac, ze z zatozen Stwierdzenia 2.3.20 mozna si¢ pozby¢ izotropowosci:

Twierdzenie 2.3.21. Niech i bedzie probabilistyczng, symetryczng miarg log-wklestg na R™.
Wtedy:

1. Jesli p spetnia IC(C), to p spetnia CI(C") i C' zalezy tylko od C,
2. Jesli p spetnia CI(C), to p spetnia CI(C") i C" zalezy tylko od C,

3. Jesli v spelnia IC(C) badz CI(C) i jest izotropowa, to spelnia réwniez nieréwnosé Che-
egera ze stalg k zaleing tylko od C.

Dowdd. Punkt 1. wynika wprost ze Stwierdzenia 2.3.13.
By udowodnié punkt 3. zauwazmy, ze na mocy punktu 1. mozna zatozy¢, ze u spetnia C1(C),
zatem na mocy Twierdzenia 2.3.18 oraz Stwierdzenia 2.3.19 u spelnia nieréwnosé Cheegera.
By udowodni¢ punkt 2. zauwazmy, ze na mocy Stwierdzenia 2.1.4 istnieje takie przeksztal-
cenie liniowe L, ze miara o L™ jest izotropowa. Jako, ze Z,(puo L) = L(Z,(u)), mamy

po LT (A+ Zy(no L)) = po LTHL(L™H(A) + Z,(n)) = u(L ™ (A) + Z,(n)),

czyli CI(C) dla p pociaga za soba CI(C') dla o L. Z tego, na mocy Stwierdzenia 2.3.20 oraz
punktu 3, wynika IC(C") dla po L™ a z tego z kolei na mocy Stwierdzenia 2.3.4 IC(C") dla
I O
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2.3.3 Konsekwencje optymalnej koncentracji

Pierwotng motywacja do tego kierunku badan byto postawiona przez Rafata Latate hipoteza
porownywania silnych i stabych momentéw.

Definicja 2.3.22. Powiemy, zZe miara probabilistyczna p na R™ ma porownywalne silne i stabe
momenty ze stalq vy (w skrocie CWSM (), od Comparable Weak € Strong Moments), jesli dla
dowolnej normy || - || na R™ zachodzi

1/q|p
Vs ([ |lzll = ( [ llzlan)

gdzie || - ||« oznacza norme dualng do || - ||

du)l/p <7y sup (/ | (u, x) |pdu>l/p. (2.3.9)

[Jull*<1

Pokazmy, jak CW SM wynika z C1T:

Stwierdzenie 2.3.23. Niech p bedzie log—wklestg miarg probabilistyczng na R™, spetniajgcg
CI((B). Wtedy u spetnia réowniez CW SM(45).

Dowdd. Ustalmy norme || - ||. Dla p > 2 niech

p = sup (/| U, x |pd,u)

Niech M := Med,,(||z||), 4 := {z: ||| < M}, zaé A := {x: ||z| > M}. Wtedy u(A), u(A) > 1/
2, wiec na mocy CI(() i Uwagi 2.3.11 mamy

t 1 N t 1
Vizp 1 — M(A + izp(ﬂ)> < §€_t> 1— M(A + izp(ﬂ)> < §e_t~

Niech y € Z,, wtedy istnieje takie u € R™, ze ||ull, <1 oraz
1/p
Iyl = wyp < ([ 1 wa) Pdu(a)) " < my
a wige ||z]| <K M +tm, dlax € A+tZ,(n). Zatem, o ile ¢ > p, otrzymujemy
Bt t 1,
,u{:c: |zl > M + pmp} <1-— M(A—Fﬁpzp(u)) < e

Podobnie mozemy pokazaé, ze ||z|| > M —tm, dla x € A+ tZ,(u) i p{z: ||z < M — Btm,/
p} < e '/2, a zatem

{ Izl — M| > — p}<e4th>p

Calkujac przez czesci otrzymujemy

([ el = aaa) ™




Aby z powyzszej nieréwnosci otrzymaé teze oznaczmy przez || f||, norme w sensie przestrzeni Ly,
czyli ([ |f(z)[Pdx)/?. Niech g(x) = ||z. Wtedy na mocy nieréwnoéci tréjkata oraz nieréwnosci
I-1lp = Il - llq dla g < p otrzymujemy

lo=tgll| < tlg =21, + gl = 2| =g = 21, + Iglhy = 1211
p p

< 20my + |lg — Mllg < 26(myp +mg) < 406m;,.
[l

Ta wlasnos¢ pozwala w bardzo prosty sposob odzyskaé¢ szereg silnych wynikow w teorii
zmiennych logarytmicznie wklestych. Jako przyktad podajmy nastepujace Stwierdzenie:

Stwierdzenie 2.3.24. Niech p bedzie izotropowq miarg probabilistyczng na R™ spelniajgcg
CWSM(7). Wtedy

2
L f|llxlla = v/ dp(z) <42,

2. jesli p jest dodatkowo log—wklesta, to dla p > 2 mamy,
» 1/p ¥
([1aligdn) " < v+ 2p

Dowéd. Zauwazmy, ze [ ||z||3dp = n i ||ull5 = ||ull2- Zatem 1 wynika bezposrednio z (2.3.9) dla
p = q = 2. Co wiecej, z (2.3.9) dla ¢ = 2 wynika

1/p 1/p
(/Hngdﬂ) <Vn+7v sup (/\ (u, z) ]pdu> <+l

lufl2<1 2

p

na mocy izotropowosci p oraz Stwierdzenia 2.1.2. [

Wtasnosé 1 jest kluczowym sktadnikiem w dowodzie Centralnego Twierdzenia Granicznego
dla cial wypuktych [24], zatem CW SM(y) pozwalaloby odzyska¢ w stosunkowo prosty spo-
séb dowod Centralnego Twierdzenia Granicznego. Wtasnosé 2 wzmacnia wynik Paourisa [40],
mowiacy, ze p—ty moment normy euklidesowej dla symetrycznego, izotropowego wektora loga-
rytmicznie wklestego szacuje sie przez C(p + /n).

W dalszym ciggu pracy udowodnimy w szczegélnosci wiasnos¢ C'I dla kul B). Uzyskana
koncentracja jest silniejsza, anizeli dotychczas znane wyniki nawet dla tych kul. W szczegdl-
nosci otrzymamy, jako produkt poniekad uboczny, nieréwnos¢ izoperymetryczng silniejsza niz
nierownos$¢ Cheegera (ktora z C'I wynika na mocy Twierdzenia 2.3.18) dla kul By przy p > 2
(przypadek p < 2 zostal rozwiazany przez S. Sodina w [45]).

2.3.4 Hipotezy i przypadki szczegdlne

Trudno jednoznacznie rozstrzygnad, jak szeroka klasa miar powinna spetnia¢ CI(3). Wrodzony
optymizm oraz zaufanie do przyjaznosci matematyki dla zwykltego cztowieka kaze jednak od-
wazy¢ sie na nastepujacag hipoteze:

Hipoteza 3. Istnieje taka stata liczbowa C, Ze dowolna symetryczna miara logarytmicznie

wklesta spetnia C1(C).
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Oczywiscie powyzsza hipoteza, na mocy Twierdzenia 2.3.21 jest réwnowazna analogicznej
hipotezie dla wtasnosci IC.

Moze sie zdarzy¢, oczywiscie, ze tak silna hipoteza jest nazbyt smiata — wtedy wcigz aktu-
alne pozostaja pytania o inne klasy miar logarytmicznie wklestych, ktére mozna rozpatrywac.
Naturalnym uogdlnieniem kul B} sa kule Orlicza (dla ktérych, w szczegélnoéci, mamy ujemng
stowarzyszono$¢ modutéw), a dalej kule permutacyjnie niezmiennicze i kule 1-symetryczne..
Warto zauwazy¢, ze w szczegdlnych wypadkach — dla matych zbioréw, albo duzych ¢ — hipo-
teza ta zachodzi, o czym $wiadczy nastepujace stwierdzenie:

Stwierdzenie 2.3.25. Niech p bedzie probabilistyczng, symetryczng miarg log—wklestg na R™,
za$ ¢ niech bedzie dowolng liczbg z przedziatu (0,1]. Wiedy

40 1
p(A+ = 2,00) > 5 minfer(A),1)
oilep>cn lub pu(A) <e .

Dowdd. Przy pomocy standardowego szacowania objetosciowego dla dowolnego r > 0 mozemy
wybraé S C M, (n) tak, by #5 < 5" oraz M, (1) C Uyes(u + 3M,(1n)). Wtedy dla t > 0
mamy;,

r¢tZ.(n) = max (u,x) >1t/2

i z nieréwnosci Czebyszewa
n t 2\" , 1, /2\"
u(R \tZr(u)) < Zu{x: (u,z) > 2} <> (t) /(u,x>+du < 55 <t> .
ues u€eS

Niech pu(A) = e, rozwazymy dwa przypadki.

1. p > max{q, cn}. Wtedy na mocy Uwagi 2.3.11,
— 1 — max n
130 Z, (1)) > (30 Zmaxipny) =1 — 3¢ Pnt > 1 — p(A),

a wiec AN30cZ,(n) # 0, izatem 0 € A+ 30c 1 Z,(u) i

(A +40c71 2, (1)) > p(10c7 2, () > 1/2.

2. ¢ > max{p,cn}. Niech ¢ := max{q,n}, oraz

A= AN30c7 Z, ().

Tak jak w przypadku 1, mamy u(30c™'Z,(n)) > 1 — e 9/2, zatem u(A) > u(A)/2. Co
wiece]j,
(1 - p)A CA- 22?)()C_IZQ(M) C A+30c7'Z,(n)
q q
i wobec tego

n(A+40c7 2, (n)) > u((l — Z)fl + 210 “%(u))
>l (1- 5)21 + zmzw) > p(A) (102"
> (S0) (D)5 Dutamar = Loy



O

Tego Stwierdzenia bedziemy jeszcze uzywac przy dowodzie nieréwnosci C1I dla kul Bj.
Warto tu zauwazy¢, ze w istocie oznacza ono, ze przy badaniu nieréwnosci C'I dla ustalonego
zbioru A oraz dla t > 1 mozemy z A wyrzuci¢ fragmenty o ltacznej mierze nie wiekszej niz
Ce~¢". Faktycznie bowiem, jesli A ma miare poréwnywalng z e~ ¢", to CI zachodzi na mocy
powyzszego Stwierdzenia, jesli natomiast nie, to odrzucone fragmenty nie wplyna na miare
zbioru (zatem jesli okrojony zbiér A powiekszy sie przy rozszerzeniu e’ razy, to rozszerzenie
bedzie wieksze niz (1 — e)e'u(A)).

Warto tu tez wspomnie¢ o stabszej niz CI hipotezie Kannana—Lovasza—Simonovitsa:

Hipoteza 4. Istnieje taka stala k > 0, zZe dowolna izotropowa, probabilistyczna miara log—
wklesta speinia nieréuwnosé Cheegera 2.3.16 ze stalg k.

Oczywiscie na mocy Twierdzenia 2.3.21 ta hipoteza wynika z hipotezy C'I.
Stabszym wariantem hipotezy C'I jest nastepujaca hipoteza:

Hipoteza 5. Istnieje stata C' taka, zZe dla kazdej 1-symetrycznej, probabilistycznej miary log—
wklestej p na R™ oraz kazdego zbioru mierzalnego A C R™ spelniajgcego (A) > 1/2 zachodzi

p(A+C@EBY +ViBy)) > 1 —e (1 — u(A)).

Poswieémy chwile, by umotywowadé te hipoteze. Kula C'(tB} ++/tBY), pojawiajaca sie po le-
wej stronie nieréwnosci, to — z doktadnoscia do statej multyplikatywnej — kula Z, (™). Zatem
intuicja stojaca za ta hipoteza jest taka, ze miara wyktadnicza jest w pewnym sensie ekstre-
malna — mozna powiedzie¢ ,najgorzej skoncentrowana” — w klasie miar 1-symetrycznych,
logarytmicznie wklestych. Hipoteza C'I pocigga za sobg Hipoteze 5. Jednak moze, a priori,
zdarzy¢ sie, ze hipoteza 5 jest prawdziwa w szerszej klasie miar niz C'I, albo przynajmniej, ze
tatwiejsza do udowodnienia.
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Rozdziat 3

Miary produktowe

3.1 Wprowadzenie

Cho¢ zapewne jest to oczywista definicja, wypada rozpoczaé rozdziat od formalnego zdefinio-
wania tematu naszych rozwazan:

Definicja 3.1.1. Miare p na R™ nazwiemy produktowa, jesli = p11 Q@ po @ ... ® py,, gdzie p;
to miary na prostej.

Miary produktowe zazwyczaj sa najprostszym przypadkiem, ktory mozemy rozwazy¢ z pro-
babilistycznego punktu widzenia. Zauwazmy oczywisty fakt, ze jesli miara p jest produktowa,
a my rozwazamy wektor X = (X7, Xs,...,X,,) o rozkladzie p, to zmienne X; sa niezalezne.
Zatem — jezeli interesuja nas wlasnosci probabilistyczne — poruszamy sie po gruncie, ktory
zostal dogtebnie przebadany. Przyktadowo Centralne Twierdzenie Graniczne dla zmiennych nie-
zaleznych znane jest od lat dwudziestych poprzedniego wieku. Innym przyktadem jest ujemna
stowarzyszonos¢ moduléw — jesli X ma rozktad produktowy, to skoro X; sa niezalezne, to
Cov(f(|Xils- - 1 X)), 9(1 X501, - -, 1X5])) = 0, wiec moduly sa w trywialny sposéb ujemnie (a
takze dodatnio) stowarzyszone. Z naszego punktu widzenia mozemy si¢ zatem spodziewaé, ze
wyniki dla miar produktowych bedg stosunkowo proste. Tak tez jest w istocie.

3.2 Hipoteza IC

Zacznijmy od dowodu hipotezy I'C' dla miar produktowych. Na mocy Stwierdzenia 2.3.3 produkt
miar spetniajacych IC' spetnia IC'| wigc wystarczy udowdni¢ IC' dla miary na proste;j.

Twierdzenie 3.2.1. Dowolna symetryczna miara log—wklesta na R spefnia 1C(48).

Dowdd. Niech u bedzie symetryczna miara log—wklesta na R. Niech g(x) oznacza gestos$¢ u (jesli
i jest skupiona w jednym punkcie, to trywialnie spelia IC(g) dla kazdego ¢ dodatniego, zas
jesli nie, to na mocy Tw. Borella [11] ma gestosé), dodatkowo wprowadzmy [z, 00) = e "(*) Na
mocy Stwierdzenia 2.3.4 mozemy zatozy¢, ze p jest izotropowa. Na mocy nieréwnosci Hensley’a
(Lemat 2.1.1) otrzymujemy

o0) = 90)( [ atorr) > et

Niech T: R — R bedzie taka funkcja, ze v(—oo,z) = u(—oc,Tz). Wtedy pu = v o T,
Bezposrednie przeksztalcenie rownosci v(x,00) = p(Tx,00) dla > 0 prowadzi do réwnosci

42



h(Tx) =x+1In2 dla z > 0. W szczegbdlnosci widzimy, ze T jest wklesta (bo h jest wypukta),
a skoro p jest symetryczna, to T' jest nieparzysta. W szczegélnosci, [Tz — Ty| < 2|T(x — y)|
dla dowolnych z,y € R. Zauwazmy tez, ze T"(0) = 1/(2¢(0)) < 4, zatem na mocy wklestosci T,
Tr <4x dlaz > 0.
Niech
P(x) = { z? dla |z| <2/3
' max{4/9,h(|z|)} dla |z|>2/3.

Twierdzimy, ze (u, ﬁ(fg)) ma whasnosé (7). Zauwazmy, ze h((Tx —Ty)/48) < h(T(|x —yl)/

24), wiec na mocy Stwierdzenia 2.3.2 wystarczy sprawdzié¢, ze

/T
h(;;) < w(z) dlaz >0, (3.2.1)

gdzie w(x) jest zdefiniowane tak, jak w Twierdzeniu 2.3.5. Rozpatrzymy dwa przypadki:

i(55) - (5) <l (2)) <ot

2. Tx > 16, wtedy x > 4 1

- (Tx 4 (Tx 4 h(Tz) 4 z+1n2 x
h( ) max{g,h(24>} max{g, o } max{ } 5

1. Tx < 16, wtedy

< w(z).

Zatem nieréwnos¢ (3.2.1) jest spetniona w obydwu przypadkach.

By skoficzy¢ dowdd, potrzebujemy pokazaé, ze A},(z) < h(zx). Dla |z| < 2/3 wynika to ze
Stwierdzenia 2.3.9. Dla wiekszych x zauwazmy, ze dla dowolnych ¢t,2 > 0 zachodzi A,(t) >
tr + Inp[z, 00) =t — h(z), zatem

Au(x) = Ay(Jo]) = sup {tlal = Au(8)} < h(la]) < h(x).

Stad, na mocy Stwierdzenia 2.3.3 oraz Twierdzenia 2.3.21 mamy nastepujacy wniosek:

Whiosek 3.2.2. Dowolna symetryczna, produktowa miara log—wklesta na R™ spelnia 1C(48)
oraz CI(C) dla pewnej stalej liczbowej C' (mozna dobra¢ C < 1044 na mocy Stwierdzenia
2.8.13).

Warto tu zwréci¢ uwage na to, jak wiele daje tu Twierdzenie 2.3.21 — o ile w przypadku
wlasnosci (7), od ktorej pochodzi IC, struktura produktowa jest stosunkowo prosta i tatwo
— nawet bez czytania dowodu — uwierzy¢, ze wlasnos¢ IC jest zachowana dla produktéw
miar, o tyle w wypadku wtlasnosci C1 juz tej struktury produktowej nie widaé¢. Kule Z,(u)
dla miar produktowych p generalnie nie maja struktury produktowej (tj. nie sa kostkami). By
to zilustrowac, a takze na potrzeby dalszych zastosowan, zbadajmy, jak wygladajg kule Z, dla
najprostszych miar produktowych, odpowiadajacych w pewnym sensie kulom B}, czyli dla miar

vy, Przypomnijmy, ze v ma gestosé (27,) e lelly,
Stwierdzenie 3.2.3. Dla dowolnego p > 1 orazt € R mamy
Bi(vp) ~ {z: flz]) <}, oraz A} (t/C) < fy([t]) < A} (CH),

gdzie f,(t) =1* dlat <1 oraz f,(t) =t dlat > 1.
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Dowdd. Bedziemy uzywali faktéw udowodnionych w czesci 2.3.1. Zauwazmy, ze miara v, jest
log—wklesta i symetryczna. Mamy tez

1 ) 1+ 32
o2 = / 2’ dv,(z) = — 22e 1 dg = 7( pl) ~
b R 27, Jr 30(1+ )

dlap € [1,00). Miara 7, z gestoscig o,dv,(o,x) jest izotropowa, zatem na mocy Wniosku 2.3.12
mamy B;(7,) ~ VtBi = [-Vt,Vt] dla t < 1. Zatem, skoro B;(v,) = 0,B;(,), otrzymujemy

Bi(v,) ~ [Vt /1] dla t < 1.
Dla t > 1 mamy

1 .
My(v,) = {u € R: 27/R|u|t|x|te—lw dz < 1}

p

| t+1)ra+1) -
—{uER:]u|< F(1+ﬂ)p ~{ueR: |ul <t7VP}.
p

Zatem Zy(v,) ~ [—tYP ¢1/7] dla |t| > 1, wiec na mocy Stwierdzen 2.3.7 i 2.3.8, Bi(v,) ~
[—t1/P #1/P]. Wobec tego, dla dowolnego ¢ > 0 mamy {z: f,(|z]|) <t} ~ {z: Ay (z) <t} czyli
Ay (t/C) < fp(t) < Aj (Ct). Do tego A} jest symetryczna, co koficzy dowdd. O

Whniosek 3.2.4. Dla dowolnego t > 0 orazn € N mamy

n 1/p pn
B(v7) ~ V1B +t1 By dlape(1,2]
P VIBy NEYPBE dlap > 2.

Dowod. Na mocy Stwierdzenia 3.2.3,
By(v)) ={z e R": ZA;,J(%) <ty ~{z eR": Y f(ll) <t}

Proste rachunki dowodza, ze {z € R": ¥ f,(Jx;]) < t} ~ t/2By + tl/pBg dla p € [1,2] oraz
{r eR": ¥ fpo(|zi]) <t}~t1/2B§ﬂt1/pBg dlap > 2. O

3.3 Zmodyfikowana koncentracja Talagranda dla miary
wykladniczej

W tej czesci pracy zajmiemy sie konkretng, bardzo wazng dla nas miarg produktows, a miano-
wicie miarg wyktadniczg. Udowodnie nierownosc, ktora dla dostatecznie duzych ¢ pokazuje, ze
w dwupoziomowej koncentracji Talagranda czynnik v/t By potrzebny jest wytacznie dla zbioréw,
ktore leza blisko srodka uktadu wspéhrzednych. Co prawda miara zbioru punktéw odleglych (w
tym sensie) od $rodka uktadu wspétrzednych jest niewielka (rzedu e~ V™), to jednak przy prébie
analizy miary wykltadniczej ten zbiér czesto okazuje sie bardzo problematyczny. W szczegdlno-
Sci, jego miara, cho¢ mata, jest zbyt duza, bysSmy mogli go swobodnie zignorowaé korzystajac
ze Stwierdzenia 2.3.25.

Docelowo nasza nierownos¢ bedzie mowita o zbiorach, ktore sa odleglte od srodka uktadu
wspotrzednych w normie euklidesowej. Zaczniemy jednak od lematu, ktéry opisuje zachowanie
zbioréw odlegtych od zera w jednym kierunku wspoétrzednosciowym. Dowdd bedzie zastosowa-
niem nieroéwnosci Brunna-Minkowskiego.
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Lemat 3.3.1. Jesli u >t > 0, to dla dowolnego i € {1,...,n} zachodzi
‘(A —i—th) NnBY N { |zi| > u— t}‘ t/Q‘AﬂnB{L N {x: |z;| > u}’

Dowdd. Bez straty ogdlnosci mozemy zatozy¢, ze i = 1 oraz u < n. Niech A; := ANnBy N
{x: 21 > u}, za8 B:={x € B} : 11 > Y ;50 |2;|}. Z definicji B oraz A; widzimy, ze A; —tB C
nBY. Z drugiej strony B = {x : |v1 — 1/2| + X ;50 |7 < 1/2}, wiee |B| = 27"|B}Y| = (2r1,) ™"
Zatem
|(Ay +tBY) NnB}| > [(A; —tB)NnBY| = |A; — tB|.
Rozwazmy teraz

B r17n|A1|1/n

a t+ 2T17n|A1|1/n.
Latwo przeliczy¢, ze |[tB/(1 — s)| |Ay/s|. Skoro Ay C {x € nB}: 1 > t} to widzimy, ze
Tl ALY < (0 —t) oraz s < 2(n — t)/(2n — t). Mozemy teraz uzy¢ nieréwnosci Brunna—
Minkowskiego, by dostaé

A5 —t

A _t = A
|A1—tB|:ssl+(1—s)1_SB‘> B = |2 =54y

2n —t\" 1
>(n—2) |A1|=() Al > o5y > 2|4y
on — 2t e

Zauwazmy, ze Ay + tBY C {z: 1 > u — t}, wiec dostajemy jednoczesnie

Y

’(A—l—tB{‘)ﬂnB{‘ﬂ{x: T > u—t}‘ > et/Q‘Aﬁan‘ﬂ{x: T > u}

w ten sam sposob pokazujemy, ze
‘(A%—tB?) NnBf N {x 1 < u+t}’ > et/zlAﬂnB" {x: 1 < —u}‘
O

Uwaga 3.3.2. Podobny wynik (acz ze stalg multyplikatywng) mozna uzyskaé podobng, geome-
tryczng metodq o istotnie wiekszym stopniu skomplikowania dla kul nl/pB;} zamiast nBY przy

€ [1,2]. My jednak pdjdziemy inng drogq, i dla kul B} odpowiedni rezultat otrzymamy jako
wynik zastosowania odpowiedniego transportu miary.

Lemat 3.3.3. Jesliu >t > 0, to dla dowolnego i € {1,...,n} mamy

v ((A+tBy) n{a: o] > u—t)) > e/ "(Am{ i) > u}).

Dowéd. Rozwazmy dowolne k& € N. Niech P : R"** —~R" bedzie rzutem na pierwsze n wspot-
rzednych. Niech p;, bedzie miara jednostajna na (n + k)BJ**, za§ i, miara zdefiniowang jako
k(A) = pp(P71(A)). Rozwazmy dowolny zbiér A C R"™. Zauwazmy, ze dla C' C R™ mamy

Cn{z: o] > s} = P(PTHC) N {a: ] > s}),
a takze P~1(A) 4+ By** ¢ P~'(A + B}). Na mocy Lematu 3.3.1 otrzymujemy

pk<<P_1(A) + tB?+k) N { 2| > u— t}) > %y (P_I(A) N {x: |z;| > u}),

a zatem
ﬂk((AthB{‘)ﬁ{ |z;| > u—t}) t/Qﬁk(Aﬂ{x: \x,|>u})

Kiedy k—o0, wiemy, ze x(C)—v"(C) dla dowolnego C' € B(R™). Zatem przez przejscie
graniczne dostajemy teze. O
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Aby przej$é od zbioréw o duzej ustalonej wspolrzednej do zbiorow odlegtych od zera w
metryce euklidesowej bedziemy, zamiast miary zbioru, rozwazaé¢ catke kwadratu normy eukli-
desowej po tym zbiorze. Dzielgc nasz zbiér na podzbiory, na ktérych kwadrat normy jest w
przyblizeniu staly bedziemy w stanie powiaza¢ miare z catka, za$ poprzez catkowanie przez
czesci zdotamy oszacowaé catke.

Stwierdzenie 3.3.4. Dla dowolnego t > 0 oraz n € N zachodzi
2407 (1) > t/2/ 2 A ()
Ly 120" @) > € [ (el = 6/t (2)
Dowdd. Niech Ay = A+ tB7. Na mocy Lematu 3.3.3 dla dowolnego s > 0 oraz ¢ mamy:
/ Ny zspdr™ (x) > et/z/ Hayzsrnydv" (2).
Ay A
Zatem
2 gy :/ /wzlf,, wds dv” :/wz / Tiw oud”(2)d
/At% via) = [ ) 28esads d'(2) = |0 2s || Ljegzadv(2)ds
> et/2/ 23/ Kjg,|zs+0ydV™ (x)ds
0 A

_t)2 oe N o N
= [ [ 2l pegds dv'(@) = e [ (jai] =) dv' (@)
2

Aby dostaé teze wystarczy wysumowac po wszystkich i i zauwazy¢, ze funkcja f(y) := (\/y—1)+
jest wypukla na [0, 00), a wiec

n n

Sl — 12 = 3052 > nf (3002 = (el — 1/

=1 =1 =1

O
Lemat 3.3.5. Zaldzmy, ze A C {x € R™: |z| > 5t\/n}. Wtedy
1
V(A +tBY) > get/%n(A).
Dowdéd. Niech
Ay = An{z: 5tv/n+2t(k — 1) < |z| < b5tv/n+2tk}, k=1,2,....

Wtedy Ay, +tBy C {z: 5t\/n +t(2k — 3) < |z| < 5ty/n+t(2k + 1)}, a zatem

1

VH(A+tBY) > =Y v(A, +tBY).
2=
Na mocy Stwierdzenia 3.3.4 zastosowanego do zbioru A, zachodzi
(5tv/m + t(2k + 1)) V" (Ac + tB]) > / 2] 2dv (x)
Ak--i-th‘
> et/g/ (|x| — ty/n)idv"(z) > et/2<4t\/ﬁ+ 2t(k — 1))21/”(Ak).
Ag
Wobec tego
4t/ + 2t(k — 1)\ 2 1
niA tBn>< )t/QnA >7t/2nA.
VA B 2 5 e ek ) ) ¢ Al 2 @A)
Zatem
1 L iy L 1/
VHA+EBY) > = P (Ay) = <P (A).
254 8
O
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Ostatnim krokiem jest uniezaleznienie odlegtosci od zera, ktorej wymagamy, od ¢. Osia-
gniemy to przez powigkszanie naszego zbioru A  krok po kroku” — po 1087} za jednym razem,
i sprawdzajac wyniki kazdego powiekszenia — albo duza cze$é naszego zbioru zostanie we-
pchnieta blisko §rodka (gdzie poradzimy sobie z nia innymi metodami), albo wiekszo$¢ masy
pozostanie na zewnatrz, zwiekszajac swoja objetosé. Warto podkresli¢, ze w tej czesci silnie wy-
korzystujemy to, ze rozwazamy wylacznie powickszenia o t BT, a nie o standardowe t B} 4/t By,
jako, ze ten drugi zbiér nie rosnie liniowo wraz z ¢ (a zatem ztozenie dwoch powiekszen o wspot-
czynniku ¢ nie daje powigkszenia o wspotezynniku 2t).

Twierdzenie 3.3.6. Dia dowolnego A € B(R") orazt > 10, albo
1
v"((A+tB}) N50v/nBy) > /") (3.3.1)
albo
VA4 tBY) > e/ (A). (3.3.2)
W szczegdlnoscei (3.3.2) zachodzi, jezeli AN (50y/nBy + tB}) = 0.

Dowdéd. Niech Ay oznacza A+ 10kB} dla k=0, 1,.... Jedli dla dowolnego 0 < k < ¢/10 mamy
V(A N 50y/nBY) > v"(A)/2, zachodzi warunek (3.3.1), co korficzy dowdd. Zatézmy zatem, ze
jest przeciwnie. Niech A} := Ay \ 50y/nBY%. Z Lematu 3.3.5 wnioskujemy, ze

1
— V" (Ag) = V" (Ay).

1
V' (Agy1) = V(AL +10B7) > §€51/n(A§€) > G

Przez prosta indukcje mozemy udowodnié, ze v"(Ay) > e**v"(A) dla dowolnego k < t/10.
Zatem otrzymujemy, ze

V(A4 tBY) > " (AWJ) > 200y (A) > /10 (A).
O

Tego Twierdzenia bede uzywaé¢ w dalszej czesci pracy, jednak wyszczegdlniam je tutaj jako
nowa i nieznana wczesniej forme koncentracji dla miary wyktadniczej, w moim odczuciu warta
chwili uwagi samg w sobie.
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Rozdziat 4
Kule Bg

4.1 Wprowadzenie

Kule B} to najbardziej podstawowy przyktad klasy cial wypuktych. Dlatego tez byly przed-
miotem wielu prac — w szczegolnosei to dla kul By pojawit si¢ pierwszy dowod Centralnego
Twierdzenia Granicznego [2]. Jesli oczekujemy, ze jakas wlasnosé bedzie zachodzi¢ dla jakiej-
kolwiek rozsadnej klasy cial wypuktych, wypada przede wszystkim sprawdzi¢ ja dla kul By.
To wtasnie uczynimy w tym rozdziale — po przypomnieniu kilku wynikéw innych autorow
dotyczacych tej klasy, udowodnimy dla kul B} zar6wno ujemng stowarzyszonos¢ modutow, jak
i wlasnos¢ C1.

4.2 Dotychczasowe wyniki

4.2.1 Podniezaleznosé cie¢ wspéirzednosciowych i Centralne Twier-
dzenie Graniczne

Z punktu widzenia badania Centralnego Twierdzenia Granicznego, przetomowymi byty prace
[4] 1 [2]. W pracy [4] autorzy dowodza tzw. podniezaleznodci cigé wspohrzednosciowych dla kul
B

P

Twierdzenie 4.2.1. Niech X bedzie wektorem o rozkladzie jednostajnym na By. Wiedy dla
dowolnych si,...,s, > 0 zachodzi

=1

Wtasnos¢ ta jest oczywiscie silniejsza niz bardzo staba ujemna stowarzyszono$é¢ modutéow,
a zatem w szczegolnosci implikuje koncentracje normy euklidesowej i Centralne Twierdzenia
Graniczne tak, jak w czeSci 5.2 niniejszej rozprawy. Jest tez oczywiscie stabsza niz ujemna
stowarzyszono$¢ modutow.

Oprocz wykorzystania przy pierwszych dowodach Centralnego Twierdzenia Granicznego
(patrz [2]) whasnosé ta byta uzywana takze do badania nier6wnosci koncentracyjnych, jak np.
w pracy [39]. Doczekata sig tez szeregu uogélnien, miedzy innymi na miarg stozkowa na sferze By
(patrz [39]) oraz szersze klasy miar o gestosci zaleznej od p—tej normy z (patrz [6]). Wigkszosé
z tych wynikow uogdélniaja Twierdzenia 4.3.1 1 5.3.17.
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4.2.2 Transport losowy i konsekwencje

W pracy [6] autorzy analizuja podejscie probabilistyczne do kul B}. Kluczem do ich pracy jest
nastepujace spostrzezenie:

Twierdzenie 4.2.2. Niech gy, ..., g, bedg niezaleznymi zmiennymi losowymi o jednakowym
rozktadzie z gestosciq vy, zas niech Z bedzie wykladniczq zmienng losowq niezalezng od g1, . . ., gn
(tj. gesto$é Z to et dlat > 0). Rozwaimy G = (g1, ..., 9n) € R™ i wektor losowy

G

ie lgilP + 2)1 v

Wtedy V' generuge znormalizowang miare jednostajng na By, tj. dla kazdego mierzalnego zbioru
A C R™ mamy

| By |

W tej pracy do opisania podobnej sytuacji bedziemy uzywa¢ bardziej jezyka transportu
miary niz rozktadu zmiennej losowej, zatem warto tez podaé nastepujace sformutowanie po-
wyzszego wyniku:

Whiosek 4.2.3. Rozwazimy miare produktowg & na R o gestosci
(X1, Ty ooy Ty Tpg1) = (Z'yp)’"e"xl‘p"”"xn‘p’x”“1xn+1>0.
Niech © = (z1,...,Tp, Tpy1), 208 T = (X1, ..., 2n). Wtedy pipn =& 0T, gdzie
T(z) = 2 /(I|Z]} + 2ns1) V7.

Zauwazmy, ze do otrzymania z miary v, miary p,, powyzszy transport uzywa pomocni-
czej zmiennej wykladniczej. Mozna o tym mysle¢ tak, ze miara v, jednego punktu jest przez
T rozmywana nieréwnomiernie po catym promieniu kuli B} zawierajacym ten punkt (albo,
probabilistycznie, ze punkt jest przenoszony w losowe miejsce na tym samym promieniu). Dla-
tego tez ten transport bede nazywal | losowym”, w przeciwienstwie do wprowadzonego pdzniej
,hielosowego” transportu, ktéry po prostu na kazdym promieniu zadany jest przez funkcje prze-
noszacg polprosta w siebie. Transport losowy ma przewage jawnosci sformutowania — wzér na
przeksztatcenie T jest tatwy do analizy. Transport nielosowy okaze sie jednak lepszy do naszych
zastosowan.

Autorzy [6] przy pomocy transportu losowego sa w stanie rozwiazaé szereg probleméw do-
tyczacych kul B. Dla nas istotne bedzie uzyskane poréwnanie momentéw zmiennych f,, ,, oraz

n.
Vp.

Twierdzenie 4.2.4. Dla kazdych p,t > 1 oraz a € R™ zachodzi

(J1@atmato)) "~ ([l fag) a2y

max{n,t}

7 tego mozemy wyciagnaé nastepujacy wniosek:
Stwierdzenie 4.2.5. Dla dowolnych t € [0,n], p > 1 oraz n € N zachodzi By(jip,n) ~ Bi(vy)).

Dowdd. Dla t < 1 uzyjemy Stwierdzen 2.3.9 i 2.3.10. Zaréwno p,, jak i v, to symetryczne
miary log—wkleste, i obydwie da sie przeskalowa¢ tak, jak w dowodzie Stwierdzenia 3.2.3 by
byly izotropowe, zatem By(p,,) ~ VIBY ~ By(vl).

Dla t > 1 uzyjemy Twierdzenia 4.2.4. Zauwazmy, ze skoro r,, ~ n*/? to dla t € [0, 7]
Twierdzenie to oznacza po prostu poréwnywalnos¢ t-tych momentéw pp,, i v,,. Zatem
Mi(ppn) ~ Mi(vpn) dlat < n, a wobec tego na mocy Wniosku 2.3.12 Bi(jipn) ~ Bi(Vpn). O

49



Uwaga 4.2.6. Latwo zauwazyé, ze dla dowolnego ciata wypuklego K mamy Bi(pipn) ~ rpn B,
dlat > n.

Dodajmy tez, ze autorzy pracy [6] przy pomocy transportu losowego odzyskuja Twierdzenie
4.2.1. Nie wiadomo mi natomiast, aby przy pomocy tego transportu dato si¢ odzyska¢ ujemne
stowarzyszenie modutéw — do tego bedzie nam potrzebny .

4.2.3 Nieréwnosci izoperymetryczne

Ostatnig klasag wynikow, o ktorej warto przypomnieé¢ sg nieroéwnosci izoperymetryczne. Do
bardzo niedawna dla kul B} nie byla znana nawet nieréwnos¢ Cheegera. W 2007 roku ukazata
sie praca S. Sodina [45], w ktérej dowodzi on nastepujacego twierdzenia:

Twierdzenie 4.2.7. Niech p € [1,2]. Niech V,,, bedzie znormalizowang miarg jednostajng na
By, cayli Vn(A) = [ANBY|/|B)|. Wtedy istnieje stala uniwersalna ¢ taka, Ze dla dowolnego
zbioru A zachodzi

1/p=1.gl—1 _
Vi (A) > en Palog'~V?(1/a), (4.2.2)

gdzie a = min{V,,(A),1 = V,.(A)}, zaé V. oznacza miarg brzegu zdefiniowanq tak, jak w
(2.3.5).

Czynnik n'/? w tym twierdzeniu wynika z przyjetej normalizacji. Jezeliby zmienié¢ normali-
zacje¢ na uzywana w tym doktoracie, tj. kulg B} normalizowac tak, by to nie promien, a objetos¢
byta jednoscia, to otrzymaliby$Smy odpowiednia nieréwnosé¢ bez tego czynnika.

Metodami [45] da si¢ réwniez uzyskaé nier6wnosc (4.2.2) z wyktadnikiem 1/2 zamiast 1/p dla
kul B} przy p > 2, natomiast ze staly zalezna od p. W dalszej czesci pracy pokaze, jak poprawic
ten wynik, aby uzyskaé stata niezalezna od p (na mocy Centralnego Twierdzenia Granicznego
nie mozna sie spodziewaé¢ wyktadnika lepszego niz dla zmiennej gaussowskiej). Istotng czescia
dowodu S. Sodina jest skorzystanie z transportu losowego z pracy [6], zysk, ktory otrzymamy
bedzie wynikat z zastapienia go przez transport nielosowy.

4.3 Ujemne stowarzyszenie modutéw

Pokaze stosunkowo prosty dowdd ujemnej stowarzyszono$ci modutéw dla wektora losowego X
roztozonego jednostajnie na kuli B}. Pdzniej, w rozdziale 5, udowodnie¢ ogolniejsze twierdzenie,
dajace te¢ wtasno$¢ dla dowolnej uogdlnionej kuli Orlicza, jednak o ile tamto twierdzenie ma
przewage ogdlnosci, to ponizsze twierdzenie ma miazdzaca przewage prostoty dowodu. Przy
okazji zobaczymy, ze nasze podejscie radzi sobie nie tylko z miarg jednostajng na kuli By, ale
réwniez z szeregiem innych miar o gestosci zaleznej od ||z ||,

Twierdzenie 4.3.1. WeZmy dowolne liczby p € [1,00) i n € N. Niech m : R, =R, bedzie
dowolnq funkcjq log—wklestq, zas p niech bedzie miarg na R™ o gestosci cym(||z||h) dla v € R™,
gdzie stala c,, jest dobrana tak, by p byla miarg probabilistyczng. Niech I = {iy, ... ix},J =
{1, 51} bedg dwoma rozlgcznymi podzbiorami zbioru {1,2,...,n}, i niech f : RE =R, g :
]RQ—JR bedqg dowolnymi rosngcymi po promieniach funkcjami ograniczonymi na supp p. Niech
X = (X1, Xy, ..., X,) bedzie wektorem losowym o rozkladzie p. Wtedy

COV(f(|Xi1|, |Xi2|7 R |Xik|)7g(|Xj1|> |Xj2|7 SRR |XJ1’)) < 0.

Powyzsze twierdzenie uogoélnia wtasno$é ujemnej stowarzyszonosci modutéw, bo dowolna
funkcja na R’} rosngca po wspotrzednych rosnie tez po promieniach:
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Whniosek 4.3.2. Dowolna miara p, zdefiniowana jak wyzej, ma wtasnosé ujemnej stowarzy-
szonosci modutow.

W szczegblnosci mozna zauwazy¢, ze dla m ustalonego jako 1, otrzymamy ujemng stowa-
rzyszono$¢ modutéw dla miary jednostajnej na Bj. Poprzez proste przejscie graniczne mozemy

réwniez dostaé teze dla miary stozkowej na sferze w normie || - ||,.
Dowdd. Niech M (zy,xo,...,2,) = (|z1],|®2|,- .., |xs]) 1 niech fi bedzie zdefiniowane przez
fa(A) = u(M~1(A)). Zauwazmy, ze i to rozklad wektora (|Xi|,|Xs],...,|X,|). Jako, ze u jest

I-symetryczna, mozemy rownowaznie zdefiniowac ji jako 2" razy obcigcie u do R’}
Przypomnijmy, ze miara stozkowa na 0By (tj. brzegu By), ktéra bedziemy oznacza¢ przez
&nsy jest dla A C 9B)) zdefiniowana przez

A(ta:t €R,a € A ta € BY)

§n(A4) = An(B1)

Dla tej miary mamy nastepujacy wzor na catkowanie biegunowe:

@)z =nr(Bp) [ o / /70O

Niech C,, = nA,(B}).

Na mocy Lematu 2.2.1 wystarczy dowiesé nieréwnosci fi( Ax B)i(Ax B) < ji(Ax B)ji(Ax B)
dla dowolnych p-zbioréw A C R% | B C R"™*, co jest réwnowazne dowodzeniu (A x B)pu(A x
B) < i(Ax B)u(Ax B), gdzie Ai B oznaczaja dopemienia odpowiednich zbioréw odpowiednio
w RF i R" %, Mamy:

p P
pax By = [ [ aa@)ismlely+ ol dyds =

S - Ckrk_llA(W)lB(y)m(TerHyllﬁ)dydfk(@)d?‘
+ P

= [ L s s opa | [

P

1A(7’6)d§k(6)] Cyr*tdr.

Oznaczmy fp(r) = [gnr 15(y)m(r? + [|y|P)dy 1 ga(r) = faBg 14(r0)dé(0). Niech oq bedzie
miarg na R, o gestoéci Cpr*~1. Wykonajmy analogiczne przeksztalcenia na pozostatych trzech
wyrazeniach nier6wnosci (2.2.1). Otrzymujemy do udowodnienia nastepujaca nieréwnosé:

/ [B(r)ga(r)do:(r / f5(r)ga(r)do(r / fa(r)ga(r)doy(r / fe(r)ga(r)do(r).
Na mocy Lematu 2.2.4 wystarczy udowodni¢ dwie nieréwnosci:

fB(r1) fa(r2) > fa(re) fa(r1) dlary > ry, (4.3.1)
9a(r1)ga(re) < ga(ra)ga(r) dlary > ro. (4.3.2)

Nieréwnosé (4.3.2) jest stosunkowo prosta — 14(rf) jest malejaca jako funkcja r dla do-
wolnego ustalonego 0, podczas gdy 1 4(r6) jest rosnaca, jako ze A jest p—zbiorem. Zatem g4(r)

jest malejaca, g4 jest rosnaca, wiec ga(r1) < ga(re) i gi(r2) < ga(r1).
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Nieréwnosé (4.3.1) bedzie wymagata ciut wiecej pracy. Mamy:

fB(r1) :/

Rn—k

:/ / N Crps" "1 g(sE)m(rh 4 sP)dp_i(€)dr
Ry JoBy

L e[

P

1(y)m(ri + [ly[lh)dy

105664 (©)| Cora s
Bedziemy ponownie chcieli uzy¢ Lematu 2.2.4. Niech
pra(s) = m(rt + ), an(s) = [ 1n(s)dgin(€).

za$ oy niech bedzie miarg z gestoscig C),_,s"*~1. Wykonujemy analogiczne rachunki dla pozo-
statych trzech wyrazen w nieréwnosci (4.3.1), i otrzymujemy réwnowazna postaé (4.3.1):

[, pn($)as(s)dos(s) [ pr(s)an(s)dos(s) > [ pr(s)as()doals) [ pn(s)as(s)don(s).

Aby zastosowa¢ Lemat 2.2.4, musimy dowies¢

p?"1 (Sl)p’r‘g (82) < p’r‘2 (Sl)prl (82> dla S1 >
qB(51)q5(s2) < qp(s1)gn(sz2) dla s; > so.

Nieréwnosci (4.3.4) dowodzimy tak samo, jak nier6wnosci (4.3.2) — ¢p jest malejaca, zas
qp jest rosnaca. Nieréwnos¢ (4.3.3) oznacza

m(ry + sT)m(ry + s3) <m(ry + s1)m(r7 + s3),

co wynika z log-wklestosci m, bo dla funkcji wklestej f zachodzi f(a)+ f(d) < f(b)+ f(c), jesli
a+d=b+cia<b<c<d. O]

Jak widzieliSmy, ten dowod byt dos¢ prosty. Niefortunnie, wykorzystywal fakt, ze funkcja
Younga kuli B} dobrze skaluje si¢ przy zmianie promienia, tj. ze fi(tz;) = &(t)fi(2;) dla pew-
nej funkcji ¢. Niestety, sposrod wszystkich kul Orlicza jedynie kule B} majg t¢ wlasnos¢, co
uniemozliwia nam rozszerzenie tego dowodu na przypadek orliczowski. Wyciagniemy jednakze
z tego dowodu pomysty, ktoére potem zastosujemy.

4.4 Transport nielosowy i optymalna koncentracja

Naszym celem w tej czesci pracy bedzie dowdd wlasnosci C'I dla miary jednostajnej na kuli
By. Podstawowym narzedziem, ktérego do tego uzyjemy bedzie transport miary. Konkretniej,
przetransportujemy miar¢ wykladnicza, poprzez miar¢ v na miar¢ p,,. Niefortunnie precy-
zyjne szacowania tego, ze transporty, ktorych bedziemy uzywac spetniajg konieczne warunki
jest dos¢ zmudne rachunkowo i techniczne, natomiast wynik koncowy wydaje sie by¢ na tyle
tadny, ze usprawiedliwia pewne niedogodnosci, ktére musimy przecierpie¢ po drodze.
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4.4.1 Transporty miary

Zaczniemy od zdefiniowania transportow, ktérych bedziemy uzywaé. Transportem miary u
zdefiniowanej na X na miare v zdefiniowang na Y nazywamy po prostu takie przeksztalcenie
f:X=Y, ze po f74(B) = u(f1(B)) dla B C Y. Oczywidcie nie interesuje nas byle jaki
transport — chcemy, zeby przetransportowana miara w jaki$ sposob korzystala z whasnosci
koncentracyjnych miary transportowanej. W naszym przypadku bedziemy transportowaé miary
v}, dla ktérych juz wiemy, ze zachodzi CI (sa to bowiem miary produktowe) na miary fi,,, dla
ktorych CT chcemy udowodni¢. Jako, ze zaréwno dla p,,,, jak i dla v} kule Z; sa, z doktadnoscia
do statej multyplikatywnej, kombinacjami (tj. albo sumami Minkowskiego, albo przecieciami)
kul B}, to bedzie nas przede wszystkim interesowac, jak przenosi si¢ koncentracja z kulami B
Okazuje sie, ze w tym przypadku kluczowa jest lipszycowskosé przeksztatcenia transportujacego
jako przeksztatcenia z normy ¢-tej w p—ta:

Uwaga 4.4.1. Niech U : R"—=R" bedzie przeksztalceniem spetniajgcym
|U(z) = Uy)|lE > 6|z — y||¢ dia kazdego v € R",y € A.

Wtedy
U(A+t/9B7) > U(R") N (U(A) +6'/7/7By).
Analogicznie, jesli
[U(z) = Uyl < dlle —yll§ dla kazdego x € R",y € A
to
U(A+t/9By) C U(A) +6'/7'/7 By,

Dowdéd. Udowodnijmy pierwsze ze stwierdzen, dowodd drugiego jest catkowicie analogiczny.
Niech U(z) € U(A) 4 §"/7t'/7B2. Wtedy istnieje takic y € A, ze |U(z) — U(y)|p < ot. Z
zalozen o U mamy t > ||z — y||%, co oznacza x € A+ t*/1B", a wiec U(z) € U(A+tY/4Br). O

Pierwszy transport, ktory wprowadzimy, jest transportem ,po promieniach”. Bedzie on
przeksztalcal miar¢ produktowa v} na miare p,, — miare jednostajna na r,, B}, przy czym
obraz kazdego punktu bedzie lezal na tej samej potprostej zaczepionej w zerze, co sam punkt. Do

tego kule r By beda przeksztatcane na kule r'B]'. Pokazemy, ze ten transport jest lipszycowski
wzgledem normy ¢, oraz lipszycowski blisko zera wzgledem normy /¢ dla p < 2.

Definicja 4.4.2. Diap € [1,00) i n € N niech f,, : [0,00)—[0,00) bedzie zadane wzorem

S fom(s)
/ e " idr = (Q’Vp)"/ " dr (4.4.1)

0 0
i niech Ty, (x) ==z fon(l|z|lp)/ |zl dla z e R".
Whpierw pokazmy nastepujace proste oszacowanie

Lemat 4.4.3. Dla dowolnego q¢ > 0 oraz 0 < u < q/2,

q/ e "7t < e_“uq(l + 2“).
0 q

Dowéd. Niech . ,
fu) = e“uq(l + 2) - q/ e 97 1dt.
q 0

Wtedy f(0) =0, za$ f'(u) = e "u?(1 —2u/q+2/q) > 0 dla 0 < u < ¢q/2. O
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Teraz mozemy bada¢ wtasnosci transportu 7, ,,

Stwierdzenie 4.4.4. 1. Przeksztalcenie T}, , transportuje miare v, na miarg fipy .
2. Dla t >0 zachodzi e/t < 2, fon(t) <t i f)(t) < (29,) 7' < 1.
3. Dla t > 0 zachodzi rowniez 0 < f,,(t)/t — [/, (t) < min{l, 2pt* /n}.

p,n
4. Funkcja t — f,,(t)/t jest malejgca na (0,00) ¢ dla dowolnych s,t > 0 zachodzi
|s — 1|
max{s,t}

[t fon(8) = 7 fpn () < (st) s — ] fym(s AT) <

W oczywisty sposoéb wtasnosci T),,, sa silnie zwigzane z wlasnosciami f,,. Szacowane 2
oznacza, ze do punktu t = n'/? przeksztalcenie T, jest w zasadzie jednokladnoscig. Osza-
cowania 3 oraz 4 beda uzyte do badania wlasnosci lipszycowskich T,,,. To, ze f,,(t)/t jest
malejaca oznacza, ze punkty dalsze od zera beda Sciagane bardziej. Zatem bedziemy mogli
roztozy¢ 1), ,,(z) — T}, »(y) poprzez wpierw $ciggniecie obu punktéw przez jednokladnosé o skali
fon(llz|)/llz|l, & potem szacujac blad przyblizenia przez druga czes¢ punktu 4.

Dowdd. Punkt 1 wynika wprost z definicji 7),,,. Rézniczkujac tozsamos¢ (4.4.1) otrzymujemy

e s = (2%)" o () fpn(9)- (4.4.2)
Na mocy (4.4.1),

t t
et < n/ e "t dr = (24,)" on(t) < n/ e =",
0 0

co po podniesieniu do potegi 1/n da nam pierwsza cze$¢ 2.
Aby udowodni¢ druga czes¢ uzyjemy (4.4.2) oraz powyzszego oszacowania, by dostaé
5

f,,n(s) _Sp(2’7p> (fpn(8)>n 1 \ _Sp(27p) (657)/712%?)

= —sP/n(va) (27;12)_1 < L

Dowdd czesci 3 zacznijmy od zauwazenia, ze na mocy (4.4.2) oraz punktu 2 zachodzi

tﬁﬂ(tt)) - (fp,Z(t))n e (2m) " < <€”/ "2%)“6‘“’(2%)‘" —1,

zatem fp,,(t)/t— £, . (t) > 0. Do tego na mocy punktu 2, f,,.(¢)/t— f} . (t) < foa(t)/t <1, wiec
by udowodnié¢ druga nieréwnos$¢ mozemy zatozyé, ze 2pt? /n < 1. Na mocy (4.4.1) oraz Lematu
4.4.3 otrzymujemy, ze

n tP » ptp
29,)" () = 7/ “uyMP Ly < et t”(1+2>.
@) = 5 [ e < ”
Zatem uzywajac ponownie (4.4.2) oraz punktu 2 otrzymamy
n(t n(t —tPyn pt? -1 2 P
e h ¢\ @ n

Na mocy punktu 3 otrzymujemy w szczegdlnosci (f, . (t)/t) < 0, co dowodzi pierwszej czesci
4. Aby udowodnié¢ druga czesé¢, zatézmy bez straty ogdlnosci, ze s >t > 0. Wtedy
nlt n(s nlt n(t s—t s—t
o folt) sl _fonll) o) 5=ty o=t

S t S S

n—1
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Nastepne dwa Stwierdzenia wcielaja w zycie idee przedstawione powyzej — uzywamy osza-
cowan na f,, by udowodni¢ lipszycowskie wlasnosci 7T}, ,. Pierwsze z ponizszych stwierdzen
wynika réwniez (z inng stala) ze znacznie bardziej ogélnego faktu udowodnionego w [37].

Stwierdzenie 4.4.5. Dla dowolnych x,y € R™ zachodzi |T,nx — Tpnyllp, < 2]z — yl|p-

Dowdd. Niech s := ||z||, >t := ||ly||,, uzywamy Stwierdzenia 4.4.4, by otrzymaé

1/p
1Ty — Tpnylly = <Z‘ Ton)i — (Tpny)i )

_ (Z M(% )+ (fp,n(S) _ fp,n(t))xi

p t S t

< (2; <|$z‘—yi |S;t‘|$i|>p>l/p
t| (;‘wi’p)l/

1/p
< (Z |z — yi’p>
:Hx—Mb+——Wﬂ——wﬂb<ﬂu—yM-
P

p) 1/p

1zl = N1yl

O

Stwierdzenie 4.4.6. Niech u > 0, p € [1,2] i x € R" bedg takie, ze ||z|on~? < ul|z||,n /.
Wtedy
| Tpnx — Tpnylle < (1 4+ w)||z — yl|2 dla kazdego y € R™.

Dowdd. Podobnie jak poprzednio, niech s = |jz||, i ¢ = ||y||,- Bedziemy tak samo uzywaé
Stwierdzenia 4.4.4, a na koniec dodamy nieréwnos¢ Holdera:

P 2\ 1/2
Ty~ Tyl < (3 (hei = wid + =) )

lzllz < llz = yll2 +

[s — |

Iz = yli
el

[

1_1
ne 2z —ylls < (T4 w)fz = ylla.

<z —yll2 +

Hﬂb
1]l

< oz —yll2 +

]

Drugi transport, ktory przyjdzie nam zdefiniowaé¢, to proste przeksztalcenie produktowe,
ktore przenosi miar¢ v, na v;'. Bedziemy uzywali wlasciwie tylko przypadkow p =11 p = 2,
natomiast uzyskane oszacowania wydaja si¢ by¢ dos¢ pozyteczne, wigc w trosce o ewentualne
pOzniejsze zastosowania w innym kontekscie formutuje je w bardziej ogdlnej wers;ji.

Definicja 4.4.7. Dia 1 < p,q < 0o definiuje przeksztalcenie wy, 4, : R—R wzorem

1 oo _, 1 oo g
— e dt = —/ e "dt. (4.4.3)
Yp Jx Vg Jwp,q(x)

Przez v, oznaczmy wy 1. Zdefiniugmy tez W)+ R"—=R"™ wzorem

Wi (1, 2o, ) = (Wy (1), Wy g(T2), - Wy g(0)).
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Zauwazmy, ze w,

= Wy, i (qu)*l = W,',. Rézniczkujac tozsamosé (4.4.3) otrzymujemy
")/ —XT wq X
w, (1) = '7:)6 Hupg(@) (4.4.4)

Jako, ze W), , jest transportem produktowym, wigkszo$¢ czasu spedzimy badajac wlasnosci
jego jednowymiarowej wersji wp,. Udowodnimy, ze w,, zachowuje si¢ podobnie do 2P/ dla
duzych z, za$ dla malych |z| jest w przyblizeniu liniowe. Zaczniemy od zbadania przypadku

qg=1.
Lemat 4.4.8. Dla p > 1 zachodzq nastepujgce fakty:

1. vp(z) > 2P + In(pypaP) i v (x) > paP~' dla dowolnego x> 0,

2. vp(x) < e+ a? + In(pypa?™") i v)(z) < epa?~! dla dowolnego x > 1,
3. |up(z) — vp(y)| = 2P|z — y|P dla dowolnych x,y € R.
Dowaéd. Zauwazmy, ze v, = 1. Mamy zatem dla x > 0 nast¢pujace szacowanie:
€7vp(z) — 1/ eftpdt < ]'_1/ ptpfleftpdt — 67_1
Tp Ja PP Ja Ppe?
za$ dla x > 1, jako ze (1 +1r/p)? < e" < 1+er dlar € [0,1], otrzymujemy

P

(4.4.5)

P

_ 1 fe+ai™?/p 1 _ 1- €
e vp(x) > 7/ e tP > p_le (z4='~P/p)P > e ¢ -
Tp J= PYp® PYpT
Zauwazmy, ze na mocy (4.4.4), v (z) = e~ +w(@) [y zatem mozemy oszacowaé v, UZywajac
sSwiezo wyprowadzonego oszacowania na v,.
Dolne ograniczenie v, daje w szczegblnosci |v,(z) — v,(y)| > |z — y|P dla z,y > 0. To samo
oszacowanie dziata dla z,y < 0, jako ze v, jest nieparzyste. Dla x > 0 > y mamy natomiast

[vp(2) = vp()] = lvp(@)] + [0p (V)] = [P + [yl” > 27|z — g
0

Poprzedni lemat pokazuje, ze dla « > 1 funkcje v, i 27 maja poréwnywalne pochodne.
Mogtoby si¢ wydawac, ze wy, 4 i 2P/9 powinny podobnie sie poréwnywaé (np. autorowi niniejszej
rozprawy przez pewien czas tak sie¢ wydawalo). Niestety, np. w wypadku ¢ = 2 sprawy maja
sie inaczej — cho¢ jest prawda, ze wy 2 jest wigksze od 2P/? to przy badaniu pochodnej sprawy
zaczynaja si¢ komplikowa¢ w okolicach x = 1. Ponizsze oszacowania nie sa optymalne, ale
dostatecznie silne dla naszych potrzeb.

—

Lemat 4.4.9. 1. Dlap > q > 1 zachodzi |w,,(z)] > |x[P/9 iw, ,(7) > % > -,

[\

2. Dlap > 2, w)y(x) > §/plaf*™".
Dowdd. Jako, ze funkcja w, , jest nieparzysta, bedziemy zaktadac, ze z > 0.

1. Na mocy monotonicznoéci funkeji /9~ na [0, c0) otrzymujemy

) 4 0o o
i o €_tpdt — i /OO e_tth _ fw@q(x) e "dt _ pr,q(x)‘Z/P ul’/q e du
K g Jwpa(®) JooeTtdt S up/—le=vP dy,
o0 € du 1 oo
S J. pa(e)V © _ 1 e du,
Joo e du Vp Jwp g(x)alr

zatem wyq(2)9? > x i wye(x) > aP/9. Ze wzoru (4.4.4) dostajemy zatem w), (z) > 7,/
Yp > 1/2.
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2. Zaczniemy od przywolania nastepujacego oszacowania ogonéw zmiennej gaussowskiej dla
z>0:

= 1
/ et > — e (4.4.6)
z 2 Z2 + 1

Gdy z—o00, zachodzi réwnosé, a proste rachunki pokazuja, ze pochodna lewej strony jest
nie wieksza od pochodnej prawej strony.

Niech x := 44/, udowodnimy, ze dla x > 0 oraz p > 2 zachodzi

wp2(x) > uy(x) = max {\/27?3:, \/<xp + ln(\/ﬁxp/21//1))+}. (4.4.7)

Zalézmy przeciwnie, ze wyo(x) < uy(z) dla pewnego p > 2 oraz x > 0. Na mocy punktu
1 zachodzi w) o > /v > 72 = /7/2. Zatem w,(x) musi by¢ réwne drugiej czesci
maksimum. W szczegdlnosci wynika z tego, ze x > 2/3, bo dla z < 2/3 mamy

4 2
a? + In(y/pa?* ! k) < §+ (12) - 1) 1H§+ VP _ 1 <0.
K

Zatem u,(x) > /7x/2 > 1/4/3. Na mocy (4.4.5), (4.4.3) oraz (4.4.6) mamy

1 1 00 00
T E/ e_tpdt:/ e dt
pxP fy pxP~ Vo Ja wp 2 (z)
0o 1 1
> / e At > —— @ > u@)
up(z) 2\/ui(z) + 1 A,y ()
B N e B L Sy

4up (1) VDUp(2)

Po uproszczeniu otrzymujemy z tego wu,(z) > \/g_oxp/ 2. Wobec tego

1
pzP < UZ(CE) =P+ 21 n(pz’) + ln& 1271,;) + prp = pa?,

a zatem sprzecznosé, ktéra dowodzi oszacowania (4.4.7).

Mamy zatem wys(x) > u,(z) i na mocy (4.4.4) otrzymujemy

1 1
w' 2<£L') > Be—x%i-u x) \/_ \/— p/2 1 8\/1—71,17/2—1.

D,
Vp

]

Uwaga 4.4.10. Gdybysmy wzieli u,(x) = max{y/mz/2, \/(a:p—|—ln(pxp/2—1/(/£lnp)))+} dla
dostatecznie duzego k i szacowali ciut ostrozniej, doszlibysmy do szacowania wy,,(z) >
C~lpzP/>~1 [ Inp. Nie da sie, jednakze, otrzymaé szacowania rzedu paP/?~1.

Stwierdzenie 4.4.11. Dila p > q > 1 zachodzg nastepujgce fakty:
vy (Wi, (A)) = vi(A) dla A € B(R"),
2. Jwep() — wep(y)| < 2[z —y| dla x €R,

3. dla kazdych x,y € R™ orazr > 1 zachodz

Wep(@) = Wap@)llr < 2]z =yl
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4. dla kazdych x,y € R zachodzi

w1 p(2) = wi,(y)| < 2min(le —yl, |z — y[7) < 20z —y[',

5. Wiy (@) = Wi,)llf < 2%l — ylly dla 2,y € R™.

Dowdd. Wiasnos¢ 1 wynika z definicji w,, oraz W . Jako, ze w, ), = w, (11 dostajemy 2 na mocy
punktu 1 Lematu 4.4.9. Wtasnos¢ 3 jest bezposrednim wnioskiem z 2.
Na mocy punktu 3 Lematu 4.4.8 dostajemy

[wip(@) = wip(y)] = lv, (@) = v, ()] < 2P|z — g2,

Powyzsza nieré6wnos¢ wraz z 2 daje 4, zas z tego z kolei wynika 5. Il

Podsumujmy to, czego dotychczas sie dowiedzielismy. Udowodnitem (w poprzednim roz-
dziale) nier6wnos¢ CI dla miary v dla dowolnego p. Zatem, gdyby transport T),,, byt Lipszy-
cowski w drugiej oraz p-tej normie, mogliby$my przetransportowa¢ CI na p,,,. Jednakze T}, ,,
choc¢ jest Lipszycowski w normie p—tej, w normie drugiej jest Lipszycowski tylko dla punktow
niezbyt odlegtych od zera (Stwierdzenie 4.4.6 pokazuje to dla p < 2, dla p > 2 pojawia sie
podobny, choé nie identyczny problem). Zatem musimy poradzi¢ sobie z punktami odlegtymi
od zera oddzielnie.

Dla p < 2 uzyjemy nieréwnoéci udowodnionej w czesci 3.3. Te wyniki bez problemu prze-
transportujemy z v na v, bo transport W7', jest Lipszycowski w drugiej normie, oraz Sciaga
pierwsza norme do p-tej.

Dla wigkszych p okaze si¢, ze wystarczy potaczy¢ juz zbadane transporty. Jakkolwiek T, ,
samo w sobie nie jest Lipszycowskie w drugiej normie daleko od zera, to WY, na tyle silnie
sciaga punkty odlegte od zera, aby to skompensowaé, i ich ztozenie okaze si¢ dzigki temu Lip-
szycowskie. Aby to sprawdzi¢ bedziemy musieli oszacowaé norme macierzy pochodnej, uzywajac
udowodnionych powyzej oszacowan na pochodne.

Zdefiniujmy zatem nastepujace transport miary wyktadniczej v na miare p,,,, dla p > 2:

Definicja 4.4.12. Dia n € N oraz 2 < p < oo definiuje przeksztatcenie Sy, : R"—R" wzorem
Spn() 1= Tp (W (7).

Transport ten spetnia nastepujace oszacowanie:

Stwierdzenie 4.4.13. Dla dowolnych x,y € R™ oraz p > 2 zachodzi ||Syn(x) — Spn(y)ll2 <
Az = yll2-

Dowdd. Wystarczy wykazaé, ze | DS, ()| < 4 prawie wszedzie, gdzie DS, ,, oznacza macierz
pochodnej S, ,, a norma to norma operatorowa z £y w (3.

Niech s = |[WT,(2)||,- Bezposrednim rachunkiem otrzymujemy
Spn); i fom(8)W (;)
OBl ) = QT | 510, )5 (1.45)
gdzie

als) = 5777 (sfy.u(8) = fonl(s)) oraz B(t) = wi, ()] sgn(wyp(8))w), (1):

Mozemy zatem ograniczy¢
f ,n(S n n 1/2
108, < 222 e s )+ a@Wiy )], (S # )
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Jako, ze wy, = w1, ze Stwierdzenia 4.4.9, 1. wynika [wi ,(z;)| < 2, podezas gdy na mocy

Stwierdzenia 4.4.4 mamy f,,(s)/s < 1. Mozemy zatem ograniczy¢ pierwszy skladnik sumy
przez 2.
Aby oszacowaé drugi sktadnik sumy, zauwazmy, ze na mocy Stwierdzenia 4.4.4; 3. mamy

0(s)] = 577 1,(5) — 222 < srmin 1,

2ps” } (4.4.9)

Co wigcej, |[WT,(x)[2 < n'/271/Ps na mocy nieréwnosci Héldera i

VWMIWMHWIW%@”:5%ﬁ£L<;

na mocy Lematu 4.4.8. Zatem

p 1/2

DS, (z)]| <2+ s Pmin!1 QPi n1/2—1/1)SL
DSy ()]l :

n p

<24 2sn VP min{ns7? 1} < 4.
O]

Spoéjrzmy uwaznie, co doktadnie chcemy przetransportowaé dla p > 2. Chcemy udowodnié,
ze powickszenie o tB} + /tBY transportuje sie do wnetrza powickszenia o tl/pBg N VtBy.
Chcemy zatem, by dowolny punkt wewnatrz ktorejkolwiek z kul tB? oraz v/tBY byt przez Spn
przeksztatcany do wnetrza zaréwno kuli v/tBY, jak i t'/ PB). Powyzsze stwierdzenie dowodzi, ze
kula By przechodzi na kule By. Zaréwno By jak i Bf' przechodzi do wnetrza By przy transporcie
W', zas Tj, , jest Lipszycowskie w p—tej normie, czyli przenosi B, do By. Ostatnig rzecza, ktéra
trzeba sprawdzi¢ jest to, co sie staje z wektorami z tB] w drugiej normie. Tu bezposrednie
rozniczkowanie bytoby mniej przyjemnie, zatem bedziemy zmienia¢ po jednej wspotrzednej na
raz i nalicza¢ zmiany drugiej normy:

Stwierdzenie 4.4.14. Dia dowolnych y,z € R™ oraz p > 2 zachodzi
1Sp.0(y) = Spa()l2 < IWi,(y) = Wi (2)llz + 2072y — 21

Dowdd. Niech u;(t) = (y1,Y2,---,Yi-1,t, Ziv1, Zite,---,2n) dla i € {1,...,n}. Zauwazmy, ze
wi(y:) = wit1(ziv1), ur(z1) = 2z, zas u,(y,) = y, zatem

n

Spn(2) = Spn(y) = D (Spn(wi(2:)) = Sy (ui(wi)) ).

i=1

Niech s;(t) := [Jwy p(u;(t))]|,. Catkujac pochodng czastkowa S, ,,, obliczong we wzorze (4.4.8)
otrzymujemy

2 08,
Spn(ui(21)) = Sy (wi(w)) = 5 2 (wi(1))dt = a; + b,
gdzie
a; = /yl 5i(0) w) ,(t)e;dt
zas

by = / a(si()BEW (ui(t))dt.
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Tak jak w dowodzie Stwierdzenia 4.4.13 dowodzimy, ze
(s BEWT, (wi(®))|, < 207258~ mindns; ()7, 1} < 207172,

a wobec tego
n

D b

=1

n

leblla 2%‘1/22|yz—zz|—2n Py — =l

Aby poradzi¢ sobie z sumg a; zauwazmy, ze skoro f,,(s)/s < 1 and wy ,(v) > 0, to

“ fynlsi(0)
(See)| =1 [

= [w1 p(21) = wip(ws)]

CLZ, ez> | -

/ wy ,(t)dt

’Lp(t)dt‘

<

Wobec tego

15 aills < I3 (w1p20) = wiplu)eslle = [Wy(2) = Wi (w) o

Zebrawszy powyzsze fakty mozemy je polaczyé w nastepujacym wniosku:

Whniosek 4.4.15. Jesli x — y € tB? + tY/2BY dla pewnego t > 0, to dla dowolnego p > 2
zachodzi Sy, () — Spn(y) € 8(t/2By NtY/PBr).

Dowdéd. Ustalmy z,y spehiajace x — y € tB} + t'/2BY. Na mocy Stwierdzenia 4.4.11, 4.,
WY () = WL (W)l = Z |wip(2:) — w1p(y:) "
< 2pzmln{|xi —uil”, |z — wil}

< QPZHHH{MZ — yi|27 |:L'l — yz|} < 2p+2t‘

Zatem na mocy Stwierdzenia 4.4.5,

1Spn (@) = SpnW)lp < 2Wy () = W, ()l < 87

Z nieréwnosci Holdera wynika, ze || Spn(2) —Spn(y)]l2 < n/27YP||Sp 0 (2) = Spn(y)|, < 812,
oilet > n.
Zatézmy zatem, ze t < n. Niech z bedzie takim punktem, ze v — z € /2B, za$
z —y € tBY. W takim razie S,,(z) — S,.(2) € 4t/?B} na mocy Stwierdzenia 4.4.13, za$
Wi, (2) = Wi ()llz < 2Vt na mocy Stwierdzenia 4.4.11, 5. Zatem ze Stwicrdzenia 4.4.14
wynika nieréwnosc¢
1Spn (1) = Spn(2)]l2 < 262 + 20712t < 41/,

Wobec tego S, (7) — S, (y) € 8t'/2By. O

Ostatnim przeksztatceniem, ktére bedziemy rozwazac jest transport miary gaussowskiej v
na [, dla p > 2.

Definicja 4.4.16. Niech n bedzie liczbq naturalng, zas p liczbg rzeczywistq, spelniajacg 2 <
p < 0o. Przeksztalcenie Sy, : R'—R™ definiujemy wzorem S, (z) == T, (W3, (x)).
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Bedziemy teraz rozumowa¢ podobnie jak w Stwierdzeniu 4.4.13 — poprzez oszacowanie ma-
cierzy pochodne;j.

Stwierdzenie 4.4.17. Dla dowolnych z,y € R"™ oraz p > 2 zachodzi ||S,,(z) — Spn(y)]2 <
14|z — ylf.

Dowdd. Musimy pokazaé, ze || DS, ()| < 14. Bezposrednio przeliczajac otrzymujemy

(8510,71)]‘ (z) = Oij fpn(8)w p(mZ)
ox; 5

+ (s )w2p($3)ﬁ~( i) (4.4.10)
gdzie § = |[W3, ()],

als) = s (sf5,(5) = Frnl(s)) oraz B(t) = [wa, (61" sgn(wa,(t))uh , (1).

Mozemy zatem oszacowac
- Jon(5) ( 5) 2 1/
1D, . (2)] < max [, (2)] + |a(3)][WF, ()], (Zﬁ x) | (4.4.11)

Pierwszy sktadnik mozemy oszacowaé z gory przez 2 tak samo jak w dowodzie Stwierdzenia
4.4.13. Jako, ze wy, = w;% na mocy Lematu 4.4.9, 2 widzimy, ze

3 = lws ()P ()] = ’w2,p(33)‘p_1 iw ) [P/2
3(3)| = ) (0)] = 72 s <y (),

a zatem

( 3 V2 8
Z ( h \/ﬁ

Uzywajac oszacowania (4.4.9) oraz |[Wi (z)ll < n*7'/?§ mozemy drugi skladnik sumy
(4.4.11) oszacowaé nastepujaco:

2paP 8
5 min {1, ps}nl/ﬂ/pgfgp/? = 8p~ P min{u12, 202 }ulP < 8v/2 < 12
n p

gdzie u := psP/n. O

4.4.2 (Cldlap<?2

Aby uzyska¢ nier6wnos¢ C'I dla B, p < 2, musimy wpierw przenies¢ Twierdzenie 3.3.6 na miare
v, przy pomocy transportu Wy, Uzyskany Lemat 4.4.18 nast¢pnie trzeba uwaznie polaczyc¢
z transportem 7}, ,. Lemat 4.4.18 pozwali nam dla zbioru odleglego od zera badZ powigkszy¢
jego mase, badz przepchnaé¢ ja blizej srodka przez dodanie kuli tl/pBg. Transport 7,,, jest
Lipszycowski blisko zera, a zatem pozwoli nam przenies¢ nieréwnosci koncentracyjne z v na
tprn dla zbioréw potozonych blisko zera.

Zaczniemy od pierwszej czesci tego planu, czyli przeniesienie Twierdzenia 3.3.6 na v,.

Lemat 4.4.18. Dia dowolnego A € B(R™), p € [1,2] i t > 1 zachodzi przynajmniej jeden z
nastepujgceych dwoch warunkow:

o v(A+20tVPBY) > et (A) lub
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v ((A+ 2017 B2) N100y/nBE) > Ju(A).
Dowéd. Dzigki Stwierdzeniu 4.4.11, 5 wiemy, ze ||[W7, (z) — W7, (y)|[5 < 27|z — y|[1. Na mocy
Uwagi 4.4.1 oznacza to, ze A+2(10t)"/? B2 > Wi (W, (A)+10tBY). Ustalmy ¢ > 1 i zastosujmy
Twierdzenie 3.3.6 do zbioru W} (A) i parametru 10¢. Jedli zachodzi drugi przypadek tezy
Twierdzenia, mamy

V(A + 2067 By) > vy (W, (Wp (A) + 10tBY) ) = v™ (W, (A) + 10t B)
> e (W (A)) = el (A).

P
Jesdli zachodzi pierwszy przypadek, to na mocy Stwierdzenia 4.4.11, 3. mamy |[W]',(z)[]2 <
2|z |2, a zatem 2aBy D W', (aBy) dla dowolnego a > 0. Wobec tego

v ((A+ 2oz1/PB;)m1oof By) > ug(W" (Wy,(A) + 10tB}) N 100/n By

v (W, (W (A) + 10t BY) N Wy, (100v/nBY)))
(W p((ng + 10tBT) N 50\/ﬁB§L)>
= v ((Wp(A) + 10tB"> M 50v/nBy)
;yn(ng(A)) v, (A).

]

Przypomnijmy, ze dla miary v}' udowodnilismy juz C'I (Wniosek 3.2.2 i Twierdzenie 2.3.21),
a takze zbadalidmy ksztalt kul Z, (Wniosek 3.2.4 i Wniosek 2.3.12). Mozemy wyciagnaé z tego
stad nastepujacy

Whniosek 4.4.19. Istnieje taka stala C, Ze dla dowolnego p € [1,2], t > 0 orazn € N zachodzi

(A + C’(tl/pBn + t1/2B")) min {;, etug(A)}.

Z powoddéw technicznych bedziemy musieli odrzucié¢ z rozwazan zbior tych punktow, gdzie
p-ta norma jest mata, aby uzy¢ Stwierdzenia 4.4.6. Przypomnijmy, ze dzieki Stwierdzeniu 2.3.25
bedziemy umieli odrzuci¢ z rozwazan zbiory o mierze rzedu e~ “". Ponizsze proste Stwierdzenie
pokazuje, ze odrzucany zbidér jest wlasnie takiej miary.

Stwierdzenie 4.4.20. Dla dowolnego o > 1 istnieje taka stala c(«), Ze dla kaZdych n € N
oraz p > 1 zachodzi
vp{a - [zl < e(@)n'?}) < a”
Dowdd. Mamy
(o Nl < et} == [ ety
v({x ||z cla)n = e " dr
P P I(1+7%)Jo
n
+

c(a)nl/P C(Oé)”nn/P
o nfld S S A < C n’
) e MisE < (Cele)

gdzie w ostatnim kroku uzywamy przyblizenia Stirlinga, za$ C', jak zawsze, oznacza stala licz-
bowa. Wystarczy zatem w tezie przyjac c(a) < (Ca)™t. O
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Twierdzenie 4.4.21. Istnieje taka stala liczbowa C, Ze miara p,, spetnia wlasnosci CI(C)
oraz IC(C') dla dowolnego p € [1,2] in € N.

Dowdd. Na mocy Stwierdzen 2.3.25 i 4.2.5 oraz Twierdzenia 2.3.21 wystarczy pokazac
ppn (A+ C(£/7B) + 2B} )) > min{1/2, €', (A)}. (4.4.12)

dlal <t<nip,,(A)>e
Przypomnljmy, ze T, n oznacza przeksztalcenie transportujace v na i, . Zastosujmy Lemat
4.4.18 do zbioru T, p_’nl (A) i parametru t. Jesli zajdzie pierwszy przypadek tezy lematu, otrzymamy

v (T (A) + 20tl/pB"> e'v (T_l(A)) = e ppn(A).

p pb,n p,n
Na mocy Stwierdzenia 4.4.5 || T,z — Ty, < 2|z — y||,, zatem z Uwagi 4.4.1 wynika
ppm(A+ 4087 B = v (T (A + 4017 By))
> v (T; 1 (A) + 20677 By ) > el (A)

i otrzymujemy nieréwnos¢ (4.4.12).
Mozemy zatem zaltozy¢, ze zachodzi drugi przypadek w tezie Lematu 4.4.18, to znaczy, ze

1

S Hpn (A)v

1 _
(A > Sr (TN A) = 5

gdzie
A= (T, 1 (A) + 207 B N 100y/n By
W szezegdlnoscei vy (A’) > e" /2. Niech
A" = A0z ||z, > én'/PY,
gdzie ¢ = c(4e) jest stata pochodzaca ze Stwierdzenia 4.4.20 dla o = 4e. Wtedy

1

“Hpn (A).

R(AY) 3 V(A = (de) " > Sun(A) 3

Stosujemy Wniosek 4.4.19 dla zbioru A” i parametru 4¢, otrzymujac
tpn(Ton (A" +4C (877 By +£12By))) > vp (A" + C((40)'" By + (4)'/* By

> min{; e4tV"(A”)} mln{; e t'up’iL(A)} > min{;,etupm(A)}.

Nastepnym krokiem jest skorzystanie ze Stwierdzenia 4.4.5 oraz Uwagi 4.4.1, by otrzymac
Ty (A" +ACH2BY +4CtPBY) C T, (A" + 4Ct'/2 By ) + 8Ct'/7 By

Co wiecej, dla # € A” zachodzi |z]a < 100y/n i |z||, > én'/P. Zatem n='/2|x||,
1006~ n~1?||2|,, a wiec mozemy uzyé Stwierdzenia 4.4.6 wraz z Uwaga 4.4.1 i otrzymac

Tyn(A” +4Ct2BY) C T,,,(A") + Ct'/?By.
Na mocy Stwierdzenia 4.4.5, Uwagi 4.4.1 oraz definicji A’ i A” prawda jest, ze

Tyn(A") C Tyn(A) C Ty (Tya (A) + 20617 By) C A+ 40t'/7By.

63



Skladajac te oszacowania w jedna catos¢ widzimy, ze
fp,n <A+(4o +8C) /7By + Ct'/? Bg)
2 pn <Tp,n(A”) + Ct\?BD + SCtl/PB;;>

2 Ipn (Tp,n (AH + 4Ct1/2Bg) + 80751/103;)

1
1/ppn | 41/2 pn . t
> /me(Tp,n(AN + 4C(t /po -+t BQ)>) > min {2, e ,upm(A)},
co daje nam oszacowanie (4.4.12) w drugim przypadku i koniczy dowdd CI. Wiasnoéé IC wynika
bezposrednio z Twierdzenia 2.3.21. O]

4.4.3 Prostszy przypadek — p > 2

Ten przypadek wyniknie bezposrednio z C'I dla zmiennej wyktadniczej oraz faktéw udowodnio-
nych w czesci 4.4.1. Co prawda, gdyby ztozy¢ w cato$é wszystkie uzywane w tej czesci fakty,
moglyby one okaza¢ sie dtuzsze i zmudniejsze w dowodzie, niz te, ktérych uzyliSmy w cze-
sci 4.4.2; ale jednak wyniki takie, jak Stwierdzenie 4.4.13 wydaja sie bardziej standardowe i
mniej nowatorskie niz Twierdzenie 3.3.6. Do tego, majac wyniki czesci 4.4.1 bedziemy musieli
napracowaé sie o wiele mniej, niz w czesci 4.4.2.

Twierdzenie 4.4.22. Istnieje taka stata liczbowa C, Ze miara p,, spetnia wlasnosci CI(C)
oraz IC(C) dla dowolnego p € [1,00] in € N.

Dowaéd. Przypadek p < 2 jest rozpatrzony w Twierdzeniu 4.4.21. Przypadek p = oo, czyli
kostka, jest produktowy, a zatem rozpatrzony we Wniosku 3.2.2. W przypadku p € [2,00)
uzyjemy transportu Sp,. Zatézmy, ze A C 1y, By, niech A= S,n(A), zas t < n. Na mocy
dwupoziomowej koncentracji Talagranda (2.3.1), znanej w tej pracy jako C'I dla v, otrzymujemy

V(A + CtB} + /CtBY) > min{e'v"(A),1/2}. Jednakze na mocy Wniosku 4.4.15 mamy

Sy (21 + B + \/CtBQ)) C Sya(A) +8VC(ViBy N 17BY).

Zatem, jako ze S,,(A) = A oraz S, , transportuje miare v" na p,,, otrzymujemy
Lpn (A + 8\/5(t1/pBg N t1/2B§L>) > min{1/2, e'u,n(A)}.
To, na mocy Stwierdzen 2.3.25 oraz 4.2.5 daje nam C1 dla p,,,. Whasnoé¢ IC otrzymujemy na

mocy Twierdzenia 2.3.21. [

Na mocy Twierdzenia 2.3.21 udaje nam sie udowodni¢ nieréwnos¢ izoperytmetyczng Che-
egera dla p, ,,. Jednakze ten tok rozumowania nie pozwala nam na rozsadne oszacowanie statej.
Mozemy otrzymac precyzyjniejszy wynik uzywajac — jak poprzednio — transportu miary wy-
ktadniczej.

Stwierdzenie 4.4.23. Dla dowolnego p > 2 orazn > 1 miara p, , spetnia nieréwnosé Cheegera
(2.8.16) ze stalg 1/20.

Dowéd. Na mocy [8] nieréwnosé Cheegera dla v™ zachodzi ze staty x = 1/(2v/6), zatem na
mocy Stwierdzenia 4.4.13, p,,, spelnia (2.3.16) ze stala x/4 > 1/20. O
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Mozemy réwniez dowies¢ silniejszego wyniku — koncentracji typu gaussowskiego dla fi,,
przy p = 2. Przypomnijmy, ze wyniki izoperymetryczne dla p < 2 udowodnit S. Sodin w pracy
[45], korzystajac z wynikéw [6].

Twierdzenie 4.4.24. Niech ®(x) = (27) 7Y% [ exp(—y?/2) bedzie dystrybuantq rozklad gaus-
sowskiego, A € B(R™) i p > 2. Wtedy

ppn(A) = C(z) = ppn(A+20tBy) > (z+t) dla kaidego t > 0.

W szczegolnosci istnieja taka stata liczbowa C, Ze

1 . 1 :
fp*(4) > — min {up,nm) My p’"(A))wnl—Mp»n(A)}'

Dowdd. Na mocy Stwierdzenia 4.4.17, gpm(\/i) jest Lipszycowska ze stala 141/2 i transportuje
miare gaussowska na R"™ na p,,. Zatem pierwsza cze$¢ Twierdzenia wynika z gaussowskiej
nieréwnosci izoperymetrycznej Borella [13] oraz Sudakowa i Tsirelsona [46]. Drugie oszacowanie
wynika natychmiast ze standardowego oszacowania gaussowskiej funkcji izoperymetycznej:

I(x) = ® 0 ® '(z) > ecmin{zvV—Inz, (1 — 2)y/—In(1 —2)}

dla z € [0, 1]. O
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Rozdziatl 5

Uogdélnione kule Orlicza

5.1 Wprowadzenie i motywacja

Naturalnym uogélnieniem kul B} sa kule Orlicza, a dalej uogélnione kule Orlicza. Cho¢ nie
maja one tak samo prostej budowy, jak kule B}, wciaz maja wystarczajaco duzo struktury,
by mozna byto dla nich udowodni¢ fakty trudne, czy nawet nieprawdziwe dla ogélnych ciat 1-
symetrycznych. Sa, z drugiej strony, duzo szersza klasa cial wypuktych — przyktadowo kazde
dwuwymiarowe, 1-symetryczne cialo wypukte jest uogélniong kula Orlicza.

Czytelnikowi mniej obeznanemu z kulami Orlicza warto tez przypomnieé, ze jesli rozwazymy
kule K zadana funkcjami f;, to zbior 3 f;(|x;|) < t nie jest koniecznie sfera w normie zada-
nej przez kule K. To zjawisko zachodzito dla kul B} (i umozliwiato przeprowadzenie dowodu
Twierdzenia 4.3.1), natomiast nie zachodzi przyktadowo dla kuli zadanej funkcjami fi(x) = =,
fo(z) = 22

Kule Orlicza stanowia naturalny krok posredni pomigdzy kulami Bj a kulami 1-
symetrycznymi — tak jest np. w nieopublikowanych dotychczas wynikach B. Fleury’ego [17]
dotyczacych odwrotnej nierownosci Holdera, gdzie wynik, ktéry intuicyjnie powinien zacho-
dzi¢ dla ogoélnych kul 1-symetrycznych jest przy pomocy Twierdzenia 5.3.17 udowodniony dla
uogolnionych kul Orlicza.

Ponizej przedstawimy dowdd ujemnej stowarzyszonosci modutéw dla kul Orlicza. Niestety,
pomimo pewnej ilosci pracy nie udato sie nam (tj. Rafalowi Latale i mnie) uzyskaé¢ nier6wnosci
C1T dla kuli Orlicza.

Wszystkie miary rozwazane w tym rozdziale sa miarami skonczonymi.

5.2 Ujemna korelacja kwadratéow i Centralne Twierdze-
nie Graniczne

Whpierw skoncentrujemy sie na dowodzie bardzo stabej ujemnej stowarzyszonosci modutéw. Co
prawda dalej udowodnimy silniejsze Twierdzenie 5.3.17 — ujemna stowarzyszonos¢ modutoéw
bez zadnych przymiotnikoéw — ale dowdd bedzie duzo bardziej techniczny. Tymczasem dowdd
bardzo stabej ujemnej stowarzyszonosci jest tatwo zrozumialty, i zawiera idee, ktore beda jadrem
dowodu réwniez ogdlnego przypadku, ale tam beda duzo mniej widoczne.

Do dowodu bardzo stabej ujemnej stowarzyszonosci wystarczy dowie$é¢ nastepujacej nierow-
nosci (2.2.3):

Twierdzenie 5.2.1. Niech K bedzie uwogolniong kulg Orlicza w R™. Wtedy dla dowolnych y >
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y >0 oraz z >z >0 mamy

u(y, 2)u(y, z) = u(y, z)u(y, z), (5.2.1)
gdzie u(z,y) oznacza fRi_Q 1g(x,y,v)dA,_2(v)

Z tego Twierdzenia natychmiast wynika nier6wnosé (2.2.2), ktéra jest réwnowazna bardzo
stabej ujemnej stowarzyszonosci modutow:

Whiosek 5.2.2. Jesli K jest uogolniong kulg Orlicza w R™, zas X wektorem losowym o rozkta-
dzie jednostajnym na K, to X ma wilasnosé bardzo stabego ujemnego stowarzyszenia modutow:
dla rosngcych funkcji f i g oraz dowolnych i, 7 zachodzi

Ef(1X:Dg(1X5]) <Ef(X:)Eg(|1X;])- (5.2.2)
Pozostaje wiec dowiesé¢ nieréwnosci (5.2.1).

Dowéd Tw. 5.2.1. Niech (f;) bedzie dowolnym zestawem funkcji Younga dla K. Rozwazmy
kule K/ ¢ R™!, ktora jest uogdlniong kulg Orlicza zadang przez funkcje ®, ®,, ..., P, 1,
gdzie ®;(t) = fit1(t) dla i > 1 oraz ®(t) = ¢ — innymi slowy zamieniamy pierwsze dwie
funkcje Younga K przez jedng funkcje identycznosciows.

Dla dowolnego x € R niech P, oznacza zbiér ({x} x R""?)N K’, oraz niech | P,| bedzie jego
n — 2-wymiarowg miarg Lebesgue’a. K’ jest zbiorem wypuklym, zatem na mocy nieréwnosci
Brunna-Minkowskiego (patrz np. [18]) funkcja x +— | P, | jest logarytmicznie wklesta, co oznacza,
ze dla dowolnego t € [0, 1] zachodzi

|Ptz+(1—t)y| > |Pa:|t ' |Py|1_ta
a w szczegolnoscei dla dowolnych liczb dodatnich a, b, ¢ zachodzi
|Pavel 2 [Pl | Py 04,
[Pos| > [Po] 7O P07,
Po pomnozeniu tych dwoch nieréwnosci stronami otrzymujemy
| Patol - [Patel > [Pal - | Paspee- (5.2.3)

Powr6oémy teraz do kuli K. Wezmy dowolne y > ¢y > 0 oraz 2z > zZ > (. Niech a =

f1G) + f2(2), b= fily) — f1(y), 1 ¢ = fo(2) — f2(2). Z zalozen o y, 2,75 1 Z liczby a, b i ¢ sa
dodatnie. Zatem u(y, Z) jest réwne mierze zbioru

n

{(z3,24,...,20) ERTZ:f1(§) + f2(2) + D filw;) <1}

i=3
= {(x3,24,...,1,) € ]Ri_2 ca+ Z@Z(xz) <1} =P,
i=2
Podobnie U(y, 2) = |Pa+b|7 u(@? Z) = |Pa+c| 1 u(y, Z) = |Pa+b+c|'
Wstawiajac te wartosci do nieréwnosci (5.2.3) otrzymamy teze. O

Warto zauwazy¢, ze nawet ten wynik daje nam pewng wersje koncentracji normy euklide-
sowej, a zatem w szczegdlnosci uogdlnia wyniki [2] i daje Centralne Twierdzenie Graniczne.
Wstawiajac do nieréwnosci (5.2.2) f(t) = g(t) = t* otrzymamy wlasnos$é¢ zwanag ujemng kore-
lacjq kwadratéw. Ponizej powtérzymy tu za [2] rozumowanie, ktére na tej podstawie dowodzi
koncentracji normy euklidesowej.

67



Whniosek 5.2.3. Dla kazdej uogolnionej kuli Orlicza K C R™ w polozZeniu izotropowym zachodzi

Var(| X |?)

<5
4 =
nLK

gdzie X jest wektorem jednostajnie roztozZonym na K.
Dowdd. 7 nierébwnosci Szwarca widzimy, ze
n 2 2
k= (S 8ex?) = (BulXP) <Bulxr.
i=1

Z drugiej strony z Wniosku 5.2.2 mamy

n 2 n
Er|X[* = EK<Z)(3> =Y Ex X+ > Ex X7 X}
=1

i=1 i)

Y ExX]! 4+ ) ExXEgX’

i=1 i#]

= > ExX;+n(n—1)L.

=1

N

Jako, ze gestosé X; jest symetryczna i log—wklesta, wiemy (patrz np. [27], Sekcja 2, Uwaga
5, daje sie to tez odczytaé z wynikéw [5], zas ze stata 8 wynika to z Lematu 2.1.2)

2
Er X} < 6<EKXE> = 6L%,
a zatem
nLy < Eg|X|* < (n* 4 5n)L%.

To daje nam
Var(|X|?) = Ex|X|* —n*L} < 5nl%,

czyli
Var(|X])?

< 5.
nL3

]

Whniosek 5.2.4. Dla dowolnej uogolnionej kuli Orlicza K C R™ oraz dowolnego t > 0 mamy

L4
(- )< 2

X
(o

| X]?

—Lﬁ(

N

oraz

>t) < —§
nt
Dowéd. 7 oszacowania wariancji |X|? i nieréwnosci Czebyszewa otrzymujemy

X
tQJPK< |

2
n _LK

XL\ 1 N
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Aby udowodni¢ druga czes¢ zauwazmy, ze

IPK<‘|X| —VnLg| > t\/ﬁ) < ]P’K<‘|X|2 —nL}| > tnLK>
5LY 5L
t2nl3  t2n’

]

Obecnie znane sa silniejsze rezultaty (np. [25], patrz tez Twierdzenie 2.2.9). Warto jednak
wiedzie¢, ze tak prostymi srodkami da sie osiggnac¢ koncentracje normy euklidesowej, a zatem
rowniez Centralne Twierdzenie Graniczne dla kul Orlicza.

5.3 Ujemne stowarzyszenie moduléow

5.3.1 Idee zawarte w dowodzie

Ta czes¢ pracy w zamierzeniu autora ma by¢ swoistym przewodnikiem po jej dalszej czesci.
Przedstawiony nizej dowdd jest dosé¢ techniczny, a jednak — w moim odczuciu — zawiera kilka
pomystéw, na ktore warto zwréoci¢ uwage. Postaram sie zatem tutaj pokaza¢, w jaki sposob
czerpie on z idei dowodéw Twierdzen 4.3.1 1 5.2.1, by da¢ w nastepnych czedciach czytelnikowi
szanse zorientowania sie, po co konkretny techniczny lemat jest dowodzony i do czego prowadzi.

Zaczniemy od doktadniejszej analizy dowodow Twierdzen 5.2.1 oraz 4.3.1. Dowod Twierdz-
zenia 4.3.1, tak, jak go przedstawilem, ma zalete zwieztosci i zgrabnosci, natomiast niezbyt
wida¢, o co w nim chodzi. Tu postaram si¢ go rozpisa¢ nieco bardziej.

Udowodni¢ mamy nieréwno$é (A x B)u(A x B) < u(A x B)u(A x B). Faktycznie rachunki
prowadzi si¢ prosciej na takim zapisie, natomiast mysle¢ bedzie nam tatwiej, jezeli zapiszemy
to jako poréwnanie proporcji:

WA X B) _ u(Ax B)

WA X B) " u(Ax B)
Aby poradzi¢ sobie z miarami zbioréw, zmieniamy je spowrotem na catki. Pierwszg rownosé
dowodu mozna réwnowaznie zapisa¢ wzorem

(5.3.1)

u(AxB)Z/

[ ( L tsymlals + IIyIIZ)dy> dr = [ fole)da

Po postawieniu calek za wszystkie cztery miary zadanie przyjmuje posta¢ nastepujaca: mamy
dwie funkcje, oraz p—zbiér A. Chcemy udowodnié, ze [ fg/ [ fz (wg oznaczen z dowodu Twier-
dzenia 4.3.1) jest wieksze, gdy catkowaé bedziemy po A, anizeli jesli catkowaé bedzie po dopet-
nieniu.

Opisze teraz ogoélna strategie dowodowsq takiego faktu. Strategia ta bedzie kluczem réwniez
do dowodu ogo6lnego Twierdzenia dla kul Orlicza, wiec zrobie to doktadnie. Strategia opiera sie
na olbrzymiej dozie optymizmu: bedziemy po prostu prébowali udowodnié, ze utamek f/g jest
malejacy po promieniach. Nastepnie zauwazmy, ze dla ustalonego promienia P zbiér PN A jest
odcinkiem o jednym konicu w zerze, za$ PN A — pdlprosta o poczatku w drugim koncu rp tego
odcinka. Zatem na P wyrazenie [p-4 f/ [pna g bedzie wieksze niz iloraz odpowiednich catek po
P N A, bo lewa strone mozemy oszacowaé z dotu, a prawa z gory przez f(rp)/g(rp). Oczywi-
Scie sytuacja si¢ nie zmieni, jesli zamiast catkowa¢ po promieniu wzgledem miary Lebesgue’a
bedziemy catkowaé¢ wzgledem dowolnej miara z dodatnig gestoscia.
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Ostatnim fragmentem rozumowania jest przjescie od promieni do calej kuli. Oczywiscie
catke po zbiorze, poprzez catkowanie biegunowe, mozemy wysktadaé¢ z catek po promieniach (z
miarg nr"~!). Niestety to nie wystarcza: z ciagu nieréwnosci a;/b; > ¢;/d; nie wynika jeszcze
Sai/>Xbi>Yc/>d (np. (34+2)/(1+3)<(5+1)/(2+ 2). Zauwazmy jednak nastepujacy
kluczowy fakt: iloraz [, f/ [» ¢ jest niezalezny od P. W naszych nieréwnosciach mamy wobec

tego

Sorad o Jof  Jona !

meA g fp g fPﬂA g ’
a zatem odpowiednie nieréwnosci bedg prawdziwe tez po catkowaniu biegunowym. Aby iloraz
byt niezalezny od catek wystarczy oczywiscie, by f i ¢g nie zalezaly od konkretnego punktu,
w RF, ale wylacznie od p-tej normy tego punktu — wtedy na kazdym promieniu f i g beda
wygladaty identycznie.

Jak te strategie zastosowaé do naszego problemu? Chcemy udowodnié nieréwnosé (5.3.1).
Sprowadzilismy ja do nieréwnosci catek z fp(x) = [z Lp(y)m(||z||? + [|y||5)dy. Faktycznie ta
funkcja zalezy tylko od p—tej normy x, zatem wystarczy udowodni¢ malejacos¢ po promieniach
funkeji fg/fz (nieréwnosé (4.3.1) w dowodzie Twierdzenia 4.3.1). Aby to zrobi¢, sprébujemy
znowu zastosowaé nasza strategie. Zamienmy miejscami licznik prawej strony z mianownikiem
lewej — chcemy zatem udowodni¢, ze [pm(r{ + ||y|[b)dy/ [z m(r5 + [lyl[h)dy jest wigksze od
analogicznej proporcji catek dla B. Funkcja podcatkowa zalezy tylko od ||y||,, zatem, na mocy
naszej ogolnej strategii wystarczy udowodni¢ malejacos¢ po promieniach funkcji m(r{ + [ly[[%)/
m(rg + |ly[[5), czyli nieréwnos¢ (4.3.3).

ZastanOwmy sie, co z tego schematu dowodu uda sie przenies¢ bezposrednio na przypadek
kul Orlicza. Rozwazmy dowolng uogdlniong kule Orlicza K. Postawowym problemem jest brak
analogu kluczowego faktu — o ile przecigcia kuli B} z promieniami na czgsci wspotrzednych
(tj. zbiorami {(tz,y) : t € R,y € R"*}) byly przystajace, o tyle dla kuli Orlicza tak nie jest,
a wiec nie ma powodu, dla ktérego iloraz [, f/ [» g miatby by¢ niezalezny od P (i czesto nie
jest). Bedziemy ten problem omija¢ zastepujac promienie innymi zbiorami tak, by odzyskaé te
wtasnosé. O ile dla promieni catkowanie biegunowe dostarczalo nam prostego sposobu, jak z
nieprzeliczalnej liczby promieni posktadaé¢ catke dla catej kuli, o tyle w momencie, w ktérym
zaczniemy zastepowac promienie innymi zbiorami, pojawiaja sie problemy techniczne. W pracy
[41] radziliémy sobie z tym przez podzial na zbiory o dodatniej (cho¢ matej mierze), o ktérych
mozemy mysle¢ jako o odpowiednikach przyblizen promieni przez stozki o wierzchotku w zerze
i podstawie na sferze. Oczywiscie takie podejécie powodowato, ze bardzo duzo rzeczy musieli-
sSmy aproksymowac, przez co dowod stawal si¢ przerazajaco techniczny. Ponizej podam nowy
dowdd, ktory zamiast dyskretyzacji wykorzystuje podejscie podobne do lematu lokalizacyjnego
Kannana—Lovasza—Simonovitsa [22].

5.3.2 Lemat lokalizacyjny

Pomyst podany ponizej wydaje sie by¢ dos¢ podobny do tzw. Lematu Lokalizacyjnego udowod-
nionego w pracy [22]. Koncept polega na tym, zeby — zamiast probowaé¢ wyrazié¢ cala miare,
ktora rozwazamy, jako catke po pewnej rodzinie odcinkéw z pewna miarg (jak dzieje sie to przy
catkowaniu biegunowym), to bedziemy usitowali uzyska¢ tylko jeden odcinek z wtasnosciami,
ktorych potrzebujemy. Bedziemy to robi¢ przez systematyczne dzielenie catego zbioru na coraz
mniejsze czesci (zbiegajace do odcinka), na ktérych potrzebne whasnosci ciagle sa spetnione.
Ta mglista idea przektada sie na konkrety w ponizszych trzech lematach. Rozpoczniemy od
wprowadzenia oznaczen.

Definicja 5.3.1. Miarg utozona nazywamy tréjke (u, V,E), gdzie V to przestrzen liniowa skoni-
czonego wymiaru nad R, p jest miarg absolutnie cigglq wzgledem miary Lebesque’a na V', zas
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E to baza przestrzeni V. Gdy przestrzen i miara bedg oczywiste (np. utozsamimy V zR" 1 € z
bazq standardowq), to bedziemy po prostu moéwili o utoZonej mierze p. Mowige o gestosci, no-
sniku, etc. miary utozonej mamy na mysl gestosé, nosnik, etc. miary u. V' bedziemy nazywac
przestrzenig M, za$ & — bazg M.

Dla xz,y € V, gdzie w V mamy wyrézniona baze (ei,...,e,), bedziemy pisaé <y jesli
(x,e;) < (y,e;) dla kazdego i € {1,...,n}. Przez x; bedziemy oznaczaé (z,e;).
Miary, ktérymi bedziemy sie zajmowac, nazwiemy dobrymi:

Definicja 5.3.2. Ulozong miare (u,R",E) nzaywamy dobra, jesli ma gestosé postaci
m(Y fi(x:)) [Ty wi(x;) na R oraz znika poza Ry, gdzie (fi)i-, sq funkcjiami Younga, (w;)}; sq
funkcjami log—wklestymi, za$ m : R, —R, to funkcja log—wklesta o zwartym nosniku, osiggajgca
maksimum w zerze.

Kluczowa jest tu zamknigtos¢ tej klasy miar na domnazanie ,po wspotrzednych” przez
funkcje log—wkleste oraz na przecinanie ,dodatnio nachylonymi” podprzestrzeniami:

Definicja 5.3.3. Niech M = (u,V, &) bedzie miarg uloZong z gestoscig s. Wtedy synéw M
definiujemy nastepujgco:

e dlai € {1,2,...,dimV} oraz funkcji log—wklestej w : R—Ry trojka (i1, V,E) jest synem
M, gdzie fi to miara na V' o gestosci s(x)w(x;),

o jesli H to hiperplaszczyzna afiniczna w V' zadana réwnaniem x; = ax; + b dla pewnych
liczb nieujemnych a,b oraz i,j € {1,2,...,dimV}, to tréjka (ji, H,E) jest synem M,
gdzie H to H ze strukturg liniowg zadang przez ustalenie Srodka ukladu wspélrzednych w
punkcie x spelniajgeym x; = b,z = 0 dla k # 4, i to miara na H z gestoscig s, zas €
powstaje z £ przez zastgpienie e; i e; przez ae; + €;.

Relacje bycia potomkiem miary utozonej M definiujemy jako najmniejsze przechodnie i zwrotne
rozszerzenie relacji bycia synem.

Uwaga 5.3.4. Jesli M’ jest synem M drugiego z powyzszych typow, to naturalne teoriomno-
gosciowe wlozenie V' w V' jako zbioréw nie musi byé przeksztalceniem liniowym przestrzeni
liniowych gdy b > 0. Mimo to, gdy bedziemy mowili np. o obcinaniu funkcji z V' do V' (lub
szerzej, dla potomka M" miary utoZonej M o obcinaniu funkcji z przestrzeni M do przestrzeni
M"), to mamy na mysli obcinanie w sensie teoriomnogosciowego zawierania V" C V. W szcze-
golnosci obciecie funkcyi liniowej moze okazaé sie funkcjq afiniczng, ale nie liniowq.

Lemat 5.3.5. Niech M = (u,V,E) bedzie dobrg miarg. Wtedy dowolny potomek M réwniez
jest dobrg miarg.

Dowdd. Oczywiscie wystarczy udowodnié, ze syn dobrej miary jest dobrg miara. W pierwszym
wypadku iloczyn funkcji log—wklestych jest log—wklesty, zatem mozna odpowiednie w; zastapi¢
przez w - w;. W przypadku drugim wystarczy zastapi¢ funkcje Younga odpowiadajace wspot-
rzednym x; i x; zastapi¢ przez jedna funkcje f;(ax +b)+ f;(z) — fi(b), zastapi¢ m przez funkcje
m(z + f1(b)) oraz analogicznie zastapi¢ w; i w; przez jedng w aby otrzymaé przedstawienie M
jako dobrej miary. O

Definicja 5.3.6. Dia przestrzeni liniowej V' z bazqg € przez rozbicie V' wzgledem &€ rozumiemy
taki rozktad V =V, ® Vo 1 £ = E UE,, Ze & jest bazq V;.
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Rozwazmy dobrg miare M = (u,V,E) z gestoscig s oraz funkcje f,g : V—R. Powiemy, Ze
M, f i g speliaja warunek O, jesli dla kazdego rozbicia V- = Vi, & Vo wzgledem & 1 kaidego
Oy, <x<y zachodz

oo F(@ 25V n12) _ Janor £y 2)5() D i(2)
Jia 90, 25N 4(2) ~ Jenr 900, 2)5(2) AN 4(2)

o ile obydwie strony sq dobrze okreslone, gdzie przezn oznaczam dim'V', zas przez k — dim V.

Powiemy, ze miara ulozona M oraz funkcje f,qg spelniajq dziedziczny warunek ©, jesli
dowolny potomek M' miary ulozonej M oraz funkcje f,qg obciete do przestrzemi M' réwniez
spetniajg warunek ©.

(5.3.2)

Na poczatek udowodnimy dwa lematy pomocnicze:

Lemat 5.3.7. Niech K bedzie zwartym zbiorem wypukiym w R™, K’ jego zwartym, niepustym
podzbiorem wypuktym wymiaru k < n, zas | — podprzestrzeniqg afiniczng wymiaru k rozpieta
przez K'. Niech K,, bedzie zstepujgcq rodzing zwartych wypuktych podzbioréw K o niepustym
wnetrzu spetniajgeych K' = (°°_, K. Niech gpn(z) = Ap_ix(K, N P7H2)) /A(Kyy) dla x € 1,
gdzie P jest rzutem prostopadtym na l. Wtedy istnieje taki podcigg K,,, ciggu K,, oraz taka
funkcja log—wklesta g o nosniku K', Ze g, zbiega do g miemal jednostajnie na Int; K’ oraz
Jxr g = 1. Ponadto g,, sq¢ jednostajnie ograniczone na l.

Dowdd. Funkcja g, to gestos¢ rzutu miary jednostajnej na n—wymiarowym zbiorze wypuktym
na przestrzen k—wymiarows, zatem na mocy nierownosci Brunna—Minkowskiego pierwiastek
n — k—tego stopnia z tej gestosci jest wklesty na jej nosniku. Niech T}, oznacza maksimum tej
gestosci na [, zatdzmy, ze jest ono przyjmowane w punkcie O. Niech ¢,, bedzie funkcjonatem
Minkowskiego zadanym na [ przez supp ¢, gdzie O uznajemy za $rodek uktadu wspotrzednych
(czyli ¢ (x) =sup{A: O+ (x — O)/X € supp g, }). Z wklestosci n — k—tego pierwiastka g,, na
nosniku mamy, ze jesli ¢, () < 1, to gm(z) = Tpn(1 — ¢ (). Okredlmy

vl A) = [ gnl@)dre(a)

dla A C I. Wtedy

U= v0ll) = [on@ahe(o) = [ Nl gnle) > )it > [

T t 1/(n_k) T t 1/(n_k)
= / M{ T2 Pp(2) < 1 — () dt = / Al [1— () Supp gm | dt
0 Tm 0 Tm

Tom £\ /(=R * 1 Lk
= /0 1-— <T) A (Supp gy, )dt = Tm)\k(suppgm)/o (1—s )ds

- Tm)\k<supp gm)cn,k P Tm)\k<K/)Cn,k-

@ T (1 = ()" > 1}

Stad 1 > T (K" )en g, czyli T, < 1/(cnpAie(K')), czyli funkcje g, sa wspélnie ograniczone.
Z drugiej strony Nsupp g, = K', wiec Ag(supp gm)— (K'), a zatem 1 = v, (supp gm) <
T Ak (supp gm) < 2T, M, (K') dla dostatecznie duzych m, czyli T,, > 1/2\(K’) dla dostatecznie
duzych m. Przechodzac do podciggu mozemy zatozy¢, ze nierownosé ta zachodzi dla wszystkich
m.

Naszym celem jest zastosowanie Tw. Arzeli-Ascoliego, zatem chcemy udowodni¢ niemal
jednostajna jednakows ciagtos¢, tj. jednakowa jednostajna ciaggtos¢ na dowolnym zwartym pod-
zbiorze Int; K'. Rozwazmy zatem zwarty podzbior L zbioru Int; K', ze zwartosci istnieje takie
J, ze dla dowolnego x € L i z ¢ K’ mamy |x — z| > 0.
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Ustalmy I" > 1. Dla dowolnych dwoch punktéow x,y € L odlegtych o mniej niz §/I" mozemy
dobraé taki z € K', ze (I' + 1)y = I'e + z. Wtedy

1 ok I 1 I 1 1 1 1
n—k — n—k - n—k - n—k < m ﬂ’
g () 7F = e < g ()T < e ()T 7 0m(2) T < 9 (y)
a zatem
1
f,%ik n—k—1 n—k—2 n—k—1
I () = (@) < 5 (90 1) T+ guly) T g @) + -+ gula) T )
(n—k)T,, n—k
< <

T+1 (D Deppdn(K)

Wyrazenie to nie zalezy od m, x ani y, za$ dobierajac odpowiednio duze I' jesteSmy w stanie
uczyni¢ je dowolnie maltym, zatem faktycznie rodzina (g,,) na L jest jednakowo jednostajnie
ciagta. Zatem z tw. Arzeli-Ascoliego z (g,,) mozna wybra¢ podciag zbiezny jednostajnie na L.
Dobierajac coraz wieksze L, sumujgce sie do Int K, mozemy metoda przekatniows skonstruowaé
podciag (gm,) zbiezny niemal jednostajnie na K’. Niech granica tego podciagu bedzie g, zas
przez v oznaczmy miare z gestoscig g. Skoro g, sa wspoélnie ograniczone, a ich nosniki zawarte
sa w zbiorze zwartym, to z tw. Lebesgue’a o zbieznosci zmajoryzowanej [; g (z)dz— [, g(x)dx,
czyli v jest miara probabilistyczng.
Wszystkie funkcje g, sa log—wkleste, wiec przez proste przejscie graniczne g tez jest log—
wklesta na Int K’. Uzupeliajac g przez 0 poza wnetrzem K’ otrzymujemy teze.
O

Lemat 5.3.8. Niech K bedzie zbiorem wypuktym zwartym w R", zas K' C R¥ jego wypuklym,
zwartym podzbiorem, zawierajgcym punkt z wnetrza K. Niech K, bedzie takim ciggiem zstepu-
jacym wypuktych, zwartych podzbioréw R¥ N K wymiaru k, ze N K,, = K'. Wtedy istnieje taka
miara log-wklesta v na K' i taki podcigg K, ciggu K,,, Ze dla kazdej funkcji cigglej f na K
zachodzi
f(KmiXR"*k)ﬂK f(l’)d)\n(l’) f(K’XR"*’“)mK f(&?)dV ® d)\nfk(x)
Ml xR AK) "% 0@ A r (K x RF) O K)

Dowdd. Niech [ bedzie podprzestrzenig afiniczng rozpietg przez K’, oznaczmy p = k — dim .
Niech P oznacza rzut prostopadly z R™ na [ x R"™* i niech g,,(z) = A\ (K,, N P71 (x)) /A (Ky)
dla x € [. Wybierzmy ciag m; oraz funkcje g na K’ wedtug Lematu 5.3.7 tak, by g,,, zbiegato do
¢ niemal jednostajnie na Int; K’. Dla uproszczenia zapisu przejdzmy od razu do tego podciggu
i zalézmy, ze g, zbiega niemal jednostajnie do g na Int; K’.

Niech As = {v € R" : p(v,R" \ K) < ¢}. Zauwazmy, ze jeSli 1x(v) # 1x(P(v)), to
v € Ap_pw) oraz v € K + |v — P(v)|Bg. Niech O € K'NInt K. Ustalmy € > 0. Rozwazmy
zbior K- = (1+¢)7! (K—{O}) +{0}, czyli jednoktadny obraz K o skali 1/(14¢) i srodku w O.
Jest to zbidr zwarty, zawarty we wnetrzu K, zatem dla pewnego 0_ > 0 mamy K_ N Ags_ = 0.
Analogicznie jedli rozwazymy K = (1 + 8)(K — {O}) + {0}, to dla pewnego d, > 0 mamy
K D K +2§,.Bj. Niech 6 = min{d_,d,}, zatem jesli 1x(v) # 1x(P(v)) i |P(v) —v| < 4, to
ve K\ K.

Wezmy m na tyle duze, ze dla dowolnego = € K,, mamy |r — P(z)| < J. Rozwazmy
K = (K,, x R**)n K-. Dla dowolnego punktu tego zbioru 1x(v) = 1x(P(v)) = 1. Z drugiej
strony zbiér tych punktéow w K, x R* = dla ktérych 15 (v) # 1x(P(v)) jest zawarty w KI\ K-

a zatem w szczeg6lnosci zawiera sie¢ w ((1 +e)2(K —{O}) + {O}) \ K (korzystam z tego, ze K
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jest wypuktly i zawiera O), czyli zachodzi

Mfz € Ky x R7F : 1() # 1x(P(2))}

<(1+¢)?-1
M (K x RFY N K) (1+e)" -1,

a zatem ten iloraz jest dowolnie maty dla dostatecznie duzych m. Wobec tego

Jamxrn—synr F(@)dAn (@) [ s [ (@) 1k (2)dAn(2)
M(Kp x RN K) A (K x R=F) N K)
_ S F@A e (P@)AA(T) | Jiypnn F(2)(Lxe(2) = Lie(P(7)))dAn(2)
M (K X R=F) N K) M (K X R=F) N K) '

Drugi sktadnik moge oszacowaé przez sup f razy \,{z € K,, x R"™" : 1x(z) # 1x(P(x))}/
A (K x RFYNK), a zatem dazy on do zera. Musze teraz rozwazy¢ pierwszy sktadnik. Niech

Jicpxcrn—n [(0) 1 (P(v))dAn (v)
M (K x RFY N K)

e i1k (2, y,0)0(PHy) 0 )[fp PNKom %d%(@]d%—p@)dkn_k(m)
B M (K x R=F) N K) ’

1, =

gdzie przez P~1(y) rozumiem przeciwobraz punktu y € [ C R™ wzgledem rzutu P. Przyjmijmy

B fz,y,2)
fm(2,y) = /P_l(y)me (P~ (y) N Ky)

dAp(2).

Funkcja f,, to usrednienie f po zbiorze P~'(y) N K,,. Funkcja f jest ciagta na K, a wiec
jednostajnie ciggla, za$ $rednica zbioru P~!(y) N K,, dazy jednostajnie po y do zera przy
m—oo, zatem f,,(z,y) dazy jednostajnie do f(z,y,0). Po przypomnieniu sobie definicji g,,
otrzymujemy

)‘k(Km)

I = S R AR Jure 1 00 (0) (2, 9) N )N )

Funkcje fi, 1 gm sa jednostajnie ograniczone, za$ A\x_p,(supp g, \ K')—0, wiec

/R /Z\K/ L (2,9,0)gm(Y) fin (T, y)dNe—p(y) ANk (2)

zbiega do zera, zatem do policzenia pozostato

An((Km)\i(fl;ln)’ﬂ) NK) /<K/XRn-k)mK I (Y) (2, ) i p (1) d A ().

Zarowno g¢,, jak i f,, sa jednostajnie ograniczone oraz niemal jednostajnie zbiezne, zatem
9m(y) fm(,y) zbiega niemal jednostajnie do g(y) f(z,y,0) na K’ x R"~*. Niech v oznacza miare
na [ o gestosci glx,. Wtedy

/( wrn-tyni I (@ Y) AN () () = co 9(y)f (2,9, 0)dAs—p(y)dAn1(2)

(K'xR»=F)NK

- /(K/an—k)mK f(x, y)d)\n_k(x) “ dl/(y).
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Ponadto
An (K ¥ Rnik) NK) o mexR"*k 1x(v)dA,(v)

Sk L (P(0))dA(0) [ mnt 1i(0) = 1 (P(0))dAn(v) A (K x R"F) N K)
Ae(Fo) A (K X R7F) 1K) M)

(5.3.3)
Zauwazmy, ze

(K x RN EK)  A\(Kyy X Py i (K))
Ne(E ) h M ()

= )\nfk<Pnfk(K>>7

gdzie P, to rzut prostopadly na R"*. Zatem w drugim sktadniku (5.3.3) drugi utamek jest
ograniczony, zas pierwszy zbiega do zera, czego juz dowodziliémy. Co do pierwszego sktadnika,
natomiast,

fwwﬁgj N [ 9@ L,y 0)dAy(@)dN ()

e [ 9Ly, 00N (@) 1(9) = ¥ @ A (K X R N E),

gdzie zbiezno$¢ wynika z niemal jednostajnej zbieznosci funkceji podcatkowej, co konczy dowdd
lematu. [

Lemat 5.3.9. Rozwazmy dobrg miare M = (u, R™,S), gdzie p jest probabilistyczna, zas S to
baza standardowa R™, oraz trzy funkcje ciggle — f,g : R"—[0, M] oraz h : R"—[e, M] dla
pewnych M > ¢ >0, przy czym {f > 0} C {g > 0} i supppu C suppg. Zaldzmy, ze M, f i g
spetniajg dziedziczny warunek ©. Zalozmy jeszcze, Ze

Jen f(2)h(2)dp(z) g Je f(2)dp(z)
fm g(2)h(2)dp(z) ng g(2)du(z)

(5.3.4)

Wtedy istniejq takie punkty a<b € R"™ oraz miara log—wklesta v na odcinku I = [a,b], Ze

Jey f@)dpd@) f; f(@)dv(e) _ S f@)h(a)dv(x)
Jan 9(@)dp(z) — [rg(z)dv(z) = [ g(z)h(z)dv(x)

W szczegolnodci h nie moze byé malejgca (rowniez nieostro) po wspétrzednych.
Do dowodu przyda nam si¢ nastepujaca definicja:

Definicja 5.3.10. Zbiér K C R? nazywamy rozpietym na punktach a,b, jesli K jest wypukty,
zwarty, a,b € K, oraz dla kazdego x € K zachodzi a<x<b. Zbior nazywamy rozpietym, jesli
jest rozpiety na pewnych punktach a,b.

Geometrycznie ta definicja méwi tyle, ze K jest wypukly i jesli na K opiszemy prostokat o
bokach rownoleglych do osi wspotrzednych, to jego lewy dolny oraz prawy gérny rog naleza do
K.
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Dowdd. Bedziemy prowadzi¢ indukcje po wymiarze. Dla n = 0 wszystkie funkcje sa okreslone
w jednym punkcie, i warunek (5.3.4) nie moze by¢ spetniony, czyli teza zachodzi w prézni. Dla
n = 1 nie s3 nam potrzebne zadne zatozenia, odcinek supp p z miara p spetnia zatozenia lematu.
Rozwazmy wyzsze n. Bede konstruowal zstepujacy ciag zbioréow rozpietych Ko D Ky D ... w
span{ey, es} speliajacych nastepujace cztery warunki:

foesne F@)dp(x)  fn f(@)dp(a)

e 2 9@)d(@) ~ Jay 9(@)dp(a) 39
Sz F(2)(@)dp() s f@h@)dp(z) f@)dp(z) 5.3.6
Jxzn-2 9(@)h(@)dp(x) = for g(@)h(z)du(e) ~ foy 9()dpz)

ﬁ K,, jest odcinkiem lub punktem, (5.3.7)

- (Ko x R?72) > 0. (5.3.8)

Funkcja f to drobna modyfikacja funkeji f, stuzaca temu, by nasz zstepujacy ciag zbioréw nie
zblizal si¢ nadmiernie do brzegu supp u. Wybierzmy M’ tak, ze

M’ fm f(z)dp(z)

W Ty 90 539

oraz ¢ > 0 tak, ze
cM'M + fRi f(@)h(z)dp(z) < fRi f(@)du(z)
Jan 9(@)h(z)dp(x) Jan 9(@)dp(z)
Niech A; := (R} \ supp p) + tInt By, czyli zbiér punktéw, ktére o mniej niz ¢ sg odlegte od

brzegu supp pu. Dobierzmy teraz ¢ > 0 tak, zeby p(A.) < ¢. Niech Af bedzie taka funkcja
ciggly, ktéra na A, /; jest rtéwna M’, na R" \ A, jest réwna zero i jest ograniczona z dotu przez

(5.3.10)

zero, a z gory przez M’ (taka funkcja istnieje np. z Lematu Urysohna). Wtedy f=f+AF.
Zauwazmy, ze druga nieréwnos¢ warunku (5.3.6) jest spelniona na mocy (5.3.10), oraz ze jesli
zbiér L jest zawarty w A./; to na mocy (5.3.9) spetniona jest nieréwnosé

Jy f@)h(@)dp(z) _ Jey J(@)0@)dp(z)
[; g(x)h(x)du(x) fR’fr g h(@)dp(@)

Jako K, mozemy przyja¢ dowolny prostokat span{ej,es} o bokach réwnolegtych do osi
wspoéhrzednych (tj. ey 1 ey) zawierajacy rzut supp p na span{ey, es}. Ustawmy wszystkie punkty
o obydwu wspolrzednych wymiernych w ciag (¢;)52,. Majac K,, bedziemy chcieli skonstruowaé
K41 Niech O,, bedzie pierwszym punktem z ciggu (g;), ktory jest zawarty we wnetrzu K,
(na mocy (5.3.8) K, jest zbiorem wypuklym o dodatniej mierze, a zatem ma niepuste wnetrze i
zawiera jakis punkt o wspoétrzednych wymiernych we wnetrzu). Poprowadzmy przez O,, prosta
pionowa (tj. réwnolegla do e,), przez Kp oznaczmy czesé¢ K, lezaca na prawo od tej prostej,
zas przez Ky — cze$¢ lezaca na lewo. Udowodnimy dalej Lemat 5.3.11, ktéry pokaze, ze przy
zatozeniach lematu zachodzi

waxRW;*? f(z)dp(x) S fKEXRi’Q f(z)du(x)
fKWxRi’Q g(z)dp(z) g fKEx]Ri’Q g(z)dp(z)

Y
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jesli obie strony sg okreslone. Jesli ktéras nie jest (powiedzmy Kpg), to (Kg x R?™2) N supp p
jest miary zero, zatem przyjmujemy K,.1 = Ky — wszystkie calki po Ky x R7™? beda
réwne catkom po K, x R 2, wiec skoro K, spenial (5.3.5), (5.3.6) i (5.3.8), to i Ky spelnia.
Warunek (5.3.7) sprawdzimy na samym koncu. Zatézmy zatem, ze obie strony sa okreslone. Z
tego (Fakt 2.2.2) wynika, ze

Jicuxmy F@AUT) i, g2 F@) (@) oy f@)dp(z)
Jicpxin—2 9(@)du(x) ~ [y, wgn-2 9(@)dp(z) — fan glx)dp(e)”

Analogicznie, po poprowadzeniu przez O,, prostej poziomej, dzielacej K,, na czesé gorng Ky
oraz dolng Kg z Lematu 5.3.11 dostaniemy

fKSxR’f? f(x)du(x) S fm f(x)du(z)
stxR’f? g(z)du(z) g fRT}r g(z)du(z)

Y

znowu moge zatozy¢, ze lewa strona jest okreslona.

Jesli w sposob ciagly bedziemy obracac¢ prosta przechodzaca przez O,, od pozycji pionowej
do poziomej zgodnie z ruchem wskazowek zegara i dzieli¢c K, na dwie czesci K, i K_, to
catki fK+XRT2 f(x)du(x) oraz fK+XRT2 g(x)dp(r) beda zmienialy sie w sposéb ciagly. Jesli
dla jakiejkolwiek posredniej pozycji prostej druga z tych catek bedzie zerem, to przyjmujemy
K1 = K_. Jesli nie, to ich iloraz zmienia si¢ w sposéb ciagly. Dla prostej pionowej K, = K,
czyli iloraz jest nie wiekszy niz dla catego K,,. Dla prostej poziomej K, = Kg, czyli iloraz jest
nie mniejszy niz dla calego K,,. Zatem z wlasnosci Darboux istnieje podziat K, na dwa zbiory
K. i K_, zktoérych obydwa spetniaja (5.3.5) 1 (5.3.8). Obydwa te zbiory sa zbiorami rozpietymi.

Zauwazmy, ze jeden z tych zbioréw musi spetnia¢ warunek (5.3.6) — gdyby obydwa nie
spetniaty, to ich suma, czyli zbiér K,,, tez by go nie spetiat. Niech K, bedzie takim zbiorem
(oczywiscie moze tu istnie¢ spora dowolnosé wyboru).

Oczywiscie K11 C K, oraz K, jest zbiorem rozpigtym.

Teraz zajmijmy sie warunkiem (5.3.7). Zauwazmy, ze jesli jakis punkt ¢ wykorzystamy jako
punkt O,,, to bedzie on lezal na brzegu zbioru K,, 1, a zatem nie bedzie nalezal do wnetrza
zadnego K; dla [ > m, czyli nie bedzie ponownie wykorzystany jako O; dla [ > m. Bedziemy
dowodzi¢, ze we wnetrzu K, := (,-_, K, nie lezy zaden punkt o obydwu wspoélrzednych wy-
miernych. Zatézmy przeciwnie. Wtedy istnieje punkt o obydwu wspotrzednych wymiernych,
ktory w szczegolnosci nalezy do wnetrza kazdego ze zbiorow K,,. Niech ¢;, bedzie pierwszym
takim punktem w ciagu (¢;), za$ niech mg bedzie takie, ze we wnetrzu K,,, nie znajduja sie
punkty qi1, @, ..., qi,—1. Wtedy jednak O,,,+1 bedzie rowne g;,, co przeczy definicji ¢;,. Zatem
we wnetrzu K., nie znajduje sie zaden punkt o wspotrzednych wymiernych. Do tego K, jest
zbiorem wypuktym, jako przecigcie rodziny zbioréw wypuktych, a zatem jest odcinkiem lub
punktem (gdyby zawierato trzy punkty afinicznie niezalezne, to zawieratoby tez ich uwypukle-
nie, a w nim punkt o wspéhrzednych wymiernych).

Rozwazmy zbidr (K. x R"?)Nsupp u. Zauwazmy, ze wszystkie K, spetniaty w szczegdlnodci
warunek (5.3.6), a zatem na mocy definicji f zadne z nich nie bylo zawarte w Ao, a zatem
K, nie moze zawiera¢ si¢ w A./, — istnieje w nim wiec punkt lezacy we wnetrzu supp p.
Niech H bedzie minimalng podprzestrzenig afiniczng zawierajaca Ko, x R"2. Niech [ bedzie
podprzestrzenig afiniczna rozpieta przez K, (a zatem prosta lub punktem). Zastosujmy Lemat
5.3.8 przyjmujac K’ = K, i k = 2. Otrzymujemy pewien podciag m; oraz miare log—wklesta
v na [ o nosniku K. Funkcje f, g, h i gestos¢ u sa ciagte na supp p, zatem wszystkie catki po
K,,, x R"? w warunku (5.3.4) zbiegaja do odpowiednich catek po K, x R""2 a zatem (na
mocy (5.3.6)) warunek (5.3.4) zachodzi dla H. Miara na H powstala przez obcigcie gestosci p
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do H i przemnozenie jej przez gestosé v jest potomkiem miary p (H mozemy zadaé¢ rownaniem
e = aes + b lub ey = ae; + b, bo K, jest zbiorem rozpietym), a zatem jest dobra miarg
i dziedziczny warunek © dla obcie¢ f i g do H jest spelniony trywialnie. Zatem, na mocy
zatozenia indukcyjnego, w H istnieje odcinek / i miara v jak w tezie lematu — ale ten odcinek
i miara w trywialny sposéb rowniez spetniajg teze lematu dla R™, co na mocy indukcji konczy
dowod w ogdlnym przypadku.

Gdyby h byta malejaca po wspotrzednych, to obcinajac f, g i h do I otrzymaliby$my
sprzecznosé z Lematem 2.2.3 — f/g jest funkcja malejaca na I (to warunek ©), h jest malejaca
na I, zatem nieréwnos¢ (5.3.4) nie moze zachodzié. O

Do zakonczenia dowodu potrzebujemy jeszcze Lematu 5.3.11, ktory opisuje, jak zachowuje
sie¢ proporcja calek f i g przy zalozeniu dziedzicznej wtasnosci ©, gdy rozpiety zbioér podzielimy
na pét pozioma lub pionows linig:

Lemat 5.3.11. Niech M, f i g bedq jak w zatozeniach Lematu 5.3.9. Niech s bedzie gestoscig
p. Niech K bedzie zbiorem rozpigtym w span{ey,es} 4 takim, ze u(K x R"2) > 0. Niech
K, =Kn{v: {e,v) =z} bedzie przecieciem zbioru K z pionowq prostq. Niech
_ Jguxmn—2 F(0)s(0)dAn 1 (v)
o xn-2 9(0)s(v)dAn—1(v)
Wtedy ©(x) jest malejgca na swojej dziedzinie. W szczegdlnosei, jesli prosta (e1,v) = xo dzieli
K na dwie czesci, K- ={v e K :{e1,v) <zo} i Ky ={ve K: (e,v) >z}, to
Jie_xmn—2 f(v)dp(v) S fK+ g2 f(v)dp(v)
= )
Jic_xgn—2 g(v)dp(v) fK+><1R"—2 g(v)dpu(v)

o ile obie strony sq okreslone.

O(z)

Dowdd. 7 wtasnosci © dla dowolnego yg funkcja
N f{ﬂc}X{yo}xR”*2 f(v)s(v)drn,—2(v)
f{ﬂﬁ}x{yo}an—2 g(v)s(v)dA,—2(v)
jest malejaca tam, gdzie jest dobrze okreslona. Nosnik s jest wypukly, K réwniez jest wypukty,

supp g D supp s, a zatem dziedzing tej funkcji jest odcinek. Zatem na mocy Lematu 2.2.3, 2a,
otrzymujemy

f{x}x[ya,yb}waz f(w)s(v)dA,-1(v) S f{x}x[yc,yd]XR"*Q f()s(v)dA,-1(v)
f{z}x[ya,yb}X]R”*Q g(v)s(v)dA, -1 (v) f{gg}x[yc,yd}xmw2 g(v)s(v)dA,—1(v)

oile yo < Yp < YaiYa < Ye < yq i obydwie strony sg dobrze okreslone.
Druga potrzebna nam wtasnoscig jest to, ze

Stz xlyognl =2 J(0)SW)AA1(V) _ Jias) o ) xn—2 f ()5 (0)dAn—1 (v)
f{zl}x[ya,yb]XR”*2 g(v)s(v)dA,—1(v) g f{g@}x[ya,yb]xﬂw2 g(v)s(v)d, 1(v)’
o ile x5 > x7 i obydwie strony sa dobrze okreslone. Aby to otrzymaé, pomnézmy s przez
funkcje m(x,y,v3,v4,...,0n) = Lycyay]- Miara o otrzymanej gestosci jest potomkiem i, a
zatem dziedziczny warunek © gwarantuje nam w szczegdlnosci
Jiznpron=2 F(0)M(W)$(0)dA-1 (V) _ Jiay) -2 f(0)m(0)5(v)dAn-1 ()
Jtryxrxin-2 9O)MV)s(0)AA-1(0) 7 [y sz 9(0)m(v)s(v)dAn-1 (v)
co daje teze.
Zauwazmy teraz, ze skoro K jest zbiorem rozpietym, to dla zo > 21 mamy K,, = {1} X

Was Uo)s Koy = {2} X (Ve yal 1 Yo < Y < Ya 1 Ya < Ye < ya, co daje pierwsza czes¢ tezy. Druga
wynika z Lematu 2.2.3. O

Z

)

9
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5.3.3 Ujemna stowarzyszonos¢ moduléw dla kul Orlicza

Pozostato nam zatem wykorzystaé¢ Lemat 5.3.9 do dowodu ujemnej stowarzyszono$ci modutow
dla kul Orlicza. Potrzebujemy do tego pary funkcji spetniajacych warunek ©.

Lemat 5.3.12. Niech M = (u,V,E) bedzie dobrg miarg z gestoscig s, i niech V.= W X R,
E = & U{e,} bedzie rozbiciem V' wzgledem E. Niech f(x) = s(x,29) i g(x) = s(x,z) dla
pewnych liczb 2y < zo 1 x € W, przy czym supp g jest niepusty. Niech N = (v, W,E’) bedzie
utozong miarg, gdzie gestosS¢é v jest postaci

dim V-1

t(z) == Lauppg(T) H ui(z;)
i=1
dla pewnych log—wklestych funkcji u;. Wtedy N jest dobrg miarg oraz N, f 1 g spetniajg warunek
0.

Dowdéd. Niech n = dim V. Wpierw sprawdzmy, ze N jest dobra miara. Niech (w;)!,, (fi),
i m beda funkcjami potwierdzajacymi, ze M jest dobra miara. Rozwazmy na W funkcje
(usd(w)=, ()7 ovaz & — S(m(x + fu(21))), gdzie $(x) = 1ipn. Te funkeje zadajg N
jako dobra miare.

Teraz rozwazmy rozbicie W = Wy @ Ws, niech dim Wy = k. Chcemy sprawdzi¢ nierosnasosé

funkcji

fWg f(ZL‘, y>t($> y)d/\n—k—l(y)

Jw, 9(@,y)t(x, y)dAn—r—1(y)
po wspotrzednych. Oczywidcie wystarczy zmieniaé¢ jedng wspotrzedng na raz, ustalajac pozo-
state. Zauwazmy, ze ustalenie wspotrzednej x; odpowiada przecieciu W podprzestrzeniag x; = b
i zastapieniu M i N ich odpowiednimi potomkami (a co za tym idzie f i g ich odpowiednimi
obcieciami), a zatem przez prosta indukcje po dim W; wystarczy dowodzi¢ dla dim W; = 1. Bez
straty ogdlnodéci mozemy utozsami¢ W z R"2. Mamy zatem dowiesé

L sty st ydds(y) [ sy, )t y)dh) (5:3.11)

R7—

/Rn_2 5($1,y722)t($17y)d/\n—2(y)/ L S(@2, 4, 20t (22, y)dAn—2(y).

Rn—

N

Uzyjemy tej samej sztuczki, co w dowodzie Twierdzenia 5.2.1. Zauwazmy,

n—1

S(xi, Y, Zj) = m(fl(%) + f2(y1) + ...+ fn—1(yn—2) + fn(zj))wl(l‘i)wn(zj) H wi(yi—l);
=2
w nieréwnosci (5.3.11) wyrazenia wy (x;) oraz wy(z;) sie skracaja. Analogicznie skracaja sie wy-
razenia u; (x;), mozna tez usunaé sktadnik 1g,pp 4, bo poza supp g wszystkie funkcje podcatkowe
znikajg. Rozwazmy teraz miare p/ na ]R?[l o gestosci

n—2

T(Yos Y1, - - > Yn—2) = m(?Jo + folyr) + fa(ye) + ... + fn—1(yn—2)> H W1 (Vi) i1 (i)
i=1

Ta gestos¢ jest log—wklesta, bo ztozenie rosnacej funkcji wypuktej z funkcja wypukta jest wy-
pukte i iloczyn funkcji log—wklestych jest log-wklesty. Niech P, = [gn—2 7(x,v)d\,—2(v). Z log—
wklestosci miary ¢/ mamy P;Pykt < Pui-ty- Niech a = fi(z1) + fu(21), b= fi(x2) — fi(z1)
ic= fu(z2) — fu(21). W szczegblnoscei zatem mamy

PR < P,

79



PGP0 < P,

atbte
a zatem

PoPovbre < PayvPates
co dowodzi nier6wnosci (5.3.11), a zatem tezy. O

Whniosek 5.3.13. Jesli zdefiniujemy M, N, f i g jak wyzej, to N, f 1 g speltniajq dziedziczny
warunek ©.

Dowdd. Wystarczy sprawdzié, ze jeSli M, N, f i g spelniajg zalozenia Lematu 5.3.12, zas N’ jest
synem N, to istnieje taka dobra miara M’, Ze obciecia f i g do przestrzeni N’ powstajg z M’
jak w Lemacie 5.3.12. Jedli N’ jest synem powstalym przez domnozenie gestosci przez funkcje
log-wklesta, to M = M', N ciggle jest gestoscig produktows log—wklesta, zatem M, N, f i g
spelniaja zalozenia. Jesli N’ powstaje przez przeciecie W podprzestrzenig zadang rownaniem
x; = ax; + b, to za M' mozemy wzia¢ syna M powstalego przez przecigcie V' podprzestrzenia
zadana tym samym rownaniem. O

Teraz bedziemy dowodzi¢, ze dobre miary spetiajg wltasnos$é stabej ujemnej stowarzyszo-
nosci modutéow:

Lemat 5.3.14. Niech N = (u,V,E) bedzie dobrg miarg z gestoscig s, i niech V.= W x R,
E = & U{e,} bedzie rozbiciem V wzgledem E. Niech A C W, niech bedzie w—zbiorem, zas
0 < 21 < 2z9. Niech M = (v, W,E) bedzie uloZong miarg z gestoscig produktowq log—wklestq t.
Wtedy zachodzi

i Laa)s(, 2)t(x) A1 (2) _ iy Vs, 22)t(2)dNe 1 (2)
fov La(@)s(w, )@ D (@) ~ fyr Lis (@, 21) @) D1 ()

o ile obydune strony sq okreSlone, i w szczegolnosci jesli X jest wektorem roztozonym wedtug
miary p, to cigg zmiennych Xy, Xa, ..., X, jest stabo ujemnie stowarzyszony.

Dowad. Jesli uda si¢ dowies¢ pierwszej czesci tezy, to biorac za v miare Lebesgue’a na W z
Lematu 2.2.3 otrzymamy

(A x B)u(A x B) < (A x B)u(A x B)

dla dowolnego w—zbioru B C R, co daje teze.
Zalézmy zatem, ze teza nie zachodzi, czyli, ze (stosujac Fakt 2.2.2) by zamieni¢ 14 na 1)

JwLa(@)s(z, 20)t(2)dAn1(2) _ i 5(2, 21)t(2)dAn-1(2)
Jw La(x)s(z, 22)t(w)dAna(x)  fyy 5(x, 22)t(x)dAn 1 (2)

Chcieliby$my uzy¢ Lematu 5.3.9. Role f bedzie petni¢ s(x, 23), role ¢ — funkcja s(x, z1) zas role
h — funkcja 14. Do tego w szczegdlnosci potrzeba, aby s(x, 21), s(x, z2) 1 14 byly ciagte, oraz
14 byla ograniczona jednostajnie z dotu. Skoro jednak zachodzi ostra nieréwnosé (5.3.12), to
bedzie zachodzi¢ réwniez przy wystarczajaco drobnej modyfikacji funkcji s i 1,4. Wpierw zatem
przyblizmy m od goéry przez malejacy cigg funkcji ciagtych, log—wklestych i z maksimum w
zerze my, ktory zbiega punktowo do m. Wtedy si(z, z;) zbiega monotonicznie do s(z, 2;), zatem
wszystkie catki w nieréwnosci (5.3.12) zbiegaja i mozemy wybraé takie k, ze dla s nieréwnosé
(5.3.12) ciagle zachodzi. Analogicznie mozemy przyblizy¢ f; od dotu przez ciagte funkcje Younga
(tj. takie, ktére nie maja skoku do co). Wtedy s ciagle bedzie gestoscia dobrej miary, zas f i g
beda ciagte i supp f C suppg (bo f < g, jako, ze i funkcje Younga i m sa rosnace). Analogicznie
przyblizamy h od goéry przez cigg funkcji ciagtych, malejacych po wspotrzednych, ograniczonych

(5.3.12)
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z dotu na przez ¢, zbiezny punktowo do 14, i zastepujemy 14 przez wystarczajaco daleki wyraz
tego ciagu. Zaktadamy, ze po wszystkich modyfikacjach nieréwnosé (5.3.12) z funkcja h zamiast
1, wcigz zachodzi.

Po tych modyfikacjach zachodza zalozenia Lematu 5.3.9 (dziedziczny warunek © jest spel-
niony na mocy Wniosku 5.3.13, bo s po modyfikacjach wciaz jest gestoscia dobrej miary, zas
warunek (5.3.4) to po prostu nieréwnos$¢ (5.3.12). Zatem zachodzi teza Lematu 5.3.9. Ale h
jest malejaca po wspolrzednych z zalozenia. Otrzymana sprzecznosé¢ dowodzi, ze nierdwnosé
(5.3.12) nie moze zachodzi¢, zatem musi zachodzi¢ teza naszego Lematu. O

Zauwazmy, ze 7z powyzszego lematu, po przeniesieniu stronami i zamienieniu 15 na 1 =
15+ 14 dostajemy w szczegdlnosci, ze funkcja

Jzr La(z)s(x, z)dz
Jgr s(z, 2)dx

jest malejagca po wspohrzednych jako funkcja z dla dowolnego w—zbioru A C R¥ i dobrej miary
i na R™. Analogicznie jak Wniosek 5.3.13 mozemy zatem otrzymac

Whniosek 5.3.15. Rozwazmy M, N, i A zdefiniowane jak powyzej. Wtedy miara utozona M
oraz funkcje [y La(z)s(x, z1)t(x)dN—1(x) i [y $(x, 21)t(z)dN,—1(2) spelniajq dziedziczny waru-
nek ©.

Teraz mozemy juz dowies¢ podstawowej nieréwnosci w petnej ogdlnosci:

Lemat 5.3.16. Niech p bedzie dobrg miarg na R’, A C Ri 1 B C R’j:k niech bedg w—zbiorami.
Wtedy zachodzi - o
(A x B)u(A x B) < (A x B)u(A x B). (5.3.13)

Dowdd bedzie prawie identyczny do dowodu Lematu 5.3.14:

Dowdd. Niech s bedzie gestoscia miary u. Checemy dowiesé nieréwnosci (5.3.13), mozemy row-
nowaznie dowodzi¢

Jun-x 15(7) far La(y)s(x, y)dyde _ p(Ax B) _ p(AXR™F) _ fau-e far 1a(y)s(z, y)dyde
Jen—r 15() [pr s(z, y)dyda n(RF x B) - p(RF x R™=F) Jrn Jrr s(@,y)dydz

Bedziemy chcieli znowu skorzysta¢ z Lematu 5.3.9. Zalézmy zatem, ze zachodzi przeciwna nie-
rownosé. Role funkcji h przejmie funkcja 15, podobnie jak w Lemacie 5.3.14 mozemy ja zasta-
pi¢ przez jej ciggle, ograniczone od dotu i malejace po wspotrzednych przyblizenie. Definiujemy
f(z) = [z 1a(y)s(z,y)dy i g(x) = [gr s(x,y)dy. Aproksymujac m, f; oraz 1p przez funkcje
ciagte tak, jak w 5.3.14 dostaniemy ciagte modyfikacje funkcji f i g, dla ktérych weiaz zachodzi
(5.3.4). Dziedziczny warunek © zachodzi na mocy Wniosku 5.3.15. Jednak nasza funkcja h
jest malejaca po wspotrzednych, co daje sprzecznosé z Lematem 5.3.9. Otrzymana sprzecznosé
pokazuje, ze nieréwnos¢ (5.3.13) musi zachodzié, co konezy dowdd. [

7 powyzszego natychmiast wynika gtéwne Twierdzenie tego rozdziahu:

Twierdzenie 5.3.17. Niech f; bedg funkcjami Younga, zas m — dowolng funkcjg log—wklestq z
Ry wR o maksimum w zerze. Zalézmy, ze miara z gestoscig m(Y fi(|z;|) jest probabilistyczna.
Niech X bedzie wektorem losowym roztoZonym wedlug tej miary. Wtedy cigg | X1|, | Xal, - . ., | Xa|
jest ujemnie stowarzyszony.

W szczegdlnosci oczywidcie otrzymujemy ujemna stowarzyszono$¢ modutéow dla wektora
losowego roztozonego jednostajnie na uogélnionej kuli Orlicza.
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