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Streszczenie

W pracy przedstawione sa rezultaty dotyczace oszacowania bledéw estymatoréow uzyskanych
za pomoca algorytméw Monte Carlo opartych na tancuchach Markowa (MCMC). W szczeg6l-
nosci sa to ograniczenia bledu $redniokwadratowego (MSE) technika regeneracyjna, oszacowa-
nia prawdopodobienstwa bledu przy pomocy nieréwnosci Hoeffdinga dla tancuchéw Markowa.
Przedstawiamy dowdd uogdlnionej nieréwnosci Hoeffdinga za pomoca wtasnosci spektralnych
operatorow w przestrzeni Hilberta. W ostatnim rozdziale pokazujemy, ze uzyteczne moze by¢
rozpatrywanie luki spektralnej w L?(7), réwniez dla nieodwracalnych taicuchéw Markowa.
Dzieki takiemu podejsciu uzyskujemy rezultaty analogiczne do znanych wynikéw w przypad-
ku odwracalnym.

Stowa kluczowe:

FLancuch Markowa, MCMC, regeneracja, warunek dryfu, btad éredniokwadratowy, luka spek-
tralna, nieréwnosci Hoeffdinga.
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Bounds on the estimation error for MCMC algorithms
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Rozdzial 1

Wstep

W tym rozdziale przedstawimy krétki opis markowowskich metod Monte Carlo (Markov chain
Monte Carlo, MCMC) jako punkt wyjscia do rezultatéw przedstawionych w pracy. Nastepnie
opiszemy gtéwne wyniki zawarte w pracy.

1.1. Markowowskie metody Monte Carlo

Niech X bedzie przestrzenia, najczesciej wysokiego wymiaru, oraz niech f bedzie funkcja
na X o wartosciach rzeczywistych. Rozwazmy rozklad probabilistyczny = na X o gestosci p
wzgledem miary dz (zazwyczaj jest to miara Lesbegue’a lub miara liczaca), czyli 7(dz) =
p(x)dx. Waznym problemem w statystyce bayesowskiej, fizyce statystycznej i wielu innych
dziedzinach jest obliczenie wartosci catki

(1.1) 9:@J=www5£f@wum,

w sytuacji, gdy gesto$¢ p jest znana tylko z dokladnoscia do statej normalizujacej, trudnej do
obliczenia oraz nie mozna bezposrednio losowaé z 7 [8, 35]. W tej sytuacji typowym rozwiaza-
niem problemu jest skonstruowanie lancucha Markowa (X, ), >0 zbieznego do rozkladu stacjo-
narnego . Wéwczas dla dostatecznie duzych n, prébki z tancucha (X,,)n>0 mozna traktowaé
jak obserwacje z rozktadu 7. Odkad w 1953 roku zostal przedstawiony prosty i uzyteczny al-
gorytm Metropolisa [39], powstalo wiele r6znych algorytméw konstruowania tancuchéw oraz
metod estymacji nieznanej wartosci 6 opartych na tancuchach Markowa [41, 35, 8]. Metody
te nazywane sa markowowskimi metodami Monte Carlo (MCMC).

Dzigki rozwojowi metod MCMC stato si¢ mozliwe generowanie probek ze skomplikowa-
nych rozktadéw a posterior: oraz obliczanie catek wzgledem tych rozktadéw w zlozonych mo-
delach statystyki bayesowskiej [8, 35]. Mozliwosci jakie daly metody MCMC spowodowaly, ze
modele bayesowskie staly sie waznym i popularnym narzedziem uzywanym przez statystykow
w praktyce. Dlatego wazne jest badanie tempa zbieznosci do rozktadu stacjonarnego 7 przy
n — oo oraz oszacowania bledéw estymatoréw uzyskanych metodami MCMC.

1.2. Podstawowe algorytmy MCMC

Zanim opiszemy algorytmy MCMC przypomnijmy jak wyglada rozwiazanie problemu (1.1)
niezaleznymi metodami Monte Carlo (MC). Jesli potrafimy losowaé z m, to konstruujemy ciag



i.i.d. obserwacji X1, Xo, ..., X,, i estymujemy 6 za pomoca

(1.2 b= 130 1(x).
=1

Uwaga 1.3. Podstawowe wlasnosci estymatoréw uzyskanych przy pomocy niezaleznego MC
sg bardzo proste do otrzymania:

e Jezeli 0 istnieje, wowczas 6, jest nieobciazonym i zgodnym estymatorem 6, na mocy
prawa wielkich liczb.

e Jesli ponadto m(f?) < oo, to zachodzi standardowe Centralne Twierdzenie Graniczne

(CTG)
Vi, —0) L N, 7(f) — (n))?).

e Blad sredniokwadratowy (Mean Square Error, MSE) jest prosty do oszacowania

MSE = E(6, — 0> = ")~ @)

przy czym wariancje (f?) — (7 f)? z reguly mozna oszacowaé.

e Za pomoca znanych nieréwnosci (np. Czebyszewa, Hoeffdinga, Bernsteina,...) mozemy
otrzymac przedzialy ufnosci.

e Korzystajac z CTG otrzymujemy asymptotyczne przedzialy ufnosci, zazwyczaj krotsze
niz doktadne przedziaty.

Zalézmy teraz, ze nie potrafimy losowaé z 7 i konstruujemy ergodyczny tancuch Markowa
(Xn)n>0 z jadrem przejscia P(z, A) i rozkladem stacjonarnym 7. Wéwczas otrzymany ciag
zmiennych losowych nie jest niezalezny i estymatora (1.2) nie mozna juz bada¢ w tak prosty
sposéb jak w przypadku i.i.d.

Jest wiele réznych strategii estymowania 6 za pomoca MCMC [16, 41, 9, 35, §]

o Srednia z prébki. Uzywamy tylko jednej trajektorii lancucha, czyli estymator jest postaci

I
—

n

~

(1.4) On = f(Xi).

S|
Il
o

i
Czesto, aby zmniejszy¢ obciazenie estymatora odrzuca sie poczatek trajektorii ustalonej
dtugosdci ¢

1 t+n—1

(1.5) Orn = — > fX),

n
t nazywa sie ” burn-in”.

e Srednia z przerwami. Aby zmniejszyé obciazenie odrzucamy poczatek trajektorii, do-
datkowo aby zmniejszy¢ korelacje pomiedzy kolejnymi obserwacjami wybieramy tylko
elementy odlegle od siebie o s krokdéw

t+n—1

(16) ét,n,s = % Z f(Xzs)
i=t



o Wielokrotna symulacja Uzywamy $éredniej z koncowych stanéw n niezaleznych lancu-
chéw. Generujemy m niezaleznych trajektorii dtugosci ¢

xPxm o xW,
xg, x X",
i za estymator przyjmujemy
A 1 & m
(1.7) b=~ > JX™),
m=1

gdzie n jest liczba niezaleznych kopii tancucha, natomiast ¢ powinno by¢ na tyle duze,
aby zredukowaé obciazenie.

e Mediana ze $rednich. Symulujemy m niezaleznych kopii tancucha. Na podstawie kazdej
kopii trajektorii obliczamy Srednia i za estymator przyjmujemy mediane z tych Srednich.

— Symulujemy m niezaleznych kopii tancucha Markowa o dtugoéci n,

x® XM k=1, m.

geeey n—

— Obliczamy m estymatoréw 6 na podstawie pojedynczych trajektorii,

. . 1 n—1
=00 ==3 r(x® =1

0 = med{0y,...,0m}.

Strategie oparte na Srednich z pojedynczych trajektorii sa trudniejsze do analizy od wielo-
krotnej symulacji, poniewaz obserwacje nie sa niezalezne. Jednak wydaja si¢ by¢ bardziej
efektywne i sg zdecydowanie czesciej uzywane w praktyce. Liczba obserwacji jakie musimy
wygenerowaé zalezy od parametréw (n,t,s,m), ktére wybieramy tak, aby estymator mial
”dobre” wtasnoéci. To zalezy oczywiscie od definicji dobrych wlasnoéci. Istniejg wyniki teo-
retyczne, ktore porownuja rézne strategie i z reguly sa zgodne z intuicja.

Teraz przedstawimy dwa bardzo ogdlne i popularne schematy konstruowania ergodycznych
tanicuchow Markowa o zadanym rozktadzie stacjonarnym.

1.2.1. Algorytm Metropolisa

Algorytm Metropolisa zostal przedstawiony w pracy Metropolisa i in. [39] w roku 1953. Niech
Q(z,dy) bedzie jadrem przejécia lancucha Markowa, prostym do symulowania, z gestoscia
Q(z,dy) = q(x,y)dy. Zalézmy, ze rozklad m ma gestosé, m(dx) = p(x)dz, z nieznana stala
normujaca.

Algorytm Metropolisa

1. Wylosuj Xy z rozkladu poczatkowego 7 (zazwyczaj my = d,, dla pewnego xg € X).



2. Bedac w punkcie X,, wylosuj ”propozycje” Y1 z Q(Xn, ).
3. Przyjmij

X Y41 z prawdopodobienstwem (X, Yn+1),
"7 X,z prawdopodobiefistwem 1 — (X, Yii1),

gdzie
a(z,y) := min {1,

4. Zmien n nan+ 1 i powrdé do 2.

Zauwazmy, ze w tym algorytmie uzywamy gestosci p do obliczenia prawdopodobienstwa
akceptacji a(z,y), jednak ta gesto$é wystepuje tylko w postaci %. A ten iloraz mozemy
obliczy¢ bez znajomosci stalej normujace;.

Waznym elementem algorytmu jest wybér jadra przejscia Q(z,dy). Ze wzgledu na wila-
snosci tego jadra wyrdznia sie kilka klas (zob. [45]):

o Symetryczny algorytm Metropolisa. W sytuacji, gdy q(z,y) = q(y,z) mamy a(z,y) =
min{1, %}

e Blgdzenie losowe Metropolisa Hastingsa (Random Walk Metropolis-Hastings). W sytu-
acji, gdy q(z,y) = q(y — x), rozklad propozycji odpowiada bladzeniu losowemu.

e Niezalezny probnik Metropolisa (Independence Sampler). W tym algorytmie rozklad
propozycji nie zalezy od x, czyli q(z,y) = q(y).

o Algorytm Langevin’a W tym algorytmie Q(X,, ) = N(X, + (6/2)Vlogn(X,),0) dla
pewnej § > 0, gdzie V oznacza gradient.

1.2.2. Prébnik Gibbsa

W statystyce bayesowkiej czesto mamy do czynienia z sytuacja, gdy mamy przestrzen pro-
duktowa tzn. X = Hle X;, najczedciej jest to RY, dodatkowo potrafimy losowaé ze wszystkich
rozkladéw warunkowych 7 (z;|z—;), gdzie z_; jest wektorem wszystkich wspéirzednych poza
i-ta. W tej sytuacji efektywng i prostg metoda konstrukecji tancucha Markowa o rozkladzie
stacjonarnym 7 jest prébnik Gibbsa. Bedac w stanie X,, := (X1 ,...Xq,) losujemy kolejne
wspotrzedne punktu X, 41, przy tym i-ta wspolrzedna generujemy z rozktadu warunkowego

T(Xin+ 11 X115 oo Xic 1t 15 Xit 1) o0s Xdn) -

Nastepnie po przejsciu przez wszystkie wspolrzedne otrzymujemy nowy punkt X,41 =
(X1n+1,--Xdnt1). Zapiszemy to teraz bardziej formalnie, uzywajac notacji jak w [45], do-
datkowo ta notacja umozliwi nam w prosty sposéb opisa¢ rézne wersje tego algorytmu. Niech

Szia=1{y € X;y; = x; for j #1, oraz a < y; < b}.
oraz

f;’p(azl,...,zi_l,t, Titly .-, Tq)dt

1.8 Pi(z, S, = .
(18) (@, as,z,a,b) ffooo p(T1,y . i1, 6 Ty 1,y ., Tg)dE




Jadro Pi(z,-) odpowiada zmianie i-tej wspélrzednej, czyli jadro przejscia P(z,-) standardo-
wego probnika Gibbsa jest rowne

(1.9) P=P .- P, P,

Czesto uzywa sie algorytmu, w ktérym zamiast ustalonej kolejnosci wspotrzednych stosuje-
my losowy ich wybor. Taki algorytm nazywa sie probnikiem Gibbsa z losowym przeglgdem
(Random scan Gibbs Sampler) i jego jadro przejscia zapisuje si¢ w postaci

1
(1.10) P= EZPi.

W praktyce zdarza sie, ze nie potrafimy losowaé z jednego lub kilku rozktadéw warunko-
wych 7(x;|x—1i), wéwezas mozemy w miejsce P; wstawié¢ jeden krok odpowiedniego algoryt-
mu Metropolisa. Takie algorytmy nazywa sie Metropolis wewnagtrz Gibbsa (Metropolis within
Gibbs).

1.3. Przeglad wynikéw

Dostepna jest bogata literatura dotyczaca zaréwno algorytméw MCMC jak i tancuchéw Mar-
kowa w zastosowaniu do MCMC. Wiele prac dotyczy badania tempa zbieznosci do rozktadu
stacjonarnego [5, 12, 22, 47, 48], réwnie wiele prac jest poswieconych badaniu asymptotycz-
nych wlasnosci estymatoréw [23, 25, 40].

Naszym podstawowym celem bedzie otrzymanie nieasymptotycznych oszacowan bledéw
estymatorow. Tego typu wyniki istnieja tylko przy doéé ograniczajacych zalozeniach: dla
dyskretnej przestrzeni stanéw X i ograniczonej funkcji f [2, 17, 33, 34, 41], w przypadku
tanicuchow jednostajnie ergodycznych na ogdlnej przestrzeni standéw i ograniczonej funkcji f
[18, 26]. Zalozenie o jednostajnej ergodycznosci w praktyce oznacza, ze przestrzen stanéw X
jest zwarta, co jest zalozeniem rzadko spelnionym w zastosowaniach statystycznych.

Niewiele jest wynikéw przy bardziej realistycznych zalozeniach. Dla odwracalnych tan-
cuchéw Markowa oszacowania btedu éredniokwadratowego MSE = E(én — 0)? za pomocy
luki spektralnej w L2(7) mozna znalezé w [46]. Dla geometrycznie ergodycznych tancuchéw
na ogélnej przestrzeni stanéw MSE jest oszacowany w [31, 29] oraz w [14]. My w rozdziale
3 przedstawimy oszacowania MSE przy tych samych zatozeniach uzyskane inna metoda, da-
jaca w wiekszosci przypadkéw doktadniejsze wyniki. Przedstawione rozumowanie oparte jest
na badaniu lancucha technika regeneracji. Rozdzial ten oparty jest na pracy [32], w ktérej
zawarte sg oszacowania MSE dla sekwencyjnego estymatora o losowej dlugosci symulacji.

W rozdziale 4 przedstawimy nieréwnosci Hoeffdinga dla tancuchéw Markowa przy za-
lozeniu wiedzy o pewnych wiasnosciach spektralnych operatora przejécia w L2(7), ktore
w przypadku odwracalnym sprowadzaja si¢ do geometrycznej ergodycznosci. Natomiast w
przypadku nieodwracalnym prowadza do wezszej klasy tancuchéw o interesujacych wlasciwo-
Sciach. Wynik ten jest uogdlnieniem rezultatu dla skonczonej przestrzeni zawartego w [33].

Dla odwracalnych tancuchéw Markowa operator przejscia jest samosprzezonym operato-
rem w przestrzeni Hilberta L?(7). Ta wlasno$é znacznie utatwia badanie tancuchéw [5, 44,
25, 46, 16]. My w rozdziale 5 pokazemy, ze zakladajac istnienie luki spektralnej w L?(m)



mozna uzyskaé¢ takie same lub zblizone wyniki jak w przypadku odwracalnym. W szczegél-
nosci pokazemy nowy dowdd faktu (po raz pierwszy zauwazonego w pracach [15, 28]), ze
przy zalozeniu istnienia luki spektralnej w L?(7) zachodzi CTG dla wszystkich funkcji z
tej przestrzeni. Nasze rozumowanie prowadzi do funkcjonalnego CTG. Zamieszczamy réw-
niez kontrprzyktad pokazujacy, ze CTG nie musi zachodzi¢ dla geometrycznie ergodycznych
taficuchéw dla wszystkich funkceji z L?(7). Nasz kontrprzyklad jest znacznie prostszy od po-
wszechnie cytowanych przykladéw [7, 20].

W rozdziale 2 przedstawimy w skrocie znane fakty, z ktérych bedziemy korzysta¢ w dalszej
czesci pracy.
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Rozdziatl 2

Lancuchy Markowa

W tym rozdziale opiszemy podstawowe wtasnosci tancuchéw Markowa oraz fakty, z ktérych
bedziemy w dalszej czesci pracy korzystac.

2.1. Podstawowe definicje i oznaczenia

Niech X bedzie przestrzenia polska z borelowskim o-cialem B(X). W calej pracy przez
(Xn)n>0 bedziemy oznaczaé jednorodny tancuch Markowa na przestrzeni X. Oznaczmy przez
P(z, A) jadro przejscia tancucha (X, )n>0 tzn.

P (Xpq1 € A|X,, = 2) = P(z, A).
Ponadto wprowadzimy nastepujace oznaczenia
P.() i= P(|Xo = )
E.(:) :=E(-| Xy =x)

Analogicznie P¢ bedzie oznacza¢ prawdopodobienstwo, a E¢ warto$¢ oczekiwang przy zatoze-
niu, ze Xg ~ &.

Z jadrem przejscia P(x, A) jest zwiazany operator liniowy P dzialajacy z prawej strony na
miarach, a z lewej strony na funkcjach. Dla kazdej miary £ oraz funkcji f : X — R, operator
P jest zdefinowany nastepujgco:

EP()i= [ Pla)éda),  Pi(a)i=Eof(X0) = [ f0)Pa.dy).

Przez 7 bedziemy oznaczaé rozklad stacjonarny lancucha Markowa (X, )n>0, tzn. taki
rozktad, ze spelnione jest nastepujace réwnanie

(2.1) TP =T.

Jezeli Xg ~ 7, to w kazdej chwili n rozktad X,, ~ 7. Ze wzgledu na zastosowania do MCMC
bedziemy rozpatrywaé tylko tancuchy, dla ktérych istnieje rozklad stacjonarny i jest jedno-
znacznie wyznaczony.

Do badania zbieznosci do rozktadu stacjonarnego bedziemy uzywacé¢ odlegloséci pelnego
wahania. Jezeli mamy miary &; oraz & to odlegltoscig petnego wahania nazwiemy

(2.2) 161 = &allyy = sup [€1(A) = &(A)] = % sup [£1(f) = &(/)]-
ACx lf1<1

11



Bedziemy rozwazaé¢ réwniez uogoélnienie odlegtosci pelnego wahania, nazywane V- norma.
Dla zadanej funkcji V' > 1 definiujemy norme miary ze znakiem ¢ nastepujaco

(2.3) 1€lly = sup [£(f)]-
<V

X

Aby bada¢ wlasnosci operatoréw przejscia musimy zdefiniowaé przestrzenie na jakich dzia-
laja. Bedziemy rozpatrywac dwie przestrzenie. Pierwsza oznaczmy przez LiF. Jest to prze-

strzent Banacha L™ z "waga” zadana przez funkcje V' > 1, z norma |f|,, := SUPfrex} l{;(é))‘

Zatem mamy:

(2.4) v={f: X—=R : |flv <oo}.

Inng przestrzenia jaka bedziemy rozwazaé jest przestrzen Hilberta L2(7), czyli przestrzeh
funkcji catkowalnych w kwadracie wzgledem miary 7 z iloczynem skalarnym

(f.g) = /X f(@)g(@)m(da)

i norma ||f||3 = (f, f). Przestrzenr L?(7) jest szczegdlnie uzyteczna przy badaniu lancuchéw
odwracalnych ze wzgledu na 7.

Definicja 2.5. Lancuch Markowa (X,,),>0 nazywamy odwracalnym wzgledem 7 wtedy i
tylko wtedy, gdy spelnione jest rownanie réwnowagi szczegdlowej

7w(dx)P(x,dy) = 7(dy)P(y, dx).

Uwaga 2.6. Jezeli tancuch (X,,)n>0 jest odwracalny wzgledem 7, to 7 jest rozkladem stacjo-
narnym:

TP(A) = /X Pe, A)r(de) — /A Py, X)r(dy) = /A (dy) = 7(A).

Dla odwracalnych tancuchéw operator przejécia P jest operatorem samosprzezonym w
L?(7). Z twierdzenia Fubiniego oraz definicji odwracalnosci dla kazdych f, g € L?(7) mamy

(1.Pg) = [ t@Py@mid) = [ [ j@)g)Pla.dyr(da)
= //f(m)g(y)P(yvdw)ﬂd(y)zf 9P f(y)m(dy) = (Pf,g).
X JX X

Ze wzgledow algebraicznych, aby odrézniaé¢ operator od miary, bedziemy oznaczaé przez
IT operator liniowy przypisujacy funkeji f jej stacjonarna warto$é oczekiwana IIf := 7(f).
Zdefiniujmy normy operatorowe w przestrzeniach L?(7) oraz LYY w standardowy sposéb:

1Tl 2z = sup [ Tfll2
1fll2=1

oraz
Tl Lee := sup [T'fly .
[flv=1
Definicja 2.7. Lancuch nazywamy t-nieprzywiedlnym, jezeli niezerowa miara 1 na B(X)
spelnia nastepujacy warunek: Dla kazdego z € X i dla kazdego zbioru A miary ¥(A) > 0

istnieje n, dla ktérego zachodzi
P"(z,A) > 0.
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Uwaga 2.8. W dalszej czesci pracy rozwazaé bedziemy tylko 1-nieprzywiedlne tancuchy Mar-
kowa, ktore posiadaja rozklad stacjonarny w. W tej sytuacji wiadomo, ze 7 jest maksymalna
miarg nieprzywiedlnoéci, tzn. dla kazdej miary 1 speliajacej warunek z definicji 2.7 mamy
(R

Definicja 2.9 (Meyn & Tweedie [40]). Zbiér A € B(X) nazywamy powracajacym, jesli
Vee A E, Z (X, € A)

Zbiér A nazywamy chwilowym, jesli nie jest powracajacy. Zbior A jest powracajacy w sensie
Harrisa, jesli

Ve e A Py Z (X, € A) =) =1,

réwnowaznie Vo € A P, (7(A) < 00) = 1, gdzie
(2.10) T(A)=inf{n>1 : X, € A}.

Uwaga 2.11. Jedli tancuch jest m-nieprzywiedlny to albo wszystkie zbiory miary m dodatniej
sa powracajace albo wszystkie sa chwilowe [40, Twierdzenie 8.0.1]. W pierwszym przypadku
mowimy, ze lancuch jest powracajacy.

Definicja 2.12. Lancuch m-nieprzywiedlny nazywamy tancuchem Harrisa, jesli kazdy zbior
miary 7 dodatniej jest zbiorem powracajacym w sensie Harrisa.

Uwaga 2.13. Jesli tancuch jest powracajacy, to istnieje rozbicie przestrzeni stanéw:
X=NUH,

takie, ze w(N) = 0 oraz zbiér H jest pochlaniajacy, czyli Vo € H P(x,H) = 1. Co wiecej
tancuch ograniczony do H jest lancuchem Harrisa [40, Twierdzenie 9.0.1].

Uwaga 2.14. Kazdy tancuch Harrisa spelnia nastepujacy warunek [40, Twierdzenie 9.1.4]. :

Vi€ X VA€ BX) 1 m(A) >0 Px(i I(X, € A) = 00) = 1.
n=0

Wiadomo, ze jezeli istnieje rozktad stacjonarny m to tancuch jest powracajacy. Zatem wy-
korzystujac uwage 2.13 mozemy bez straty ogélnosci (zawezajac przestrzen stanéw) zaktadad,
ze tancuch jest tancuchem Harrisa.

Definicja 2.15. Lancuch Markowa m-nieprzywiedlny nazywamy okresowym z okresem d >
2, jesli istnieje rozbicie przestrzeni X na rozlaczne podzbiory Xy, A1, ..., X3-1 o mierze w
dodatniej takie, ze

P(x, &;) =1, dla kazdego * € X;_1| 1m0d d-

W przeciwnym przypadku tancuch jest nieokresowy.
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2.2. Male zbiory

Do badania wlasnosci tancuchéow Markowa bardzo uzyteczne jest pojecie matych zbiorow.
W literaturze mozna spotkaé wiele réznych definicji matego zbioru. My przedstawimy trzy
definicje malego zbioru. Pierwsza, zaczerpnieta z [40], jest najogdlniejsza i pozwala na sfor-
mutowanie twierdzen w pelnej ogélnosci.

Definicja 2.16 (a,-maly zbiér (”Petite” set)). Zbiér C' € B(X), miary 7(C) > 0, nazywamy
ap-malym zbiorem <= Istnieja: 8 > 0, rozklad prawdopodobiefistwa (a,) na Z* oraz miara
probabilistyczna v na (X, B(X)) takie, ze dla kazdego x € X’ zachodzi:

i anP"(z, A) > Bl(z € C)v(A)
n=1

oraz v(C) > 0

Druga definicja jest szczegdlnym przypadkiem a,-malego zbioru, gdy rozktad (a,) jest
skupiony w jednym punkcie.

Definicja 2.17 (n-maly zbiér (Small set)). Zbiér C' € B(X), miary «(C) > 0, nazywamy
n-malym zbiorem <= Istnieja: § > 0, n oraz miara probabilistyczna v na (X, B(X)) takie,
ze dla kazdego x € X zachodzi:

P (x,A) = Bl(x € C)v(A)
oraz v(C) > 0.

Ostatnia z cyklu definicji matych zbioréw, jest czesto nazywana warunkiem minoryzacji.
Jest to szczegdlny przypadek n-malego zbioru z n = 1, jednak bedziemy go rozpatrywaé
osobno ze wzgledu na to, ze tancuch w tym przypadku ma inne wlasnoéci.

Definicja 2.18 (Maly zbiér (Minorization condition)). Zbiér C € B(X), miary w(C) > 0,
nazywamy malym zbiorem <= Istnieja: § > 0 oraz miara probabilistyczna v na (X, B(X)
takie, ze dla kazdego x € X zachodzi:

P(z,A) > Bl(x € C)v(A).

Zauwazmy, ze w ostatniej definicji nie zakladamy, ze v(C) > 0. Zgodnie z (2.10) oznacza-
my przez 7(C) pierwszy moment powrotu do zbioru C. Nastepne twierdzenie jest uogdlnie-
niem znanego twierdzenia Kaca [40, 43] i pozwala przedstawié¢ rozklad stacjonarny za pomoca
czasu powrotu do matego zbioru.

Twierdzenie 2.19 (Meyn & Tweedie 10.0.1 [40]). Jezeli (X,,)n>0 jest laricuchem powraca-
jacym wowczas istnieje dokladnie jedna miara niezmiennicza w, ktérg dla kazdego zbioru A
miary ¥ dodatniej mozemy przedstawié nastepujgco

W(B):/AEQC

Ponadto miara 7 jest skonczona, jesli istnieje an-maly zbior C spetniajgcy:

7(4)

> I(X; € B)

i=1

m(dz), VB € B(X).

supE,7(C) < oo.
zeC
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7 powyzszego twierdzenia wynika prosty wniosek.

Whniosek 2.20. Jesli {ancuch (Xp)n>0 posiada rozklad stacjonarny m oraz jezeli funkcja
[+ X — R spelnia 7(|f|) < oo, to dla kazdego zbioru A, miary m dodatniej, prawdziwa jest
réownos$c:
7(A)
wmzAmlzﬂ&>mm
i=1

Za pomoca malych zbioréw mozna przedstawi¢ warunki konieczne i dostateczne, aby
zachodzilo /n-CTG [6, 40]. Méwimy, ze /n-CTG zachodzi dla funkcji f : X — R, jezeli
istnieje o2,(f) < oo takie, ze prawdziwe jest

L N(0,0%(f)),  gdy n— oo,

Sl

gdzie S, := Y04 f(X;) oraz f = f — 7f. Jedli zachodzi /n—CTG to oZ(f) nazywamy
asymptotyczna wariancja.

Dla naszych potrzeb wystarczy nam sformutowanie w przypadku, gdy tancuch posiada
atom. Zbiér a € B(X) jest atomem jedli m(a) > 0 oraz dla kazdego x € o mamy P(zx,-) = v(-),
gdzie v jest pewna miarg probabilistyczna.

Twierdzenie 2.21 (Bednorz i in. [6]). Dla laricucha (Xp)n>0 posiadajgcego atom « z roz-
kladem stacjonarnym m zachodzi \/n-CTG wtedy i tylko wtedy, gdy

() 2
=1

2
ponadto o2,(f) = 7(a)E, [(ZZ(OI) f(Xl)) } , gdzie © € . Wobec faktu, zZe o jest atomem,

powyzisze wzory nie zalezg od wyboru x.

Q

~
Il

2.3. Geometryczna ergodycznosé i warunki dryfu

Definicja 2.22. Lancuch Markowa (X, ),>0 z rozkladem stacjonarnym = oraz z jadrem
przejscia P(x, A) jest geometrycznie ergodyczny <= 3,1 Vaex, n—pn IMy<oo -

[P (2, ) = ()l < Mup".
Kres dolny liczb p o tej wlasnosci nazywamy wspotczynnikiem ergodycznosci.

Do badania geometrycznej ergodycznosci waznym narzedziem jest warunek dryfu do ma-
tego zbioru. Istnieje wiele takich warunkéw réznigcych sie szczegétami. Dokladniej o tym
mozna przeczyta¢ w [45] lub w [40]. My bedziemy korzystaé¢ z warunku dryfu zaczerpnietego
z [5], z niewielkimi modyfikacjami.

Definicja 2.23 (Warunek dryfu). Powiemy, ze lancuch (X,,),>0 spelnia warunek dryfu do
zbioru C|, jezeli istnieja: funkcja V : X — [1,00), stala A < 1 oraz stala K < oo takie, ze
zachodzi

AV (z) dlaz¢gC,

PV (z) <
K dla x € C.
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Nastepne twierdzenia przedstawia zwigzek warunku dryfu z geometryczng ergodycznoscia.
Pierwsze jest ztozeniem Twierdzenia 15.0.1 oraz 16.0.1 z [40] i Stwierdzenia 2.1 z [44].

Twierdzenie 2.24. Niech (X,)n>0 bedzie m-nieprzywiedinym i nieokresowym laricuchem
Markowa z jadrem przejscia P(x, A). Wowczas nastepujace warunki sq réwnowazne:

(i) Laricuch (Xp)n>0 jest geometrycznie ergodyczny.
(i) Laricuch (Xpn)n>o0 spelnia warunek dryfu do pewnego a,-malego zbioru C z funkcjq V.

(iii) Istnieje n-maly zbior C, pc < 1 oraz stala Mo < oo takie, Ze dla kazdego x € C
zachodzi:

7l P () = 7l < Mept,

gdzie |, (A) := %.

(iv) Istnieje an-maly zbior C' oraz k > 1 takie, Ze zachodzi:

zlelng {M(C)} < 0.

(v) Istnieje Vi > 1, p <1 oraz M < oo takie, Ze dla kazdego n i kazdego x € X zachodzi:
1P (2, ) = m()lly, < MVi(z)p".

(vi) Istnieje Vi > 1 oraz n takie, Ze zachodzi :

n —_—
1P HHL;;OI <L

Funkcje V' (wystepujace w punkcie iii) oraz Vi (wystepujacg w punktach v i vi) mozna wybraé
tak, aby byly réwnowazne w nastepujgcym sensie: Istnieje stala My taka, Ze dla kazZdego
& € X zachodzi M1~'Vi(z) < V(z) < MiVi(z). Ponadto funkcje V. moina tak dobraé, aby
dla kazdego ustalonego j zachodzito m(V7) < oo.

Jezeli dodatkowo zalozymy, ze tancuch (X,,)n>0 jest odwracalny, to zachodzi nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 2.25. Jezeli (Xy,)n>0 jest odwracalnym p-nieprzywiedinym i nieokresowym
laricuchem Markowa z rozkladem stacjonarnym m oraz jadrem przejscia P(xz, A), to nastepu-
jace warunki s¢ réwnowazne:

(i) Laricuch (Xp)n>0 jest geometrycznie ergodyczny.

(i) Dla kazdego rozkladu poczgtkowego & takiego, Ze % € L?(n), istnieje p < 1 oraz stala
M takie, Ze dla kazdego n zachodzi

1EP™ () = (s < Mep™.
(i13) Istnieje p < 1 takie, Ze zachodzi
HP - HHLQ(w) < p-

Ponadto p w punkcie (ii) oraz (iii) jest to samo.
Dowdd. Réwnowaznosé (ii) < (iii) oraz implikacja (i) = (i4) wynikaja z Twierdzenia 2.1 z
[44].

(19) = (i) Zaldézmy, ze zachodzi punkt (ii). Oczywiscie dla dowolnego matego zbioru C
rozktad stacjonarny obciety do tego zbioru nalezy do L?(w). Z punktu (iii) Twierdzenia 2.24
tancuch (X,,)n>0 jest geometrycznie ergodyczny. O
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2.4. Réwnanie Poissona

W tej czesci pracy przedstawimy metode pozwalajaca stosowaé teorie martyngatéw do ba-
dania wlasnosci tancuchéw Markowa. Dla zadanej funkcji f powiemy, ze funkcja f spelnia
rownanie Poissona, jezeli

(2.26) f-Pf=f—nf

Oczywistym rozwiazaniem tego réwnania jest f= S P f(X,), gdzie f = f—7f. Zauwaz-
my, ze sume Z, := y_p_; f(X;) mozna zapisa¢ nastepujaco

k=1 k=1

=Y [FN) - PRG)] + X [PFCG) - PG
k=1 k=1

= S [F0N) - PR )] + PFX0) - PR,
k=1

= M, + Pf(Xo) — Pf(Xy)

Ciag M, jest martyngatem. Dzieki tej prostej obserwacji mozna stosowaé teorie martyngatéow
do ciagu Z,,. Jednym z rezultatéw wynikajacych z tego podejscia jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.27 (Meyn & Tweedie 17.4.4 [40]). Niech (X,,)n>0 bedzie nieokresowym lani-
cuchem Harrisa z rozkladem stacjonarnym m oraz jadrem przejécia P(xz, A). Niech f bedzie
funkcjq z X o wartosciach rzeczywistych. Jezeli istnieje rozwigzanie réwnania Poissona f
spelniajgce w(f2) < 0o oraz jesli o2,(f) := w[f2 — (Pf)?] > 0, to pray n — oo zachodzi

1

(no2(f)) " 2salt) % W (1),

gdzie sn(t) = Zjpy + (0t — [nt])[Z|nej41 — Z|ne)] oraz W(t) jest standardowym procesem
Wienera na [0, 1].

W szczegblnym przypadku, dla ¢t = 1 Twierdzenie 2.27 méwi, ze zachodzi CTG dla funkcji
f z asymptotyczna wariancja o2,(f). Podobny wynik dla odwracalnych proceséw Markowa
mozna znalezé w [25].
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Rozdziat 3

Regeneracyjne oszacowania btedu
Sredniokwadratowego

W tym rozdziale przedstawimy oszacowania bledu $redniokwadratowego estymatora 6, =
% Z;:Ol (X;) uzyskanego za pomoca metod MCMC, czyli M SE := E(f,, — 6)?. Oszacowanie
to przedstawimy w terminach asymptotycznej wariancji, ktérej oszacowanie w praktyce jest
skomplikowane. Dodatkowo przedstawimy oszacowania w terminach warunku dryfu oraz w
przypadku jednostajnie ergodycznych tancuchéw Markowa.

3.1. Regeneracja
Zalézmy, ze istnieje maly zbior C' (definicja 2.18) , czyli
(3.1) P(z,A) > fl(x € C)v(A), Vxe X,VAe B(X).

Wowcezas korzystajac z techniki rozszczepiania tancucha (regeneracji) Nummelina [42] oraz
Athreya & Ney [4] skonstruujemy tancuch Markowa (X,,, I';,) na przestrzeni X x{0, 1}. Zmien-
na losowa I',,_; zalezy od X,,_; poprzez P(I',—; = 1|X,,—1 = z) = fl(z € C). Natomiast
reguta przejscia z (X,,—1,',—1) do X, jest zadana przez

P(Xn S A’Fn—l =1,X,_1= .%') = V(A),
P(Xn S A’Fn_l = O,Xn_l = .%') = Q(.T,A),
gdzie @ jest jadrem przejécia zdefinowanym przez

P(z,-) — pl(z € C)v()
1-pI(x e C)

Q(x7 ) =
Zawsze kiedy I'y—1 = 1, to w chwili n nastepuje regeneracja lancucha. Kolejne momenty
regeneracji definiujemy nastepujaco

T:=Ty:=min{n>1:T,_1 =1},
Tk = min{n = T]{;,l : Fn—l = 1}

Oznaczmy przez wy := Ty — Tp_1 dla k = 2,3, ... oraz w; := T. Losowe bloki

= El = (X(), e ,XT_l,T)

k= (XTk—N ey XTk_l,wk)

(1 [1
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sg niezalezne. Zauwazmy, ze dla k = 2,3,..., kazdy blok Z; ma ten sam rozktad co blok
= przy rozkladzie poczatkowym v, niezaleznie od rozkladu poczatkowego Xy ~ £. Jednak
w ogdlnosci rozktad pierwszego bloku = jest inny od pozostatych i zalezy od rozkladu Xj.
Oznaczmy sumy po blokach nastepujaco:

T-1
=0

Tp—1

Ee(f) = Y. f(Xi).

=Tk 1

Uwaga 3.2. Ewolucja tancucha "rozszczepionego” (X, I'n)n>0 jest calkowicie zdetermino-
wana przez podanie jadra przejscia P(z, A) oraz rozkladu poczatkowego £ zmiennej X,
poniewaz P(Ty = 1|X) = BI(Xy € C) wyznacza rozklad laczny (Xo,I'y). Ponadto brzegowy
rozktad tancucha (X, ),>0 jest zgodny z jadrem przejscia P(x, A). W tym sensie mamy prawo
uzywac symboli P¢ oraz E¢ w odniesieniu zar6wno do wyjsciowego tancucha jak i do tancucha
roZszczepionego.

3.2. Oszacowania MSE

Niech £ bedzie rozkladem poczatkowym laiicucha Markowa (X,)n>0. Oznaczmy przez &,
rozklad w chwili n, tzn &, = {P". Dodatkowo oznaczmy przez f scentrowana wersje funkcji

foten. f=f—nf.

Twierdzenie 3.3. Jezeli zachodzi (3.1), to

~ oas(f) Cy Ci(f)  Ca(f)
Be (6n —9) vn (1 n ) n n
gdzie
E,Z(f)? E,T% 1
2 —E.T— -
Jas(f) EVT y C() T 2EVT 5

Oszacowania w Twierdzeniu 3.3 maja sens tylko wtedy, gdy Cop < oo, 02,(f) < oo oraz
C1(f),Ca(f) < oo. Przy zalozeniu (3.1) wiemy, ze E,T" < oo (patrz dowdd twierdzenia 3.3),
ale to nie jest wystarczajace do uzyskania E, T2 < occ. Z drugiej strony wiemy, ze E, (2(f))? <
oo jest warunkiem koniecznym i dostatecznym, aby zachodzito CTG dla tancucha Markowa
X, oraz funkcji f (twierdzenie 2.21 zastosowane do atomu C x {1}). Z naszego punktu

2 (f) w Twierdzeniu 3.3 jest faktycznie asymptotyczna wariancja

widzenia wazne jest, ze o3

wystepujaca w CTG, tzn.

Vit (B = 6) 5 N(0, 0% (£).

Ponadto
. A 2 9
lim nE (Hn - 9) = 05(f).

n—oo



W tym sensie wiodacy sktadnik o,5(f)/v/n z Twierdzenia 3.3 jest “asymptotycznie optymal-
ny” i nie moze by¢ poprawiony.

W dalszej czeéci pracy podamy oszacowania Co, C1(f), Ca(f) oraz o2(f) za pomoca wiel-
kosci tatwych do obliczenia przy sprawdzalnych zatozeniach. W dowodzie ponizej i réwniez
w dalszej czesci pracy bedziemy stosowaé konwencje, ze Y ;' = 0 kiedy I > w.

Dowdd Twierdzenia 3.3. Zdefiniujmy
R(n) :=min{r > 1: T, > n}, A(n) == Tren) — n.

Innymi stowy, R(n) jest pierwszym momentem regeneracji po przekroczeniu n oraz A(n) jest
odlegloécia R(n) od n. Przedstawmy blad estymatora 6 nastepujaco

|
—

n

7

(Xi)

S

S5 &

S

-1 Trem—1 Trem—1
FXo+ > fXx)- > f(Xi))
i=0 =T i=n

1
:Z*(OleZ*OQ).
n

7 nier6wnosci trojkata otrzymujemy
o 2 1
Ee (0n—0) < <\/E§o§ + B 2% + \/E§O§> .

EcOf = EE(f)%,  EcO3 = EepnE(f)2
Zatem zostal nam do oszacowania §rodkowy skladnik E¢Z2, ktéry jest gléwna czedcia bledu
estymatora. Kluczowym fragmentem dowodu jest nastepujaca nieréwnosc:

Zauwazmy, ze

Tr(n)—1 2
(3.4) E, ( > f(Xi)) < 0% (f) (n+2Co).
i=0
Zatézmy, ze juz ja udowodnilismy. Wéwczas mozemy tatwo zauwazyé, ze

n
Ee2? < 3 Be (2211 = j) Pe(Ty = )

n Tr(n—j—1 2
:ZEV( > f(Xi)) Pe(T) = J)
1=0

czyli \/EeZ2 < \/noas(f)(1+ Co/n) i otrzymujemy teze.
Pozostata nam do udowodnienia nieréwnosé (3.4). Zapiszmy sume wystepujaca pod war-
toscig oczekiwang nastepujaco:

Tr@m—1 R(n) B
(3.5) F(Xi) =" El(f)
i=0 k=1



Jak wczesniej zauwazyliSmy, gdy v jest rozkladem poczatkowym tancucha Markowa, to bloki
= sa niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozkladzie. A tak jest w naszej sytuacji.
Zauwazmy, ze (3.4) jest nieréwnoscia dla losowej sumy zmiennych losowych i.i.d.

Rozklad T przy rozkladzie poczatkowym X( ~ v jest identyczny z rozktadem 7(C x {1})
przy zalozeniu, ze punktem startowym lancucha (X,,,T',) jest (Xo,Io) = (x,1), gdzie z € C.
Zatem z twierdzenia 2.19 (w przypadku atomowym) mamy 1/E,T" = 1/E, )7(C x {1}) =
Br(C), gdzie x € C. Analogicznie otrzymujemy

E,2(f) = n(f)ET,
czyli E,Z(f) = 0i Var,Z(f) = 02,(f)E,T. Wykorzystamy teraz fakt, ze R(n) jest momentem

zatrzymania wzgledem filtracji G, = o((Z1(f),w1), ..., (Ex(f),wk))-
Zastosujemy tozsamosci Walda. Z drugiej tozsamosci Walda otrzymujemy

k=1

R(n) 2
E, (Z Er( f)) = Var,Z(f) E,R(n) = o2,(f)E, T E,R(n).

Ale na mocy pierwszej tozsamoséci Walda mozemy zastapi¢ E,TE, R(n) przez E,Tg()

R(n)
E,Tr(ny =E, > wp = E,TE,R(n).
k=1
Zatem
R(n) ) 2
(3.6) By | Y Ek() ]| = 0a(NETrmy = 02s(f) (0 + EvA(n)),
k=1

gdzie A(n) := Tg(,)—n. Do oszacowania pozostata nam juz tylko warto$¢ oczekiwana IE, A(n).
Przy rozkladzie poczatkowym v, proces T'=T1 < Ty < ... < T} < ... jest klasycznym proce-
sem odnowienia z czasem dyskretnym. Z teorii proceséw odnowienia wiadomo [13, Rozdzial
XV. par 6(c)], ze przy dodatkowym zalozeniu o nieokresowosci, A(n) zbiega wedtug rozkladu,
przy n — oo, do nastepujacego rozkladu granicznego

P,(T > i)

Po(T =)= "7
14

fori=1,2,....

Przypomnijmy nier6wnosé¢ Lordena [36], ktérej nowy prostszy dowdd mozna znalezé w [10].
Zauwazmy, ze ta nieréwnos¢ nie wymaga nieokresowosci.

(3.7) E,A(n) < 2E,T.

Nieréwnos¢ (3.7) jest ostatnim elementem dowodu (3.4). Za pomoca elementarnych obliczen
otrzymujemy 2E, T = E,T?/E,T + 1.

1 oo 1 oo o0
E.T = ET ZZ]P’V(T >1) = ET ZZZIP’V(T =17)
=1 i=1 j=i
1 ¢ - 1 ¢ G +10)
S BICEDWEEL SRR
7j=1 =1 7j=1
1 T+1)T E/J° 1
= IEV( T _E + .
E,T 2 2E, T 2
Podstawiamy (3.7) do (3.6) i z (3.5) otrzymujemy (3.4), co konczy dowdd. O
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3.3. Oszacowania o,(f) za pomocg warunku dryfu

W poprzedniej czesci przedstawiliémy oszacowania MSE metoda regeneracji. Jednak Twier-
dzenie 3.3 nie podaje warunkéw zapewniajacych, aby stale w nim wystepujace byty skonczo-
ne, jak rowniez nie przedstawia sposobu, w jaki mozna w praktyce je obliczy¢ lub oszacowac.
W tej czesci pracy przedstawimy oszacowania stalych wystepujacych w Twierdzeniu 3.3 za
pomocg warunku dryfu.

Najpierw sformutujemy gltéwne wyniki w postaci twierdzenia 3.11 oraz stwierdzenia 3.12,
a dowody przedstawimy po6zniej. Zalézmy, ze istnieje maly zbiér C, czyli spelniajacy (3.1),
dodatkowo zalézmy, ze funkcja V' > 1 spelnia nastepujacy warunek dryfu do zbioru C'. Istnieja
0< A< 1loraz 0 < K < oo takie, ze

NV2(x) dlaz¢C,

3.8 PV3(z) <
(3.8) (=) {K2 dlazeC.

Zastosowalidémy nietypowa notacje, aby uprosci¢ zapis sformutowan w dalszej czeéci pracy.
Majac warunek dryfu (3.8) dla funkcji V2 otrzymujemy, korzystajac z nieréwnosci Jense-
na, analogiczny warunek dla funkcji V:

AV(z) dlaz &C,

(3.9) PVie) < {K dlaz e C.

Uwaga 3.10. Dla geometrycznie ergodycznych tancuchéw Markowa wiadomo z twierdze-
nia 2.24, ze spelniony jest warunek dryfu do pewnego a,-malego zbioru (definicja 2.16).
Jednak ten zbiér nie musi by¢ maly (definicja 2.18). Jednak w praktyce, jesli nie potrafi-
my skonstruowaé¢ matego zbioru C' ze znang stata [ , to tym bardziej nie bedziemy umieli
skonstruowaé ani a,-matego zbioru ani n-matego zbioru ze znana stala .

Twierdzenie 3.11. Przy zalozeniu (3.1) i (3.8) dla kazdej funkcji f takiej, Ze 0 < |fly <
oo , zachodzqg nastepujgce nieréwnosci:

A K —X1+0)

. o2 (f) 14X 5 2(K—)\—ﬁ)7r
) 7 ST Ty
Ci(f)? 1 2y, 2K —A=0)

) i A (Ve

BEHN(K2 =N =8)+2(1+\)(K — )\ —)?
* = 221+ N ’

GUF 1 2K =2 =)
Iy B(1—N)?
N BEHNE2 =X —B)+2(1+ N (K — X —B)?

AL = A)2(1+A) ’

SEP™M(V?) + EPM(V)

gdzie Co, 02,(f), C1(f), Ca(f) byly wprowadzone w twierdzeniu 3.3.
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W Twierdzeniu 3.11 wystepuja wyrazenia trudne do obliczenia: zalezne od rozkladu sta-
cjonarnego 7 (m(V),7(V?2),|f|?,) lub od rozkladu taiicucha w chwili n (£P™(V),EP™(V?)).
W nastepnym stwierdzeniu podajemy proste oszacowania tych wyrazen.

Stwierdzenie 3.12. Przy zalozeniach jak w Twierdzeniu 3.11 mamy

K-\ K-\
) < B |
(2) n(V) <w(0) 73— < 7
K2 - )2 K2 )2
.. 9
(44) m(V*=) < 7(C) (Y < VR
K
L <« K " < K
(#i1) Jesli (V) % to EP™(V) =
2 2 2 ](2
(iv) Jesli E(V7) < -2 to EP"(V7) < 1 - )\2’
(v) |flv mozemy zastqpié przez |f|v za pomocq
m(C)(K — \)

v <1ty (1+ o —r) <M (17 5=5)-

Uwaga 3.13. W praktyce w algorytmach MCMC najczesciej punkt poczatkowy jest wybierany
deterministycznie, czyli rozklad poczatkowy & jest réwny J, dla pewnego x € X. W tej
sytuacji powinni$my wybraé x tak, aby V(r)? < K?/(1—\?), woéwczas otrzymamy optymalne
oszacowania (7i7) oraz (iv). Ponadto zauwazmy, ze nasze oszacowania nie polepsza sie, jesli
dodamy do symulacji, jak to zazwyczaj si¢ robi, burn-in t i uzyjemy estymatora

n+t—1

Z f(Xq).

A 1
emn:::*

n
Taka konstrukcja ma intuicyjne wyjasnienie. Im rozktad £P? jest blizszy rozkladowi stacjo-

narnemu 7, tym lepiej. Jednak nasze oszacowania zaleza tylko od wartoséci funkcji V' w X,
co powoduje, ze przyblizanie rozkladu poczatkowego do 7 ich nie poprawi.

Uwaga 3.14. W szczegdlnych przypadkach mozemy uzyskaé ograniczenia lepsze niz w Stwier-
dzeniu 3.12, szacujac m(C) dokladniej niz 7(C) < 1. Jednak w ogélnosci zakladamy, ze takie
oszacowania nie sg dostepne.

Zanim przejdziemy do dowodu Twierdzenia 3.11 i Stwierdzenia 3.12 przedstawimy fakty,
z ktorych skorzystamy. Nastepny lemat jest szczegblnym przypadkiem Stwierdzenia 4.1 oraz
4.4 7z [5], podobny wynik mozna znalezé w [37].

Lemat 3.15. Przy zalozeniach (3.1) i (3.9) mamy

A K—-)\—§

T-1
B, S V(X)) < —V(a)+ =2
712::1 (Xn) < 75 V(@) + .Y

Podobnie jak poprzednio stosujemy konwencje, ze Zgﬂ = 0 jesli k£ > [l. Zauwazmy, ze
oszacowanie E, 37 ~1 V(X,,) zawiera dodatkowy sktadnik V(z).

Dowdd. Idea dowodu jest rozbicie sumy na krotsze bloki, dzielac czas T na kolejne wizyty w
zbiorze C. Oznaczmy przez S := Sy := min{n > 0 : X,, € C} oraz §; := min{n > S;_ :
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X, € C} Dla j =1,2,.... Dodatkowo wprowadZmy oznaczenia:

S
H(z):=E; Y V(Xy), forz € X,
n=0

S1
H = iggEx (7; V(Xn)‘ro = 0) = igg/@(xvdy)H(y)

Zauwazmy, ze H(x) = V(x) dla x € C oraz, ze Q(x,dy) jest jadrem przejscia wykorzystywa-
nym w technice regeneracji.

Oszacujmy najpierw H (z). Jak latwo sprawdzié¢ przy zalozeniu (3.9) dla kazdego rozktadu
poczatkowego, V(X,as)/A™ dla n = 0,1,... jest nadmartyngalem wzgledem filtracji
Fn = 0(Xo,...,X,). Istotnie, poniewaz {S > n} C {X,, ¢ C'} to z warunku dryfu dostajemy:

V(X(nt1)ns) V(X(nt1)ns) V(X(nt1)ns)
E<W5\fn = E WH(S<n)\fn +E WH(S>n)‘fn

- E (V()\ES)]I(S < n)’f-n) +E <V(;§ﬁ1)]1(5 > n)]fn)
- V()\);S)]I(S <n)+E (W‘f» I(S > n)

< V(;g‘g)ﬂ(s <n)+ M;ﬁfl")]l(s > n)

o V(Xn/\S)

- APAS

Zatem E,V(X,n5)/A" < V(z) dla kazdego € X oraz n = 0,1,.... Mnozymy te
nier6wnosé¢ stronami przez A" i otrzymujemy:

E,V(Xs)A" 9 I(S < n) + E,V(X,)I(n < S) < A"V (z).

Sumujemy pon =0,1,... 1 mamy
9] S 9]
EV(Xs) Y. N9 4E: Y V(Xn) <V(z) Y A"
n=5+1 n=0 n=0

lub, réwnowaznie

1
11—\

(3.16) E.V(Xs) + H(z) < V(x)

1—A
Stad, poniewaz E,V (Xg) > 1, dla kazdego = mamy,

V(z)—A

(3.17) H(x) < T

Z (3.9) wiemy, ze PV(z) = (1 — f)QV(x) + vV < K dla z € C. Czyli QV(z) <
(K —B)/(1 — () zatem z (3.17) otrzymujemy

7o K=0)/0=0) - K-A-p01-N
(3.18) H < 1- T (1=-N1-p5)
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Przypomnijmy, ze T := min{n > 1 : I',_; = 1}. Stad, dla € C, korzystajac z (3.18)
otrzymujemy
T—1
E. > V(Xy)
n=1
00 S
=E, Y > V(X)ITg,=--=TIg_, =0)
j=1 n:Sj,1+1
00 S;
=YE| > V(Xn)|ls = Lg,_, = o) (1-8)
]:1 7L=Sj,1+1
> - K-
< H(1-p) < -1
2 A=Y < Gy

Dla z ¢ C musimy dodaé¢ dodatkowy skladnik: sume do momentu pierwszego wejécia do
zbioru C':

T—1 So
E: > V(Xn)=E: > V(Xy)
n=1 n=1
00 S,
+E: D> Y. V(Xp)I(Lg, =---=Tg,_, =0).

7j=1 n:Sj,1+1

Ten dodatkowy skladnik jest réowny H(x) — V(z) i do jego oszacowania uzyjemy (3.17).
Ostatecznie mamy

= AV(z)—1) K-\
(3.19) E, n;l V(Xy) < ﬁﬂ(x ZzC)+ BN 1.

O

Z dowodu powyzszego lematu wynika prosty wniosek pokazujacy zalezno$¢ pomiedzy
miarg 7 malego zbioru a stalymi wystepujacymi w warunku dryfu.
Stwierdzenie 3.20. Jezeli V' spelnia warunek dryfu do malego zbioru C to
1—A

w(C) > 7

A
Dowdd. Oznaczmy przez G(x) := E, [ZZL?) V(XZ-)}. Oczywiscie E,7(C) < G(x), ponadto
dla z € C mamy

(3.21) Gla) = | Pla,dy)H(y) = PH(x).

gdzie H(x) jest takie jak w dowodzie lematu 3.15. Korzystajac z nieréwnosci (3.17) oraz z

tego, ze PV (x) < K dla z € C otrzymujemy G(z) < % Z twierdzenia 2.19 mamy

(3.22) | = 7(X) = /C E,7(C)m(dz).

Stad wynika

1< /C Gz)r(d) <

co konczy dowdd. O
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Uwaga 3.23. Optymalny ze wzgledu na jakosé oszacowan jest warunek dryfu, gdy A oraz K
sg malte. Wtedy jednak to stwierdzenie pokazuje, ze miara m malego zbioru C nie moze by¢
zbyt mata.

Nastepny fakt jest dobrze znany, np. w [43] jest sformutowany dla ograniczonej funkcji V.
Dowdéd dla nieujemnej funkcji V' jest identyczny z wyjatkiem argumentu pozwalajacego na
skorzystanie z twierdzenia Fubiniego.

Lemat 3.24. Jesli V >0 to

E,Z(V)? =E,T (E,rV(XO)Q +2 i E,V (Xo)V (X)I(T > n)) .

n=1
Dowdd Twierdzenia 3.11. (i) Przypomnijmy, ze Cyp = E, T,

T-1
E.T<1+E;) V(X

n=1

i tezg otrzymujemy z Lematu 3.15. W dowodach punktéw (ii)-(iv) mozemy bez straty ogdl-
nosci zalozyé, ze |fly = 1.
(ii) Z Lematu 3.24 otrzymujemy

0%(f) = BE(f)? /BT < E,E(V)?/E,T

as

T-1
=E,V(X0)? +2E; Y V(Xo)V(X,) = I +1L
n=1

Do oszacowania drugiego skladnika uzyjemy Lematu 3.15.

11/2 :EWTX:_IV(XO)V(X ) =E,V(Xo)E Z V(X,)|Xo)
n=1
<E,V(Xo) (1_>\)\V(X0) + W)
= i (V) + mww).
Po uproszczeniu wyrazen otrzymujemy
() < TV + 22 )

co konczy dowdd punktu (ii).
(iii) Dowéd jest podobny do dowodu punktu (ii), ale nie mozemy juz skorzystaé¢ z Lematu
3.24. Rozpiszmy E,Z(V)? w nastepujacy sposob

2

_ 0o 2
E.Z(V)’ = E, (TZ V<Xn>) . (Z V(X)I(n < T))

=E, ZV n)?I(n < T) +2EZZV Xj)g <T)

n=0j=n+1
=:T+1I.
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Do oszacowania pierwszego wyrazenia skorzystamy z Lematu 3.15 dla funkcji V2, ktéry jest
prawdziwy przy zalozeniu (3.8),

1

KQ—)\2—ﬂ
1-)2 ’

B - )
Druga czes$é oszacujemy w dwdch krokach. Najpierw warunkujemy przez X,, i korzystamy

z Lematu 3.15 dla funkcji V, nastepnie ponownie korzystamy z Lematu 3.15 dla funkcji V2
oraz V.

I=E, ZV In <T) < Vi(z)? +

II/2:EI§:V(Xn)]I(n<T (Z V(X j<T‘X)
n=0

Jj=n+1

<E, fj V(X)I(n < T) <1_)‘)\V(Xn) + m)
Exiv n)I(n < T)+ ];(A K—-2—Fg, Zv J(n <T)
- ﬁ (1_1/\2V(x)2 - m>
i (e )
Po uproszczeniu wyrazefi otrzymujemy teze
E,2(V)? < a _lwv%c) + WV@:)

BBHMNK?2—X—3)+2(1+N)(K —-)X—p3)?
* B — 221+ ) '

(iv) Dowdd taki sam jak punktu (iii) O

Dowadd Stwierdzenia 3.12.
(i) Warunek dryfu (3.9) implikuje, ze 7V = 7PV < A(nV —7(C)) + K7 (C) stad w oczywisty
sposob otrzymujemy teze.
(ii) Dowdd jest taki sam, jak dow6d punktu (i), tylko zamiast (3.9) korzystamy z (3.8).
(iii) Dowodzimy przez indukcje: EP" IV = (P (PV) < EPP(AWVHK) < AK/(1-\)+K =
K/(1-\).
(iv) Taki sam jak (iii).
(v) Obliczamy:

@ -l @) +If
flv = s =y <SS v

< sup <|f|v ( Jg;)) < Iflv (1 + (1 j&‘?lffi;;\&(x)) '

Uwaga 3.25. Warunek dryfu zdefiniowany wzorem (3.8) w polaczeniu z warunkiem malego
zbioru (3.1) daje sie sprawdzié, wraz z jawna postacia wystepujacych tam statych (K, A, ),
w wielu modelach statystyki bayesowskiej [29, 3, 19, 24, 22, 49]. Zatem wyniki zawarte w tym
rozdziale mozna zastosowaé do tych modeli i otrzymaé catkowicie jawne oszacowania MSE.

O
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3.4. Oszacowania o,(f) dla jednostajnie ergodycznych lancu-
chéw Markowa

Definicja 3.26. Moéwimy, ze tancuch Markowa (X, )n>0 z jadrem przejécia P(z,dy) jest
jednostajnie ergodyczny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja stale M < oo oraz p < 1 takie, ze
dla kazdego = € X i kazdego n zachodzi [40, 45]

1P (@, ) = ()l < Mp™.

Jednostajna ergodycznosé jest réwnowazna warunkowi P (z,-) > Bv(-) dla pewnego h > 1
i dla wszystkich x € X oraz pewnej miary probabilistycznej v na B(X) (zob.[45] lub [40]).

Dla utatwienia rozwazmy tylko przypadek kiedy h = 1. Jest to typowa sytuacja w zasto-
sowaniach. Zalézmy zatem, ze spelniony jest nastepujacy warunek Doeblina: Istnieja G > 0
oraz miara probabilistyczna v na B(X) takie, ze

(3.27) P(z,-) > fr(-) dlakazdego x € X.

Innymi stowy spelnione jest zalozenie (3.1) z malym zbiorem C' = X'. Oczywista konsekwencja
(3.27) jest, ze dlugosé blokéw regeneracji ma rozktad geometryczny. Dla kazdego € X mamy

P.(T=1i)=p1-p)"" fori=1,2,....

Zatem E,T = 1/, ponadto T jest niezalezne od Xj.

PrzejdZzmy teraz do oszacowania wielkosci wystepujacych w Twierdzeniu 3.3. Obliczenie
Cy jest oczywiste: Cy = E,T =1/p.

Problem oszacowania asymptotycznej wariancji jest rozwazany w [6]. Przy zalozeniu
(3.27), korzystajac z wynikéw tej pracy (wzér (31) w czeéci 5 i dalsze oszacowania), po
zsumowaniu szeregu geometrycznego otrzymujemy:

2 2 2 _ 2 1+V1-p 2
(328) O'as(f)<0' <1+1_\/m)—0' <1+26><40 /B,

gdzie 0% = 7 f? jest wariancja stacjonarna.

Jezeli dodatkowo zatozymy odwracalno$é, to mozemy uzyskac lepsze oszacowanie. Dla od-
wracalnych tancuchéw spelniajacych (3.27) wiadomo, ze spektrum operatora P—II, oznaczmy
je przez S, jest zawarte w [—1 + (3,1 — (3] [44]. Z twierdzenia o rozkladzie spektralnym ope-
rator6w samosprzezonych (zob. [16, 25]) mamy

(3.29) ) = [ e < 20

gdzie E p jest miara spektralna zwigzana z f oraz P. Oszacowania o2,(f) w (3.28) i (3.29)

as
zaleza od B w spos6b optymalny. Ponadto nier6wnosé (3.29) jest optymalna.

Przyktad 3.30. Niech § < 1 zdefiniujmy lancuch Markowa na przestrzeni stanéw {0, 1}
przez macierz przejscia
2

]. Niech f(x) = = wéwcezas o0 =

| ol
[

8
P:[IEQ
5o

Wéwezas rozklad stacjonarny 7 jest réwny 7 := |
Obliczmy wariancje asymptotyczna

D= N
W=

)

N[

oa(f) = a?+23 Cov[f(Xo), f(Xi)]
=1
= U2+202i(1—ﬂ)i:2_ﬂ02.
= B
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2

2 (f) przy zalozeniu

Uwaga 3.31. W rozdziale 5 przedstawimy analogiczne oszacowania o
istnienia luki spektralnej w L?(7) bez zakladania odwracalnoci.

Oszacowanie Cy(f) oraz Co(f) przy zalozeniu (3.27) nie jest takie proste. W przypad-
ku kiedy nie mamy warunku dryfu, nie jest dostepny analog Lematu 3.15. Uzyjemy innego
podejscia i ograniczymy sie do szczegélnego przypadku kiedy (3.27) jest spelniony z v = 7.
Wazna klasa odwracalnych tancuchéw jest Niezalezny algorytm Metropolisa-Hastingsa (n.p.
[45]). Wiadomo, zZe ten algorytm prowadzi do jednostajnie ergodycznego lancucha wtedy i
tylko wtedy, gdy prawdopodobienstwo odrzucenia propozycji jest jednostajnie ograniczone
przez 1 — (3. Ten warunek jest réwnowazny temu, ze rozklad propozycji jest ograniczony z
dotu przez S ([38, 3]). To oznacza, ze speliony jest (3.27) z v = 7, dodatkowo w [3] poka-
zane jest, ze S C [0,1 — #]. W tym przypadku, jesli dodatkowo zalozymy, ze £ = v = m, to
tatwo otrzymamy C1(f)% = Co(f)? = E,Z(f)? = 02,(f)/B. Stad
o o <o ([0 (10 1)+ 222).

W wigkszej ogblnosci, jezeli & jest dowolnym rozktadem poczatkowym, to standardowa metoda
uzyskujemy proste oszacowanie Eg(én —0)2 < ||d¢/dn| B (0, — 0)2, gdzie || - ||so jest norma
supremum i d§/dm jest pochodna Radona-Nikodyma. Ostatecznie otrzymujemy oszacowanie
MSE, czyli Eg(én — 0)? tylko za pomoca o, 3 oraz ||d¢/dn|so-
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Rozdziatl 4

Nieroéwnosci Hoeffdinga dla
lancuchéw Markowa

W tym rozdziale przedstawimy uogolnienie dla tancuchéw Markowa dobrze znanych nieréw-
nosci Hoeffdinga [21]. Jezeli mamy ciag X, niezaleznych zmiennych losowych o tym samym
rozktadzie taki, ze 0 < X; < 1 oraz o wartosci oczekiwanej EX; = 6, to dla kazdego ¢ > 0
takiego, ze 6 + € < 1, zachodza nastepujace nieréwnosci:

P(X—-0>¢) < {<9i8>0+8<117ﬂ>1_9_5}n

92
< eQns

)

gdzie X oznacza $rednig arytmetyczna z n pierwszych elementéw ciagu X,.

Tego typu nieréwnosdci dla tancuchéw Markowa sa do$¢ czesto rozwazane. W przypadku
jednostajnie ergodycznym mozna je znalezé np. w [18] p6zniej poprawione w [26]. Dla tan-
cuchéw na dyskretnej przestrzeni stanéw podobne wyniki zostaly otrzymane w [33] oraz w
(34].

W dalszej czedci tego rozdziatu wykazemy nieréwnosci typu Hoeffdinga dla tancuchéw
na ogdélnej przestrzeni standow przy zalozeniu wiedzy o wlasnosciach operatora przejscia w
przestrzeni L? (). Nastepnie przy dodatkowych zalozeniach pokazemy jak z tych nieréwnosci
mozna otrzymac oszacowania podwyktadnicze na prawdopodobienstwa wielkich odchylen bez
zakladania ograniczonosci.

4.1. Nieréwnosci Hoeffdinga

Przypomnijmy, ze L?() jest przestrzenia funkcji catkowalnych w kwadracie wzgledem miary
7 z iloczynem skalarnym (f, g) = [ f(z)g(x)m(dx). Ponadto ||-||, oznacza norme w przestrze-
ni L?(7), zaé standardowo zdefiniowang norme operatoréw dziatajacych na tej przestrzeni
oznaczymy przez || - || z2(r). Do kofica rodziatu zaktadamy, ze zwiazany z taiicuchem (X, )n>0
operator przejscia P posiada wlasnosé:

(4.1) 1P =12y = p < 1.

Uwaga 4.2. Przy tym zalozeniu tancuch (X,,)n>0 jest geometrycznie ergodyczny (patrz stw.
5.3). Implikacja w druga strone pozostaje prawdziwa przy zalozeniu odwracalnosci (twierdze-
nie 2.25). W ogdlnoéci niestety nie jest to prawda, co utrudnia sprawdzanie warunku (4.1).
Doktadniej o problemach zwiazanych z tym zatozeniem napiszemy w nastepnym rozdziale.
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Niech f bedzie funkcja f : X — [0,1], oznaczmy 0 := 7 f oraz Sy, := S5 f(X;).

Twierdzenie 4.3 (Nieréwnosci Hoeffdinga). Przy powyzszych zaloZeniach i oznaczeniach
dla kazdego 0 < & < 1 — 60 zachodzg nastepujgce nierdwnosci:

n(f—e)

_ n(6+e) n
0+ 0p 0+ 0p

1 —
< exp {—21 n pEQn} ,
P

4p(6+¢)(F—e)

gdzie =1—0 oraz A =1+ G301 p)?

Uwaga 4.4. W przypadku kiedy tancuch jest odwracalny, mozemy otrzymaé¢ analogiczny
rezultat jak w twierdzeniu 4.3 z p := max{\, 0}, gdzie A := sup{z : z € o(P —1II). Wystarczy
minimalna modyfikacja lematu 4.7, aby to zauwazy¢. W tej formie sformutowany jest wynik
w [33].

Dowéd tego twierdzenia przeprowadzimy w sposob analogiczny do dowodu zawartego w
[33]. W pierwszym kroku skonstruujemy nowy lancuch Markowa na przestrzeni X i zredu-
kujemy problem do wlasnoéci operatora liniowego zwiazanego z funkcjg tworzacg momenty
nowego tancucha. Nastepnie w drugim kroku zredukujemy problem do tanicucha na dwusta-
nowej przestrzeni i skorzystamy z nieréwnosci Hoeffdinga z [33].

Na poczatku, gdy skorzystamy z nieréwnosci Markowa otrzymamy:

(4.5) Pr (Sp > n(0 4 ¢)) < e MO+E, (50,

Dalej bedziemy szacowaé funkcje tworzacg momenty Eet. W tym celu uzyjemy nowego tai-
cucha Markowa (X],)n>0 z jadrem przejicia Q(z, A) zdefiniowanym nastepujaco: dla kazdego
zbioru A € B(X) mamy:

Q(z, A) = (1 — p)m(A) + pl(z € A),

gdzie p jest dane rownaniem 4.1. Przez @) oznaczmy operator liniowy zwigzany z jadrem
przejscia Q(z, A), czyli Q(g)(z) := [9(y)Q(z,dy). Jak latwo zauwazyé Q = (1 — p)II + pI,
gdzie I jest operatorem identycznos$ciowym. Dla utatwienia zapisu wprowadzimy jeszcze jed-
no oznaczenie: jezeli T' jest operatorem liniowym, to dla kazdego t > 0 przez T, bedziemy
oznaczaé nastepujacy operator ﬁ(g) = e%fT(e%fg). Funkcja f wystepuje w twierdzeniu 4.3,
za$ dla kazdego t > 0, ef jest operatorem dzialajacym na funkcje g zgodnie ze wzorem
et g(z) := e/ @g(z). Operator Q jest dodatni (tzn. Q przeprowadza funkcje nieujemne na
funkcje nieujemne) oraz samosprzezony, czyli operator C/Q\t jest rowniez dodatni i samosprze-
zony. Z tej prostej obserwacji wynika, ze

(1.6) @ =, s o @)= s (@),

Lemat 4.7. Przy powyzszych oznaczeniach zachodzi nierownosc:

E,exp(tS,) < H@\t‘

L2(m)
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Dowdd. Wiadomo, ze E; exp(tS,) mozna przedstawié¢ za pomoca nastepujacego iloczynu ska-
larnego E; exp(tS,) = <1, (etfP)”1> [27, 11]. Istotnie pokazemy, ze E, exp(tS,) = (e!/ P)"1(x).
Dowdd tego faktu jest indukcyjny: warunkujac przez Xi, mamy

n—1

E; exp(tS,) = exp(tf(x))E, lEXl exp (t Z f(XJ)] =etp [(etfP>n_l 1] (z) = <€tfp>n 1(z).
=1

Z faktu, ze P1 =1 otrzymujemy

E, exp(tS,) = <1, (etfP)”1> = <1, (etfP)”_letf1> = <e%f1, (E)n—l(e%f1)>.

Zastosujmy do lewej strony tej réwnosci nieréwnosé Cauchy’ego - Schwarza
n—1

(4.8) E, exp(tSy) < \ .

2 -1 —~
S, [P ey = (<) |17
2 L2(r)
Dla dowolnej funkcji g przez go oznaczmy jej scentrowana wersje, czyli go := g — wg. Dodat-
kowo operator P—II oznaczmy przez Py. Przy tych oznaczeniach korzystajac z definicji normy
operatorowej w przestrzeni L%(), z zalozenia 4.1 oraz ze wzoréw (4.6), (4.8) otrzymujemy

I S {g:h:|gs||§£|h|2=1}<hﬁg>
) {gah:|gs||1:£|h|2=1}<€£f Pe2f>
T oh lalamll=1} {re¥mn(ctg)+ (¥ Mo Pt g)e) }
: {g:h:|gs||35|h|2=1}{w n(ex!g) +p (2 h)c], e+ g)c], }
: {or+ lalomliblp=1} \/ (c4g) +pH CHZ\/{”(G“’UF+PH(65fh)cHz}
< s A[red o] 4o}

{9 : lgll,=1}

t t t
= s (edgm(erlg) +pled g)c)
{9+ llgll,=1}

- HQt L2(rw

Ponadto mamy
r () |@ oy > (€371, Ques/1) = (¢1,Qe1) = = (etf)2 +pom ((e89)2) > = (etf>2

Co konczy dowdd. O

Do tej pory otrzymaliémy oszacowanie funkcji tworzacej momenty wyjsciowego tancucha
poprzez norme operatora zwiazanego z nowym prostszym lancuchem. Teraz tak jak w [33]
bedziemy poréwnywaé lancuch Markowa (X/,)n>0 o0 jadrze przejicia @ z tancuchem Marko-
wa na przestrzeni {0,1}. Niech (Y},)n>0 bedzie lancuchem Markowa na przestrzeni {0,1} z
macierzg przejscia My , zdefiniowang nastepujaco

My, =pl+(1—p)107.
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Zatem p jest druga warto$cia wlasna macierzy przejscia oraz wektor @ = [1—6,0]T = [0,0]"
jest rozktadem stacjonarnym. Przez Ey oznaczmy warto$¢ oczekiwana liczona dla tancucha
(Yn)n>0 W stanie stacjonarnym. Niech D; bedzie macierza diagonalna o przekatnej (1,e),
oznaczmy przez 17, najwieksza wartos¢ wlasna macierzy D?ngp. Przy tych oznaczeniach
mozemy zapisa¢ Stwierdzenie 1 z [33] w nastepujacy sposéb.

Stwierdzenie 4.9. Przy oznaczeniach jak w twierdzeniu 4.3 zachodzq nastepujgce nierdw-
nosci

n(f—e)

ntne—nt(9+e)

l 0+ 0p ]"”*@ [ d+0p
1-2(0—¢)/(1+VA) 1—-2(04¢)/(1+VA)

l—p, }
< — .
< exp{ 1+pan

Nastepne twierdzenie pozwala poréwnaé funkcje tworzace momenty lancuchéw (X/)n>o0
oraz (Yn)n>0-

Lemat 4.10. Przy powyzszych oznaczeniach dla kazdej wypuklej funkcji G : R — R mamy
Ex [G(f(X0)+ ..+ f(X),21)] <Eg[G(Yo+ ... + Yn1))]

Dowdéd tego lematu jest identyczny do dowodu Twierdzenia 2 z [33]. Jedyna réznica jest

wymiar przestrzeni stanéw X, co nie wplywa na rozumowanie.
o5 f(@)
rtfpetf(z) .

(1 - p)el®
4.11 1= RS
( ) /)( Ty — petf(x)

takim, ze r; > p ess supmex(etf(x)), to funkcja g jest dodatnia funkcjg wlasng dla operatora

Zdefiniujmy funkcje g(z) := Jezeli ry jest rozwiazaniem réwnania

dm(x)

@\t. Niestety w ogdlnosci réwnanie (4.11) moze nie mieé¢ rozwiazan. Aby uniknaé tego proble-
mu przyblizymy funkcje f funkcjami prostymi. Dla kazdego k € ZT definiujemy funkcje f;,
nastepujaco

L
= Z 1 .f S AZ k
z:l
gdzie A, = {z € X % < f(z) < %} Oznaczmy przez 0 oraz @t,k wyrazenia po-
wstale przez zamiane f przez fr w definicji 0 i @ odpowiednio. Korzystajac z dodatniosci i
samosprzezonosci operatora C/Q\t oraz z faktu, ze fr > f otrzymujemy

o {h>0 Slﬁ%n . <h,@th> < s ?lll\IZHQ:l} <h,@t,kh> = H@tk‘ L2(r)

(“12) @,

Ponadto zauwazmy, ze na mocy twierdzenia Lebesgue’a o zmajoryzowanym przejsciu z granica
pod znak calki, zachodzi limg_,o, 0 = 0. Oznaczmy przez n(x) najwieksza wartosé¢ wlasna
macierzy D7 M, ,. Jest to ciagla funkcja zmiennej x, czyli nyx := m:(0)) zbiega do n¢, gdy k
dazy do nieskonczonosci.

Rozwazmy funkcje

Dlar > pesssup,cy (et k(x)) funkcja Fy, jest ciagta i malejaca. Jezeli r dazy do nieskonczonodci
to Fj(r) — 0. Zauwazmy, ze istnieje j € ZT takie, ze dla kazdego i > j zachodzi 7(A; ) = 0
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oraz m(Aj > 0). Czyli esssup,cy fu(x) = % oraz jesli r zbiega do pet%, to Fy(r) — oo. Stad
oraz z monotonicznosci Fy, wiemy, ze dla kazdego k istnieje dokladnie jedno r;j spelniajace

o5k (@)

rownanie Fj(ry ;) = 1. Zatem, jak latwo sprawdzi¢, funkcja gp(x) := A ) jest funkcja
tk—

wtasng dla operatora @t,k o wartosci wlasnej 7 .
Nastepny lemat koniczy przygotowania do dowodu Twierdzenia 4.3.

Lemat 4.13. Przy oznaczeniach jak powyzej, dla kazdego k € Z zachodzi

i)

Ttk = HQt,k’ £2(m)
ii) 1
1 S
lim - log E exp (t ; fk(X£)> = log(re)

Dowdd. Ad. i) Wiemy, ze g jest jego funkcja wlasna operatora @t,k z wartoscig wlasng ry .
Zatem norma operatora @tk wynosi conajmniej ry . Ponadto operator @t,k jest samosprzezo-
ny. Wiegc jesli jego norma jest wigksza niz r; ,, to jest osiggana na przestrzeni prostopadiej do
funkcji g. Zatézmy, ze tak jest, wowczas istnieje ciag funkcji hy,, by¢ moze staly, spetniajacy:

1. dla kazdego n = 1,2, ... ||hn]ls =11
(4.14) hnLgg

2. Ciag iloczynéw skalarnych <hn, @t’khn> jest niemalejacy oraz dla kazdego n = 1,2, ...
zachodzi

(4.15) Hth’ L2(r) < <hn7©t,khn> + %

Funkcja gi jest dodatnia oraz ograniczona przez

1
(4.16) Cy:= — < g <esssup gi(z) =: Co T p.n.
Ttk TEX

Z (4.14) wiemy, ze funkcje h = max(hy,,0) i h;, = max(—hy,,0) spelniaja

mh! < gﬂhf =: Csmh,

oraz
(4.17) mh, < @ﬂh;t =: Cymh;!.
Gy
Dla kazdej z funkcji h,, mamy
~ 2
(4.18) (hn, Quhn) = (1= p) [w(e2 )| + pr(etfen2) =

=(1-p) [(w(eéfkhg)f —om(ezfeh ) m(e2 ony) + (w(eéfkhn))z} + pr(etfen2).
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Operator Qt,k jest dodatni, czyli dla kazdej funkcji A mamy <|h| ,@t,k ]h\> > <h, @t7kh>.
Funkcje h,t, h,,
(4.19)

1 ~ ~ t te o -
= > (Ihal, Qu ) = (o, Quicha) = 4(1 = p)m(e3 /e )m (2 hy) > (1 = p)m(hif)m(hy)

sg nieujemne zatem z (4.15) oraz (4.18) otrzymujemy

Ostatecznie z (4.17), (4.18), (4.19) oraz definicji r;, mamy

(s Quphn) < (1= p) [(W(eéf’“hj{))z + (w(eéfkh;))z] + pr(etfn2)

< (1= p) ()P + (m(hy))?] + m(12)p ess s et (2)
< 1 p) [ (B + (w(h))?] + e

< 1. Co konczy dowdd punktu
L2(m) ’

Zbiegajac z n do nieskonczonoéci otrzymujemy H@t’k’

i).
Ad. ii) Z punktu i) dla kazdego n mamy

HQt,k’

= Ttk

1
<gk’Q?,;19k> "
= |\~
gkl

1
2 n 1
< ( 3 ) <e%fk1,@§fgle%fkl>"’l

2
g

(29 (o™

2
gl

( etC2 ) =
2
gkl

1
= 7| Qui

L3(m)

Qt,k’

L2 (m)

L2(m)’

ale E, exp (t Z?:_ol fk(XZ’)> = <e%f’f1, @?;le%f’ﬂ 1>. Zatem, po zlogarytmowaniu stronami, z
twierdzenia o trzech ciaggach otrzymujemy teze. O

Teraz mozemy dokonczy¢ dowdd Twierdzenia 4.3
Dowod Twierdzenia 4.3. 7 nieréwnosci Markowa dla kazdego ¢ > 0 otrzymujemy
(4.20) Pr (Sp > n(0 4 ¢)) < e ™MO+E, (50,

Z Lematu 4.7 oraz wzoru (4.12) mamy

n

£ < [a) |
i X Qt 12(m)

n ~
<@
L S Qtk
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Niech (Y¥),,>0 bedzie taficuchem Markowa z macierza przejicia My, p- Wowczas z Lematu 4.10
oraz Lematu 4.13 otrzymujemy

log(HQt,k’

n—1 n—1
) = lim —logE exp (t Z (X ) < lim flogEg exp (t Z Yk> = log(nt k),

L2 n—oo n—oo n,
() i=0 =0

czyli
E et < Nk

Zbiegajac z k do nieskonczonoéci otrzymujemy
Er e < nit.

Zatem ze Stwierdzenia 4.9 otrzymujemy teze.

4.2. Uogollnienia nieré6wnosci Hoeffdinga

W poprzednim podrozdziale udowodnilidémy nieréwnoéci Hoeffdinga dla tancuchéw Markowa.
Te nieréwnosci sg prawdziwe tylko w stanie stacjonarnym oraz dla funkcji ograniczonych. W
tej czedci pokazemy jak mozna ich uzy¢ w sytuacji, kiedy tancuch nie jest w stanie stacjonar-
nym oraz funkcja f jest nieograniczona.

Zaczniemy od prostszego problemu, czyli innego rozktadu poczatkowego niz rozktad sta-
cjonarny 7. Zalézmy, ze rozklad poczatkowy £ jest absolutnie ciagly wzgledem 7, czyli posiada
gestos¢ wzgledem 7. Oznaczmy ja przez % oraz dla 1 < p < oo okreslmy jej p-ta norme przez

Przy tak przyjetych oznaczeniach mozemy sformutowaé prosty wniosek z Twierdzenia 4.3.

(f |2 @) dr(@))” edy p<oo
esssupy, eX}‘ 5(;1: ’ gdy p=oc.

Whniosek 4.21. Przy zalozeniach jok w Twierdzeniu 4.3, dla dowolnego rozktadu poczgtkowe-
go & absolutnie cigglego wzgledem m oraz dla dowolnych liczb p,q > 1, spelniajgcych %+% =1,

zachodzi p )
3 exp{—Q_pezn} .
» q(1+p)

€ (Sy > n(o+2) <| 7

Dowdd. Rozpiszmy lewa strone nieréwnosci

Pe (S > n(0 + 2)) / P, + o) %(m)w(dm),

korzystamy z nieréwnoéci Holdera i otrzymujemy

(/ P, n(d+¢))? W(dax))q

Poniewaz prawdopodobienstwo jest zawsze nie wigksze niz jeden to wyrazenie pod catka
mozemy oszacowaé nastepujaco

Fe(s w042 < |25

(/ P, 9+6))7r(dx)>;
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Zatem
Fe(s 5 09 < | £
dm

1
Pr(Sp=2n(0+¢))e,
P
czyli korzytajac z Twierdzenia 4.3 otrzymujemy teze. O

Dzieki temu prostemu wnioskowi uwolniliSmy sie od niepraktycznego w zastosowaniach
zalozenia o stacjonarnosci tancucha. Jednak algorytmy uzywane w MCMC najczesciej sto-
sowane sg w przypadku, gdy funkcja f jest nieograniczona. Teraz, korzystajac z nieréwnosci
Hoeffdinga, pokazemy oszacowania na pradopodobienstwa bledéw estymatora dla pewnej
klasy funkcji nieograniczonych. Niech f bedzie funkcja na przestrzeni X o wartosciach rze-
czywistych, dodatkowo o f bedziemy zaktadaé, ze ma wykltadnicze ogony wzgledem rozktadu
stacjonarnego. To znaczy, ze istnieja stale a > 01 b > 0 oraz My > 0 takie, ze dla kazdego
M > My zachodzi

M
(4.22) Pr(If(X)] > 5) < ae™™,
Zalézmy, ze tancuch (X,,)n>0 spelnia zalozenie (4.1). Podobnie jak wczesniej, oznaczmy przez
Sy sume S, := Z?;Ol (Xi). Dodatkowo przez S,y oznaczmy sume funkcji obcietych przez
M czyli Sy = Y00 FX)I(£(X;)] < A oraz niech 0y == Ex(f(Xo)I(|f(Xo)| < ).
Przy tych oznaczeniach mozemy oszacowaé interesujace nas prawdopodobienstwo nastepuja-
co:

(4.23) Pr (Sn = n(0 +¢)) < Pr (Spr = 1y +€)) + Pr(Figjcn = 1f(Xi)| > %)

b
Wiadomo, ze zachodza nastepujace nieréwnosci:

M

PrGigien © f(X)>5) = Pr U{|f<Xi>|>M}>

Mozemy przeksztalcié nieréwnosé (4.23) i otrzymamy

SpM N O 1 € M
. r (Sn 2 < Pr ’ 52 EV Y T 9 |-
(4.24) P, (S, >n(@+¢)) <P < Tty n(M+2+M)>+nIP’ (!f(X1)|> 2)

Zatozmy, ze M > My oraz, ze e +60 < % woéwcezas do pierwszej czesci (4.24) mozemy zastoso-
waé Twierdzenie 4.3. Natomiast druga cze$¢ oszacujemy korzystajac z faktu, ze f ma ogony
wyktadnicze. Otrzymujemy

21*9 52

(425) Py (Sn > n(9 + 5)) <e T+ "2 -+ e—bM-HOg(an)'
Teraz zoptymalizujemy to wyrazenie wzgledem M. Oznaczmy przez W (M) wielomian

log(an) 1—p
4.2 M) := M3 — M? —2 2,
(4.26) W(M) b b(1+p)
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Zauwazmy, ze wielomian W (M) < 0 dla M < 0 oraz W]\E[AQJ) jest funkcja rosnaca dla M > 0,

zatem W (M) posiada tylko jeden pierwiastek rzeczywisty M* i nieréwnos$¢ (4.25) mozemy
przeksztalci¢ nastepujaco:

1-p 52

(4.27) P (Sp > n(0 +¢)) < 2e 20" 077,

Wl

,l
Ponadto wiemy, ze W(%) < Ooraz W <(2b(111pp) n52> 5) < 0, czyli M* > max { bg%‘m) , ( L
M*

Przez cale rozumowanie zakladaliSmy, ze M* > My oraz, ze € + 60 < =5, czyli nieréwnos¢
(4.27) jest prawdziwa dla kazdego n € Z* oraz dla kazdego ¢ > 0 spelniajacych:

srisne?)

b

1
(4.28) log(an) > bMy oraz e < ogz(zn) -0,
albo
1—p 3 1/ 1-—p 3
4.2 92— _pe? M, ~ (2 —Fne?
(4.29) (b(l—l—p)nE) > My, oraz €+9<2<b(1+p)n6)

wl—=

Przyjrzyjmy sie przypadkowi, gdy loggm) > (2 b(lljr;;) ) n52> . Wowczas M™* jest mniejsze

lub réwne od jedynego rzeczywistego rozwiazania réwnania

log(an) \ o log(an)?

M} — ="M =0.
b b3
3
Podstawiamy do tego rownania D = 102?;[71) i po podzieleniu stronami przez % otrzymu-

jemy
D3—-D?>-1=0.

Rozwiazaniem tego réwnania jest liczba D* ~ 1.465571, czyli M* < D*%. Analogicznie

L
postepujemy w przypadku, gdy % < (2 b(lljr’; ) n52) ® i otrzymujemy nastepujacy wniosek

z Twierdzenia 4.3.

Whniosek 4.30. Niech X, bedzie taricuchem Markowa z rozkliadem stacjonarnym m i opera-
torem przejScia P spetniajgcym ||P — 1| 12y < p. Niech f bedzie funkcjg f: X — R takg,
ze dla kazdego M > My zachodzi Pr(|f(Xo)| > %) < ae”™ . Wowczas dla dowolnego roz-
kladu poczgtkowego £ absolutnie cigglego wzgledem m, dla dowolnego 1 < p,q < oo takich, Ze
}% + % =1, oraz dla kazdego n i e > 0 spelniajgcych (4.28) oraz (4.29) zachodzi:

P5(5n>n(9+e))<Hf 21 p2

2e ———= ,
llp Xp{ qgl+p M*Q}

gdzie M* jest rozwigzaniem

1 1—
B 2loslen) P ne? =0

b b(1+p)

Ponadto

3 =
max (gl_f)mQ) a3 log(an) < M* < 1.465571 max (21—Pn€2> ’log(an) .
b(1+ p) b Y

=
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Uwaga 4.31. W stwierdzeniu 5.25 pokazemy, ze jesli V' spelnia podwéjny warunek dryfu (defi-
nicja 5.14) implikujacy istnienie p z warunku (4.1), to funkcje | f| < log(V') maja wykladnicze
ogony wzgledem rozktadu 7.

Uwaga 4.32. W przypadku zmiennych losowych niezaleznych, wlasnosé (4.22) implikuje ist-
nienie funkcji tworzacej momenty dla sumy S,. W sytuacji gdy rozpatrujemy tancuchy Mar-
kowa warunkiem koniecznym i dostatecznym istnienia funkcji tworzacej momenty sumy S (¢
(dla nieograniczonej f) jest silniejszy warunek dryfu (zob. [1]):

exp (=V(x)) P (exp(V)) (z) < exp (=[f(z)| + bl(z € C)),

gdzie V> 0, b > 0 oraz C jest a,-malym zbiorem. Warunek ten wydaje sie by¢ trudnym
do sprawdzenia i nie sg znane nietrywialne przyktady tancuchéw go spelniajacych. Czyli
przy zalozeniach (4.22) oraz (4.1) nie mozemy uzy¢ standardowej metody szacowania funkcji

tworzacej momenty.
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Rozdziatl 5

Norma operatora P i jego luka
spektralna w L(r)

W poprzednim rozdziale wykazaliémy nierownosci Hoeffdinga oraz wnioski z nich wynikaja-
ce korzystajac z istnienia p < 1 spelniajacego (4.1), czyli ||P — HHLQ(ﬁ) < p. W tej czesci
pracy przyjrzymy sie doktadniej temu zalozeniu. Z Twierdzenia 2.25 wiemy, ze w przypadku
odwracalnym istnienie p spelniajacego (4.1) jest réwnowazne geometrycznej ergodycznosci.
W pierwszej czesci tego rozdzialu przeanalizujemy to zalozenie w przypadku tancuchéw nie-
odwracalnych. W szczegdlnoéci sfomulujemy pewien nowy warunek dryfu pozwalajacy na
oszacowanie p.

Dla odwracalnych tancuchéw uzytecznym narzedziem jest luka spektralna w przestrzeni
L?(m) [16, 25, 28, 46, 44]. Wykorzystujac luke spektralng mozna uzyskaé lepsze oszacowa-
nia bledéw estymatoréw [46] lub tez ostabié zalozenia dla CTG [44]. W drugiej czesci tego
rozdziatu pokazemy, ze mozna rozpatrywaé pojecie luki spektralnej w L?(m) réwniez dla
nieodwracalnych tancuchéw. Okaze sie, ze mozna wowczas uzyskaé podobne rezultaty jak
w przypadku odwracalnym. Jednak w przypadku nieodwracalnym wlasnoéé posiadania luki
spektralnej w L?(7) nie jest juz, tak jak dla odwracalnych, réwnowazna geometrycznej ergo-
dycznosci. W zwiagzku z tym przedstawimy rowniez zalozenia gwarantujace istnienie luki w
jezyku warunkéw dryfu.

5.1. Oszacowania p.
Zanim sformutujemy odpowiednie fakty dla przypadku ogélnego, potrzebujemy wprowadzi¢

nowe oznaczenia. Jezeli P(x,dy) jest jadrem przejscia z rozkladem stacjonarnym 7, to zdefi-
niujmy jadro przejscia P*(y,dx) sprzezone do P(z,dy) poprzez réwnanie:

/A (dz)P(z, B) = /B 7(dy)P*(y, A), YA, B e B(X),
w skrocie:
(5.1) m(dx)P(x,dy) = n(dy)P*(y,dx), Vz,y € X.
Istnienie jadra spelniajacego warunek (5.1) wynika z faktu, ze X’ jest przestrzenia polska i
mozemy okresli¢ P*(y, A) jako regularna wersje prawdopodobienstwa warunkowego P (Xy €

A|X: = y). Operator P*, zwigzany z jadrem P*(z,dy) jest operatorem sprzezonym do P.
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Uwaga 5.2. Mozna wyznaczyé P*(y,dz) jesli jadro P(z,dy) oraz rozklad m maja gesto-
sci wzgledem tej samej miary. Jednak najwazniejszym przykladem nieodwracalnego tan-
cucha Markowa jest probnik Gibbsa. Operator przejscia dla probnika Gibbsa jest postaci
P = PP, Py, gdzie jak tatwo sprawdzi¢ wszystkie P; sa samosprzezonymi operatorami.
Zatem, w tym szczegdlnym przypadku, operator sprzezony P* jest rowny P* = P;--- Py P;.
Sprzezone jadro przejscia P*(y, dx) jest réwniez prébnikiem Gibbsa, tylko z odwrotna kolej-
noécia zamiany wspotrzednych.

Stwierdzenie 5.3. Jezeli laricuch Markowa z jadrem przej$cia P(x,dy) spelnia (4.1), to jest
geometrycznie ergodyczny.

Dowdd. Wiadomo, ze jesli tancuch jest m-nieprzywiedlny, to istnieje n-maly zbiér C' ([40]).
Z (4.1) wiemy, ze istnieje jednoznacznie wyznaczony rozklad stacjonarny 7, wiec lancuch
(Xn)n>1 jest m-nieprzywiedlny. Stad korzystajac z (4.1), nieréwnosci Cauchy’ego-Schwartza
oraz z faktu, ze miara £ P™ ma gesto$¢ wzgledem 7 postaci ng (x) = P (%) (x) otrzymu-

jemy
n 1 n dr|,P"
e PO =70l = s Il P(1) = (0l = 5 sup | [ 760) () 1) )
IfI<1 IfI1<1
1 dr| dr|
4 < - (P —-TI) —< < = ||—< P 11| ;2
(5.4 [ -m G|, <3 |Fe@] 1P - Mg,

Wiadomo, ze norma operatora P*" — II jest réwna normie operatora sprzezonego P™ — II,
czyli z (4.1) przeksztalcamy (5.4) w

1

Il P ) = 7Ol < 3

dm|.

dm

dr|,,
dm (@

n 1
@) 17" =1y < 5

Zatem na mocy Twierdzenia 2.24 otrzymujemy, ze lancuch z jadrem P(x,dy) jest geome-
trycznie ergodyczny. O

Implikacja w przeciwna strone w ogélnym przypadku nie jest prawdziwa, ale mozna przed-
stawi¢ nastepujaca charakteryzacje warunku (4.1).

Twierdzenie 5.5. Larncuch Markowa z jgdrem przejscia P(x,dy) spelnia (4.1) wtedy i tylko
wtedy, gdy lancuch Markowa z jadrem przejScia PP*(x,dy) jest geometrycznie ergodyczny.
Ponadto v spelnia

[(PP*)"(z,) = ()l < May"
wtedy i tylko wtedy, gdy /v > p = ||P — | 12(r)

Dowdd. Dowodzimy twierdzenie poprzez ciag réwnowaznosci. Przypomnijmy dobrze znany
fakt z analizy funkcjonalnej: Jezeli T' jest operatorem liniowym na przestrzeni Hilberta H, to

* 12
IT|? = |T*T|| = |TT*| = |T**-

Zatem ||P —1II|[ 2 () < p < 1 wtedy i tylko wtedy, gdy [|(P — II)(P — II)*[| 2y < p?. Ope-
rator 11 jest rzutem prostopadlym komutujacym zaréwno z P jak i z P*, czyli

(P—TI)(P —T)* = PP* —TIP* — PII+ 11 = PP* —II.

Z Twierdzenia 2.25 wiemy, ze ||PP* —1II|| L2(m) S p? < 1 jest rébwnowazne geometrycznej
ergodycznosci tancucha z jadrem przejscia PP*(x,dy). Ponadto z Twierdzenia 2.25 wiemy,
ze p? jest réwne wspolezynnikowi geometrycznej ergodycznoéci tancucha z jadrem PP*(z, A),
co konczy dowdd. O
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Przedstawiona powyzej charakteryzacja warunku (4.1) w typowych przypadkach nie po-
zwala na oszacowanie p wprost. Teraz przedstawimy oszacowania p dla podstawowych klas
tancuchéw Markowa.

5.1.1. Oszacowania dla skonczonej przestrzeni stanéw

W ogélnoéci nie wszystkie ergodyczne tancuchy na skonczonej przestrzeni stanéow spelniaja
(4.1).

Przyktad 5.6. Niech (X,,),>1 bedzie laficuchem na przestrzeni stanéw {0, 1,2} z nastepu-
jacymi prawdopodobienstwami przejscia

1
P = —
(070) 2’

1
P(0,1) = =
(07 ) 27
P(1,2) 1,
P(2,0) = 1,

(pozostale prawdopodobienstwa przejscia sa réwne 0). Ten laficuch jest nieokresowy i nie-
przywiedlny, a co za tym idzie jest ergodyczny. Jego rozktad stacjonarny jest réwny w =
[1/2,1/4,1/4], czyli na podstawie definicji (5.1) mamy P*(2,1) = 1. Stad PP*(1,1) = 1,
zatem tancuch z macierzg przejécia PP* jest przywiedlny, czyli nie jest ergodyczny. Zatem z
Twierdzenia 5.5 (X,,)n>1 nie spelnia zalozenia (4.1).

Jednak dla przestrzeni stanéw X skonczonej, |X| = d, zachodzi nastepujacy fakt, ktéry
jest szczegdlnym przypadkiem twierdzenia 5.5.

Stwierdzenie 5.7. Niech (X,,)n>0 bedzie ergodycznym lancuchem Markowa na skoniczonej
przestrzeni stanow X z macierzq przejscia P. Wowczas, jezeli druga co do wielko$ci wartosé
wlasna macierzy PP* jest mniejsza niz 1, to p wystepujgce w warunku (4.1) jest rowne jej
pierwiastkowi. W przeciwnym przypadku, nie jest spelniony warunek (4.1).

5.1.2. Oszacowania dla jednostajnie ergodycznych tancuchéw Markowa

W ogdélnosci jednostajnie ergodyczne tancuchy moga nie spelniaé¢ warunku (4.1) (patrz. Przy-
ktad 5.6). Jednak jesli spelniony jest warunek Doeblina (3.27), a tak jest w typowych sytu-
acjach, to warunek (4.1) jest spelniony. Przypomnijmy, ze warunek Doeblina oznacza

P(z,-) > pv(-) dlakazdego z € X.
Stwierdzenie 5.8. Jesli spelniony jest warunek Doeblina, to spelniony jest warunek (4.1) z

p<4/1—1p2

Nastepny fakt jest niezbedny do dowodu tego stwierdzenia. Przedstawimy go w wiekszej
ogolnosci, aby moc skorzystaé¢ z niego rowniez w dalszej czedci pracy.

Lemat 5.9. Jesli dla pewnego zbioru C' miary m dodatniej, B > 0 oraz miary probabilistycznej

v zachodzi:
P(z,A) > fl(x € C)v(A) AeB(X),zeX,

to

1
PP*(z,A) > 1ﬁ2]1(x eC)r(CNA) AeB(X),zeX.
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Dowdd. Dla zbioréw A takich, ze AN C = ) to lemat jest oczywisty. Niech AN C # ) oraz
niech x € C, wéwczas z zalozenia mamy:

(5.10) PP*(x, A) = /X P*(z, A)P(z,dz) > B /X P*(2, AN C)v(dz)

Latwo, zauwazyé, ze miara v posiada gestoéé g—;’r wzgledem 7. Oznaczmy, przez D(e) :

{x € X : % > ¢} Poniewaz [y %Zr(dr) = 1 oraz % > 0, to dla kazdego 0 < & < 1
zachodzi w(D(eg)) > 0. Skorzystamy teraz z definicji P* (5.1) oraz z wlasnosci zbioréw D(e)
i przeksztalcajac (5.10) otrzymujemy:

(5.11)  PP*(x,4) > 8 /D . /A =P (e dy)m(ds) = e /D . /A () Ply,dz).

Korzystamy ponownie z zalozenia i z (5.11) otrzymujemy
(5.12) PP*(x, A) > B%ev(D(e))m(ANC).

Pozostato nam do oszacowania v(D(¢)), ale

V(D(e)C) = /D . W oyr(dz) < e / (dz) = e,

¢ dr x
wiec v(D(g)) > 1 — e. Wstawiajac to do (5.12) i optymalizujac wzgledem ¢ otrzymujemy
1
(5.13) PP*(z,A) > Zﬁ‘%r(A Nnao).
O

Dowdd Stwierdzenia 5.8. 7 lematu 5.9 wynika, ze tanicuch o jadrze przejscia PP*(x, dy) row-
niez spetnia warunek Doeblina, ponadto tancuch ten jest odwracalny. Stad wiadomo, ze spek-
trum PP* — I jest zawarte w [—1 + £3%, 1 — 13%] [44]. Korzystajac z Twierdzenia 5.5 oraz

2.25 otrzymujemy, ze p < /1 — 132 O

W przypadku odwracalnych jednostajnie ergodycznych tancuchéw Markowa warunek
(4.1) jest zawsze spelniony (twierdzenie 2.25). Dodatkowo jesli (X,,)n>1 spelnia

PM"(z,-) > Bv(-) dla kazdego z € X.

top < (1— ﬂ)% Jest tak, poniewaz HPh — H‘
jest zawarte w [—1 4 5,1 — f].

L) =[P - HH}LS(W) oraz spektrum P" —IT

5.1.3. Oszacowania dla geometrycznie ergodycznych lancuchéw Markowa

Wiadomo, ze geometryczna ergodycznosé w ogodlnoséci nie gwarantuje spelnienia warunku
(4.1). Najpierw podamy zmodyfikowany warunek dryfu zapewniajacy warunek (4.1). Nastep-
nie przedstawimy oszacowania p w terminach wielko$ci wystepujacych w tym warunku.

Definicja 5.14. Powiemy, ze V > 1 spelnia podwdjny warunek dryfu, jesli spelnione sa
nastepujace warunki:
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1. Zbiory C, :={x € X : V(z) < r} sa malymi zbiorami dla kazdego r > 1, tzn.
P(z,dy) > B 1(x € C,)v,(dy),
gdzie B, > 0 oraz miara probabilistyczna v, moga zaleze¢ od 7.

2. Istnieja A1 i Ao takie, ze A Ao < 1 oraz istnieje stala K < oo, dla ktorych spelniony jest
warunek

PV (x)

P*V(z)

)\1V(.Z‘) + K

<
< V() + K

Twierdzenie 5.15. Jezeli V' spelnia podwdjny warunek dryfu, to lancuch (Xp)n>1 spelnia
warunek (4.1).

Dowdd. 7 lematu 5.9 otrzymujemy, ze dla kazdego r > 1 zachodzi
1
(5.16) PP*(z,A) > Zﬁfw(A NCHI(x € Cy)

Czyli warunek maltego zbioru dla P implikuje warunek matego zbioru dla PP*. Korzystajac
z Definicji 5.14 obliczamy
(5.17) PPV (x) < MAV(z) + (1 + A2) K.

2(14+X2)K

Dla )\2 > 1oraz r = Sy mamy

14+ Ao

(5.18) PPV (z) < TV(LU) z ¢ Cy
T4+ MA)(1+ X)K
(5.19) PP*V(z) < (L MA)A+ A
1— A1

Dla Ay < 1orazr = w mamy

14+ A(2X2 —1
(5.20) PPV(z) < — 1(2 2 )V(x) z ¢ C,

14200 —M)(1+X)K
(5.21) PPV < GFEPdz= )+ A) €,

1—XN

Zatem z Twierdzenia 2.24 otrzymujemy, ze tancuch Markowa z jadrem PP* jest geometrycz-
nie ergodyczny, wiec z Twierdzenia 5.5 otrzymujemy teze. O

Dla utatwienia zapisu w nastepnym stwierdzeniu wprowadzmy oznaczenia.
Dla Ao > 1:

I 2(1 + )\Q)K
1=
~ 20 + M+ 1
A= ——
2(14 A2)
~ 2201 + A +1
K = ——K
1— XA
1,12
50 = 46 f( _ 5\
14+ A A
)\0 _ 21 2
(1 + /\1A2)<1 + /\Q)K
KO = 5
1— Ao
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oraz dla A9 <1

I 2(1-+—A2)}(
Y
~ 1—XN
A= M+
P21+ )
P )\1+2)\1)\2+1K
1—X
1-A
o 2
Bo = 4ﬁ st
T+ X (2X2—1)
Ay = 5
(142X = A )(1+ M) K
Ky =
1—XN
Stwierdzenie 5.22. Jezeli V' spelnia podwdjny warunek dryfu z A1 < 1, to
1
p <;}%02a
gdzie
1
Ry := min{)\al, (1—75p) >}
oraz

log (Ko ng) |

a1 = 1
10%()‘0 )

Dowdd. Przypomnijmy, ze z (5.16) wiemy, ze C,» jest malym zbiorem (dla PP*)

1
PP*(x,dy) > —B°n(Cpe)m|,, (dy)l(z € Cpe).

4

Jezeli A1 <1, to lancuch z jadrem przejscia P(x, A) spelnia warunek dryfu do matego zbioru
Cy+ z funkcja V oraz z A i K. Stad ze stwierdzenia 3.20 oraz z (5.16) otrzymujemy

PP*(x,dy) > for|,  (dy)l(z € C;).

Z (5.18) oraz (5.19) gdy A2 > 1 lub z (5.20) oraz (5.21) gdy A2 < 1 otrzymujemy, ze tancuch

z jadrem PP*(x, A) spelnia warunek dryfu do zbioru Ci»:
A dl 5
Ky dla z € Cpx.

Lancuch z jadrem przejécia PP*(z,dy) jest odwracalny oraz operator PP* jest dodatnio
okreslony i z Twierdzenia 5.5, Twierdzenia 2.24 oraz Twierdzenia 1.3 z [5] otrzymujemy, ze

(NI

< Ry ?,
gdzie
1
Ro :=min{\;', (1 — fo) =1}

log (e )

log()\gl)

oraz

46



Uwaga 5.23. W definicji 5.14, mozemy zastapi¢ warunek malego zbioru dla wszystkich r
przez warunek malego zbioru tylko dla r*. Jednak typowa sytuacja jest taka, ze potrafimy
wykazaé, ze dla kazdego r zbiory C, sa male.

Uwaga 5.24. W przypadku odwracalnym z Twierdzenia 2.25 wiemy, ze warunek (4.1) jest
rownowazny geometrycznej ergodycznoéci. Jesli spetniony jest standardowy warunek dryfu
do matego zbioru C oraz tancuch jest silnie nieokresowy, tzn. miara v wystepujaca w definicji
malego zbioru C' spelnia v(C) > 0, to p mozemy oszacowaé z Twierdzenia 1.2 z [5].

Nastepne stwierdzenie pokazuje jak przy spelnieniu podwoéjnego warunku dryfu mozna

okresli¢ klase funkcji nieograniczonych spelniajacych zatozenia wniosku 4.30.

Stwierdzenie 5.25. Jezeli spelniony jest warunek dryfu 5.14, to wszystkie funkcje |f| <
log(V') majg wykladnicze ogony, ponadto dla kazdego M > 0:

M K — Apin =M
P Xo)|> =)< ————e2,
(1) > 5 ) < T
czyli stale wystepujgce we wniosku 4.30 sq postaci: My = 0, a = W oraz b = %, gdzie

min

)\min = min{)\l, )\2}

Dowaod. Zalézmy, ze Apin = A1, wOwczas z nieréwnoéci Markowa oraz powtarzajac rozumo-
wanie z dowodu stwierdzenia 3.12 (i) otrzymujemy

M _ K-\ -
P, (\f(X1)| > ) <ezaV < Le="
2 1-M

2 .

W przeciwnym przypadku, jesli Ajuin = A2 to zastepujemy lancuch z jadrem P(x,dy) przez
lancuch z jadrem P*(z,dy) i otrzymujemy teze. O

5.2. Luka spektralna

Definicja 5.26. Powiemy, ze lancuch Markowa z jadrem przejscia P(z,dy) i rozkladem
stacjonarnym 7 ma luke spektralna (1 — o) > 0, jezeli

o:=sup{|A|: Neo(P—-1I)} <1,
gdzie o(P — II) oznacza spektrum operatora P — II.

Taka sama definicja luki spektralnej znajduje sie réwniez w [15, 16, 27, 28, 44, 46]. Przy-
toczmy znany fakt o promieniu spektralnym:

1 1
(5.27) o= lim [[(P—1I)"|f20 = lim |[P" =072

przy czym ostatnia rownosé wynika z faktu, ze II jest rzutem prostopadtym komutujacym z
P. Zauwazmy jeszcze, ze istnienie luki spektralnej jest réwnowazne wilasnosci p-mieszania dla
stacjonarnych tancuchéow Markowa. W nastepnym stwierdzeniu podajemy inne podstawowe
wlasciwodci luki spektralne;j.

Stwierdzenie 5.28. Dla laricucha Markowa z jgdrem przejscia P(x,dy) i rozkladem stacjo-
narnym m, nastepujgce wlasnoéci s¢ réwnowazne:

(i) Laricuch ma luke spektralng 1 — o w L?(7).
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(ii) Istnieje ng € Z oraz vy < 1 takie, Ze
[P =l L2 () < 70-

(iii) Istnieje stala M < oo oraz v < 1 takie, Ze dla kazdego n zachodzi

[P™ =11 2y < MA".

Dowad.
1
(i)=(ii) Z (5.27) i z wlasnosci (i) wiemy, ze granica lim,_, |[|P™ — HHEQ(ﬂ) < o < 1, stad
istnieje no takie, ze [P — I 2y <70 < 1.
(ii)=(iii) Obliczmy dla dowolnego n, pamigtajac, ze [P —II|| 2z < 1:

) L] e

|~ T gy < 1P™ ~ M 5203 <760 <70 ™

1
no

podstawmy vy := y,° oraz M =, L4 otrzymamy (iii)
(iii)=-(i) Z (5.27) mamy
. 1 . 1
o= lim [P —1I|[p2 ) < lim Mwry =7,
O

Uwaga 5.29. Na ogo6t zachodzi nieréwnoéé¢ o < p, gdzie 1 — p jest luka spektralng zas p =
[P —IIf| L2 (7). Dla taficuchéw odwracalnych mamy réwnos¢.

Whiosek 5.30. Jezeli taricuch Markowa z jadrem przej$cia P(x,dy) ma luke spektralng w
L?(m) to jest geometrycznie ergodyczny.

Dowod jest identyczny jak dowdd Stwierdzenia 5.3. Dla nieodwracalnych tancuchéw im-
plikacja w druga strone nie jest prawdziwa [28]. My przedstawimy prostszy przyktad oparty
tylko na faktach dotyczacych tancuchéw Markowa.

Przyklad 5.31. Niech przestrzen stanéw X := ZT x Z* oraz niech p bedzie rozkladem
prawdopodobienstwa na Z* takim, ze istnieje x > 1 speliajaca

(5.32) i k"p(n) < oo
n=0

oraz dla kazdego n mamy p(n) > 0. Na przyklad p(n) = 5 spelnia te zalozenia. Zdefiniujmy
tanicuch Markowa na X poprzez prawdopodobienstwa przejscia:

P((0,0),(0,0)) = p(O),
P ((0,0), (n,n)) p(n),
P ((n,k),(n,k—1)) 1 dlak=23,..n,
P((nv 1)7(070)) = 1,
P((n,k),(j,i)) = 0, w pozostalych przypadkach.

Oznaczmy przez T pierwszy moment powrotu do (0,0), czyli 7 := inf{n >0 : X,, = (0,0)}.
Zauwazmy, ze

(5.33) P(r=n)=pn—-1) n=12,...
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Zatem z (5.32) istnieje k > 1, spelniajaca E,0x" < oo. Stad na mocy Twierdzenia 2.24
mamy, ze nasz tancuch jest geometrycznie ergodyczny, w szczegdlnosci istnieje rozklad sta-
cjonarny 7. Z Twierdzenia 2.19 oczywistym jest, ze w(n, k) = n(n,j) dla 5,k € {1,2,...,n}.
Jesli P*(z, A) jest sprzezonym jadrem, to dla kazdego n mamy

P ((n+1,1),(n+1,n+1)) =1.
Stad dla kazdego n mamy
P"P*"((n+1,n+1),(n+1,n+1)) =1.

Stad dla kazdego n wiemy, ze tancuch Markowa z jadrem przejécia P™"P*"(z,dy) jest przy-
wiedlny, wiec na podstawie Twierdzenia 5.5 dla kazdego n

1P — H||L2(7r) =1
Z wzoru (5.27) otrzymujemy, ze ¢ = 1, czyli nie istnieje luka spektralna.

Uwaga 5.34. Powyzszy przyklad jest procesem odnowienia z niewielka modyfikacja powodu-
jaca, ze powroty do zera dla réznych n maja rozlaczne trajektorie. Uzywajac tych samych
argumentow mozemy skonstruowaé zwyczajny geometrycznie ergodyczny proces odnowienia
nie posiadajacy luki spektralnej. Wystarczy dobraé¢ tak prawdopodobienstwa p(n), aby byly
niezerowe tylko dla n = a; dla pewnego k, gdzie a,, jest ciagiem okreslonym rekurencyjnie
przez a, = n + a,_1 oraz ag = 0.

Uwaga 5.35. Lancuch z jadrem sprzezonym do jadra przejscia z Przykladu 5.31 jest réwniez
geometrycznie ergodyczny. Stad wniosek, ze geometryczna ergodycznosé obu lancuchéw (z
jadrem P oraz z jadrem P* nie gwarantuje istnienia luki spektralne;j.

Przedstawimy teraz warunek dryfu implikujacy istnienie luki spektralnej. Niestety ten
warunek, w przeciwienstwie do warunku 5.14, nie pozwala na jawne obliczenie o, ale spelnia
go znacznie szersza klasa tancuchow.

Definicja 5.36. Powiemy, ze tancuch Markowa spelnia staby podwoéjny warunek dryfu, jesli
spelnione sa nastepujace warunki:
1. Istnieja zbiory C'i C*, ktére sa a,-male wzgledem jadra P(z,dy) i P*(x,dy) odpowied-
nio. Tzn. istniejg G, 8* > 0, miary probabilistyczne v, v* oraz rozklady prawdopodo-
biefistwa na Z* (ay,), (af) takie, ze

Z anP"(x,dy) > pl(zeC)v(dy) VreX
n=1

Z ar P (z,dy) > ['I(zeC*)*(dy) VreX

n=1

2. Istnieja funkcje V, V* > 1 takie, ze %V < V* < BV dla pewnego B < oo oraz spelnione
sa warunki dryfu dla jadra P(x,dy) i P*(x, dy) odpowiednio. Czyli istnieja stale A, \* <

1 oraz K, K* < oo takie, ze
AV dl C
K dlax € C

oraz
* * 1 *
PV () < NV*(z) dlax ¢ C*,
K* dla z € C*.
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Uwaga 5.37. Jezeli zachodzi podwéjny warunek dryfu (definicja 5.14) z Aj, A2 < 1 to implikuje
staby warunek dryfu (definicja 5.36).

Twierdzenie 5.38. Jezeli lancuch Markowa z jadrem przej$cia P(x,dy) spelnia staby po-
dwéiny warunek dryfu 5.36, to ma luke spektralng w L? (7).

Dowdd. 7 Twierdzenia 2.24 wiemy, ze zar6wno lancuch z jadrem P(x, A) jak i ten z jadrem
P*(z, A) sa geometrycznie ergodyczne. Ponadto istnieja funkcje Vi, Vi* > 1 oraz ng, n; takie,
ze

1
(5.40) 1P T < 1
Vl*

Ponadto V; i V" sa réwnowazne z V' i V* odpowiednio. Poniewaz V i V* sa réwnowazne,
to V1 i V" sa rownowazne. Czyli odpowiadajace im normy sa réwnowazne, tzn. istnieje stata
M < oo taka, ze ||| 0 <M HHL%O Z (5.40) otrzymujemy, ze istnieje k spelniajace

Vl* 1

(5.41) P )| <.
Vi

WeZmy n = ngnik, wéwczas z (5.39) oraz (5.41) otrzymujemy

n pxn xknyg
(5.42) [P P T e < P I

P - < 1
\Z 1

Z Twierdzenia 2.24 mamy, ze tancuch z jadrem P"P*"(x,dy) jest geometrycznie ergodyczny.
Z Twierdzenia 5.5 otrzymujemy ||P"™ — II| r2(x) < 1, zatem ze stwierdzenia 5.28 otrzymujemy,
ze tancuch z jadrem przejscia P(z,dy) ma luke spektralna. O

5.3. Funkcjonalne CTG dla funkcji catkowalnych w kwadracie

Wiadomo, ze dla odwracalnych geometrycznie ergodycznych tancuchéw Markowa warunkiem
dostatecznym, aby zachodzito v/n-CTG jest istnienie stacjonarnego drugiego momentu funkcji
f ([44]), tzn. 7(f?) < oo. Zeby /n-CTG zachodzilo dla nieodwracalnych geometrycznie
ergodycznych tancuchéw potrzeba, aby istnial wyzszy niz drugi moment, tzn. dla pewnego
0 > 0 mamy 7( f2+5) < oo Istnieja przyklady pokazujace, ze to zalozenie jest istotne [7] oraz
[20]. Okazuje si¢ réwniez, ze dla tancucha z Przykladu 5.31 mozna bardzo prosto skonstruowac
funkcje f taka, ze m(f?) < oo oraz nie zachodzi v/n-CTG. Ten przyklad jest prosty i opiera
sie tylko na podstawowych wlasno$ciach tancuchéw Markowa.

Przyktad 5.43. Niech (X,,)n>0 bedzie lancuchem Markowa zdefiniowanym w Przykladzie

5.31 z rozkladem p(n) = %n Zdefiniujmy funkcje f nastepujaco:
2n/2
f(n, k) = W dla k£ = 1,2,...,')1
f(i,7) = 0 w pozostalych przypadkach

Najpierw pokazmy, ze 7(f?) < co. Z Wniosku 2.20 mamy
T—1

(5.44) w(f?) = 7(0)E@0) Y f*(Xi)
=0
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Zauwazmy, ze T = n tylko wtedy, gdy X1 = (n — 1,n — 1), czyli

T7—1 oo n—1
(5.45) Eoo > f(X) = > fAln—1,n—1—i)p(n—1)
i=0 n=1 =1
— i - —n—+1
n=1

: 2
1= 1
> 2(n—1
= Z 7( 3 ) < 0
n=1 n
Zatem z (5.44) oraz (5.45) otrzymujemy 7(f?) < oo. Teraz wykazemy, ze dla tej funkcji nie
jest spelnione CTG. Z Twierdzenia 2.21 wiemy, ze warunkiem koniecznym i dostatecznym,

aby spetnione bylo CTG jest E(g ) {( -1 f(X5) — 7T(f))2} < oo. Policzmy to wyrazenie

(5.46)
. 2
(Z f(Xi)>
=1

N 2
0) [(Z F(X5) — W(f))
i—1

Trzeci skiadnik jest w sposéb oczywisty skonczony. Musimy sprawdzié¢ pierwsze i drugie wy-
razenie. Zacznijmy od drugiego, 7(|f]) < oo oraz

=E(0,0) +[7T(f)]2E(0,0)T2

+27(f)E0,0) [TZf(X
i=1

T e’} n—1
(5.47) E(0,0) lT Z f(Xi)] = Z n Z fln=1,n—0)pn—1)
i=1 n=1 =1

[e) n— 12n/

= Z an/z -

> 2n(n — 1)

—n/2
32 27 < o0

I
M

n=1

Pozostala nam pierwsza czesé prawej strony (5.46)

. 2
(5.48) E(0,0) [(Z f(Xi)> ] =E0,0) Zf i)+ 2E g, O)Zf X;)
=1

1<j
Z (5.45) wiemy, ze Eo 0y Y71 f?(X;) < oo, natomiast

oo n—1 n

(5.49) Eqo» f(X)f(X;) = D D> fln—1n—i)f(n—1,n—jp(n—1)
i<j n=1i=1 j=i

oon2n1

D3I SETRE

n=1i=1 j=i
(n—1)(n—2)

= Z::——OO

Czyli z (5.46),(5.47),(5.48),(5.49) otrzymujemy, ze

- 2
0) [(Zf(Xi) —%(f)) ] = o0,
i=1

czyli na mocy Twierdzenia 2.21 nie zachodzi CTG dla funkcji f i tancucha X,,.
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Powyzszy przyklad sugeruje, ze istnieje zwiazek pomiedzy istnieniem luki spektralnej a
CTG dla funkcji catkowalnych w kwadracie. Rzeczywiscie tak jest, w [28, dow6d Twierdzenia
1.4] wykazano (wczeéniej sformulowany w [15, Twierdzenie 4.11]) fakt, ze dla lancuchéw z
luka spektralng w L?(m) zachodzi CTG dla wszystkich funkcji catkowalnych w kwadracie. My
przedstawimy dowdd nieco ogdlniejszego rezultatu.

Twierdzenie 5.50. Jesli taricuch Markowa (X,,)n>0 2 jadrem przejscia P(z,dy) i rozkladem
stacjonarnym T ma luke spektralng 1— o w L*(7), to dla kazdej funkcji f takiej, ze m(f?) < oo
zachodzi funkcjonalne CTG:

(no2 () Zsalt) % W (t),

gdzie sp(t) = Z|py) + (nt — [nt])[Z |t 41 — Znt) ], Zn = 20 ' f(Xi) oraz W(t) jest standar-
dowym procesem Wienera na [0, 1]. Ponadto

(5.51) o2 (f) =m(f?) +2E Z (Xo)f(X

Dowdd. Jesli istnieje luka spektralna to 1 ¢ o(P — II), zatem z definicji spektrum operator
I — P+ 1I jest odwracalny w L?(7). Stad dla kazdego f € L?(r) istnieje f € L?(7) takie, ze

f=Pf+n(f)=F

Poniewaz 7(f) = n(f) wiec f := f — 7(f) spelnia réwnanie Poissona (2.26). Stad korzysta-
jac z Twierdzenia 2.27 otrzymujemy, ze zachodzi funkcjonalne CTG przy czym, o2,(f) =
il f2 - (P f )2]. Jezeli istnieje catkowalne wzgledem 7 rozwigzanie réwnania Poissona to jest
jedyne z dokladnoscia do stalej [40], zatem f= %, P"f(X;). Podstawiamy f—frzaPfi
otrzymujemy

. L N2 .
A =n |- (F= 1) = (=P r2n (7).
Co daje (5.51). O
Uwaga 5.52. W przypadku odwracalnym asymptotyczna wariancje mozna oszacowaé przez

1+o

g
1—-0

as(f) < ©(f?),

gdzie 1— p jest luka spektralng [16, 25]. W przypadku nieodwracalnym otrzymujemy podobne
oszacowanie. Wezmy ~v i M ze Stwierdzenia 5.28, wowczas korzystajac z twierdzenia Fubiniego
otrzymujemy

() = () 42 Baf(X0) F(X) < n(PIM (1 r2y fy"> — (MY
n=1

n=1

W szczegdlnodei jesli spelniony jest warunek (4.1) mamy

) < 7o)

ale p:=||P — HHLQ(ﬂ) nie musi byé réwne o.
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