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Streszczenie

Rozprawa ta poswigcona jest badaniu potgrupy C(A) klas sprzezonosci ideatéw le-
wostronnych skonczenie wymiarowej algebry A z 1 nad cialem K. Mnozenie w tej
polgrupie pochodzi w sposdb naturalny od struktury multyplikatywnej samej algebry.
Wykazano szereg rezultatéw dotyczacych struktury C(A). Udowodniono, ze skoriczo-
no$¢ C(A) rownowazna jest temu, ze liczba klas sprzezonosci lewostronnych ideatéw
nilpotentnych algebry A jest skoniczona. Wskazano pewne niezmienniki algebry A, kto6-
re mozna odczytaé ze struktury potgrupy C(A). Przy zatozeniu, ze K jest algebraicz-
nie domkniete oraz, ze radykat Jacobsona algebry A jest 2-nilpotentny wykazano, ze
struktura potgrupy C'(A) determinuje strukture algebry A, przy dodatkowym zaltoze-
niu, ze C(A) jest skonczona. W kontekscie rozwazanej w tym rezultacie klasy algebr,
uzyskano takze pewne cze$ciowe wyniki zwigzane z opisem algebr, w ktérych potgru-
pa klas sprzezonosci jest skonczona. Pokazano, miedzy innymi, ze jesli A jest algebra
z 2-nilpotentnym radykatem Jacobsona, wowczas skoficzonosé pétgrupy C(Mg(A)) réw-
nowazna jest temu, ze A ma skonczony typ reprezentacyjny.
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Abstract

The aim of this thesis is to investigate the semigroup C(A) of conjugacy classes of
left ideals of a finite dimensional algebra A with 1 over a field K. The operation in
this semigroup is naturally induced from the multiplicative structure of the algebra
itself. We determine certain invariants of an algebra A that can be expressed in terms
of the structure of C(A). Assuming that the field K is algebraically closed and that
the Jacobson radical of the algebra A is 2-nilpotent, we prove that the structure of the
semigroup C'(A) completely determines the structure of A, assuming that C'(A) is finite.
In the context of the class of algebras that are considered for this result, some partial
results concerning the classification of algebras for which the semigroups of conjugacy
classes are finite are obtained. It is shown, among other results, that if the algebra A
has 2-nilpotent Jacobson radical then the finiteness of C'(Mg(A)) is equivalent to the
fact, that A is of finite representation type.
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Wprowadzenie

Od samego poczatku ksztattowania sie podstaw nowoczesnej algebry, a wiec od dru-
giej potowy XIX. wieku, poszukiwano niezmiennikow stuzacych do rozwiazania kluczo-
wych probleméw matematycznych. Szczegdlnie owocne okazalo sie wykorzystywanie
niezmiennikéw grupowych. Poczawszy od problemu rozwigzalnosci réwnan wielomia-
nowych przez pierwiastniki, gdzie kluczowa role odegrata grupa Galois, czy pierwszych
systematycznych prob udowodnienia Wielkiego Twierdzenia Fermata, kiedy to odkrycie
niejednoznacznosci rozktadu na czynniki pierwsze w pierécieniach liczbowych doprowa-
dzito ostatecznie do odkrycia grupy klas ideatow ciata liczbowego; po grupy homotopii
w topologii, grupy symetrii w geometrii, grupy algebraiczne i arytmetyczne w teorii
rozmaitosci i grup Liego. Takze w teorii pierscieni i algebr skonczenie wymiarowych
niezmienniki grupowe odgrywaty istotng role, wystarczy obok wymienionych wczes$niej
przyktadow wspomnie¢ chociazby grupy Picarda w teorii pierscieni przemiennych, czy
grupy Brauera w teorii skonczenie wymiarowych algebr z dzieleniem.

Tematyka niniejszej rozprawy zwiazana jest z szerokim programem wprowadzania
i stosowania metod teorii potgrup w badaniu wtasnosci strukturalnych i reprezentacji
algebr tacznych. W szczegoélnosci, jednym z ogdlnych zadan tego programu jest proba
znajdowania konstrukeji pétgrup zwigzanych z pewnymi waznymi klasami algebr, bada-
nie struktur zwiazanych z tymi pétgrupami (dla przykladu, ich algebr potgrupowych),
oraz ustalenie niezmiennikéw algebr, ktére moga byé¢ odczytane z tak zbudowanych
struktur. W pierwszej kolejno$ci wyzwaniem jest znalezienie pewnych zbioréw, naj-
lepiej skonczonych, w naturalny sposéb zwiazanych z dana klasa algebr. W drugiej
kolejnosci, gdy zbiory te zostang juz wskazane, prébowa¢ mozna wprowadzaé interesu-
jace struktury pétgrupowe na tych zbiorach lub pewnych ich uogdlnieniach.

Waznymi i klasycznymi juz obiektami tego typu, wystepujacymi w algebrze sa na
przyktad:

(a) Zbiér warstw podwdjnych HxH wzgledem podgrupy H danej grupy G. W kla-
sycznym przypadku bierzemy grupe G = GI,(K) macierzy odwracalnych roz-
miaru n X n nad ciatem K i rozwazamy jej podgrupe B = B, (K), zlozona ze
wszystkich macierzy gérnotréjkatnych, a ogolniej: bierzemy grupe reduktywna G
i jej podgrupe Borela H, i rozwazamy klasyczny rozktad Bruhat grupy G. Zbior
warstw tego rozktadu indeksowaé¢ mozna elementami pewnej grupy skonczonej
W, zwanej grupa Weyla. Przy pewnych zatozeniach mozliwe jest rozwazanie al-
gebry o bazie ztozonej ze zbioru B-orbit w G, tak zwanej algebry Heckego (patrz

10



[9] §67A, [22]). Konstrukcja ta prowadzi do klasycznych wynikéw o zespolonych
reprezentacjach skonczonych grup z BN-para. Przyktadem takiego wyniku jest
izomorfizm algebr grupowych eC[GL,(F,)]e ~ C[%,], gdzie F, jest dowolnym cia-
tem skonczonym, zas
e = B,(F) " X
bEB (Fy)
(patrz [9], 68.21). Podobne wyniki uzyskiwano w teorii grup algebraicznych oraz
monoidéw algebraicznych, patrz [38], [40], [45]. Rozwaza sie takze struktury pot-
grupowe okreslane na zbiorze warstw podwojnych. Szereg wynikow zwiazanych
z teorig reprezentacji nieskonczenie wymiarowych grup Liego uzyskiwali w ten
sposOb w ostatnim czasie Olshanski i Neretin, patrz na przyktad [29], [30], [36].

(b) Kotczan I'(A) algebry skoficzenie wymiarowej A i zwiazana z nim struktura al-
gebry potgrupowej KT'(A), zwanej algebra drég kotczanu, patrz na przyktad [4],
IT.1. Algebra drég ma fundamentalne znaczenie w teorii reprezentacji algebr skon-
czenie wymiarowych, a w szczegblnosci w opisie kategorii mod(A) wszystkich
modutéow skonczenie wymiarowych skonczenie wymiarowej K-algebry A. Mozna
pokazac, ze jesli ciato K jest algebraicznie domkniete, to istnieje taka podalgebra
AP algebry A, ze mod(A) ~ mod(A°) oraz A® ~ KT'(A®)/I, dla pewnego ideatu
I w algebrze drog algebry K T'(A?), patrz [4], 11.3.7.

(c¢) Baza multyplikatywna algebry, a wiec taka baza B algebry A, ze zbiér BU{0} jest
zamkniety na mnozenie. Gieboki wynik Bautisty, Gabriela, Roitera i Salmerona
moéwi, ze kazda skonczenie wymiarowa algebra A skonczonego typu reprezentacyj-
nego nad ciatem algebraicznie domknigtym K posiada baze multyplikatywna B.
A zatem A jest izomorficzna ze $ciagnieta algebra potgrupowa potgrupy B U {0}
nad cialem K, patrz [6].

(d) Konstrukcje poétgrupowe majace na celu zbadanie struktury pewnych klas pier-
Scieni i pewnych wtasnosci kategorii ich modutéw. Na przykitad: monoid klas
izomorfizmu skonczenie generowanych modutéw projektywnych nad pierécienia-
mi regularnymi w sensie von-Neumanna i ich uogélnieniami [3]; czy tak zwany
monoid Krulla wprowadzony w kontekscie probleméw dotyczacych rozktadu na
sumy proste w kategorii modutéw nad pewnymi klasami pierécieni tacznych [11].

W [35], nawiazujac do przedstawionych powyzej motywacji, zaproponowano bada-
nie tak zwanych U(A)-orbit, czyli warstw podwéjnych U(A)zU(A), x € A, gdzie
U(A) oznacza grupe elementéw odwracalnych danej algebry skoniczenie wymiarowej A.
W pewnych sytuacjach na zbiorze orbit mozna wprowadzi¢ dziatanie mnozenia za po-
mocy argumentéw geometrycznych. Okazalo sie przy tym, ze rozwazania tego typu
prowadza w naturalny sposob do:

(i) zwiazkéw z teoria algebr skoficzonego typu reprezentacyjnego,

(i) zwiazkéw ze zbiorem klas sprzezonosci ideatéw lewostronnych danej algebry.
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Ponadto, ten ostatni zbiér dopuszcza bardzo naturalng strukture potgrupy. Istotnie,
jesli przez L(A) oznaczymy zbiér ideatéw lewostronnych algebry A, skoficzenie wymia-
rowej z jedynka, to biorac L, M € L(A) oraz u,v € U(A) widzimy, ze LuMv = LMuv.
Zatem okreslajac relacje rownowaznosci ~ w L(A) tak, ze X ~ Y wtedy i tylko wte-
dy, gdy X = Yu, dla pewnego u € U(A) i klase ideatu L € L(A) oznaczajac przez
[L] widzimy, ze zbiér C(A) = {[L]|, L € L(A)} jest réwny zbiorowi klas sprze-
zonosci idealdow lewostronnych algebry A i mozna na nim okresli¢c mnozenie warstw
[L1][La] := [L1Ls], prowadzace do okreslenia struktury polgrupy na C(A). Pélgrupa
ta, bedaca gléwnym obiektem naszych badan, posiada zwiazki z rozwazana wczesnie]j
pélgrupa podprzestrzeni S(A) danej algebry A, patrz [34], a takze [32], [33], bedaca
tez odpowiednikiem potgrupy zbioréw domknietych w monoidach algebraicznych. Przy
tym, potgrupa podprzestrzeni danej algebry, czy pétgrupa L(A) ideatéw lewostronnych
A sa na ogét bardzo duze i trudne do zbadania. Z tej perspektywy C(A) wydaje sie
by¢ znacznie mniejsza, a by¢ moze nadal zawiera istotne informacje o samej algebrze.

W literaturze rozwazano rozmaite zagadnienia pokrewne do opisanych wyzej. Szereg
prac dotyczyt réznego typu dziatan grupy elementéw odwracalnych U(R) pierécienia
R na elementy, czy tez podzbiory tego pierscienia. I tak Han rozwazal miedzy innymi
dzialanie zadane przez lewostronne mnozenie r — ru, dla r € R, u € U(R), otrzy-
mujac pewne wyniki strukturalne, patrz [12], [13]. Hirano pokazal, ze jesli dziatanie
to ma skoniczenie wiele orbit, to R ma skonczenie wiele ideatow lewostronnych, a wiec
jest pierscieniem lewostronnie artinowskim, patrz [14]. Hryniewicka i Krempa rozwazali
w [21] caly szereg zagadnien tego rodzaju pokazujac, ze warunek istnienia skonczenie
wielu orbit przy réznych dziataniach U(R) implikuje czesto artinowskosé rozwazanego
pierdcienia ([21], Theorem 2.3, Theorem 2.4). Pytanie czy skonczonosé zbioru U(R)-
orbit pierscienia z jedynka R implikuje jego artinowsko$¢ wydaje sie by¢ nadal otwarte.

Badania potgrup zwiazanych z ideatami jednostronnymi pierscienia nie byty do tej pory
intensywnie podejmowane. Heatherly i Tucci rozwazali naturalne dziatanie pétgrupo-
we na zbiorze ideatéw prawostronnych pierscienia R. Przyjmujac bardzo specyficzne
zalozenia o strukturze tej pélgrupy (na przyktad trywialnosé J-klas) uzyskali pewne
wyniki strukturalne, patrz [17], [18], [19].

Niniejsza praca dotyczy probleméw zwiagzanych z C'(A) w przypadku, gdy A jest algebra
skonczenie wymiarowa nad ciatlem K (o ktérym czesto zaklada sie dodatkowo, ze jest
algebraicznie domkniete). Naturalne najwazniejsze problemy pojawiajace sie w tym
kontekscie mozna sformutowaé w nastepujacy sposob.

e Problem 1. Zbada¢ strukture pétgrupy C'(A).
e Problem 2. Zbada¢ warunki, przy ktérych C(A) jest pétgrupa skonczona.

e Problem 3. Zbadaé¢ zwiazki pomiedzy wlasnosciami A i C'(A). W szczegdlnosci:
ktore wlasnosci A mozna odczytaé z C'(A)?
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Cho¢ definicja potgrupy klas sprzezonosci ideatéw lewostronnych ogranicza sie¢ do al-
gebr skonczenie wymiarowych, to mozna oczywiscie rozwazaé ja dla dowolnego pier-
Scienia z jedynka. W kontekscie sformutowanych wyzej probleméw odnotowaé¢ mozna
nastepujace zasadnicze powody dla ograniczen, ktore przyjmujemy w tej rozprawie.

e Po pierwsze, w Twierdzeniu 2.2.1 wykazemy, ze z punktu widzenia teorii potgrup,
struktura potgrupy klas sprzezonosci idealéw lewostronnych algebry skonczenie
wymiarowej A podobna jest do struktury monoidu multyplikatywnego tej algebry.
Ta ostatnia ma natomiast podobienstwo do struktury dowolnej potgrupy skonczo-
nej. W konsekwencji, przyjete ograniczenia przyblizaja rozwazania o potgrupie
klas sprzezonosci do rozwazan charakterystycznych dla pétgrup skonczonych.

e Po drugie, istnieje zwiazek klas sprzezonosci idealéw lewostronnych algebry skon-
czenie wymiarowej A z klasami izomorfizmu A-moduléw. W przypadku, gdy wy-
miar A nad K jest skoniczony mozna pokazaé, ze idealty lewostronne L, L’ algebry
A sg sprzezone wtedy i tylko wtedy, gdy odpowiadajace im moduly lewostronne
A/L oraz A/L’ sa izomorficzne. Okazuje sie, [35], ze odpowiednio$¢ ta pozwa-
la na wskazanie istotnego zwiazku pomiedzy skoriczonoscia C(A), a wtasnoscia
skonczonego typu reprezentacyjnego algebry, rozwazanego w paragrafie 2.3. Mia-
nowicie jesli A jest skonczonego typu, to C(A) jest skonczona, patrz Twierdze-
nie 2.3.1. Z drugiej strony, jesli zatozymy, ze cialo K jest algebraicznie domknigte
oraz, ze dla kazdego n € N pétgrupa C'(M,,(A)) jest skoficzona, to algebra A jest
skoniczonego typu, patrz Twierdzenie 2.3.3.

e Po trzecie, badanie algebr skonczenie wymiarowych, zwtaszcza nad ciatem al-
gebraicznie domknietym, dopuszcza stosowanie metod geometrii algebraicznej,
w szczegblnosci teorii grup i monoidéw liniowych. Metody te wykorzystujemy
miedzy innymi w paragrafach 2.2 i 3.6.

e Po czwarte, badania nad C(A) wpisuja sie w program szukania skonczonych nie-
zmiennikoéw algebr skonczenie wymiarowych. W paragrafach 2.5 1 2.6 pokazujemy,
ze przy naturalnych zatozeniach o algebrze A mozemy odczytaé jej strukture ze
struktury C(A). Méwi o tym Twierdzenie 2.3.10. Klasa algebr, ktérej dotyczy
ten rezultat zwigzana jest z algebrami speliajacymi zatozenia Twierdzenia Ga-
briela o skonczonym typie reprezentacyjnym. Sg one gléwnym obiektem badan
w Rozdziatach 3. i 4.

W rozprawie przyjmujemy czesto zatozenie o algebraicznej domknietosci ciata K. Obok
powodow wymienionych wyzej, warto doda¢ takze nastepujaca motywacje. Rozwazmy
pétgrupe C'(A), dla algebry macierzy A = M,,(D), przy czym D jest algebra z dziele-
niem nad K. Wéwczas C'(A) ma n + 1 elementow i jej struktura nie zalezy od wyboru
algebry D, patrz Przykitad 1 w paragrafie 2.1. Zatem w kontekscie Problemu 3. oraz
faktu, ze algebry postaci M,,(D) sa blokami prostymi czesci potprostej dowolnej algebry
skoniczenie wymiarowej, jest to dodatkowy powdd by ograniczy¢ sie do przypadku, gdy
ciato K jest algebraicznie domkniete.

Przejdzmy teraz do prezentacji gtéwnych rezultatéow rozprawy.
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e Twierdzenie 2.2.1. Rezultat ten opisuje strukture pétgrupowa C(A), dla alge-
bry skonczenie wymiarowej A. Méwi on, ze istnieje skonczony tancuch idealéw
pétgrupowych w C(A) taki, ze kazdy jego faktor jest pélgrupa nilpotentna lub
catkowicie O-prosta. Warunek tego typu spetniaja na przyktad wszystkie potgrupy
skoniczone.

e Twierdzenie 2.3.10. Niech A, B bedg skonczenie wymiarowymi algebrami nad
cialem algebraicznie domknietym K. Zatézmy, ze radykat Jacobsona J(A) algebry
A jest nilpotentny stopnia 2 oraz, ze C'(A) jest skoficzona. Jedli potgrupy C(A)
oraz C'(B) sa izomorficzne, wtedy algebry A oraz B sa roéwniez izomorficzne.

Twierdzenie to jest czastkowa realizacja idei rozwazania potgrupy klas sprze-
zonosci jako niezmiennika algebry skonczenie wymiarowej. W tym przypadku
charakteryzowana klasa algebr jest obarczona jest do$¢ szczegdlnymi warunkami:
algebraiczna domknietosé ciata K, skonczonosé C'(A) oraz 2-nilpotentnosé rady-
katu Jacobsona. Mozna pokaza¢, ze algebry te spelniaja zatozenia twierdzenia
Gabriela, 1.1.23. Zauwazmy, ze badanie algebr z radykatem nilpotentnym stop-
nia 2 jest naturalnym pierwszym krokiem w wielu zagadnieniach dotyczacych
algebr skonczenie wymiarowych. Ponadto, wtasnie tej klasy algebr dotycza re-
zultaty prezentowane w Rozdziatach 3 i 4. Dowdd polega na wskazaniu pewnych
niezmiennikéw numerycznych algebry A, ktére wyznaczaja ja w rozwazanej klasie
z doktadnoscig do izomorfizmu. Pokazujemy, ze niezmienniki te moga by¢ odczy-
tane z wlasnosci potgrupy C(A). Tego typu wlasnosci algebry A mozna by umow-
nie nazwaé ,wtasnosciami rozpoznawalnymi”. Wazny przyktad takiej wtasnosci
daje Twierdzenie 2.5.1 mdwiace, ze jesli A jest algebrag skonczenie wymiarows
nad ciatem algebraicznie domknietym oraz pélgrupa C(A) jest skonczona, to ze
struktury potgrupy klas sprzezonosci ideatéw lewostronnych algebry A odczytaé
mozna strukture algebry potprostej A/J(A).

e Twierdzenie 2.3.11. Niech A bedzie skoniczenie wymiarows algebra nad dowol-
nym ciatem K. Nastepujace warunki sa réwnowazne:

1) C(A) jest skonczona,

2) liczba klas sprzezonosci nilpotentnych ideatéw lewostronnych w A jest skon-
czona.

Jest to rezultat wyjsciowy dla rozwazan prowadzonych w dalszych czesciach roz-
prawy. Idea dowodu jest nastepujaca. Nietrudno pokazac, ze kazdy ideat lewo-
stronny L w A roztozy¢ mozna na sume prostg idealéw lewostronnych: idempo-
tentnego oraz nilpotentnego. Dalej wystarczy wykazac, ze jesli liczba klas sprze-
zonosci ideatow nilpotentnych jest skonczona, oraz skoro liczba klas sprzezonosci
ideatow idempotentnych jest skonczona, to z uzyskanego rozktadu wnioskujemy,
ze cala C(A) jest skonczona. Ten krok korzysta tez z metod teorii pétgrup. Analo-
giczny rezultat dla U(A)-orbit, a wiec zgodnie z Wnioskiem 2.3.2, dla zbioru klas
sprzezonosci ideatéw lewostronnych gtéwnych, wykazano w [35] (Proposition 9)
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przy uzyciu teorii monoidow liniowych, ograniczajac si¢ do przypadku gdy ciato
K jest algebraicznie domkniete.

Twierdzenia 3.4.2 oraz 3.4.3. Rezultaty te daja czesciowe odpowiedzi na Pro-
blem 3.1.1, a wiec na pytanie o charakteryzacje skonczenie wymiarowych algebr
A nad cialem algebraicznie domknigtym takich, ze J(A)? = 0 oraz takich, ze p6t-
grupa C(A) jest skoniczona. Pokazujemy wczesniej, ze algebry takie musza mieé
rozdzielng krate idealéw dwustronnych, patrz Definicja 1.1.13. Opisywane wyniki
rozwiazuja postawione zagadnienie nastepujacych w przypadkach:

— Twierdzenie 3.4.2 — w przypadku algebr A takich, ze

AJJ(A) ~KeKa...a KeMy(K) e My(K) & ... & My(K), dla ki, ks > 0,
k1 ko

— Twierdzenie 3.4.3 — w przypadku algebr A takich, ze
AJJ(A) ~ M, (K)e M, (K)&...e M, (K), dlar; > 6.

Warunki wystepujace w sformutowaniach powyzszych twierdzen wyrazone sa
w jezyku tak zwanych szkieletow, a wiec pewnych obiektow kombinatorycznych,
ktére przypisa¢ mozna algebrze A. W przeciwiefistwie do Theorem 12 w [35],
ktore rozwiazuje Problem 3.1.1 w przypadku algebr bazowych i korzysta jedynie
z postaci grafu rozdzielonego algebry, w przypadku algebr niebazowych nie tyl-
ko postaé grafu rozdzielonego, ale takze rozmiary blokéw algebry A/J(A) maja
znaczenie dla rozwigzania zagadnienia. Zwroémy uwage na istotny wniosek, wy-
plywajacy z Twierdzenia 3.4.3.

Whniosek 3.6.7. Niech A bedzie skonczenie wymiarowsa algebra nad ciatem alge-
braicznie domknietym K taka, ze J(A)? = 0. Wowczas A jest skoficzonego typu
reprezentacyjnego wtedy i tylko wtedy, gdy potgrupa C'(Mg(A)) jest skoniczona.

Dowody dwdéch ostatnich rezultatéw zajmujg dwa obszerne rozdziaty pracy, dlate-
go po$wiecimy troche miejsca przestawieniu zasadniczej idei dowodu. Polega ona
na przeformutowaniu Problemu 3.1.1 na jezyk probleméw macierzowych pewne-
go typu. Jest to sytuacja w pewnym sensie podobna do problemu wystepujacego
w teorii reprezentacji par zbioréw czesciowo uporzadkowanych przez reprezentacje
macierzowe, [44], §16. Aby opisaé¢ gtéwna idee tego zagadnienia, przypomnijmy
pewne oznaczenia.

Zatozmy, ze skonczenie wymiarowa K-algebra A spetnia zatozenia Problemu 3.1.1.
Niech A/J(A) bedzie postaci M,, (K) & ... & M,, (K). Algebra A moze by¢ trak-
towana jako podalgebra w M, (Kl[z]), gdzie n = r + ... + 7 oraz z* = 0.
Co wiecej, radykal J(A) tej algebry przedstawi¢ mozna jako sume prosta blo-
kow J;; = A;J(A)A;, gdzie A; ~ M, (K), zgodnie ze wzorem (3.2.1). Niech
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a; = . r;. Rozwazmy zbiér M 4 macierzy blokowych postaci

J:Jij#0
a; aig ... QA1
91 A22 ... Q9
A= . (%)
ag1 Qg2 ... Qkgk,
gdzie a;; € My, xr;(K) oraz a;; = 0, o ile J;; = 0. Jesli przez $ oznaczy-

my grupe Gl,, (K) x Gl,(K) x ... x Gl,, (K), za$ przez & oznaczymy grupe
Gl (K) x Gl,,(K) x ... x Gl,, (K), to rozwaza¢ mozemy dzialanie grupy $ x &°
na My (gdzie &° to grupa antyizomorficzna do &) zadane wzorem:

hAg> (**)

gdzie h € 9,9 € 8, A € M 4. Zobaczymy (Stwierdzenie 3.2.8), ze orbitom po-
wyzszego dziatania odpowiadaé¢ beda, w sposéb wzajemnie jednoznaczny, kla-
sy sprzezonosci ideatéw lewostronnych algebry A zawartych w J(A). Natomiast
zgodnie z Twierdzeniem 2.3.11, skonczonos¢ tego ostatniego zbioru réwnowazna
jest skoriczonosci catego C'(A). Okaze sie, ze rozwiazanie naszkicowanego wyzej
problemu macierzowego bardzo silnie zalezy od rozmieszczenia blokéw zerowych
w macierzach postaci (x) oraz od rozmiaréw (a;,r;) tych blokow.

Zagadnienie macierzowe naszkicowane wyzej opisujemy przy pomocy tak zwanych
szkieletéw i konturow. Szkielet to obiekt kombinatoryczny zawierajacy informacje
o rozmiarach niezerowych blokéw i wzajemnym ich polozeniu. Na przyktad:

— 4 bloki rozmiaréw 2 x 1 znajdujace sie w jednym wierszu:

L[]

— trzy bloki rozmiaréw 3 X 2 w wierszu, a ponizej w trzech wierszach: bloki
rozmiaréw 1 x 2, po jednym w kazdej kolumnie zawierajacej bloki znajdujace
sie w jednym wierszu:

—

Kontur danego szkieletu S jest to natomiast macierz blokowa, ktorej niezerowe
bloki maja rozmiary i wzajemne potozenie opisane przez dany szkielet. Na zbiorze
wszystkich konturéw Mg danego szkieletu dziataja, podobnie jak w (xx), grupy
9,8, bedace produktami grup liniowych i w ten sposéob w Rozdziatach 3. i 4.
rozwigzujemy w istocie zagadnienia zwigzane z §) — &-orbitami na przestrzeniach
konturéw rozmaitych szkieletéw. Innymi stowy, przy zatozeniach Problemu 3.1.1,
skonczonos$é potgrupy klas sprzezonosci ideatow lewostronnych réwnowazna jest
skonczonodci zbioru § — G-orbit na pewnej przypisanej algebrze przestrzeni kon-
turéw.
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Dow6d Twierdzenia 3.4.2 uzyskujemy w dwoch etapach. W pierwszym, dowo-
dzimy ten rezultat w przypadku algebr A takich, ze A/J(A) jest izomorficzne
z suma prosta pewnej liczby kopii algebry Ms(K). Fragment ten ma charakter
mocno rachunkowy. Zagadnienie sprowadzone zostaje do dwoch do$é¢ skompliko-
wanych probleméw macierzowych, opisanych w Lematach 4.1.2 i 4.1.3. W do-
wodach tych, jak i w wielu innych rozumowaniach wykorzystujemy pewne pod-
stawowe fakty dotyczace znanych probleméw macierzowych, dla petnosci obrazu
podajac jednak kompletne dowody. Etap drugi skupia sie na sprowadzeniu tezy
Twierdzenia 3.4.2 do problemu rozwigzanego w etapie pierwszym. Na potrzeby
dowodu wprowadza sie tu pojecia szkieletu dopuszczalnego, quasi-grubej sktado-
wej, czy konturéow jednowartosciowych. Rozwazania przedstawione w tym etapie
dowodu sg w duzej mierze natury kombinatoryczne;j.

Dowodd Twierdzenia 3.4.3 oparty jest natomiast o obserwacje geometryczne Titsa,
uzyte takze w dowodzie Twierdzenia Gabriela. Sprowadzajg sie one do stwierdze-
nia, ze jesli na zbiér macierzy (kontur6w) popatrzymy jak na rozmaitosé afiniczna,
zas$ na grupy 9, ® — jak na grupy algebraiczne dziatajace na rozmaitosci, to jesli
wymiar (w sensie rozmaitosci afinicznych) rozmaitosci jest wiekszy od wymiaru
dzialajacej na niej grupy, wowczas dziatanie to nie moze mieé¢ skonczenie wielu
orbit.

Przejdzmy na koniec do krotkiej prezentacji zawartosci rozprawy. Sktada sie ona z czte-
rech rozdziatéw, podzielonych na paragrafy. W Rozdziale 1. prezentujemy podstawowe
definicje i rezultaty uzywane w rozprawie. Dwa gtéwne paragrafy prezentuja: pierwszy
— material zwiazany z teoria algebr skonczenie wymiarowych oraz teoria reprezentacji
algebr, zas drugi — podstawowe fakty i wyniki z teorii potgrup, ze szczegdlnym uwzgled-
nieniem monoidéw liniowych.

Rozdzial 2. zawiera prezentacje rozmaitych aspektow potgrupy C(A) klas sprzezonosci
idealow lewostronnych algebry skonczenie wymiarowej A. W paragrafie 2.1 wprowa-
dzamy definicje pétgrupy C(A), oraz prezentujemy zasadnicze przyktady. W kolejnym
paragrafie prezentujemy znane konstrukcje pokrewne poétgrupie klas sprzezonosci i wy-
chodzac od nich formutujemy i dowodzimy Twierdzenie 2.2.1. Paragraf 2.3 omawia
zwiazki pomiedzy problemem skonczonosci potgrupy C(A), a zagadnieniem skoniczone-
go typu reprezentacyjnego algebry. Formutujemy w nim Twierdzenia 2.3.11 oraz 2.3.10.
Paragraf 2.4 zawiera dow6d Twierdzenia 2.3.11. W kolejnej czesci rozdziatu prezentuje-
my pewne wlasnosci zwigzane ze strukturg algebry A, ktore odczytaé mozna ze struk-
tury C'(A). Paragraf 2.6 poswiecony jest natomiast kolejno dowodom Twierdzen 2.5.1
oraz 2.3.10.

Rozdziaty 3. i 4. poswiecone sa problemowi charakteryzacji algebr spetniajacych zato-
zenia Twierdzenia Gabriela, w ktorych potgrupa klas sprzezonosci ideatéow lewostron-
nych jest skonczona. Zagadnienie to, Problem 3.1.1, formutujemy w paragrafie 3.1.
W paragrafie 3.2 przedstawiamy przeformutowanie tego zagadnienia na problem skon-
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czonosci zbioru $) — B-orbit na przestrzeni konturéw algebry A, zgodnie ze szkicem za-
prezentowanym wyzej. W paragrafie tym pojawiaja sie w szczegolnosci pojecia szkieletu
i konturu, w ktorych jezyku prowadzone sa dalsze rozwazania. W paragrafie 3.3 wpro-
wadzamy pojecie grafu rozdzielonego szkieletu. Pozwala ono poréwnywac rézne szkie-
lety, a takze liczbe orbit na przestrzeniach ich konturéw. Kolejna czes¢ Rozdziatu 3.
zawiera sformutowania Twierdzen 3.4.2 oraz 3.4.3. W paragrafie 3.5 dowodzimy pewne
obserwacje, zwigzane z zachowaniem si¢ liczby orbit przy zmianie szkieletu. Na uwage
zastuguje Lemat 3.5.3, w ktérym korzystamy istotnie z opisu klas Greena w monoidzie
multyplikatywnym algebry macierzy M,,(K). Ostatni paragraf Rozdziatu 3. poswiecony
jest dowodowi Twierdzenia 3.4.3 oraz dowodowi jednej z implikacji Twierdzenia 3.4.2.

Rozdziat 4. zawiera dowod Twierdzenia 3.4.2 zgodnie z opisem przedstawionym wyze;j.
Paragraf pierwszy ma charakter silnie rachunkowy i dowodzi ten rezultat w waznym
przypadku szczegdlnym. Cze$é¢ druga tego rozdziatu skupia sie natomiast na sprowadze-
niu tezy do problemu rozwigzanego w paragrafie 4.1. Rozwazania, w duzej mierze na-
tury kombinatorycznej, wykorzystuja takze rezultaty przygotowawcze z paragrafu 3.5.

Czes¢ materiatu przedstawionego w Rozdziale 3. tej rozprawy, w tym Twierdzenia 2.3.10
i 2.3.11, pochodza z pracy [26].
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Rozdziat 1

Niezbedne oznaczenia i fakty

pomocnicze

W rozdziale tym podajemy podstawowe definicje i fakty potrzebne w dalszej czesci

pracy. Standardowe pojecia z:

teorii mnogosci (operacje na zbiorach, relacje, porzadki itd.),

algebry liniowej (ciala, przestrzenie i przeksztatcenia liniowe, wymiar przestrzeni,
iloczyny tensorowe itd.),

teorii pierscieni (pierscienie, K-algebry, podpierscienie, ideaty, homomorfizmy,
pierscienie ilorazowe, moduly itd.),

algebry uniwersalnej (kraty, kongruencje, twierdzenia o izomorfizmie itd.),

teorii kategorii (kategorie, funktory, naturalne réwnowaznosci itd.),

przyjmujemy dalej bez szerszego komentarza za [25]. Kolejne paragrafy tego rozdziatu

poswiecimy natomiast podstawowym zagadnieniom zwigzanym z teorig pierscieni nie-

przemiennych i algebr skonczenie wymiarowych, teorig reprezentacji algebr, oraz teoria

poltgrup uzupetniong o istotne dla nas elementy teorii monoidéw liniowych. W ciggu

catej rozprawy przyjmujemy nastepujace oznaczenia:

N — zbiér liczb naturalnych (bez zera),

Z, — zbidr liczb catkowitych,

K — dowolne ciato,

K* — grupa multyplikatywna ciata K,

dimg V' — wymiar przestrzeni liniowej V' nad ciatem K,

M,,(A) — pierscien macierzy kwadratowych rozmiaru n x n nad pierécieniem A,

M,,«xx(A) — zbiér macierzy prostokatnych o m wierszach i k kolumnach nad pier-
Scieniem A,
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Gl,,(K) — grupa macierzy M,,(K) ztozony z macierzy odwracalnych rozmiaru nxn,

e B, (K) — podgrupa Gl,,(K) zlozona z macierzy gérnotrojkatnych,

D, (K) — podgrupa Gl,(K) ztozona z macierzy diagonalnych,

¥, — podgrupa Gl,(K) ztozona z macierzy permutacyjnych.

1.1 PiersScienie i algebry skoniczenie wymiarowe

Do standardowych Zrédet z tej tematyki naleza monografie Lama [24] oraz Pierce’a [37].
W ciggu calej rozprawy zaktadamy, ze rozwazane pierécienie sg taczne i majg obustron-
na jedynke, a wiec jesli dany dany jest pierécien R, to istnieje taki element 1 € R, ze
1r =rl1 = r, dla kazdego r € R. Nie zaktadamy natomiast, ze mnozenie jest w rozwa-
zanych pierscieniach przemienne.

Zgodnie z zapowiedzia poczyniona na poczatku rozdziatu pomijamy w tym miejscu
standardowe definicje zwigzane z pierscieniami i modutami nad pierScieniami, odsy-
lajac Czytelnika do [25]. Odnotujmy natomiast, ze przez A oznaczaé bedziemy alge-
bre skonczenie wymiarowa z jedynka nad ciatem K, stosujac czesto takze okreslenie
K-algebra A. Bez szerszego komentarza stosowaé bedziemy takze pojecie modutu nad
algebra, bedace drobng modyfikacja pojecia modutu nad pierscieniem, wynikajaca z ist-
nienia struktury liniowej algebry. W dalszym ciagu bedziemy przyjmowac, ze okreslenie
,<A-modul” oznacza, o ile nie jest powiedziane inaczej, modut lewostronny. Przyjmuje-
my tez nastepujace oznaczenia:

e U(A) — grupa elementéw odwracalnych algebry z jedynka A,

e [(A) — zbiér ideatéw dwustronnych algebry A,

I <; A — 1 jest ideatem lewostronnym w A,

o [ <. A—1I jest idealem prawostronnym w A,

I <A1 jest ideatem dwustronnym w A,

AM — M jest A-modultem lewostronnym,
e Mod(A) — kategoria A-modutéw lewostronnych,

e mod(A) — kategoria skoriczenie wymiarowych A-modutéw lewostronnych.

1.1.1 Wybrane twierdzenia strukturalne

Definicja 1.1.1. Niech R bedzie pierscieniem, zas M niech bedzie R-modutem.

e Modut M nazywamy prostym R-modutem jesli M # 0 oraz M nie ma
R-podmodutow innych niz podmodul zerowy oraz M.
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o Modut M nazywamy pétprostym R-modutem jesli kazdy R-podmodut M jest
sktadnikiem prostym (jako R-modul) modutu M.

Definicja 1.1.2. Niech R bedzie pierscieniem z 1. Radykalem Jacobsona pierscie-
nia R, oznaczanym przez J(R), nazywamy przeciecie wszystkich maksymalnych ideatéw
lewostronnych w R.

Mozna wskazaé szereg alternatywnych definicji radykatu Jacobsona, patrz [24], §4. Dla
naszych celow uzyteczna bedzie jedynie nastepujaca obserwacja.

Twierdzenie 1.1.3. Niech R bedzie pierscieniem z 1. Wowczas J(R) jest idealem
dwustronnym w R oraz J(R/J(R)) = 0. Co wiecej, nastepujoce warunki s¢ rownowaz-
ne:

o rc J(R),
e 1 —arbe U(R), dla dowolnych a,b € R.

W przypadku, gdy R = A jest algebra skonczenie wymiarowa, radykat Jacobsona réwny
jest najwiekszemu ideatowi nilpotentnemu algebry A. Zachodzi woéwczas nastepujace,
fundamentalne twierdzenie strukturalne.

Twierdzenie 1.1.4 (Wedderburn). Niech A bedzie skonczenie wymiarowq algebrq
nad ciatem K. Nastepujgce warunki sg rownowazne:

(a) A jest algebrq pdlprostq, tzn. 4 A jest modulem pélprostym,

(b) J(A) =0,
(c) istniejq liczby naturalne k,rq,79, ..., 1%, oraz algebry z dzieleniem (to jest takie,
w ktorych wszystkie niezerowe elementy sq odwracalne) Dy, Dy, ..., Dy takie, Ze:

A~M, (Dy) &M, (D) & ...M,, (Dy).

W szczegolnosci
AJJ(A) ~ M, (D1) @ M,,(Dy) & ... M, (Dy), (1.1.1)

dla pewnych algebr z dzieleniem D; oraz liczb catkowitych dodatnich r;. Ponadto, jesli
K jest ciatem algebraicznie domknietym, to D; = K, dla kazdego 1 <1 < k.

W przypadku, gdy A jest algebra nad cialem doskonalym K, a wiec takim, ktérego
kazde skoniczone rozszerzenie jest rozdzielcze (patrz [25], V.§6), wykaza¢ mozna naste-
pujacy nielatwy rezultat (patrz [4], I.1.6 oraz [37], §11.6).

Twierdzenie 1.1.5 (Wedderburn, Malcev). Niech A bedzie skoriczenie wymiarowq
algebrg nad ciatem doskonatym K. Wowczas istnieje podalgebra A’ algebry A taka,
Ze zachodzi rozktad A na sume prostq podprzestrzeni liniowych postaci A= A" @ J(A)
oraz taka, Ze obciecie homomorfizmu naturalnego A — A/J(A) do A’ jest izomorfizmem
algebr.
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Jedli cialo K jest dodatkowo algebraicznie domkniete to algebra A’ jest suma prosta
algebr prostych A;, dla 1 < i < k, gdzie A; ~ M,,(K). Zatem otrzymujemy wéwczas
nastepujacy rozktad przestrzeni liniowej A nad ciatem K

A=A @ JA) =A@ As A o. .. ... & A, ® J(A). (1.1.2)

Definicja 1.1.6. Niech A bedzie algebrq skonczenie wymiarowq, zas M niech bedzie
niezerowym A-modutem. Modut M nazwiemy rozktadalnym, jesli istniejg takie nie-
zerowe podmoduty P,QQ C M, ze M = P ® Q). Modut sM, ktory nie jest rozktadalny
nazywamy modutem nierozkliadalnym.

W $wietle powyzszej definicji modul zerowy nie jest ani rozktadalny, ani nierozkta-
dalny. Odnotujmy, ze kazdy modut prosty jest nierozktadalny. Nietrudno pokazac, ze
kazdy niezerowy skonczenie generowany A-modul mozna przedstawi¢ jako skonczong
sume prosta A-modutéw nierozktadalnych. Nastepujacy istotny rezultat mowi o tym,
ze przedstawienie to jest jednoznaczne z doktadnoscia do izomorfizmu, patrz [37], §5.4.

Twierdzenie 1.1.7 (Krull, Schmidt). Jesli A jest algebrqg skonczenie wymiarowq, to
kazdy niezerowy skonczenie generowany A-modut M przedstawié mozna jako skonczong
sume prostq A-moduléow nierozktadalnych Ny, ..., Ny, dla pewnego s. Co wiecej jesli
M = N{ & ...® N/, dla pewnych A-modutéw nierozkladalnych Ni,... N/, to s =r
oraz istnieje taka permutacja o € ¥, zZe N; ~ N('T(i)7 dla1<1i<s.

W badaniu struktury algebr skonczenie wymiarowych, szczegélne miejsce odgrywaja
elementy idempotentne. Przypomnijmy, ze jesli A jest K-algebra, to element e € A
nazywamy idempotentnym o ile e = 2. Warto odnotowa¢ takze, ze idempotent e € R
nazywamy centralnym, jesli jest on przemienny z kazdym elementem pierscienia R.

Stwierdzenie 1.1.8 (Peirce). Niech R bedzie algebrq z 1, za$ e = €? € A. Wowczas
jesli f =1 —e, to:

o A= Ae® Af jest rozktadem A na sume prostq ideatéw lewostronnych,
o A=cA® fA jest rozkladem A na sume prostq ideatéow prawostronnych,

o A=cAe® cAf @ fAe ® fAS jest rozkladem A na sume prostq podprzestrzeni.

Algebre z jedynka, ktorej jedynymi idempotentami centralnymi sa 0 i 1 nazywamy al-
gebra nierozkltadalng lub spdjng. Idempotent e skonczenie wymiarowej algebry A
nazywamy prymitywnym, jesli Ae jest modutem nierozkladalnym. Mozna wprowa-
dzi¢ relacje czesciowego porzadku < w zbiorze niezerowych idempotentow algebry A,
postaci:

e< feef=fe=e (1.1.3)

i wowczas nietrudno pokazaé, ze idempotenty prymitywne sg minimalnymi elementami
w porzadku okreslonym na tym zbiorze. Co wiecej, jesli traktujemy algebre A jako
lewostronny A-modul to mozemy wskaza¢ zbiér niezerowych idempotentéw prymityw-
nych eq, ..., e, algebry A takich, ze 1 =e; + ey + ...+ e, oraz takich, ze moduty Ae;
sg nierozktadalne. Zbior taki nazywamy pelnym zbiorem prymitywnych idempo-
tentéw ortogonalnych w A.
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1.1.2 Wazne klasy algebr skonczenie wymiarowych

W paragrafie tym przypominamy trzy wazne klasy algebr, ktore wystepowaé beda
w dalszych rozdziatach. Maja one szczegdlne znaczenie w teorii reprezentacji, ktorej
podstawowym wynikom poswiecimy kolejny paragraf tego rozdziatu.

Algebry bazowe

Definicja 1.1.9 ([4], 1.6.1). Niech A bedzie algebrg skoticzenie wymiarowg nad ciatem
algebraicznie domknietym oraz niech {ey, ..., e,} bedzie pelnym zbiorem prymitywnych
idempotentow ortogonalnych w A. Mowimy, Ze algebra A jest bazowa wtedy i tylko
wtedy, gdy Ae; % Ae; jako A-modutly, dla i # j.

Na klase algebr bazowych mozna patrze¢ zaréwno z perspektywy twierdzenia Wedder-
burna, jak i twierdzenia Krulla-Schmidta. Z pierwszej perspektywy, algebra bazowa A
ma rozklad (1.1.1), przy czym r; = 1, dla 1 < ¢ < k. Innymi stowy A/J(A) jest suma
prosta skonczenie wielu kopii ciata K. Z punktu widzenia twierdzenia Krulla-Schmidta
wiadomo, ze dowolna algebra A ma, jako modul 4 A, rozktad na pewna skonczong
liczbe sktadnikéw nierozktadalnych, wyznaczonych jednoznacznie z doktadnoscig do
izomorfizmu. Algebra jest bazowa, jesli kazde dwa takie sktadniki nierozktadalne nie
sg izomorficzne.

W teorii reprezentacji, ktérej wiecej miejsca poswiecimy w nastepnym paragrafie, ba-
danie kategorii modutéw skonczenie wymiarowych nad algebrami skonczenie wymiaro-
wymi sprowadza sie, gdy ciatlo K jest algebraicznie domkniete, do badania modutow
skonczenie wymiarowych nad algebrami bazowymi. Ponizsze definicje i stwierdzenia
rozwijaja te mysl.

Definicja 1.1.10 ([4], 1.6.3). Niech A bedzie skoriczenie wymiarowq algebrg nad ciatem
algebraicznie domknietym K oraz niech {e1,...,e,} bedzie pelnym zbiorem prymityw-
nych idempotentow ortogonalnych w A. Wowczas algebrq bazowq stowarzyszong
z A nazywamy algebre A® = esAeq, gdzie eq = €, + ... + €, gdzie €j,,..., €, $q
wybrane ze zbioru {ey, ..., e,} tak, ze Ae;, # Ae;,, dlai #t oraz kazdy modul Aey jest
izomorficzny z jednym z modutow Aej,, ..., Ae;,.

Stwierdzenie 1.1.11 ([4], 1.6.5, 1.6.10). Niech A bedzie algebrg skoticzenie wymiarowq
nad ciatem algebraicznie domknietym K. Niech A® bedzie algebrqg bazowq stowarzyszo-
ng z A. Wowczas A® nie zalezy, z dokladnoscig do izomorfizmu, od wyboru zbioréw
{e1,...,en} oraz {ej,... e, }. Co wiecej kategorie mod(A®) oraz mod(A) sq réwno-
wazne.

Algebry skonczonego typu reprezentacyjnego

Definicja 1.1.12. Niech A bedzie K-algebrg skonczenie wymiarowq z 1. Powiemy, Ze
A jest skoficzonego typu (reprezentacyjnego) wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
skonczenie wiele klas izomorfizmu skonczenie wymiarowych (nad K) A-modutéw nie-
rozktadalnych.
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Krotka uwaga odnosnie powyzszej definicji. W starszych zrédtach Zrodtach zamienia
sie warunek mowiacy o skonczonym wymiarze modutéw nierozktadalnych z powyzszej
definicji (wystepujacy zaréwno w [4], jak i [16]), na warunek mowiacy o modutach skon-
czenie generowanych, patrz [37], §6.7. Sa to w sposdb oczywisty definicje réwnowazne.
W literaturze wystepuja czesto zamiennie.

Rozwazmy kilka przyktadéw, za [16], 3.4.1.

e Naturalnymi przyktadami algebr skonczonego typu sa algebry potproste. Wow-
czas pojecia modutu nierozktadalnego i prostego pokrywaja sie. Gdy radykat Ja-
cobsona algebry A jest niezerowy, woéwczas problem klasyfikacji jest nietrywialny
nawet w przypadku, gdy J(A)? = 0.

e Algebra K[z]/(x™), gdzie K[z] to pierscien wielomianéw zmiennej z nad ciatem K.

e Algebra grupowa K|[G| skonczonej grupy G nad ciatem charakterystyki p > 0
jest skonczonego typu wtedy i tylko wtedy, gdy p-podgrupy Sylowa grupy G sa
cykliczne. Jest to wynik Higmana.

Algebry rozdzielne

Niech A bedzie algebrg skonczenie wymiarowa nad ciatlem K. Dla kazdego A-modutu
M, zbiér S(M) wszystkich podmodultéw M jest krata zupeina, to znaczy zbiorem cze-
Sciowo uporzadkowanym, w ktérym kazdy podzbior ma kres dolny i kres gérny. Opera-
cjami kratowymi sa suma moduléw oraz przecigcie modutow. Takze zbiér wszystkich
idealéw dwustronnych I(A) algebry A ma strukture kraty zupelnej, z dziataniami sumy
i przeciecia. Kazda K-algebra moze by¢ traktowana jako prawostronny A° @y A-modut,
gdzie A° jest algebra przeciwng do A. Mozna pokazaé, ze kraty I(A) oraz S(Aaogy,a)
sa izomorficzne, patrz [37], §2.2 oraz §10.1.

Definicja 1.1.13. Niech A bedzie algebrq skonczenie wymiarowq z 1. Powiemy, Ze
A jest rozdzielna jesli krata I(A) jest kratg rozdzielna, to znaczy dla dowolnych
ideatow dwustronnych I, J, K <A mamy KN(L+N)=KNL+ KNN.

Kazda algebra skoniczonego typu jest rozdzielna, zgodnie [37], Theorem 6.7. Nastepu-
jace stwierdzenie wynika natychmiast z tego, co powiedzieliémy wyzej, oraz z [37]: §2.2,
Exercise 4; §2.6, Exercise 3 oraz §4.8.

Stwierdzenie 1.1.14. Niech A bedzie algebrg skonczenie wymiarowq nad ciatem nie-
skonczonym. Wowczas nastepujgce warunki sg rownowazne:

e krata I(A) jest skoriczona,
e krata I(A) jest rozdzielna,

o krata S(J(A)) wszystkich A — A-podbimodutow J(A) jest rozdzielna.

Co wiecej, kazdy ideal dwustronny algebry A jest ideatem glownym.
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Zat6zmy dalej, ze ciato K jest algebraicznie domkniete. Zgodnie z (1.1.1) mozemy
przyjac, ze

AJJ(A) ~ M, (K)eM,(K)&...eM,, (K), (1.1.4)
dla pewnych liczb catkowitych dodatnich r;, i = 1,2,..., k. Zgodnie z Twierdzeniem
Wedderburna-Malceva (1.1.5) istnieje podalgebra A" algebry A taka, ze mamy rozklad
na sume prosta przestrzeni liniowych A = A’ @ J(A) oraz obciecie naturalnego homo-
morfizmu A — A/J(A) do A’ jest izomorfizmem algebr. Algebra A’ jest produktem
prostym algebr A;, dla 1 < i < k, i zgodnie z (1.1.4) mozemy zakladaé, ze A; ~ M, (K).
Zatem zgodnie z (1.1.2) dostajemy:

A=A JA)=A0A40Ad...... DA, @ J(A). (1.1.5)

Niech A¢ = (A")? ®k A’ bedzie algebra obwiednia algebry pétprostej A’. Jest ona
izomorficzna z produktem prostym algebr A @k A;, po wszystkich parach (3,7),
gdzie 1 < i,j < k. Zgodnie z [37], §11.8, algebra A° jest poélprosta, co wiecej kazdy
A’-bimodul traktowaé¢ mozna jako prawostronny A¢-modul izomorficzny z sumg prostg
prostych modutéw N;;, gdzie N;; jest minimalnym prawostronnym ideatem
w A7 ®x Aj ~ M, (K). Szczegdlnie istotne beda dla naszych rozwazan bimoduty
postaci e;Ae;, gdzie ¢ jest, dla 1 <1 < k, jedynka algebry A;.

Stwierdzenie 1.1.15 ([46], §4). Niech A bedzie algebrq rozdzielng i niech A; bedq
algebrami takimi jok w (1.1.5), z jednosciami e;. Wowczas e;Ae; sq taricuchowymi
A; — Aj-bimodutami, dla 1 < i,7 < k, to znaczy, zbiory podbimodutow e;Ae; tworzq
tanicuchy ze wzgledu na relacje inkluzji. W szczegolnosci minimalne niezerowe elementy
tych tancuchow utozsamié mozna z przestrzeniami lintowymi macierzy prostokgtnych
rozmiaréw r; X r; z naturalnymi dziataniami A; z prawej, oraz A; z lewej strony.

1.1.3 Elementy teorii reprezentacji algebr

Przedstawimy teraz wybrane definicje i fakty zwigzane z teorig reprezentacji algebr
skonczenie wymiarowych. Gtéwnym zadaniem tej teorii jest opis kategorii Mod(A)
moduléw algebry skonczenie wymiarowej A oraz jej podkategorii — kategorii mod(A)
modutow skonczenie wymiarowych nad A. Jednym z pierwszych naturalnych zagadnien
tej teorii byl problem klasyfikacji algebr skonczonego typu, ktéremu poswiecimy tu
wiecej miejsca. W paragrafie tym opieramy sie przede wszystkim na monografiach:
Assema, Simsona i Skowronskiego [4] oraz Hazewinkela, Gubareni i Kirichenki [16].
Ponizej podajemy przeglad podstawowych konstrukeji i wynikow, z ktorych korzystamy
w kolejnych rozdziatach.

Definicja 1.1.16. Kotczanem I' = (V, E,s,t) nazywamy czwérke skladajocq sie
z dwoch zbiorow: V', ktorego elementy nazywamy dalej wierzchotkama; E, ktorego
elementy nazywamy dalej krawedziamsi; oraz dwoch przeksztatcen s,t: E — V', ktore
kazdej krawedzi e € E przyporzqdkowujg odpowiednio: poczatek s(e) € V oraz koniec
tle) e V.
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Kotczan jest, jak widaé, grafem zorientowanym. Nie ma ograniczenia liczby krawedzi
pomiedzy danymi dwoma wierzchotkami. Mozliwe sa rowniez petle i cykle. Kotczan
nazywamy skonczonym jesli zbiory V. E sg skonczone. Kazdemu kotczanowi I' odpo-
wiada graf niezorientowany I'. Kolczan I' jest nazwiemy spdéjnym, jedli T jest grafem
spojnym.

O ile nie bedzie to prowadzito do nieporozumien bedziemy pisa¢, dla skrocenia ozna-
czen, ze kotczan I" ma postaé (V, E), pamietajac o istnieniu stosownych funkeji usta-
lajacych orientacje krawedzi. W przypadku, gdy rozwazaé¢ bedziemy kotczany miedzy
ktorymi przechodzi co najwyzej jedna krawedz, zaktada¢ bedziemy czesto dla uprosz-
czenia, ze £ CV x V.

Definicja 1.1.17. Niech I' = (V, E) bedzie kolczanem skonczonym oraz K — cialem.
Parg M = (M,, ¢c)vev.ecr nazwiemy K-reprezentacjq kolczanu I, lub kriocej — repre-
zentacjqg kotlczanu I, jesli M, jest przestrzeniq liniowqg nad ciatem K, dla v € V
oraz ¢, jest odwzorowaniem liniowym ¢, : M,, — M,,, dla e = (vi,v9) € E. Repre-
zentacje M oznaczamy zwykle w skrocie jako M = (M, ¢.). Jesli przestrzenie M, sq
skoniczenie wymiarowe, dla wszystkich v € V', to reprezentacje M = (M,, ¢.) nazy-
wamy skonczenie wymiarowq. W takim przypadku cigg dimM = (dimg(M,))ev
nazywamy wektorem wymiaru reprezentacyi M.

Niech M = (M,, ¢.) oraz M’ = (M), ¢.) beda dwiema reprezentacjami I". Wéwcezas
morfizmem (reprezentacji) f : M — M’ nazywamy rodzine f = (f,),ev przeksztal-
cen liniowych (f, : M, — M)),cv, ktére sa zgodne ze strukture przeksztalcen ¢., to
znaczy, dla kazdej krawedzi e : v; — vy mamy: ¢Lf, = fu,Pe. Jesli f: M — M’ oraz
g: M — M" sa dwoma morfizmami reprezentacji kotczanu I', gdzie f = (f,),ev oraz
9 = (gv)vev, to okreslamy ich ztozenie jako rodzine gf = (g, fy)vey. Wowezas gf jest
w sposOb oczywisty morfizmem z M do M”.

Okredlilismy zatem kategorie K-reprezentacji liniowych kolczanu I', oznaczang
przez Rep(I'). Przez repk (I') oznaczamy podkategorie¢ Rep(I') ztozona ze skoriczenie wy-
miarowych reprezentacji. Nietrudno pokazaé, ze obydwie te kategorie sa abelowe (patrz
[4], TI1.1.3). Mozna zatem méwié¢ o reprezentacjach nierozkladalnych kotczanu,
definiujac je analogicznie jak moduly nierozktadalne. Co wiecej, mozna pokazaé, na-
sladujac dowdd twierdzenia Krulla-Schmidta, ze jesli dana jest skoficzenie wymiarowa
reprezentacja kotczanu I', wowczas jej rozktad na nierozktadalne reprezentacje jest jed-
noznaczny z doktadnoscia do izomorfizmu (patrz Corollary 2.4.2 w [16]). W szczegdlno-
sci mowimy, ze kolczan I' jest skoniczonego typu reprezentacyjnego, jesli istnieje
skoniczenie wiele klas izomorfizmu nierozktadalnych obiektéw w repk(I'). Wskazuje to
na gteboki zwigzek pomiedzy kategoriami reprezentacji kotczanéw, a kategoriami mo-
dutéw algebr skonczenie wymiarowych nad ciatem algebraicznie domknietym.

Definicja 1.1.18. Niech A bedzie skoriczenie wymiarowq algebrq i niech {e1, es, ..., e,}
bedzie petnym zbiorem prymitywnych idempotentow ortogonalnych algebry A. Wowczas
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graf skierowany I' = (V, E) nazywamy kotczanem algebry A i oznaczamy przezT'(A),
jesli zbidr wierzchotkéw T ma postaé V= {1,2,...,n}, a zbidor krawedzi E jest réwny

{(5,7) |eiJ (A)e; # 0}

Z kazdym kolczanem T' = (V, E) zwigzany jest graf rozdzielony T = (V* E®), gdzie
Ve =V x{0,1} oraz E* = {((4,0), (4,1)) | (i,4) € E}. Jesli A skoticzenie wymiarowg
algebrg z kotczanem I' = T'(A), to graf rozdzielony T'*, odpowiadajgcy ', nazywany jest
grafem rozdzielonym algebry A. Graf ten oznaczamy przez I'*(A).

Kotczan algebry jest oczywiscie kotczanem zgodnie z Definicja 1.1.16. Jest jasne jak
wygladaja funkcje s,t : E — V. Pozwdlmy sobie na dluzszy komentarz dotyczacy
powyzszej definicji. Pojecie ,kotczanu algebry” wystepuje w literaturze w réznych po-
staciach, w zaleznosci od klasy algebr (takze nieskoniczenie wymiarowych), w ktérej
sie je rozwaza. Definicja przytoczona wyzej pochodzi z [37], §6.4 1 jest uproszczeniem
pojecia o tej samej nazwie, wystepujacego w [4] oraz [16].

Definicja 1.1.19 (Kolczan algebry A). Niech A bedzie algebrq skoriczenie wymiaro-
waq nad ciatem algebraicznie domknietym K, zas {e1, eq, ..., e,} bedzie pelnym zbiorem
idempotentow prymitywnych w A. Okreslamy kolczan T'¢(A) = (V, E, s,t) postaci:

V={12,...,n},E = | Ej, gdzie

ij=1
a€ b e s(a)=ita)=7j
oraz |E;j| = dimk (e;J(A)ej/e; J(A)%e;).

W monografii [15], 11.5, kolczan wedtug Definicji 1.1.18 nazywa sie kotczanem Pier-
ce’a, a kotczan wedtug Definicji 1.1.19 nazywa sie kolczanem Gabriela. Okazuje sie,
ze Definicje 1.1.18 oraz 1.1.19 zgadzaja si¢ w przypadku algebr A, w ktorych radykat
Jacobsona jest 2-nilpotentny, a krata ideatéw dwustronnych — rozdzielna. Poniewaz
jedynie w takim kontekscie bedziemy uzywaé pojecia kotczanu algebry, to w dalszym
ciagu stosowa¢ bedziemy jedynie Definicje 1.1.18.

Zachodzi nastepujacy, zasadniczy fakt (dla dowolnej algebry skoriczenie wymiarowe;
jest to Theorem II1.1.6 w [4]).

Twierdzenie 1.1.20. Niech A bedzie algebrg skonczenie wymiarowq algebrg rozdzielng
nad cialem algebraicznie domknietym, przy czym J(A)? =0, oraz niech T'(A) = (V, E)
niech bedzie kolczanem A. Wowczas

Rep(T") ~ Mod(A)

jest naturalng rownowazno$cig kategorii reprezentacyi kolczanu 1 oraz kategori
A-modutéw. Réownowazinos¢ ta ograniczona do repk(I') jest naturalng réwnowaznosciq
kategorii skoriczenie wymiarowych reprezentacji kolczanu T' i kategorii mod(A) skori-
czenie wymiarowych A-modutow. W szczegolnosci, algebra A jest skoriczonego typu
reprezentacyjnego wtedy i tylko wtedy, gdy kolczan T'(A) jest skonczonego typu repre-
zentacyjnego.
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Klasyfikacja kotczandéw skonczonego typu ma zwigzek z teorig form kwadratowych.
Przypomnijmy zatem, ze caltkowitg forma kwadratowa zmiennych xy,zs,..., 2,
nazywamy wielomian ¢ = q(x1,...,x,) € Z[z,...,z,] postaci:

q(LEl,...,SCn) :Zx?—i—Zaijxixj, Qg5 e 7.
i=1 i<j

Forma kwadratowa ¢ jest dodatnio okreslona, jesli ¢(x) > 0, dla kazdego z > 0
(przy czym moéwimy, ze x € Z" spelia warunek: = > 0, o ile wszystkie wspélrzedne
x sg dodatnie). Forma ¢ jest p6ldodatnio okreslona, jesli g(x) > 0, dla wszystkich
x € 7. Forma q jest wreszcie nieokreslona, jesli istnieje z # 0 taki, ze ¢(z) < 0. Jesli
dany jest skoniczony kolczan I' = (V| E), przy czym V = {1,2,...,n}, wéwczas forma
kwadratowg kotczanu I' nazywamy catkowitg forme kwadratows ¢r postaci:

ar(Te, .. x0) =D af — > wa;. (1.1.6)

eV (i,5)EE

Jesli kotczan T jest skonczony, spojny i acykliczny wowcezas, zgodnie z Lemma VII.4.1
w [4], definicja gr zalezy jedynie od grafu T’ powstajacego z kotczanu I' po zaniedbaniu
orientacji.

Okazuje sig, ze jedynymi kolczanami spojnymi majacymi dodatnio okreslong forme
gr sa kotczany, ktore po zaniedbaniu orientacji strzatek maja posta¢ jednego z tak
zwanych grafow Dynkina. Sa to jednoczesnie grafy kluczowe dla klasyfikacji kotczandéw
skoniczonego typu. Wymieniamy je ponizej.

Ay

D, o—o—o—o< n wierzchotkow, n > 4

[
[
By eedeees

Twierdzenie 1.1.21 (Gabriel, [16], 2.6.1). Niech K bedzie dowolnym ciatem. Kolczan
spojny T jest skoriczonego typu wtedy i tylko wtedy, gdy graf niezorientowany I tego

-...e—e 1 wierzchotkéw,n > 1

kolczanu (otrzymany z T' przez zaniedbanie orientacji krawedzi) jest grafem Dynkina
postaci A, D,,, Eg, B, Es. Liczba klas izomorfizmu reprezentacji I jest skonczona wtedy
1 tylko wtedy, gdy forma kwadratowa qr tego grafu jest dodatnio okreslona.

Na problem skonczonego typu reprezentacyjnego kotczanu mozemy patrzy¢ takze przez
pryzmat intuicji geometrycznych, przydatnych w dalszej czesci naszej pracy. Przyjmij-
my, dla uproszczenia, ze cialo K jest algebraicznie domkniete. Niech d = (dy, ..., dy)
bedzie k-tka liczb catkowitych dodatnich. Rozwazmy zbior repk (I, d) wszystkich skon-
czenie wymiarowych reprezentacji M = (M,, ¢.) kolczanu I' = (V| E s,t) o wektorze
wymiaru dimM = d, gdzie V' = {1,...,k}. Wowczas repk(I',d) jest w bijekcji ze
zbiorem elementOw przestrzeni liniowej:

N = @ HomK(MZ,M])

(i,9)eE
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Mamy zatem izomorfizm:

repK F d @ Md ><d (117)

(i,7)EFE

Zatem repk (I, d) utozsamia¢ mozna z nieprzywiedlng rozmaitoscia afiniczng A”™ wy-
miaru (w sensie geometrii algebraicznej, patrz [47], 14.1)

r=>_ dye)die)

ecE

Na przestrzen N dziata grupa Gl(d) := Glg (K) x ... x Gl (K) wymiaru
dim(Gl(d)) = > &’

veV

tak, ze jesli 6 = (6y,...,0;) € Gl(d), to

gdzie ¢i; € Hom(M;, M;) ~ My, xq,(K). Zachodzi nastepujacy fakt.

Stwierdzenie 1.1.22 ([16], 2.6.2(1)). Istnieje bijekcja M +— Op pomiedzy zbiorem
klas izomorfizmu nierozkladalnych reprezentacji M € repk(I') o wektorze wymiaru
dimM = d oraz zbiorem orbit wzgledem dzialania G1(d) na repk(I',d) wedtug (1.1.8).

Wyniki Gabriela dotyczace klasyfikacji kotczandéw skonczonego typu mozna, zgodnie
z Twierdzeniem 1.1.20, przettumaczy¢ na wyniki klasyfikujace algebry skonczonego
typu A, ktorych radykal Jacobsona jest 2-nilpotentny.

Twierdzenie 1.1.23 (Gabriel, [37], §11.8). Niech A bedzie skoticzenie wymiarowq al-
gebrg rozdzielng nad ciatem algebraicznie domknigtym takq, ze J(A)? = 0. Wéwczas A
jest skoriczonego typu reprezentacyjnego wtedy i tylko wtedy, gdy graf rozdzielony I'*(A)
algebry A jest skonczong sumqg roztgezng grafow Dynkina postaci A,, D,, Fg, Er7, Eg.

Na koniec przypomnimy wazne z punktu widzenia historii rozwoju teorii reprezentacji,
a takze przydatne dla naszych rozwazan, hipotezy Brauera-Thralla.

Hipoteza 1.1.24 (Pierwsza hipoteza Brauera-Thralla). Skoriczenie wymiarowa
K-algebra A jest albo skonczonego typu reprezentacyjnego albo istniejg nierozkiadalne
A-moduty dowolnie duzego wymiaru.

Wynik ten udowodnit A.V.Roiter w 1968 roku, dla algebry skonczenie wymiarowej nad
dowolnym ciatem, patrz [43].

Hipoteza 1.1.25 (Druga hipoteza Brauera-Thralla). Skoriczenie wymiarowa algebra
nad ciatem nieskonczonym K jest albo skonczonego typu reprezentacyjnego, albo istnieje
nieskoriczony ciqg liczb n; € N takich, zZe dla dla kazdego v istnieje nieskonczenie wiele
parami nieizomorficznych nierozktadalnych A-modutow wymiaru d; nad K.

Wynik ten udowodniono z wielkim trudem (i po wielu uzupeieniach) jedynie dla al-
gebr nad cialem algebraicznie domknietym, patrz [28], [41], a takze [5], [6]. Tradycyjnie
wynik przypisuje si¢ Nazarovej i Roiterowi.
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1.2 Elementy teorii pélgrup

Celem tego paragrafu jest wprowadzenie podstawowych poje¢ i wynikow zwigzanych
z teoria pélgrup. Standardowymi Zrédtami sa monografie Clifforda i Prestona [8] oraz
monografia Howiego [20]. Przedstawimy takze kilka znanych pojeé i rezultatéw zwia-
zanych z teorig monoidow liniowych, a w szczegélnosci z wlasnosciami monoidu mul-
typlikatywnego algebry skorniczenie wymiarowe;.

1.2.1 Podstawowe definicje

Definicja 1.2.1 (Pdélgrupa, monoid). Zbior S z dziataniem o : S xS — S nazwiemy
potgrupag jesli o jest lgczne. Jesli istnieje e € S, zZe dla kazdego s € S zachodzg
rownosci:

€08 =80¢€ =S,

to polgrupe takg nazywamy monoidem, e zas jedynkqg w tym monoidzie. Wowczas
przez U(S) oznaczamy grupe elementéw odwracalnych w S.

Definicja 1.2.2 (Pdlgrupa z dolaczonym zerem lub jedynka). Niech S bedzie
potgrupq. Bierzemy pewne dwa elementy 0,1 ¢ S i okreslamy zbiory:

Sti=S5u{1}, S°:=Su{6},

i rozszerzamy dziatanie o tak, ze 1 jest w S* jedynkq, za$ 0 jest w S° obustronnym

zerem.
Definicja 1.2.3. Element s polgrupy S z zerem nazywamy:

o idempotentnym wtedy i tylko wtedy, gdy s* = s,

e nilpotentnym wtedy i tylko wtedy, gdy s™ =0, dla pewnego n > 0,

e regularnym wtedy i tylko wtedy, gdy a = axa, dla pewnego x € S.
Potgrupe S nazywamy:

o nil polgrupq jesli kazdy element S jest nilpotentny,

e polgrupqg regularng jesli kazdy element S jest regularny,

e pélgrupg nilpotentna jesli S™ = {0}, dla pewnej liczby catkowitej n > 0.

Analogicznie do sytuacji wystepujacej w teorii pierscieni, na zbiorze niezerowych idem-
potentéow E(S) polgrupy S wprowadzamy cze$ciowy porzadek zadany wzorem (1.1.3).
Minimalne elementy F/(S) wzgledem tego porzadku nazywamy idempotentami pry-
mitywnymi.

Podobnie jak w teorii pierscieni, takze w teorii pétgrup wprowadzane jest pojecie ideatu.
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Definicja 1.2.4 (Ideal). Niech ) £ 1 C S. Zbidr I nazwiemy:
e idealem prawostronnym, piszemy I <, S, jesli IS C I,
e idealem lewostronnym, piszemy [ <; S, jesli SI C I,
e ideatem dwustronnym, piszemy [ S, jesli SI C S NIS CS.

Definicja 1.2.5 (Ideal gtéwny). Niech a € S. Wowczas zbior
aS' :=a(SU{1}) = aS U {a}

nazywamy tdeatem gtéwnym prawostronnym w S. Analogicznie okreslamy Sta -
ideal gtéwny lewostronny w S oraz S'aS' — ideat gltéwny dwustronny w S.

Definicja 1.2.6 (Iloraz Reesa). Niech I < S. W zbiorze (S \ I) U {0} okreslamy
nastepujgce dziatanie:

{ab , oidleab ¢ I,
aob=

dla a,b e S.
0 ,oieabel

Co wigcej, dla kazdego a € (S\ I)U{0} mamy aol =0oa=80.

Wowczas dzialanie o jest tgczne na zbiorze (S\I1)U{0}. Uzyskang w ten sposéb polgrupe
oznaczamy przez S/I i nazywamy ilorazem Reesa pilgrupy S przez ideal I < S.
Zauwazimy, ze O jest elementem zerowym tego ilorazu.

Przypomnijmy takze pojecie kongruencji na potgrupie S. Jest to relacja rownowaz-
nosci p na S spelniajacg warunek:

(a,b) € p=Vees [((ac,bc) € p) AN ((ca,cd) € p)]. (1.2.1)

Na zbiorze ilorazowym S/p okresli¢ mozna dzialanie o postaci: [a] o [b] = [ab]. Wynik
dziatania jest niezalezny od wyboru reprezentantéw. Uzyskujemy zatem potgrupe ilora-
zowa, oznaczang przez S/p. Jest jasne, ze izomorficzna kopia kraty idealow potgrupy S
zawarta jest w kracie kongruencji S. Istotnie, jesli I <15, to odpowiada mu kongruencja
pr na S postaci: (a,b) € py < [(a,b€I) V (a=b,ac S\I).

1.2.2 Relacje Greena

Pojecie idealu w sposob naturalny prowadzi do definicji szczegdlnie waznych w teorii
potgrup relacji rownowaznosci.

Definicja 1.2.7 (Relacje Greena). Niech S bedzie pélgrupg, oraz a,b € S. Okreslamy
nastepujgce relacje na S':

alb < S'a = S,

aRb < aS" = bS",

aJb < StaS' = S'bSt.
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Sa to relacje rownowaznosci. Przecigcie R N L oznaczamy jako H. Sume, a wiec naj-
mniejsza relacje rownowaznosci zawierajaca R oraz L, oznaczamy przez D. Jesdli a € S
to symbolami 7., L., R4, Ha, D, oznaczaé¢ bedziemy klasy abstrakeji elementu a odpo-
wiednio wzgledem relacji J, L, R, 'H oraz D.

7 definicji wida¢ od razu, ze skoro R C J oraz L C J, to D C J. Zawieranie to moze
by¢ wlasciwe, przykladem jest nastepujaca pétgrupa ([1]):

S = {[Z ﬂ L a,beR, a,b>0} C Gly(R).

Ze wzgledu na szczegolnie elegancky strukture D-klas, o ktorej powiemy dalej, problem
okreslenia kiedy dla danej potgrupy S relacje D oraz J sg réwne jest szczegdlnie istotny.
Wspomnimy tu o dwoch takich klasach pétgrup, ktére wykorzystywaé bedziemy dale;j.

Definicja 1.2.8. Powiemy, ze H jest podgrupg poétgrupy S jesli H jest podgrupq
grupy elementéw odwracalnych U(eSe), monoidu eSe, dla pewnego idempotenta e € S.
Powiemy dalej, ze polgrupa S jest:

e periodyczna, jesli potgrupa generowana przez kazdy element S jest skonczona
(rownowaznie: dla kazdego s € S istnieje takie n, ze s"™ jest idempotentem),

e silnie m-regularna jesli dla kazdego s € S istnieje n > 1 takie, Ze s" zawarte
jest w pewnej podgrupie S.

Na mocy [20], 2.1.4 oraz [39], 1.4, zachodzi nastepujacy fakt.

Stwierdzenie 1.2.9. W klasie pélgrup silnie mw-reqularnych (a wiec takze dla polgrup
periodycznych) zachodzi réwnosé relacji D oraz J .

PrzejdZzmy teraz do struktury D-klas. Jest ona wyjatkowo regularna, poniewaz definiu-
jace ja relacje £ oraz R sa przemienne. Zachodzi nastepujacy fakt.

Stwierdzenie 1.2.10. Niech A, B — relacje rownowaznosci na zbiorze X. Wowczas:
AoB=Bo A= AoB=AVDE.

Przecigcie R-klasy oraz L-klasy jest zawsze albo puste (wtedy klasy te leza w réznych
D-klasach), albo jest H-klasa. Clifford i Preston zaproponowali w [8] nastepujacy model
obrazujacy opisang przez nas sytuacje.

Definicja 1.2.11 (Egg-box pattern). Kazda D-klasa w pélgrupie S moze byc przed-
stawiona w postaci tablicy prostokgtne; nazywanej ,eqgg-box pattern”, w ktorej rzedy
reprezentowane sq¢ przez R-klasy, zas kolumny przez L-klasy. Kazda powstata w ten
sposob pozycja w tablicy przyporzedkowana jest pojedynczej H-klasie. Jesli potgrupa S
postada element zerowy, wowczas tworzy on osobng D-klase.
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Twierdzenie 1.2.12 (Green). Jesli H jest H klasqg w pélgrupie S, to albo H*NH = (),
albo H?> = H i H jest podgrupg w S. Ponadto kaida maksymalna podgrupa S jest
H-klasq.

Jesli H-klasa H potgrupy S jest grupa, woéwczas jedynka H jest idempotentem w S.
Wynika stad, ze w kazdej H-klasie S moze leze¢ co najwyzej jeden idempotent e.
Zgodnie z twierdzeniem Greena, jesli w H-klasie H znajdziemy idempotent, woéwczas
H musi by¢ grupa.

1.2.3 Poélgrupy caltkowicie 0-proste. Faktory i ciggi gtéwne.

Przejdziemy teraz do podstawowych wynikéw zwigzanych ze struktura potgrup. Za-
czniemy od opisu potgrup sktadajacych sie z doktadnie jednej nietrywialnej J-klasy.
Termin ,nietrywialna” rozumiemy tutaj dwojako. W klasie potgrup nie posiadajacych
elementu zerowego sa to takie poétgrupy S, ktore posiadaja doktadnie jedng J-klase
(réwna catemu S). W klasie potgrup zawierajacych element zerowy beda to takie, ktore
posiadaja doktadnie dwie J-klasy: {0} oraz S\ {0}.

Definicja 1.2.13. Niech S bedzie potgrupg. Powiemy, ze S jest:

e prosta wtedy 1 tylko wtedy, gdy S nie jest jednoelementowa i S jest jedynym
ideatem w S,

e 0-prosta wtedy i tylko wtedy, gdy S posiada element zerowy, S jest prosta oraz
S*#0,

e catkowicie 0-prosta wtedy i tylko wtedy, gdy S jest O-prosta i posiada idempo-
tent prymaitywny.

W 1928 roku Suschkewitsch podat klasyfikacje wszystkich skonczonych potgrup
0-prostych. Wynik ten rozwinat Rees w 1940r. Okazuje sie, ze kazda polgrupa cal-
kowicie O-prosta jest izomorficzna z tzw. polgrupa typu macierzowego.

Definicja 1.2.14 (Pdlgrupa typu macierzowego). Niech G bedzie grupg z jedyn-
kq e oraz X,Y — niepustymi zbiorami. Niech P bedzie macierzq rozmiaru |Y] X | X|
o wyrazach z GU {0} = G°, przy czym zakladamy, Ze macierz P nie ma wierszy ani
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kolumn zerowych (przez macierz rozumiemy tu funkcje Y x X — G°). Na zbiorze
S =(Gx X xY)U{b} okreslamy nastepujgce dziatanie:

(91Py1x2927$1ay2) ) pyle 7é 07

(91,$1,y1)<g27x2ay2> =
9 ) pyliUQ = 07

(glax17y1)0 - 9(91,$1,$2) = 00 = 8

Czym jest w istocie zdefiniowany obiekt? Element a = (g, x1, 1) € S utozsamia¢ moz-
na z macierza rozmiaréw | X| x |Y'| o wspotezynnikach w G°. Jedyny niezerowy element
tej macierzy znajduje si¢ w wierszu x; i kolumnie y; i wynosi g. Nietrudno zobaczy¢, ze
iloczyn ¢ = ab dwbch elementéw a, b € S odpowiada, po przejéciu do reprezentujacych
elementy S macierzy A = (ayy), B = (byy), C = (¢4y), zwyklemu iloczynowi macierzy
postaci C' = A - P - B. Innymi stowy (¢yy) = (azy) - P - (bay)-

W ten sposob zdefiniowana struktura jest rzeczywiscie potgrupa. Obok terminu
,polgrupa typu macierzowego” w literaturze uzywa sie takze okreslenia ,,pélgrupa
Reesa”. W dalszej czesci pracy potgrupe te oznaczaé bedziemy przez M|[G%; X, Y; P.
Pétgrupy typu macierzowego sa, jak sie okazuje, catkowicie O-proste ([20], Lemma 2.3).
Zachodzi tez twierdzenie odwrotne:

Twierdzenie 1.2.15 (Rees, Suschkewitsch [20], 2.11). Niech S bedzie polgrupg cal-
kowicie 0-prostqg. Wowczas istniejq: grupa G, zbiory X, Y i macierz P € My xx|(G°),
ze S ~ M[G% X,Y; P.

Niech a bedzie niezerowym elementem polgrupy S z zerem. Przez J(a) oznaczmy ide-
at glowny S'aS! potgrupy S generowany przez a, oraz przez J, oznaczmy J-klase
zawierajaca a, to znaczy, zbiér generatorow J(a). Niech I(a) = J(a) \ J.. Wowczas
I(a) jest ideatem w S. Iloraz Reesa J(a)/I(a) nazywany jest faktorem gléwnym
w S. Odnotujmy, ze J(a)/I(a) = T, U{0}. Kazdy faktor gtéwny w S jest albo O-prosty,
albo ma zerowe mnozenie (patrz Lemma 2.39 w [8]).

Definicja 1.2.16. Przez ciqg glowny pétgrupy z zerem S rozumiemy cigg ideatow
wS':
S=51D28D...08,D Sn1 =10}, (1.2.2)

taki, zZe mie istnieje ideal S leZgcy Scisle pomiedzy S; a S;11, dlat=1,2,...,m. Przez
faktory gléwne (1.2.2) rozumiemy cigg faktoréw Reesa postaci S;/Sii1,
(1=1,2,...,m).

Nie kazda poétgrupa posiada ciag gtéwny. Przyktadem klasy majacej te wtasno$é sa
potgrupy skonczone. Jesli potgrupa posiada ciag gtowny, to jest on jednoznaczny w na-
stepujacym sensie. Faktory ciggéw gtownych sg izomorficzne, w pewnym porzadku, do
faktoréw gtownych w S (patrz [8]), 2.40. W konsekwencji, kazde dwa ciagi gtéwne pot-
grupy S maja izomorficzne faktory. W ogoélniejszym kontekécie méwimy o tancuchach
ideatéw polgrupy S postaci:

S=L2L2I32D.....21,, (1.2.3)

=
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gdzie I; sa dlai =1,2,... n ideatami w S. Wowczas polgrupy ilorazowe I;/I; 1 nazy-
waé bedziemy faktorami tancucha (1.2.3). Szczegdlne znaczenie beda miaty dla nas
takie skonczone tancuchy idealéw postaci (1.2.3), ze I, = {0} o faktorach bedacych
potgrupami regularnymi lub nilpotentnymi. Kazda pétgrupa skonczona posiada tego
typu tancuch.

1.2.4 Monoidy liniowe.

Teoria monoidéw liniowych, rozwinieta gtéwnie przez L. Rennera i M. Putche, sta-
nowi polaczenie metod abstrakcyjnej teorii potgrup, geometrii algebraicznej i teorii
grup algebraicznych. Ze wzgledu na to, ze monoidy multyplikatywne algebr skoncze-
nie wymiarowych nad cialem algebraicznie domknigtym K sa przyktadami monoidow
liniowych, pewne wymienione nizej fakty beda przydatne w naszych dalszych rozwaza-
niach. Podstawowym odnosnikiem jest dla nas monografia Putchy [39]. Standardowe
fakty z geometrii algebraicznej i teorii grup algebraicznych, a wiec definicje topologii
Zariskiego, rozmaitosci afinicznej, wymiaru rozmaitosci, pierscieni wspotrzednych itd.
przyjmujemy dalej za drugim i czwartym rozdziatem tej ksigzki.

Definicja 1.2.17. (Liniowq) pdélgrupa algebraiczng nazywamy rozmaitosé afi-
niczng S nad ciatem algebraicznie domknietym wraz z lgcznym  dziataniem
0:85 x5 — S bedgcym jednoczesnie morfizmem rozmaitosci. Homomorfizmem po-
miedzy polgrupami  algebraicznymi S, S"  nazywamy homomorfizm  pélgrupowy
¢S — 8, bedgcy morfizmem rozmaitosci. Pdlgrupe algebraiczng bedgeq monoidem
nazywamy monoidem algebraicznym.

Przyktadem liniowej potgrupy algebraicznej jest oczywiscie kazda algebraiczna grupa
liniowa. Nas jednak potgrupy liniowe interesuja gtéwnie z punktu widzenia zastosowan
do teorii algebr skonczenie wymiarowych. Wiadomo, ze jesli A jest algebra skonczenie
wymiarowa z 1, to istnieje n takie, ze A jest izomorficzna z pewna podalgebra algebry
macierzy M, (K). W szczeg6lnosci, monoid multyplikatywny (A, ) jest podmonoidem
monoidu multyplikatywnego algebry macierzy, (M,,(K), ). Cze$¢ ponizszych rozwazan
poswiecamy zatem temu szczegdlnemu monoidowi.

Pelen monoid liniowy. Rozwazmy monoid M, (K) macierzy kwadratowych rozmia-
ru n X n, widziany tym razem dodatkowo jako rozmaito$é algebraiczna izomorficzna
z K. Pierdcien funkeji regularnych M, (K) utozsamiamy z pierécieniem wielomianéw
n? zmiennych postaci K[z;;], 1 <1,7 < n. Niech ¢ : M,,(K) x M,,(K) — M,,(K) bedzie
zwyktym mnoZeniem macierzowym, a wiec jesli a = (a;5),b = (b;;) oraz ¢ = ¢(a,b) =

(cij) wtedy ¢;; = Z a;byj. Nietrudno widzie¢, ze ¢ jest zatem morfizmem zbioréw alge-

braicznych. Struktury pélgrupowa i algebraiczna sa w przypadku M, (K) zgodne, t;j.
mnozenie pétgrupowe jest morfizmem zbioréw algebraicznych. Tréjke (M, (K), ¢, Id)
nazywamy pelnym liniowym monoidem algebraicznym.

Szczegodlnie istotny bedzie dla nas opis klas Greena w monoidzie M,,(K) (zachodzacy
bez zadnego ograniczenia na cialo K). Przypomnijmy podstawowe oznaczenia z algebry
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liniowej. Przez rzad r(a) macierzy kwadratowej a € M,,(K) rozumiemy wymiar pod-
przestrzeni liniowej przestrzeni K" rozpietej przez kolumny a. Wiadomo, ze wielkos¢ ta
rowna jest wymiarowi przestrzeni rozpictej przez wiersze tejze macierzy.

Stwierdzenie 1.2.18 ([31], 2.1). Niech a,b € M,,(K). Wéwczas:

aJb < Gl,(K)aGl,(K)=Gl,(K)bGl,(K) < (A =r1(B),
aRb <— a Gl,(K) = bGl,(K) <— Im(a) = Im(b),
alb <= Gl (K)a = G1,(K)b <= ker(a) = ker(b).

przy czym Im(x), ker(z) oznaczajg obraz i jadro homomorfizmu liniowego K" — K",
ktorego macierzq w bazie standardowej jest x € M,,(K).

Macierz a rzedu j < n mozna przy pomocy elementarnych operacji wierszowych
(odpowiednio: kolumnowych) sprowadzi¢ do zredukowanej postaci wierszowej (ko-
lumnowej). Posta¢ ta ma nastepujace wlasnosci:

1. Wspétezynnik wiodacy kazdego niezerowego wiersza (kolumny) wynosi 1.

2. Dla kazdego i < j, wspotezynnik wiodacy i + 1. wiersza (kolumny) znajduje sie
w kolumnie (wierszu) o indeksie dalszym niz wspoétezynnik wiodacy z wiersza
(kolumny) 7.

3. Wspolezynnik wiodacy niezerowego wiersza (kolumny) A jest jedynym niezero-
wym elementem kolumny (wiersza) go zawierajacej.

Nietrudno wykazaé¢, ze macierze przynalezace do tej samej R-klasy to takie, ktére sa
rownowazne z punktu widzenia elementarnych operacji na kolumnach. Podobnie przy-
nalezno$¢ dwoch macierzy do tej samej L£-klasy oznacza, ze jedna mozna sprowadzi¢ do
drugiej przy pomocy elementarnych operacji na wierszach. Innymi stowy, zbiér repre-
zentantow klas, na jakie dziela M, (K) relacje R, L to nic innego, jak zbiory macierzy
w postaciach zredukowanych.

Dwém relacjom Greena monoidu M, (K) nie poswieciliémy dotad uwagi, mianowicie
relacjom D oraz H. Okazuje sie, ze D-klasy te sa w M, (K) tozsame z J-klasami.
Istotnie, zgodnie z [31], 1.3, M,,(K) jest silnie m-regularna, a zatem réwnosé¢ rozwaza-
nych klas Greena wynika ze Stwierdzenia 1.2.9. Zgodnie z definicja klas Greena oraz ze
Stwierdzeniem 1.2.18, H-klasy w M,,(K) ztozone sa z macierzy o identycznych obrazach
i identycznych jadrach.

Warto wspomnie¢ o jeszcze jednym wniosku ze Stwierdzenia 1.2.18, zwigzanym ze
strukturg idealéow w M, (K). Kazdy ideal tego monoidu jest postaci M;, gdzie M; jest
zbiorem macierzy rozmiaru n X n o rzedzie nie wiekszym niz j, dla 0 < j < n. Ideaty
te tworza ciag gtéwny monoidu M, (K):

ktérego faktory M;/M,_y sa polgrupami catkowicie O-prostymi. Zgodnie z Twierdze-
niem Reesa, 1.2.15, sa to potgrupy typu macierzowego. Istotnie, mozna pokazaé (patrz

36



[31], 2.3), ze faktor M;/M;_; jest izomorficzny z pétgrupa postaci M[GL;(K); X, Y;; Qj,
gdzie X, Y] to zbiory elementéw rzedu j w M, (K) bedace odpowiednio w postaci zredu-
kowanej kolumnowej oraz wierszowej, zas Q; = (qy.) jest, dla z € X,y € Y;, macierza
postaci
yx, r(yr)=j,
Qyz = .
0, rlyz) <j.

Sa to skomplikowane polgrupy, szczegdlnie w przypadku, gdy ciato K jest nieskonczo-
ne. Wowczas takze zbiory X;,Y; sg nieskonczone, dla j < n, za§ warunek okreslajacy
wyrazy macierzy (); jest trudny do praktycznego stosowania.

Wspomnielismy wyzej, ze jesli A jest algebra skonczenie wymiarows z jedynka nad
cialem K, wowczas monoid multyplikatywny (A, -) jest podmonoidem monoidu M, (K)
macierzy kwadratowych n x n nad K, dla pewnego n. Wiadomo, ze jesli S jest dowolna
multyplikatywna podpétgrupa M, (K) i K jest algebraicznie domkniete, to domkniecie
S w topologii Zariskiego na M, (K), a wiec S, jest polgrupa algebraiczna (patrz [39)],
3.4). Monoid (A4, -) jest podzbiorem domknietym w M, (K), a wiec (A, -) jest monoidem
liniowym. Co wiecej, jest to monoid nieprzywiedlny jako rozmaitosé¢ afiniczna.

Odnotujmy nastepujace dwa fakty, przydatne w dalszych rozwazaniach. Pierwszy jest
uogodlnieniem Stwierdzenia (1.2.18) i dotyczy monoidéw nieprzywiedlnych.

Stwierdzenie 1.2.19 ([39], 6.1). Niech M bedzie nieprzywiedlnym monoidem linio-
wym, ktorego grupa jednosci rowna jest G. Weimy a,b € M. Wowczas:

e 0 Jbs GaG = GbG,
e aRb< aG = bG,

e o Lbe Ga=(Gb.

Drugie stwierdzenie dotyczy natomiast monoidow multyplikatywnych algebr skonczenie
wymiarowych.

Stwierdzenie 1.2.20. Niech A bedzie skoriczenie wymiarowq algebrg z 1. Wowczas
potgrupa multyplikatywna (A, -) jest silnie w-reqularna.

Przypomnijmy krotkie uzasadnienie ostatniego faktu. Jest to konsekwencja znanego
rezultatu mowiacego, ze monoid multyplikatywny pierscienia R jest silnie m-regularny
wtedy i1 tylko wtedy, gdy dla kazdego = € R tancuch idealéw prawostronnych
TR D 2R D 23R D ... stabilizuje si¢, patrz [24], Exercise 23.5 oraz Exercise 23.6
(inne uzasadnienie tego lematu mozna znalezé w [23], Proposition 1.2). Zgodnie ze
Stwierdzeniem 1.2.9 wnosimy zatem, ze jesli A jest algebra skonczenie wymiarowa z 1,
to w monoidzie (A, -) relacje J oraz D sa réwne.
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Rozdziat 2

Poétgrupa klas sprzezonosci idealow
lewostronnych

Celem tego rozdziatu jest prezentacja gtéwnego obiektu badan tej rozprawy — potgru-
py klas sprzezonosci C'(A) algebry skonczenie wymiarowej z jedynka A. Definicje te
osadzamy z jednej strony w kontekscie konstrukcji potgrupowych zwigzanych z mo-
noidem multyplikatywnym algebry skonczenie wymiarowej, a z drugiej strony, zgodnie
z rozwazaniami w [35], w kontekscie zagadniefi zwiazanych z teoria reprezentacji algebr
skoniczenie wymiarowych, w szczegolnosci w kontekscie charakteryzacji algebr skonczo-
nego typu reprezentacyjnego i Twierdzenia Gabriela, 1.1.23.

W pierwszym paragrafie podajemy definicje potgrupy klas sprzezonosci i omawia-
my kilka waznych przykladow. W paragrafie 2.2 dowodzimy Twierdzenie 2.2.1 opi-
sujace strukture potgrupy C(A). Motywacje dla tego wyniku stanowia przedstawione
w tej czedci konstrukcje potgrup zwigzanych z monoidem multyplikatywnym algebry
A, rozwazane w [34], a takze w [32], [33]. W nastepnym paragrafie, nawigzujac do
[35], przedstawiamy zwiazki taczace wlasnosé skonczonego typu reprezentacyjnego al-
gebry A ze skonczonoscia potgrupy C(A). Formutujemy Twierdzenie 2.3.10, méwiace
o tym, ze pétgrupa C'(A) wyznacza algebre A dla klasy algebr bedacych obiektem badan
w Rozdziatach 3. i 4. Formutujemy tez Twierdzenie 2.3.11, redukujace problem bada-
nia skonczonosci C'(A) do badania klas sprzezonosci ideatéw nilpotentnych. Dowdd
tego drugiego podajemy w paragrafie 2.4. Nastepnie przygotowujac dowodd pierwszego
z wymienionych faktéw, wskazujemy pewne wtasnosci algebry A, ktére odezyta¢ mozna
ze struktury potgrupy C'(A). Kluczowa wlasnoscia tego rodzaju okazuje sie struktura
algebry A/J(A), co formulujemy w Twierdzeniu 2.5.1. Ostatni paragraf 2.6 zawiera
dowody Twierdzen 2.5.1 oraz 2.3.10.

2.1 Definicja i podstawowe przykitady

Niech A bedzie algebra z 1 nad ciatem K. Przez L(A) oznaczamy zbiér ideatéw lewo-
stronnych algebry A. Jesli Ly, Ly € L(A), to L1Ly € L(A). Mnozenie idealéow lewo-
stronnych jest laczne, a wiec L(A) ma strukture potgrupy. Przypomnijmy, ze U(A)
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jest zbiorem elementow odwracalnych algebry A. Okreslamy nastepujace dziatanie
¢p: AxUA) — A:

d(a,u) = v tau, gdzie u € U(A),a € A.

Jest to w sposoOb oczywisty relacja rownowaznosci. Orbite elementu a € A przy dzia-
taniu ¢ nazywamy klasa sprzezonosci a. Orbite ideatu L € L(A) wzgledem ¢ ozna-
czaé¢ bedziemy przez [L]. Niech C(A) := {[L]|L € L(A)}. Wowczas dla dowolnych
[L1], [Lo] € C(A):

[L1][L2] = [L1La],

a wiec C'(A) jest pélgrupa, nazywana dalej polgrupa klas sprzezono$ci ideatéw
lewostronnych algebry A.

Odnotujmy na poczatek prosta uwage, wynikajaca wprost z definicji C'(A). Zauwazmy
mianowicie, ze jesli L, L’ € L(A), to [L] = [L'] wtedy i tylko wtedy, gdy L = L'u, dla
pewnego u € U(A).

Przedstawimy teraz trzy przyktady, do ktorych odnosié sie bedziemy takze w dalszych
rozwazaniach.

Przyktad 1. Niech A = M,,(D), gdzie D jest algebra z dzieleniem. Wtedy C(M,,(D))
ma n + 1 elementéw. Istotnie, kazdy niezerowy ideat lewostronny w M, (D) jest ge-
nerowany przez niezerowy idempotent, a kazdy niezerowy idempotent w M, (D) jest
z kolei sprzezony z idempotentem diagonalnym rzedu k postaci ey + ... + ep, dla
1 < k < n, przy czym e;; oznaczaja jedynki macierzowe w M,, (D). Dostajemy w ten
spos6b n niezerowych elementéw potgrupy C (M, (D)), a zatem poszerzajac je o klase
zera dostajemy calg potgrupe klas sprzezonosci. Jak wyglada mnozenie w tej pétgru-
pie? Dla dowolnych niezerowych x,y mamy M, (D)x M, (D)y = M,(D)y, zatem jesli
s1,82 € C(M,(D)) sa niezerowe, to s182 = So. W jezyku teorii pétgrup mozna po-
wiedzie¢, ze C(M, (D)) jest polgrupa prawostronnych zer, z dotgczonym elementem
zerowym (klasa ideatu zerowego).

Przyktad 2. Niech A = A1 ® A; @ ... D A; bedzie algebra poltprosta o blokach prostych
Aq, .o A Wiedy C(A) ~ C(A;) x C(Ag) X ... x C(Ay), gdzie potgrupy C(4;) sa, dla
1 <1 < t, takie jak w Przyktadzie 1.

Przyklad 3. Jesli A jest algebra lokalna (czyli majaca doktadnie jeden ideal lewo-
stronny maksymalny) postaci K[z]/(z™), wowczas C(A) ma n + 1 elementéw posta-
ci: [A],[AZ'], dla 1 < i < n, gdzie T obrazem z przy homomorfizmie naturalnym
Klz] — K|z]/(z™). Pétgrupa C(A) jest zatem poélgrupa cykliczna generowana przez
element nilpotentny [AZ] = [J(A)] z dotaczong jedynka [A].

Przyktad 4 ([35], Example 1). Niech A bedzie skorficzenie wymiarowa algebra ideatéw
lewostronnych gltéwnych nad ciatem algebraicznie domknietym K. Zgodnie z [10], IX.4.1
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wiadomo, ze istnieja algebry lokalne By, ..., B, takie, J(B;) = Bjx;, dla pewnych z;,
oraz
A~M,, (B)@...®&M,,(B).

Zatem B; = Ky[9;] jest sciagnieta algebra pétgrupows, gdzie S; = {1,xj, ... ,x;j_l, 0}
oraz r; jest minimalng liczbg catkowita dodatnig taka, ze m;j = 0. Niech A; = M,,;(B;).
Za pomoca elementarnych operacji na wierszach i kolumnach tatwo sprawdzi¢, ze kaz-
da orbita postaci U(A;)zU(A4;), 0 # = € A;, zawiera macierz diagonalng postaci
diag(xz™,...,x%,0...,0), gdzie 0 < 41 < iy < ... < 4 < rj oraz k < n;. Co wiecej,
tatwo widzie¢, ze r6zne macierze tej postaci sa w réznych orbitach. Skoro kazdy le-
wostronny ideat A jest glowny, to C(A;) mozna zidentyfikowaé ze zbiorem C; C S;lj
wszystkich takich ciagdéw (poszerzonym o ciag zerowy) z naturalnym mnozeniem. Jest
tez jasne, ze C'(A) ~ Cy x ... x C.

2.2 Struktura pélgrupowa C(A)

Celem tego paragrafu bedzie opisanie struktury potgrupowej C(A). Gtéwny rezultat,
ktory wykazemy, jest nastepujacy:

Twierdzenie 2.2.1. Niech A bedzie skonczenie wymiarowq algebrq z jedynkg nad cia-
tem K. Wowczas istnieje skonczony taricuch ideatow potgrupy C(A):

taki, ze kazdy jego faktor jest polgrupg nilpotentng lub catkowicie 0-prostg.

WspomnieliSmy juz w paragrafie 1.2.4, ze jesli A jest algebra skonczenie wymiarowsa
z jedynka nad ciatem K, wéwczas monoid multyplikatywny (A, -) jest podmonoidem
monoidu M, (K) macierzy kwadratowych n x n nad K, dla pewnego n. Co wiecej,
zgodnie ze Stwierdzeniem 1.2.20 monoid multyplikatywny (A, ) jest silnie-m-regularny
(patrz Definicja 1.2.8). Zatem zgodnie z Theorem 2.14 oraz Theorem 3.5 w [31] wiado-
mo, ze (A, -) posiada skonczony tanicuch ideatéw taki, ze kazdy jego faktor jest potgrupa
nilpotentna lub catkowicie O-prosta. Twierdzenie 2.2.1 pokazuje, ze C(A) ma w pew-
nym sensie strukture podobna do struktury (A, -).

Dowod Twierdzenia 2.2.1 wymaga pewnych konstrukeji i wynikéw pomocniczych. Wy-
korzystamy w tym celu opis struktury dwoch typéw monoidéw zwiazanych z (A, ),
znaleziony w [34]. Przypomnijmy ich konstrukcje.

Definicja 2.2.2 ([34], §2). Niech M bedzie nieprzywiedlnym liniowym monoidem alge-
braicznym okreslonym nad ciatem algebraicznie domknietym. Przez monoid zbioréw
domknietych monoidu M rozumiemy zbior D(M) zlozZony ze wszystkich domknie-
tych nierozktadalnych podzbiorow niepustych M z mnozeniem:

X Y =XY, gdzieX,Y € D(M),
przy czym T oznacza domkniecie zbioru T C M w topologii Zariskiego.
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Zauwazmy, ze M jest podmonoidem D(M ), poniewaz kazdy podzbior jednoelementowy
monoidu M jest zbiorem domknietym w M.

Stwierdzenie 2.2.3 ([34], 2.4). Niech M bedzie algebraicznym monoidem nieprzywie-
dinym zawierajgcym element zerowy. Wowczas D(M) ma skoriczony tancuch ideatow

w ktorym kazdy faktor jest albo regularny, albo nilpotentny. Co wiecej, kazZdy faktor
reqularny jest 0-roztgczng sumaq swoich catkowicie 0-prostych ideatow.

Definicja 2.2.4. Niech A bedzie algebrg nad ciatem K. Niech S(A) bedzie zbiorem
wszystkich podprzestrzeni lintowych algebry A. Okreslamy nastepujgce dziatanie dwu-
argumentowe = na S(A). Jesli VW € S(A), to

VW = ling (V).

Dziatanie * zadaje na S(A) strukture pélgrupy, ktorg nazywaé bedziemy poétgrupa
podprzestrzeni algebry A. Jesli A ma jedynke, wowczas pélgrupa podprzestrzeni
algebry A jest monoidem.

Opis struktury S(A), ktéremu poswiecona jest w duzej czesci [34], opiera sie na wska-
zaniu epimorfizmu p : D(A) — S(A) pozwalajacego odczytaé pewne whasnosci kraty
ideatéw w S(A) przy pomocy whasnosci kraty ideatéw w D(A). Doktadniej, korzysta
on z nastepujacej obserwacji.

Obserwacja 2.2.5. Niech Sy, Sy bedg potgrupami z zerem oraz ¢ : S1 — Sy niech bedzie
epimorfizmem potgrup. Wowczas jesli istnieje skonczony tancuch ideatow potgrupy Sp
postaci:

0=LhchLh<chL<...CI,=25]

taki, ze kazdy faktor tego tancucha jest potgrupg nilpotentng lub catkowicie 0-prostq,
to cigg ideatow ¢(Iy) polgrupy Sa, gdzie 0 < k < n, ma faktory bedace pélgrupami
nilpotentnymsi lub catkowicie 0-prostymi.

Obserwacja ta postuzy nam w dowodzie Twierdzenia 2.2.1. W przypadku opisu struk-
tury S(A) zostata ona wykorzystana w nastepujacy sposob. Wiadomo, ze jesli A jest
algebra skonczenie wymiarowa nad ciatem algebraicznie domknietym, to kazda pod-
przestrzen liniowa algebry A jest podzbiorem domknietym w monoidzie multyplikatyw-
nym (A,-) algebry A. Co wiecej, odwzorowanie p : D(A) — S(A) okreslone wzorem
w(X) = ling(X) jest epimorfizmem pétgrup, poniewaz Z C ling(Z) dla dowolnego
podzbioru Z w A, patrz [34], §3. Zatem korzystajac ze Stwierdzenia 2.2.3 oraz z Ob-
serwacji 2.2.5 uzyskujemy skonczony tancuch ideatéow w S(A) (zawierajacy S(A) oraz
ideal zerowy) taki, ze kazdy jego faktor jest polgrupa nilpotentna lub 0-roztaczna suma
pétgrup catkowicie O-prostych. Zgodnie z [34], §4, wiadomo takze, ze wynik ten pozo-
staje niezmieniony nawet przy zalozeniu, ze ciato K nie jest algebraicznie domkniete.
W ten sposéb dostajemy rezultat méwiacy o strukturze S(A) dla algebr skonczenie
wymiarowych nad dowolnym ciatem.
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Whiosek 2.2.6. Niech A bedzie algebrq skorniczenie wymiarowq nad ciatem K. Wowczas
istnieje skonczony laricuch idealéw monoidu S(A)

0=JChChC...CJu=S5(A)

taki, ze kazdy faktor tego tancucha jest potgrupg nilpotentng lub sumg 0-rozlgczng cat-
kowicie O-prostych ideatow.

Warto odnotowaé, ze faktory tancuchéw ideatéw podlgrup D(A) oraz S(A) opisane
w Stwierdzeniu 2.2.3 oraz we Wniosku 2.2.6 moga by¢ nieskonczonymi sumami
0-roztacznymi potgrup catkowicie O-prostych. Innymi stowy, mozna pokazac¢ przyktad
algebry A, skoniczenie wymiarowej nad ciatem algebraicznie domknietym, ze teza Twier-
dzenia 2.2.1 nie bedzie prawdziwa ani dla D(A), ani dla S(A). W przypadku C'(A) teza
ta okaze sie by¢ prawdziwa ze wzgledu na szczegdlnie prosta strukture klas Greena tej
potgrupy. Nastepujacy rezultat ma podstawowe znaczenie dla dalszych rozwazan.

Stwierdzenie 2.2.7. Niech A bedzie skoriczenie wymiarowq algebrq z jedynkg nad cia-
tem K. Wowczas polgrupa L(A) jest periodyczna ograniczonego indeksu, czyli: istnieje
taka liczba calkowita N > 0, Ze pélgrupa generowana przez dowolny element L(A) ma
nie wiecej niz N elementow.

Dowdd. Zgodnie z [8], 1.6, periodyczno$é pétgrupy L(A) jest réwnowazna z faktem,
ze dla kazdego elementu L € L(A) istnieja takie liczby catkowite dodatnie r < s, ze
L" = L?. Wobec zawierania:
LDOL*DL*D...

widzimy, ze istnieje takie n > 0 takie, ze dla kazdego m > n mamy L™ = L". W prze-
ciwnym razie otrzymaliby$my nieskonczony zstepujacy cigg parami réznych ideatow
lewostronnych L; w A. Woéwczas jednak ciag wymiaréw dimg(L;) bytby malejacym
ciagiem nieskonczonym liczb catkowitych dodatnich. Wykazalismy zatem, ze podpot-
grupa L(A) generowana przez dowolny element tej pétgrupy ma moc nie wigksza niz
dimg (A) + 1. Zatem L(A) jest periodyczna ograniczonego indeksu. O

Zgodnie z Corollary 2.56 w [8] otrzymujemy:

Whniosek 2.2.8. Niech A bedzie skonczenie wymiarowq algebrq z jedynkq. Kazdy
O-prosty faktor gtowny potgrupy L(A) jest catkowicie 0-prosty.

Przejdzmy teraz do opisu klas Greena w C'(A). Rozpoczniemy od nastepujacej, oczy-
wiste] obserwacji.

Obserwacja 2.2.9. Niech A bedzie algebrq z jedynkg. Wowczas przeksztalcenie
¢ : L(A) — C(A) zadane wzorem ¢(L) = [L] jest epimorfizmem pdlgrup.

Obserwacja ta pozwala na opis niektérych klas Greena potgrupy C(A) przy pomocy
pétgrupy L(A).

Stwierdzenie 2.2.10. Niech A bedzie algebrg skonczenie wymiarowq z jedynkq.
W pélgrupach L(A) oraz C'(A) zachodzg nastepujgce rownosci klas Greena:

D=J=R.

42



Dowdd. Zatézmy, ze elementy [L],[L'] sa w tej samej L-klasie C'(A). Istnieja zatem
elementy g,h € U(A) oraz idealy lewostronne I, I, <; A takie, ze I1Lg = L' oraz
I,L'h = L. W szczegblnosci L' C Lg oraz L C L'h. Stad L C L'h C Lgh. Skoro jednak
dimk (L) = dimk(Lgh), to L = L'h = Lgh, a wiec [L| = [L']. Zatem L jest relacja iden-
tycznosci w C'(A). Analogicznie pokazujemy, ze L jest identycznoscia w L(A). Zatem
zarbwno w L(A), jak i w C'(A) zachodzi réwnos¢ klas Greena: D =RV L =R.

Zgodnie ze Stwierdzeniem 2.2.7 potgrupa L(A) jest periodyczna. Skoro pétgrupa C'(A)
jest obrazem epimorficznym L(A), to takze C'(A) jest periodyczna. W kazdej pbgrupie
periodycznej zachodzi jednak réwnos$é klas Greena D = J, patrz Stwierdzenie 1.2.9.
Dowdd jest zatem zakoniczony. O]

Whniosek 2.2.11. Niech A bedzie algebrg skonczenie wymiarowq z jedynkq oraz niech
L, L' € L(A). Wéwczas nastepujgce warunki sq réwnowazne:

(i) LR L'w L(A),
(i1) [L]RIL'] w C(A).
Zatem LJ L' w L(A) wtedy 1 tylko wtedy, gdy [L] T[L'] w C(A).

Dowdéd. Implikacja (1) = (i7) jest jasna, poniewaz zgodnie z Obsrwacja 2.2.9 potgrupa
C(A) jest obrazem epimorficznym L(A). Zatézmy zatem, ze [L] R[L']. Istnieja wowczas
ideaty lewostronne My, My <; A, ze [L][M,] = [L'] oraz [L'][Ms] = [L]. Stad:

LMyg=1L', L'Myh=L, g,heU(A).

Poniewaz Mg, Msh sa ideatami lewostronnymi w A, to wynika stad, ze [L]R[L/]
w C(A). Uzasadnienie drugiej czesci wniosku wynika natychmiast ze Stwierdzenia 2.2.10.
[

Odnotujmy wazna uwage dotyczaca regularnych faktoréw gtéwnych w L(A), ktora
wobec Wniosku 2.2.11 opisuje tez regularne faktory gtéwne w C'(A).

Stwierdzenie 2.2.12. Niech A bedzie algebrg skonczenie wymiarowq z jedynkqg nad
ciatem K oraz niech T bedzie 0-prostym faktorem glownym w L(A). Wéwczas T ma
tylko jedng niezerowqg R-klase i jest ona postaci:

Jr={XeL(A)|X?*=X,XA=1IA}, (2.2.1)

gdzie I € T. W szczegolnosci J; zawiera doktadnie jeden element bedgcy ideatem
dwustronnym w A. Co wiecej, niezerowe elementy T tworzq potgrupe prawostronnych
zer.

Dowdd. Skoro J =D =R w L(A), tow T jest tylko jedna R-klasa oraz kazda H-klasa
w T jest jednoelementowa. Co wiecej, jesli X € J;, wowczas X A jest dwustronnym
ideatem w A, ktéry spetnia (XA)X = X2 = X, a wiec XA € J;. Jednakze A jest
jedynym idealem dwustronnym w 7;, poniewaz jesli JJ' = J,J'J = J dla pewnych
ideatéw dwustronnych J,J" w A, wowczas J = J'. Stad XA = [A. WykazaliSmy
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zatem, ze J; C {X € L(A) | X? = X, XA = [A}. Zauwazmy dalej, ze jesli X € L(A),
X? = X, oraz XA = IA, to X,I sa w tej samej J-klasie. Istotnie, X = X? =
XAX = TAX = IX ipodobnie I = XI. WykazaliSmy zatem (2.2.1) oraz pozostate
tezy stwierdzenia. O

Sformutujemy teraz kolejny fakt istotny dla dowodu Twierdzenia 2.2.1.

Stwierdzenie 2.2.13. Niech A bedzie algebrg skonczenie wymiarowq z jedynkqg nad
ciatem K oraz niech J(A) oznacza radykal Jacobsona algebry A. Wowczas liczba re-
gularnych J-klas w L(A) réwna jest 2%, gdzie k jest liczbg blokéw prostych algebry
AJJ(A), zgodnie z (1.1.1).

Dowéd. Zauwazmy, ze kazda regularna J-klasa w L(A) jest, po dodaniu do niej ele-
mentu zerowego, catkowicie O-prostym faktorem gltéwnym w L(A). Istotnie, w pol-
grupie periodycznej faktory gtéwne maja zerowe mnozenie lub sg catkowicie 0-proste.
W szczegolnosci, na mocy Stwierdzenia 2.2.12, istnieje bijekcja pomiedzy zbiorem re-
gularnych J-klas w L(A) oraz zbiorem niezerowych dwustronnych idealéw idempo-
tentnych w A. Jednak zgodnie z Proposition 2.2 w [27] wiadomo, ze dla dowolnego
pierécienia lewostronnie doskonatego R (patrz [24], 23.18) istnieje bijekcja pomiedzy
zbiorem niezerowych idealéw idempotentnych w R oraz zbiorem dwustronnych ideatéw
pierdcienia potprostego R/J(R). Kazda algebra skorniczenie wymiarowa z jedynka nad
cialem jest natomiast lewostronnie doskonata. Dowdd jest zatem zakonczony. O

DowOD TWIERDZENIA 2.2.1. Dowodzimy, ze teza twierdzenia jest spelniona dla po6t-
grupy L(A). Zauwazmy, ze L(A) jest prawostronnym idealem pétgrupowym w S(A) to
znaczy, ze L(A)S(A) jest podzbiorem L(A). Istotnie, niech L € L(A) oraz S € S(A).
Wowczas LS = ling (LS) jest podprzestrzenia rozpieta przez elementy postaci s, gdzie
[ € L(A) oraz s € S(A). Zatem LS <; A. Dalej korzystamy z nastepujacego lematu.

Lemat 2.2.14. Niech M bedzie polgrupg catkowicie 0-prostg oraz niech R bedzie jej
niezerowym prawostronnym ideatem. Zdefiniugmy:

N =JLNR,
przy czym sumujemy po takich L, Ze:
o L jest L-klasqg M,
e LN R nie zawiera idempotentow.
Wtedy (N U{0})2 =0, oraz T := R\ N jest pélgrupg calkowicie 0-prostq.

Dowodzimy lemat. Jest jasne, ze zbiér N U {0} jest suma roztaczna pewnej liczby
H-klas w M niezawierajacych idempotentow. W szczegdlnosci ‘H, nie jest grupa, dla
kazdego a € N U {0}. Wezmy dowolne a,b € N. Gdyby ab # 0, to na mocy Theorem
2.52(ii) w [8] mieliby$my zawieranie ab € R,NL,. Jednak zgodnie z Theorem 2.17
w [8] wiemy, ze wowczas Ry N L, = Hp, zawiera¢ musi idempotent. Jednak z defini-
cji N wiemy, ze Hpy = Ry N L, € N. Uzyskana sprzeczno$é pokazuje, ze (NU{0})? = 0.
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Poniewaz R jest niezerowym ideatem w M, to R zawiera niezerowy idempotent, a wiec
T jest niezerowa. Z konstrukeji tatwo wynika, ze T? C T. Pozostaje dowdd, ze T jest
catkowicie O-prosta. Zgodnie z Twierdzeniem Reesa (1.2.15), potgrupa M jest izomor-
ficzna z potgrupa typu macierzowego postaci M°[H; I, A; P], gdzie H jest maksymalna
podgrupa w M (a wiec grupa izomorficzna z ‘H,, dla takich a € T, Zze 'H, ma niezero-
we mnozenie), I, A sg zbiorami indeksujacymi odpowiednio: R~ oraz L-klasy pélgrupy
M, za$ P = (py;) jest macierzg rozmiaréw |A| x |I| nad H® := H U {0}, gdzie 0 jest
elementem zerowym dotaczonym do H. Z definicji M wynika, ze kazdy wiersz (i kaz-
da kolumna) P zawiera element niezerowy. Latwo zatem widzie¢, ze T jest izomorficzna
7z MO[H; I', \'; P'), gdzie I, A sa podzbiorami, odpowiednio: I, A, indeksujacymi wszyst-
kie R- oraz L-klasy w T, za$ P’ = (p),,) jest macierza rozmiaréw |A'| x |I'| nad H°
taka, ze (p);) = (pi), dla kazdej pary (A, i) € A’ x I'. Z konstrukeji 7" wynika, ze kazdy
wiersz i kazda kolumna P’ zawiera niezerowy element. Zatem zgodnie z Twierdzeniem
Reesa T jest potgrupa catkowicie O-prosta. Dowdd lematu jest wiec zakonczony.

Kontynuujemy dowod Twierdzenia 2.2.1. Zgodnie z Wnioskiem 2.2.6 wiemy, ze potgru-
pa S(A) posiada skonczony tancuch ideatéow I;,1 < i < n, takich, ze kazdy jego faktor
jest polgrupa nilpotentng lub suma 0-roztaczng potgrup catkowicie 0-prostych. Niech
R; beda, dla 0 < i < n, podzbiorami L(A) postaci R; = L(A) N I;. Woéwezas

jest tancuchem ideatéw w L(A). Pokazemy, ze tancuch ten mozna zagesci¢ do tancucha
skonczonego, ktorego kazdy faktor jest pétgrupa nilpotentna lub catkowicie 0-prosta.

Rozwazmy przypadek, gdy faktor I;/I; 1 jest, dla pewnego ¢ > 1, suma O-rozlaczna
swoich idealéw caltkowicie 0-prostych postaci S, U {6} gdzie w € W oraz gdzie 0 jest
elementem zerowym. Oznacza to, ze I; \ I;_; jest suma rozltaczna zbioréw postaci S,.
Faktor R;/R;_1 réwny jest, jako zbidr,

(L(A)N L)\ (L(A) N L;—1) U {0}

Zbiér elementéw niezerowych w R;/R; ;1 réwny jest zatem:
L(A)N <U Sw> :

Niech L, := L(A) NSy, dla w € W. Twierdzimy, ze zbiér tych w € W, dla ktérych
Ly, # 0 jest skonczony.

Istotnie, dla kazdego w € W, zbioér L, jest, po dotaczeniu zera, ideatem prawostron-
nym w polgrupie catkowicie O-prostej S, U {0}. Zgodnie z powyzszym lematem, jesli
L., # 0, to istnieje podzbiér N,, C L,, taki, ze (L, \ Ny,)U{0} jest pblgrupa catkowicie
O-prosta. Zatem L,, zawiera pewna J-klase regularng w L(A), powiedzmy J,,, poniewaz
zbiér I; 1 U S, jest ideatem w S(A). Zauwazmy przy tym, ze jesli wezmiemy w’ € W,
gdzie w' # w, i wskazemy, podobnie jak wyzej, J-klase regularna J,» w L(A), zawarta
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W Ly, wowezas J,NJy = 0. W przeciwnym razie dostaliby$my L,N Ly 2 J,NJy # 0,
co przeczy zatozeniu, ze S, NSy = L(A) N (Ly N Ly ) = 0.

Widzimy zatem, ze gdyby istniato nieskonczenie wiele takich w € W, ze L,, jest nieze-
rowe, wowczas otrzymaliby$my nieskoniczony zbior parami réznych 7-klas regularnych
w L(A). Zgodnie z Wnioskiem 2.2.11 dostaliby$my w ten sposéb sprzeczno$¢ z Stwier-
dzeniem 2.2.13. Zatem L(A) ma niepuste przecigcie jedynie ze skonczenie wieloma
zbiorami postaci S, w € W.

Z punktu widzenia tezy dotyczacej struktury tancucha { R;} mozemy zatem bez straty
ogblnodci rozwazan zaktadaé, ze kazdy faktor tancucha {I;} jest pétgrupa nilpotentng
lub catkowicie 0-prosta. Wezmy faktor M := I;/1;_; bedacy, dla pewnego i > 1, p6t-
grupa catkowicie O-prosta w S(A). Niech R := R;/R;_1. Wowczas skoro L(A) to ideal
prawostronny w S(A), to:

R=R;/Ri_y <, Ii/I,_1 = M,

a zatem zgodnie ze sformutowanym wyzej lematem widzimy, ze R jest suma 0-roztaczng
pétgrup T; oraz N;, gdzie jest T; calkowicie O-prostym faktorem w L(A), zas N; jest
nilpotentna. W szczegélnosei istnieje taki ideal R, < L(A), ze R;_1 C R, C R; jest
ciagiem ideatéw w L(A), ktérego faktory sa nilpotentne lub catkowicie 0-proste.

Pokazalismy zatem, ze kazdy fragment R; ; C R; tancucha {R;} taki, ze I;/I;_; nie
jest pétgrupa nilpotentna, mozna zagesci¢ do skonczonego tancucha ideatow w L(A)
takich, ze kazdy jego faktor nilpotentny lub calkowicie O-prosty. Jest jasne, ze jesli
faktor I;/I; 1 jest nilpotentny, dla pewnego ¢ > 1, to réwniez R;/R;_; jest nilpotentny.
W szczegdlnosci widzimy, ze caty tancuch {R;} mozna zagesci¢ do skonczonego tancu-
cha idealow w L(A), w ktérym kazdy faktor jest pélgrupa nilpotentna lub catkowicie
O-prosta. Teza twierdzenia dla C'(A) wynika zatem z Obserwacji 2.2.5 zastosowanej dla
epimorfizmu ¢ : L(A) — C(A). Ten ostatni istnieje na mocy Obserwacji 2.2.9. [

2.3 Skoniczono$é C(A), a skonczony typ A

Paragraf ten ma zasadnicze znaczenie dla dalszej czesci rozprawy. Prezentujemy w nim
podstawowe zwiagzki pomiedzy poétgrupa klas sprzezonosci ideatéw lewostronnych al-
gebry skonczenie wymiarowej, a problemem charakteryzacji algebr skonczonego typu
reprezentacyjnego. Formutujemy tez kierunki badan potgrupy klas sprzezonosci, zgod-
nie z programem naszkicowanym w [35].

Twierdzenie 2.3.1 ([35], Corollary 4). Zaldimy, ze A jest skoniczenie wymiarowq
algebrg z jedynkq nad ciatem K. Jesli A jest skoriczonego typu reprezentacyjnego, to
C(A) jest polgrupg skoriczong.

Przypomnijmy szkic dowodu. Zalézmy przeciwnie, ze C(A) ma nieskonczenie wiele
elementéw. Niech £ = {L;}2, bedzie rodzina ideatéw lewostronnych, ktérych klasy
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sprzezonosci sa parami rézne. Kazdy A-modul lewostronny postaci A/L; ma wymiar
ograniczony przez wymiar A. Zatem skoro A jest skonczonego typu, to klas izomorfi-
zmu A-moduléw tej postaci jest skonczenie wiele. Mozna jednak pokazaé, patrz [35],
Corollary 3, ze jesli I, J sa lewostronnymi ideatami w A, to A-moduty A/l oraz A/J
sa izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy J = Ig, dla pewnego g € U(A). A zatem
na mocy tego faktu i uwag poczynionych wyzej widzimy, ze L jest zbiorem reprezen-
tantéw co najwyzej skonczenie wielu klas sprzezonosci ideatow lewostronnych w A, co
przeczy zatozeniu poczynionemu wobec tego zbioru na poczatku naszego rozumowania.

Dowd6d Corollary 3 w [35], na ktéry powotujemy sie wyzej, wykorzystuje nastepujaca
obserwacje: jesli x,y € A, to Ax = Ay wtedy i tylko wtedy, gdy x = uy, dla pewnego
u € U(A) (patrz [35], Lemma 1, dla dowodu bazujacego na teorii pierscieni, a takze
Stwierdzenie 1.2.19 dla dowodu wykorzystujacego monoidy algebraiczne). Prowadzi
ona natychmiast do nastepujacego stwierdzenia odnoszacego si¢ do pewnego waznego
podzbioru pétgrupy C(A).

Whiosek 2.3.2. Istnieje naturalna bijekcja pomiedzy zbiorama:

o klas sprzezonosci ideatow lewostronnych glownych algebry A,

e warstw podwdjnych U(A)aU(A),a € A, nazywanych tez U(A)-orbitami, patrz
[35].

Implikacji postulowanej w Twierdzeniu 2.3.1 nie da si¢ odwroci¢, co pokaze Przy-
ktad 2.3.9. Prawdziwe jest jednak nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2.3.3 ([35], Theorem 7). Skoriczenie wymiarowa algebra A nad cialem
algebraicznie domknietym jest skonczonego typu reprezentacyjnego wtedy i tylko wtedy,
gdy dla kazdego n > 1 pétgrupa C(M,,(A)) jest skonczona.

Dobrze wiadomo, ze jesli algebra A jest skoniczonego typu reprezentacyjnego, to M,,(A)
takze jest skoniczonego typu, patrz [4], 1.6.11. Uzasadnienia wymaga zatem druga impli-
kacja. W [35] dowodyzi sie, ze ze skoficzonosci C'(M,,(A)) wynika, ze istnieje skoficzenie
wiele klas izomorfizméw A-modutéw o n generatorach. Z zatozen twierdzenia wynika
zatem, ze liczba klas izomorfizmu A-modutéw nierozktadalnych wymiaru n nad K jest
skonczona, dla kazdego n. Zatem korzystajac z wynikéw dotyczacych drugiej hipotezy
Brauera-Thralla, patrz Hipoteza 1.1.25, uzyskanych nad ciatem algebraicznie domknie-
tym widzimy, ze algebra A jest skoniczonego typu reprezentacyjnego.

Powyzsze dwa wyniki sugeruja, ze warto szuka¢ charakteryzacji algebr skonczenie wy-
miarowych A nad ciatem K takich, ze C'(A) jest skonczone. Badania te prowadza, jak
sie okazuje, do interesujacych rezultatéw. Jako, ze problem skonczonosci C'(A) jest try-
wialny, gdy ciato K jest skonczone, wykluczamy ten przypadek z naszych rozwazan.
Odnotujmy takze nastepujacy wniosek ze Stwierdzenia 1.1.14.

Stwierdzenie 2.3.4 ([35], Theorem 6). Niech A bedzie algebrq skoticzenie wymiaro-
wq nad ciatem nieskonczonym. Jesli C(A) jest pélgrupg skonczong, to A jest algebrg
rozdzielng.
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Zacznijmy od dwoch nastepujacych przyktadow.
Przyktad 2.3.5. Rozwaimy algebre A nad ciatem nieskonczonym K postaci:

K
C My(K).

-~ N O
o X o o
Y o o o

0
K
K

W tym przypadku pétgrupa C'(A) jest nieskonczona, poniewaz tatwo pokazaé, ze alge-
bra A ma nieskonczenie wiele klas sprzezonosci idealéw lewostronnych gtéwnych. Na
mocy Wniosku 2.3.2 wystarczy wskazaé nieskoniczenie wiele U(A)-orbit w algebrze A.

Zauwazmy, ze radykal Jacobsona algebry A ztozony jest z elementéw majacych zera na
gtéwnej przekatnej i jest w kwadracie zerowy. Kazdy element U(A) jest zatem postaci
d + j, gdzie d jest macierza diagonalng odwracalna, zas j jest elementem J(A). Skoro
J(A)? =0, to dla dowolnego a € A mamy: U(A)aU(A) = DaD, gdzie D oznacza zbior
odwracalnych macierzy diagonalnych nad K. Rozwazmy nastepujacy zbiér elementéw

A:

0 0 00
0 0 00
= K*.
D=1y a0 o €
AT A 00
Zatézmy, ze U(A)ay,U(A) = U(A)ay,U(A) dla pewnych niezerowych Aj, Ao. Istnieja

zatem macierze diagonalne d,e € D, ze ay), = day,e. Elementarny rachunek pokazuje,
ze wowcezas A\ = + )y, co daje postulowang teze.

Przyklad 2.3.6. Rozwazmy algebre nad ciatem nieskonczonym K postaci:

K K K K

C M;(K).

c oo X X

0
K
0
0

0 0
0 0
K 0
0 K|

o O O O

Twierdzimy, ze potgrupa C'(B) ma nieskonczenie wiele elementéw, ale liczba idealéw
dwustronnych w B jest skonczona. Zobaczmy najpierw, dlaczego liczba elementow
C(B) jest nieskonczona. Latwo widaé, ze radykal J(B) algebry B utozsami¢ mozna
z K*, oraz ideaty lewostronne B zawarte w .J(B) sa w bijekcji z podprzestrzeniami li-
niowymi w K*. Niech V, C K* bedzie rozpieta przez wektory (0,1,1,1) oraz (1,0, 1, a),
dla a € K*. Podprzestrzen V, mozemy interpretowaé¢ jako zbiér macierzy postaci:

[011

1 .
10 1 a] , gdzie g € Gly(K).
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Czym jest wowczas klasa sprzezonosci ideatu lewostronnego odpowiadajacego V,7 Jest
to zbiér macierzy postaci:

kk 0 0 O
01 11] [0 k 0 0 _
' ' d 1(K) oraz k; € K*.
g ll 01 a] 0 0 k3 O , gdzie g € Gly(K) oraz k; €
0 0 0 kK

Istotnie, U(B) = U(B/J(B)) + J(B), a wiec dzialanie U(B) z prawej strony na ele-
menty z radykatu jest po prostu mnozeniem przez macierze diagonalne. Zatem jesli dla
pewnych niezerowych a,b € K* klasy sprzezonosci idealéw lewostronnych reprezento-
g1 92

] oraz
gs g4

wanych przez V, oraz Vj sa réwne, to istnieje macierz odwracalna g = [

]{?1,]{32,]{33,]64 S K*, ze:

kb 0 0 0
gog] 01 11 |0 k 0O 0 o111
[gg 941'[101a]'0 0k30—[101b]'
0 0 0 ky

Latwy rachunek pokazuje, ze wéwczas a = b. Zatem zbiér podprzestrzeni {V;,t € K*}
odpowiada reprezentantom nieskonczenie wielu parami roznych klas sprzezonosci ide-
atéw lewostronnych w B, czyli potgrupa C(B) jest nieskonczona.

Dlaczego ideatéw dwustronnych w B jest skonczenie wiele? Zgodnie ze Stwierdze-
niem 1.1.14 skonczono$¢ I(B), ktora chcemy wykazaé, réwnowazna jest temu, ze krata
S(J(B)) ideatéw B zawartych w J(B) jest rozdzielna. Latwo widaé, ze te idealy sa
postaci [y ® I, ® I3 ® I, C K* (przy powyzszym utozsamieniu J(B) z K*), gdzie I; = 0
lub K, dla kazdego j. Stad wynika juz rozdzielnos¢ S(J(B)).

Przyktady te pokazuja dwa zasadnicze problemy, jakie stoja na przeszkodzie, aby alge-
bra miata skonczenie wiele klas sprzezonosci ideatéw dwustronnych. Aby je zobaczy¢,
przyjrzyjmy sie kotczanom (patrz Definicja 1.1.18) algebr rozwazanych wyzej.

\/
T(A) I'(B)

Kotczany tych algebr ujawniaja dwie zasadnicze wady, ktérych nie moze miec¢ alge-
bra o skonczonej pétgrupie C'(A). Pierwsza z nich jest posiadanie przez kotczan cyklu,
a druga jest posiadanie wierzchotka bedacego poczatkiem czterech strzatek. Przypo-
mnijmy, ze zgodnie z Twierdzeniem 2.3.1 algebra majaca nieskonczone C'(A) musi by¢
nieskonczonego typu. Zatem pierwsza z algebr ma typ nieskonczony. Druga z algebr
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jest natomiast rozdzielna i jej radykal jest 2-nilpotentny. W szczegdlnosci, zgodnie
z Twierdzeniem Gabriela (1.1.23) graf rozdzielony tej algebry nie moze mie¢ wierzchot-
ka, z ktorym incydentne sa cztery krawedzie (bo wtedy graf rozdzielony nie jest suma
roztaczna grafébw Dynkina). To wlasnie w klasie algebr, ktére obejmuje Twierdzenie
Gabriela uzyska¢ mozna duzo interesujacych rezultatéow zwigzanych z potgrupa klas
sprzezonosci. Pierwszy z nich uzyskany zostat w przypadku algebr bazowych.

Twierdzenie 2.3.7 ([35], Theorem 12). Niech A bedzie skonczenie wymiarowq algebrg
bazowq z 1, nad cialem algebraicznie domknietym K takq, Ze krata 1(A) jest rozdzielna
(réwnowaznie: skoticzona) oraz J(A)? = 0. Wéwczas nastepujgce warunki sq réwno-
wazne:

1. C(A) jest skoriczona,

2. graf rozdzielony T°(A) algebry A nie ma cykli oraz dimk (eJ(A)) < 3 dla kazdego
prymitywnego idempotenta e € A.

Opuszczenie warunku, ze A jest algebra bazowa natychmiast czyni powyzsze twierdze-
nie nieprawdziwym.

Przyklad 2.3.8. Niech A bedzie réwne M, (K[z]/(z?)). Wéwczas J(A)> = 0 oraz
|C(A)| < oo, ale max{dimg(eJ(A))} = n.

Rzeczywiscie, jasne jest, ze A jest skoniczonego typu reprezentacyjnego, patrz Exerci-
se 2 w §6.7 [37] oraz [4], 1.6.11. Zatem teza wynika z Twierdzenia 2.3.1.

Nawet w tak prostych przykladach wyznaczenie elementéw potgrupy C'(A) moze byé
ktopotliwe. Dla przyktadu, przesledzmy jak wyglada ten rachunek w przypadku klas
idealéw zawartych w J(A), gdzie A = M,,(K[z]/(2?)). W dowodzie Twierdzenia 2.3.11
zobaczymy, ze zadanie opisu wszystkich elementow potgrupy klas sprzezonosci algebry
skonczenie wymiarowej moze by¢ dalece bardziej skomplikowane.

Zauwazmy, ze A = A @ J(A), gdzie
o K K K K Kz ... Kz
A= . J(A) =

Przez e;; oznaczamy jedynki macierzowe zawarte w A. Niech L € L(A) bedzie idealem
lewostronnym w A. Przez L;; oznacza¢ bedziemy wspotrzedne ideatu L, a wigc zbio-
ry postaci e;; Le;;. Przez L; oznaczamy i-ty wiersz ideatu L, a wigc ling{L;;, 1 < j < n}.

Zauwazmy, ze skoro e;;L C L, to wszystkie wiersze idealu L sg izomorficznymi prze-
strzeniami liniowymi, a wiec L jest postaci

Ly
L |5
Ly
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Przez d(L) oznacza¢ bedziemy wymiar L. Niech L C J(A). Wiadomo, ze kazdy ele-
ment odwracalny algebry A jest postaci u = u’ + j, gdzie ' € U(A), za$ j € J(A).
W szczegblnosci Lu = L/, gdzie ' € Gl,(K). Wiadomo, ze jesli M, N sa prze-
strzeniami liniowymi jednakowego wymiaru nie wigkszego niz n, to istnieje element
u € UM, (K)), ze Mu = N. Widzimy wiec, ze dla ideatéw lewostronnych L, L' zawar-

tych w J(A) ma miejsce nastepujaca réwnowaznosc:
[L] =[L'] € C(A) & d(L) =d(L).

W szczegdlnosei w M, (K[z]/(2?)) jest n + 1 klas idealéw lewostronnych zawartych
w radykale J(A).

Na podstawie Twierdzenia 2.3.7 i Twierdzenia Gabriela mozemy tatwo konstruowac
przyklady algebr rozdzielnych A nieskoticzonego typu takich, ze J(A)? = 0, ale C(A)
jest skonczona.

Przyktad 2.3.9. Rozwazmy nastepujgcg podalgebre A algebry macierzy M7(K):

K K K

c oo X oo o
c o XX oo X
o X o X oo o
H oo X oo o

0
K
0
0
0
0

o O O o o O
O O O O O

Algebra A jest nieskoticzonego typu. Jednakze, C'(A) jest skonczona.

Dowdd. Skoro zbiéor diagonalnych idempotentow rzedu jeden w A tworzy peten zbior
prymitywnych idempotentéw ortogonalnych, tatwo stwierdzié, ze kotczan I'(A) algebry

2' 6.
1’ Be< 4’
3* 7

Graf rozdzielony I'*(A) jest, zatem, nastepujacej postaci:

A jest nastepujgcej postaci:

1 2* 3° 4 5° 6* 7

Widzimy, ze I'*(A) nie ma cykli. Zauwazmy, ze A jest algebra bazowa i J(A)? = 0.
Wiemy takze, ze dimk(eJ(A)) < 3, dla kazdego prymitywnego idempotenta e w A.
Z Twierdzenia 2.3.7 wynika, ze C'(A) jest skonczona. Natomiast, graf rozdzielony I'*( A)
nie jest suma roztaczng graféw Dynkina. Zatem A nie jest skonczonego typu reprezen-
tacyjnego (patrz Twierdzenie Gabriela, 1.1.23). O
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W przypadku algebr niebazowych spetniajacych zatozenia Twierdzenia Gabriela, 1.1.23,
problem charakteryzacji algebr A takich, ze C'(A) jest skoniczona jest ztozony i poswie-
camy Rozdzialy 3. i1 4. Jedna z motywacji dla tych rozwazan jest nastepujacy wynik,
ktorego dowdd podamy w ostatnim paragrafie tego rozdziatu.

Twierdzenie 2.3.10. Niech A, B bedg skonczenie wymiarowymi algebrami nad ciatem
algebraicznie domknietym K. Zalézmy, ze J(A)* = 0 oraz, ze C(A) jest skoticzona.
Jesli polgrupy C(A) oraz C(B) sq¢ izomorficzne, wtedy algebry A oraz B sq réwniez
izomorficzne.

W kolejnych rozdziatach sformutujemy i udowodnimy dwa rezultaty zwigzane z opisem
algebr niebazowych A spelniajacych zalozenia Twierdzenia Gabriela i takich, ze C'(A)
jest skonczone. Pierwsze z nich, Twierdzenie 3.4.2, daje pelny opis takich algebr przy
zalozeniu, ze w rozktadzie A/J(A) danym przez (1.1.4) wszystkie liczby r; sa nie wiek-
sze niz 2. Drugie natomiast, Twierdzenie 3.4.3, dotyczy algebr, w ktorych wszystkie r;
s wieksze od 5.

Wszystkie wspomniane wyzej rezultaty, oparte beda o analize zwiazkow pomiedzy licz-
ba klas sprzezonosci ideatow lewostronnych algebry A, a liczba klas sprzezonosci ide-
alow nilpotentnych tej algebry. Kluczowym wynikiem jest ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 2.3.11. Niech A bedzie skonczenie wymiarowqg algebrg nad dowolnym
ciatem K. Nastepujgce warunki sq rownowazne:

1) C(A) jest skoriczona,
2) liczba klas sprzezonosci nilpotentnych ideatéw lewostronnych w A jest skornczona.

Twierdzenie to jest interesujace samo w sobie, bedac ogélnym wynikiem zwigzanym ze
struktura ideatow lewostronnych w algebrach skonczenie wymiarowych. Idea dowodu,
ktory przedstawimy w nastepnym paragrafie, przedstawiona zostata we wprowadzeniu.

2.4 Dowdd Twierdzenia 2.3.11

Nasze rozwazania prowadzace do dowodu Twierdzenia 2.3.11 rozpoczniemy od pewnych
znanych rezultatéow dotyczacych klas sprzezonosci elementow idempotentnych w A oraz
idealow lewostronnych gltownych generowanych przez takie elementy.

Lemat 2.4.1. Liczba klas sprzezonosci idempotentow w algebrze skonczenie wymiaro-
wej z jedynkg A jest skonczona.

Dowadd. Dobrze wiadomo, ze kazde dwa rozktady jedynki na sume ortogonalnych idem-
potentéw prymitywnych sa sprzezone, patrz Theorem 3.4.1 w [10]. Stad juz tatwo wy-
nika teza. O

Dla uproszczenia notacji bedziemy czasem pisaé, ze A = A/J(A) oraz a € A oznaczaé
bedzie obraz a € A przy naturalnym homomorfizmie A — A/J(A).
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Stwierdzenie 2.4.2. Niech e, f bedq idempotentami w A. Nastepujgce warunki sq

rownowazne:

(i) Ae ~ Af jako lewostronne A-moduly,

(ii) Ae ~ Af jako lewostronne A-moduly,

(iii) € oraz f sq sprzeione w A,

(iv) e oraz f sq sprzezone w A,

(v) [Ae] = [Af] w C(A),

(vi) [Ae] = [Af] w O(4),

(vii) e oraz f generujg ten sam ideal w monoidzie multyplikatywnym (A,-).
Dowdéd. Podajemy szkic dowodu. Wystarczy sprawdzié, ze

(i) = (i1) = () = (i) = (v) = (i),
(iv) = (vi) = (11) oraz () = (vii) = (i1).

Jedynie implikacje (i) = (i), (17) = (iv) oraz (vii) = (i1) wymagaja dowodu.
Aby wywies¢ (ii) z (i) zobaczmy, ze Ae ~ Ae/J(A)e oraz izomorfizm pomiedzy Ae

oraz Af moze by¢ podniesiony do izomorfizmu pomiedzy Ae oraz Af (patrz Proposi-
tion 17.18 w [2]).

Zatozmy, ze Ae ~ Af jako A-moduty. Wiadomo, ze
Homa(Ae, Af) ~ eAf, (2.4.1)

oraz kazdy homomorfizm ¢ : Ae — Af moze by¢ opisany wzorem ¢(x) = x(eaf), dla
xr € Ae gdzie a € A (patrz Corollary 6.4 b w [37]). Zalézmy, ze ¢ jest izomorfizmem.
Istnieje wowcezas fbe € fAe taki, ze ¢~ (y) = y(fbe). Stad dostajemy

e=-eaf - foe, [ = fbe-caf, (2.4.2)
dla pewnych a,b € A. Zgodnie z ponizszymi rozktadami lewostronnych A-modutéw
A=Aed A(l—e), A=AfdA(l-f)

z twierdzenia Krulla-Schmidta wnosimy, ze A(1 —e) ~ A(1 — f). Stad, podobnie jak

wyzej] mamy

I—f=0=/fel—e)-(1-e)d(l—f)

(2.4.3)
l—e=(1-e)d(l—f)-(1— fle(l—e)

dla pewnych ¢,d € A. Ktadziemy
u=-eaf+(1—e)d(l—Ff), v=fbe+ (1— f)c(l—e).

53



Zgodnie z (2.4.2) oraz (2.4.3) dostajemy uv = 1 oraz eu = uf. Zatem (i) = (iv).

Zatézmy, ze zachodzi (vii). Z Theorem 2.20 w [8] wynika, ze istnieja a, b € A takie, ze
eaf oraz fbe naleza do idealu potgrupy (A, -) generowanego przez e oraz, ze zachodza
réwnosci (foe)(eaf) = f, (eaf)(fbe) = e. Namocy (2.4.1) te dwa elementy wyznaczaja
izomorfizm Ae ~ Af. Stad dostajemy (7). [

Odnotujmy, ze warunek (vii) nie wystepuje zwykle w rozwazaniach z teorii pierscieni.
Z drugiej strony, odgrywa on istotna role w teorii nieprzywiedlnych monoidéw al-
gebraicznych, patrz Stwierdzenie 1.2.19. Bedziemy mieli okazje zobaczy¢, ze jest on
takze bardzo uzyteczny w kontekscie skonczenie wymiarowych algebr (ktére sa, jak
wiemy, monoidami liniowymi, o ile ciato K jest algebraicznie domkniete). Choé¢ Twier-
dzenie 2.3.11 dotyczy wlasnodci algebry A odnoszacych sie bezposrednio do domeny
zainteresowania teorii pierscieni, o tyle jego dowdd opiera si¢ w duzej mierze na rozwa-
zaniach pochodzacych z teorii potgrup.

Lemat 2.4.3. Niech L € L(A). Nastepujace warunki sq rownowazne dla elementu
wdempotentnego e € L:

(i) e jest idempotentem maksymalnym w L,
(ii) ideal lewostronny L(1 — e) zawarty jest w J(A).

Dowdéd. Odnotujmy na poczatku, ze L moze by¢ przedstawiony jako suma prosta na-
stepujacych idealow lewostronnych:

L=Aed L(1—e). (2.4.4)

Zatézmy najpierw, ze L(1 —e)  J(A). Wéwczas istnieje pewien niezerowy element
f = f*€ L(1 —e) oraz réwnos¢ (2.4.4) zastosowana do L(1 — e) implikuje, ze

L=AcdAfeoLl—e)(1-f)=Acd Af D L(1l—c— f+ef).
Zauwazmy, ze f = f(1 —e) oraz fe = 0. Stad juz tatwo widaé, ze:
(e+f—ef))=e+f—ef
Bez watpienia natomiast zachodza rownosci
efe+ f—ef)=e=(e+ f—efe.

Innymi stowy, e < e + f — ef. Jedli e jest maksymalny w L, to dostajemy stad
e=c+ f—ef Zatem f = ef oraz f = f? = f(ef) = 0, sprzecznoé¢. To pokazu-
je, ze (ii) jest konsekwencja warunku (7).

Zatézmy teraz, ze L(1 —e) C J(A). Zaldézmy, ze f € L jest idempotentem takim, ze
ef = fe=-e. Jest jasne, ze f —e € L oraz (f —e)e = 0, zatem f —e € L(1 —e). Skoro
(f —e)? = f — e, to wynika stad, ze f —e = 0. Zatem (ii) = (7). O
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Whniosek 2.4.4. Niech e, €' bedq idempotentami maksymalnymi w ideale lewostronnym
L algebry A. Wowczas e, e’ sq sprzezone w A.

Dowéd. Zgodnie 7z Lematem 2.4.3 oraz (2.4.4) dostajemy, ze Ae = Ae’. Stad, teza
wynika ze Stwierdzenia 2.4.2. O]

Stwierdzenie 2.4.5. Niech [I],[J] € C(A). Nastepujgce warunki sq réwnowazne:
(1) ] =[J],
(ii) istniejg idempotenty e, €', maksymalne odpowiednio w I, J takie, Ze

[Ae] = [A€'] oraz [I(1 —e€)] = [J(1 —€')].

Dowdéd. Zalézmy, ze [I] = [J] oraz niech e bedzie idempotentem maksymalnym w 1.
Wowcezas J = g g dla pewnego g € U(A) oraz ¢ = g 'eg jest idempotentem w .J
takim, ze

Jl—e)=J1—-gleg)=Jg (1-e)g=g 'Igg ' (1—e)g=g 'I(1—e)g.

Stad [I(1 —e)] = [J(1 — €)]. Co wiecej, € jest idempotentem maksymalnym w J.
A zatem (i) jest konsekwencja (7).

Pozostaje udowodni¢ implikacje (i¢) = (i¢). Na mocy Stwierdzenia 2.4.2 warunek
[Ae] = [A€] implikuje, ze e, €’ sa sprzezone. Stad, sprzegajac ewentualnie [ lub J
mozemy zaklada¢ dalej, ze e = €/, tak, ze

I=AedI(l—e), J=Aead J(1l—e), (2.4.5)
oraz I(1 —e),J(1 —e) C J(A). Na mocy zalozenia istnieje takie g € U(A), ze

I1—e)=J(1—e)g. (2.4.6)

Element g moze by¢ reprezentowany jako macierz postaci g = [91 9217 gdzie
g3 94

g =ege, ga=eg(l—e), gs=(1—e)ge, ga=(1—e)g(l—e)
Niech
L =ele, Iy=el(l—e), I3=(1—e)le, I,=(1—¢e)l(l—¢)

Ji=ele, Jo=eJ(l—e), Jy=(1—-¢e)Je, Jy=(1—-¢€)J(1—e).

Uzywajac notacji macierzowej i stosujac (2.4.6) dostajemy

0 Iy 0 J g1 921 ljzgs J2g4]
= . = . 2.4.7
[O I 41 [O J 41 [93 94 J1gs  Jaga ( )
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hi  ho
hs  hy

[91 92]_[% hQ]:[e 0 ]:1
g3 ga| |hs ha 0 1—e

gsha + gahy =1 —e.

Jest takze jasne, ze istnieje h = l 1 € U(A) takie, ze

Stad

A zatem
J(1 — 6) = J(1 — €)<g3h2 + g4h4).

Na mocy (2.4.7) wnioskujemy, ze J(1—e)gs = (Jo+Jy4)gs = 0 oraz J(1—e)gs = I(1—e).
A zatem

J(1—e)=J(1—e)gshs = I(1 —e)hy. (2.4.8)

Latwo sprawdzi¢, ze dla kazdego n € N majg miejsce nastepujace rownosci:

{J(l —e)(gaha)” = J(1 —¢)

(2.4.9)
I(1 —e)(hygy)" = I(1 —e).

Zgodnie ze Stwierdzeniem 1.2.20, pdélgrupa multyplikatywna algebry A jest silnie
m-regularna. Wynika stad, ze (gshs)™ € H, (hygs)™ € H', dla pewnego n € N, gdzie
H, H' sa maksymalnymi podgrupami monoidu ((1 — e)A(1 — e), ). Polézmy

s = (gshg)"gs € (1 —e)A(1 —e).

Zauwazmy, ze shy(gihs)" ' € H, a wigc (gshy)™ oraz s sa w tej samej R-klasie mono-
idu multyplikatywnego (1 — e)A(1 —e). W ten sam sposob przekonujemy sie, ze s oraz
(hags)™ sa w tej samej L-klasie (1 — e)A(1 — e). W szczegdlnosci, (gshq)™, (hags)™ sa
w tej samej J-klasie monoidu (1 —e)A(1 — e).

Niech f, f’ beda jednosciami grup odpowiednio H oraz H'. Wowczas (gshg)"H [ oraz
(hags)"H f'. Skoro maksymalne podgrupy kazdej podgrupy S sa dokladnie H-klasami
S zawierajagcymi elementy idempotentne (patrz Twierdzenie 1.2.12), zatem egg-box
pattern (patrz Definicja 1.2.11) na J-klasie zawierajacej f ma nastepujaca postaé

i -
/ |
(gaha)" (gaha)"ga !
H/ ,,,,,, :, _
/ W
(haga)" Py (haga)™ ™S :
H'/
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Zauwazmy, ze jesli f, f' nie tylko naleza do tej samej J-klasy ((1 —e)A(1 —e),-), ale
takze do tej samej R- lub L-klasy tego monoidu, wowczas egg-box ich [J-klasy staje
sie prostszy.

Na mocy (2.4.9), oraz zgodnie z faktem, ze f, f' € (1 —e)A(1 — e) widzimy, ze:

{J(l—e):J(l—e)f = Jf

. (2.4.10)
I(1—e)=I1—e)f =1If

Implikacja (vii) = (iv) ze Stwierdzenia 2.4.2 pozwala na znalezienie takiego
u e U(l—-eAl —e)), zew (1 —e)A(l — e) mamy v~ 'fu = f'. Rozwazmy ele-
ment U = e + u. Jest jasne, ze 4 € U(A) oraz, ze u'fu = f’. Stad na mocy (2.4.5)
oraz (2.4.10) dostajemy

Ji=(Ae® Jf)i=Aeu @ Jfu = Ae ® Juu ' fu = Ae @ Juf'
Stad zastepujac J przez jego sprzezenie Ju mozemy zakladacé, ze
J=Aedp Jf’
{I =AeadIf
Wolno nam zatem zaktadaé, ze f = f’ oraz
(9aha)", (haga)" € H = H' = U(fAf).
A zatem zgodnie z (x), takze (gsh4)" g4, (hags)"hy € H. Polézmy
z=1—=f+ (gsh4)"9s. (2.4.11)
Skoro (gsh4)"gs € U(fAf), dostajemy z € U(A). Oczywiscie ef = 0 a zatem
Jz =(Ae®d Jf)z = Aed Jfz
CLY de @ (1 - €)(gaha)"g4
249 ge @ J(1—e)gy
CL% fe @ I(1 —e)hygy
CL9 pe g I(1—e) =
a4 |
Stad [I] = [J] w C(A). Dowdd stwierdzenia jest zatem zakoriczony. O

Dowéd Twierdzenia 2.3.11. Oczywiscie warunek 2) jest konsekwencja 1). Zatézmy
zatem, ze w algebrze A mamy skonczenie wiele klas sprzezonoéci ideatéw lewostronnych
nilpotentnych. Wezmy I, J € L(A). Zgodnie z Lematem 2.4.3 istnieja elementy idem-
potentne e € [ oraz ¢’ € J, maksymalne (odpowiednio w [ oraz J) takie, ze spetnione
sg nastepujace réwnosci:

I=AedI(l1—e), J=AddJ(1-¢),
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iI(l—e),J(1—¢)C J(A). Zgodnie z Lematem 2.4.1 mozemy zakladaé, ze e oraz ¢
s sprzezone. Stad sprzegajac I lub J mozemy zakladaé, ze e = €/, a zatem

I=AedI(l—e), J=Aead J(1l—e),

oraz I(1 —e),J(1 —e) C J(A).

Skoro w J(A) jest jedynie skonczenie wiele klas sprzezonosci ideatéw lewostronnych,
mozemy takze zakladaé, ze I(1 — e) oraz J(1 — e) sa sprzezone. A zatem Stwierdze-
nie 2.4.5 gwarantuje nam, ze C'(A) jest skonczona. Dowdd jest zatem zakonczony.

Nastepujacy fakt jest natychmiastowym nastepstwem przeprowadzonego wtasnie do-
wodu.

Whiosek 2.4.6. Zaloimy, ze A jest skonczenie wymiarowq algebrg z 1. Zatézimy tez,
ze A ma doktadnie n klas sprzezonos$ci idempotentéow oraz, zZe liczba klas sprzeZonosci
ideatow lewostronnych nilpotentnych w A jest skonczona i rowna m. Wowczas polgrupa
C(A) jest skonczona i |C(A)| < nm.

2.5 Wtlasnosci rozpoznawalne

Struktura potgrupy klas sprzezonosci ideatéow lewostronnych pozwala na odczytanie
pewnych informacji o strukturze samej algebry. Przyktad takiej prostej informacji wi-
dzieliSmy w Stwierdzeniu 2.2.13, ustalajacym bijekcje miedzy liczba klas regularnych
pétgrupy C'(A), a liczba blokéw prostych algebry A/J(A). W paragrafie tym podamy
wiecej wlasnosci algebry A ,rozpoznawalnych” w jezyku jej poétgrupy klas sprzezonosci.
Pozwola one pokazaé, ze w przypadku, gdy C(A) jest pétgrupa skonczona, wéwczas jej
struktura pozwala wyznaczy¢, z dokladnoscia do izomorfizmu, strukture A/J(A).

Twierdzenie 2.5.1. Niech A bedzie skonczenie wymiarowq algebrg z 1 nad ciatem
algebraicznie domknictym K takq, ze C(A) jest skoriczona. Jesli B jest K-algebrq skoti-
czenie wymiarowq takq, ze C(A) ~ C(B), to A/J(A) ~ A/J(B).

Rezultat ten jest proba przyblizenia si¢ do odpowiedzi na pytanie kiedy struktura
potgrupy klas sprzezonosci ideatéw lewostronnych wyznacza, z doktadnoscig do izo-
morfizmu, strukture algebry. Nie znamy, jak dotad, przykitadu nieizomorficznych al-
gebr skonczenie wymiarowych A, B nad cialem algebraicznie domknietym K takich, ze
C(A) ~ C(B). Czeéciowa odpowiedz na to zagadnienie stanowi Twierdzenie 2.3.10,
ktére udowodnimy, podobnie jak Twierdzenie 2.5.1, w nastepnym paragrafie.

Pierwsza grupa wlasnosci algebry A, ktére odczytamy przy pomocy C(A), zwiazana
bedzie ze struktura potgrupy multyplikatywnej 1(A) ideatéw dwustronnych algebry A.

Stwierdzenie 2.5.2. Rozwaimy nastepujoce relacje ~ na pdlgrupie C(A). Jesli
[L],[L'] € C(A), dla pewnych L,L" € L(A), to:

[L] ~ [L'] & [L][X] = [L][X], dla kazdego [X] w C(A).

58



Wowezas ~ jest kongruencjg w C(A), oraz pélgrupa ilorazowa C(A)/~ jest izomor-

ficzna z 1(A).

Dowdd. Jest jasne, ze zdefiniowana wyzej relacja ~ jest relacja réwnowaznosci. Zgodnie
z (1.2.1), nalezy zatem pokazac, ze jesli [L] ~ [L'], dla pewnych [L], [L'] € C(A), to dla
dowolnych [S], [T] € C(A) mamy: [S][L] ~ [S]|[L'] oraz [L][T] ~ [L'][T]. Pierwsza tozsa-
mos¢ jest oczywista, poniewaz jesli dla dowolnego [X| € C'(A) mamy [L|[X] = [L/][X],
to takze [S][L][X] = [S][L/][X]. W drugim przypadku, skoro [L][X] = [L/][X], dla
kazdego [X] € C(A), to ktadac [X] = [T][Y], dla kazdego [Y] € C(A) dostajemy
[L][T]]Y] = [L']|T]]Y], co oznacza, ze [L][T] ~ [L'][T]. Zatem ~ jest kongruencja.

Zauwazmy, ze jeSli [L] ~ [L'] to [L|[A] = [L'][4], a wigc LA = L'A. Zatem idealy
dwustronne sa w tej samej klasie relacji ~ tylko wtedy, gdy generuja ten sam ideat
dwustronny w A. Z drugiej strony jesli I, J sa ideatami dwustronnymi w A, to [I] ~ [J]
oznacza, ze [I|[A] = [J][4], a wiec I = J. Stad C(A)/~ jest izomorficzna z I(A),
traktowang jako potgrupa z naturalnym mnozeniem pochodzacym od mnozenia w A.

O

Zgodnie ze Stwierdzeniem 1.1.14 otrzymujemy natychmiast nastepujacy wniosek.

Whiosek 2.5.3. Niech A bedzie algebrg skonczenie wymiarowq nad ciatem nieskon-
czonym. Wéwczas wlasno$é rozdzielnosci algebry A jest rozpoznawalna przez C(A).

Whprowadzenie relacji ~ nie pozwala oczywiscie wskaza¢ bezposrednio tych elementéw
C(A), ktére odpowiadajg ideatom dwustronnym w A. Prostym przykladem jest pot-
grupa C'(M,(K)), w ktorej elementy niezerowe sg nierozréznialne z punktu widzenia
struktury tej potgrupy. W szczegdlnosci klasa elementu [A] nie mozna by¢ wskazana.
Mimo to zbiory reprezentantéw danej klasy réwnowaznosci wzgledem relacji ~ beda
niekiedy zawiera¢ w sobie dodatkowe informacje.

Stwierdzenie 2.5.4. Niech {[I|}~.. bedzie klasq réwnowaznosci elementu [I] € C(A)

wzgledem relacji ~, przy czym I = 1? QA. Wéwezas wszystkich elementéw idempotent-
nych w {[I]}~ tworzy R-klase [I] w C(A).

Dowdd. Dowdd jest natychmiastows konsekwencja opisu R-klas elementéw idempo-
tentnych w C(A), uzyskanego w Stwierdzeniu 2.2.12. Skoro I jest idempotentny, to
jego R-klasa jest rowna {[X] € C(A)|[X]? = [X],[X][A] = [I|}. Elementy idempo-
tentne w {[I]|}~ spemiaja w sposéb oczywisty wymienione warunki. Z drugiej strony
jesli wezmiemy dwa elementy [L], [L'] z R-klasy elementu [[], to [L]|[A] = [L'][4] = [{],
a zatem dla kazdego [X]| € C(A) mamy [L][X]| = [L]|[4][X] = [L][A][X] = [L][X].
Stad [L] ~ [L/]. O

Latwo dowie$é¢ takze nastepujacy rezultat.

Stwierdzenie 2.5.5. Minimalne niezerowe idempotenty potgrupy C(A) wzgledem na-
turalnego porzadku (1.1.3) to klasy minimalnych niezerowych idealéw dwustronnych
w A, a wiec elementéw [Ae; A, gdzie e; sq jedynkami algebr A; (patrz (1.1.5)).
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Dowdd. Zgodnie z dowodem Stwierdzenia 2.2.13 wiadomo, ze regularnych [J-klas
w C(A) jest dokladnie tyle, co ideatéw idempotentnych dwustronnych w A, a wiec
doktadnie tyle, co ideatéw postaci: A(e;, + ... + e;;), gdzie e;; sa rézne i naleza do
zbioru {ey, ..., ex}. Twierdzimy, ze [X] jest idempotentem minimalnym w C'(A) wtedy
i tylko wtedy, gdy [X A] jest idempotentem minimalnym w C'(A). Ow ideat dwustronny
X A musi by¢ natomiast postaci Ae; A, zgodnie z uwaga powyzej.

Postulowana réwnowaznosé pomiedzy minimalnoscia [X] oraz [X A] wzgledem porzad-
ku (1.1.3) na zbiorze idempotentéw niezerowych w C'(A) wynika z ogdlnej obserwacji
z teorii pélgrup. Mianowicie jesli dane sg idempotenty f, e, e’ w polgrupie S takie, ze
eRe oraz f < e, to fe' jest idempotentem takim, ze fe' R f oraz fe’ < €. A zatem
e jest minimalny wtedy i tylko wtedy, gdy €’ jest minimalny. Sprawdzenie tej obserwa-
cji jest niemal natychmiastowe. Kazdy idempotent jest lewostronng jedynka w swojej
R-klasie. Zatem jesli e R €, to ee/ = ¢’ oraz €'e = e. Wiemy tez, ze fe = ef = f. Stad:

fe'fe = fé(ef)e = f(ee)fe' = fefe = fé,
a wiec fe’ to idempotent. Takze fe' R f, bo: (fe')f = fe'(ef) = fef = f oraz f(fe') =
fe'. Wreszcie fe' <€, bo: (fe')e’ = fe' oraz
e(fe)=¢(ef)e = ('e)fe' =ef'e = fle.
]

Widzimy zatem, ze umiemy rozpoznaé (z doktadnoscia do kolejnosci) za pomoca C(A),
R-klasy Riae,;a] = Rjae;)- Kolejng grupe ,obiektow rozpoznawalnych” stanowi¢ beda
pewne zbiory idealow zwiazanych z radykalem J(A) algebry A. Niech A; ~ M, (K)
beda takie, jak w (1.1.5). W dalszym ciagu oznaczamy przez T element A/J(A) bedacy
obrazem z € A przy homomorfizmie naturalnym = : A — A/J(A). Bedziemy odrézniaé
algebre A; od jej izomorficznej kopii A; = 7(A4;).

Definicja 2.5.6. Przez radykatl pétgrupy C(A) rozumieé bedziemy najwickszy ide-
at potgrupy C(A) zloZony jedynie z elementéw nilpotentnych. Radykal C(A) bedziemy
oznaczaé przez N (C(A)).

Zauwazmy, ze zachodzi nastepujaca rownosé
N(C(A)) ={[Ll e C(A)[L S J(A)}.

Stad NV (C(A)) jest zbiorem wszystkich elementéw nilpotentnych w C'(A) i jednoczesnie
najwiekszym ideatem nilpotentnym C'(A).

Definicja 2.5.7. Powiemy, ze elementy [X],[Y] € C(A) sq¢ ortogonalne modulo
N(C(A)) jesli [ XY] € N(C(A)). Podzbiér {[Li],...,[Lm|} potgrupy C(A) \ N(C(A))
nazwiemy petnym zbiorem ortogonalnym modulo N (C(A)) jesli jest to maksy-
malny podzbior C(A) \ N(C(A)), dla ktérego mamy

[Li][L;] € N(C(A)), dlal1<ij<m,i#j.
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Zacznijmy od nastepujacej obserwacji.
Obserwacja 2.5.8. Niech {[L1],...,[Ln]} bedzie pelnym zbiorem ortogonalnym mo-
dulo N (C(A)). Wowczas nie istniejg i,j € {1,2,...,m} orazl € {1,2,...,k} takie, Ze
i # J oraz

LinA #0, L;NA #0. (2.5.1)
Dowdd. Zatézmy przeciwnie, ze istnieja takied # j € {1,2,... ,m}orazl € {1,2,...,k},
ze (2.5.1) zachodzi. Wowcezas (L; N A))(L;NA;) # 0, astad [L;L;] ¢ N(C(A)). Przeczy

to jednak zatozeniom obserwacji. O]

Stwierdzenie 2.5.9. Nastepujgce warunki sq rownowazne dla dowolnego zbioru
Ly, Lo, ..., L, ideatow lewostronnych w A:

(i) {[L1], ..., [Ln]} jest pelnym zbiorem ortogonalnym modulo N (C(A)),

(i) m = k réwna jest liczbie k blokéw prostych w A/J(A) tak jak w (1.1.5), oraz
istnieje permutacja o € Xy, taka, ze 0 # Ly C A;.

Dowdd. Zatézmy, ze zachodzi (i). Zgodnie z Obserwacja 2.5.8 moc pelnego zbioru orto-
gonalnego modulo N (C(A)) nie przekracza liczby blokéw prostych w A/ J(A). Zaldzmy,
ze m < k. Zgodnie z Obserwacja 2.5.8 istnieje ¢ € {1,2,..., k} takie, ze

L;NA;=0, dlakazdego1<j<m.

Stad (A; + J(A))L; = A,L; = 0, dla kazdego 1 < j < m. Stad, wszystkie pary:
[A; + J(A)], [L,] sa, dla 1 < j < m, ortogonalne modulo N (C(A)). Przeczy to jednak
(1), a zatem oznacza, ze m = k. Jest takze jasne, ze istnieje permutacja o € ¥, taka,
ze Lg(i) g I

Zalbézmy natomiast, ze zachodzi (i7). Jest jasne, ze elementy zbioru {[Li],...,[L]}
sq parami ortogonalne modulo N (C(A)). Jesli nie jest to pelen zbiér ortogonalny, to
istnieje [L] € C(A) \ N(C(A)), ortogonalne modulo N (C(A)) wzgledem kazdego [L;],
gdzie 1 < j < k. Stad, istnieje [ € {1,2,...,k} takie, ze LNA; # 0. A zatem LL,() # 0,
co stoi w sprzecznosci z zalozeniem, ze [L] oraz [L;] sa ortogonalne modulo N (C(A)).
Stad dostajemy (7). O

Przyktad 2.5.10. Elementy [L;], 1 < i < k, okreslone wzorem
Li=n"1(A) = A+ J(A)
tworzq pelen zbior ortogonalny modulo N (C(A)).

Ustalmy peten zbiér ortogonalny modulo N(C(A)), powiedzmy £ = {[L],...,[Lk]}.
Mozemy zaktadaé, ze L; C A;, dla 1 < i < k, zgodnie ze Stwierdzeniem 2.5.9. Dla
kazdego i € {1,2,...,k} okreslamy podzbior C; pétgrupy C(A) jako zbiér wszystkich
klas [L] € C(A) spelniajacych nastepujace warunki:

{[L} [Li] ¢ N(C(A)),

o (2.5.2)
[LI[L;] € N(C(A)),j # i
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Jest jasne, ze dla 1 <7 < kK mamy
C;i={[L] € C(A)|0#£LC A;}. (2.5.3)

Whniosek 2.5.11. Opis zbioréw C; dany w (2.5.2) nie zalezy (z dokladnoscig do kolej-
nosci) od wyboru petnego zbioru ortogonalnego modulo N (C(A)).

W szczegdlnoéci na mocy Przyktadu 2.5.10 widzimy, ze dla 1 < ¢ < k mamy
[A; + J(A)] € C;.

2.6 Dowody Twierdzen 2.5.1 oraz 2.3.10

Paragraf ten posdwiecony bedzie dowodom dwoch rezultatow: Twierdzen 2.5.1 oraz 2.3.10.
Zaczniemy od uzasadnienia pierwszego z nich. Drugie jest, jak zobaczymy, nietrudna
jego konsekwencja.

DowOD TWIERDZENIA 2.5.1. Niech R; beda, dla 1 < j < k, R-klasami minimal-
nych idempotentéw niezerowych w C(A). Zbiér ten jest, na mocy Stwierdzenia 2.5.5,
w bijekcji ze zbiorem R-klas elementéw [Ae;A], gdzie e; sa minimalnymi idempoten-
tami centralnymi w A i jedynkami algebr A; tak, ze 1 = e; + ... + ¢, patrz (1.1.5).
Naszym celem jest wyznaczenie zbioru stalych {rq, ..., r} z réwnosci (1.1.4). Mozemy
zatem, po ewentualnym przepermutowaniu elementéw tego zbioru przyjac, ze R; jest
R-klasa elementu [Ae;A]. Wezmy zatem klase R;, dla pewnego 1 < j < k. Rozumowa-
nie prowadzace do wyznaczenia liczby r; prowadzi¢ bedziemy osobno w przypadku, gdy
J(A)e; jest zerowe, oraz gdy jest niezerowe. Przekonajmy sie najpierw, ze rozréznienie
pomiedzy tymi przypadkami jest wlasnoscia rozpoznawalng w jezyku struktury C'(A).
Zachodzi nastepujgca rownowaznosc:

N(C(A)R; = 0 & J(A)e; = 0.

Obydwie implikacje sa oczywiste. Jesli N(C(A))R; = 0, to [J(A)][Ae;
0, bo [Ae;] € R; (R-klasa [Ae;A] zawiera [Ae;], patrz Stwierdzenie
J(A)e; = 0. Z drugiej strony, jesli J(A)e; = 0, to N(C(A))[Ae;] = 0, a skoro
dla kazdego [X] € R; mamy (z definicji R-klasy) [T] takie, ze [Ae;][T] = [X], to
N(C(A)R; = 0.

N ——
o |
—_—
[\
~
N
&
—+
=

Wr6émy do dowodu catego twierdzenia. Rozwazamy dwa przypadki.

e J(A)e; =0.Niech A; = {[X] e N(C(A)) | R»[X] =0, dla m # j}. Twierdzimy,
ze jesli C'(A) jest skonczona, to:

Rl =75 - [A;jl- (2.6.1)

W tym celu pokazemy najpierw, ze [L] € R; wtedy i tylko wtedy, gdy o L mozna
zaktadaé co nastepuje:

L=AfaY, gdzieY Ce;J(A)(1—e¢;) € L(A), (2.6.2)
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przy czym 0 # f = f? € A; oraz f < e; zgodnie z (1.1.3). Wywnioskujemy stad,
ze |R;| =rj - |Al|, gdzie A ={[Y] € C(A)|Y C e;J(A)(1 —e;)}. Dowdd (2.6.1)
zakonczymy wykazujac, ze A = A;.

Niech [L] € R;. Z definicji R —klasy istnieje taki [Z] € C(A), ze [Ae;][Z] = [L].
Innymi stowy Ae;Zg = L, dla pewnego g € U(A). Zgodnie z Lematem 2.4.3
wiemy, ze L = Af @ L(1— f), gdzie f jest idempotentem maksymalnym w L oraz
L(1—f) C J(A). W szczegdlnosci dostajemy Ae; Zg+ J(A) = Af + J(A). Skoro
e; jest centralny modulo J(A), to f € A; + J(A). Zatem f = f', dla pewnego
idempotenta ' € A;. Ze Stwierdzenia 2.4.2 wynika, ze f jest sprzezony z f'.
W szczegolnosci po ewentualnym sprzezeniu L mozemy zakladaé, ze f € A; oraz
f<ej.

Niech Y = L(1 — f). Latwo widzie¢, ze skoro Ye; C J(A)e; = 0 to stad
Y =Y(1—-f)=Y(1l—e;). Zachodzi tez inkluzja Y C e;A. Istotnie, wiadomo, ze
L? = L (Stwierdzenie 2.2.12), a stad (Af)?+AfY +YAf+Y? = Af+Y. Co wie-
cej, YAf =Y (1—e;)Af C J(A)e; = 0. Skoro (Af)* = Af, to Af + AfY +Y? =
Af +Y. Jednak Af N J(A) =0, a zatem

AfY +Y? =Y. (2.6.3)

Przypudémy, ze Y € e;A. Oznaczaloby to, ze e,,Y # 0, dla pewnego m # j.
Z zalozenia e, Ae; C J(A)e; = 0. Mnozac wiec (2.6.3) z lewej strony przez e,
dostalibyémy e,,Y? = ¢,,Y. Zatem e,,Y = €,Y? = ¢,,Y? = ... = 0, poniewaz
Y C J(A). Uzyskaliby$my w ten sposob sprzecznosé z zatozeniem e,,Y # 0. Stad
Y Ce;J(A). Udowodnilidmy zatem, ze kazdy element R; spelnia (2.6.2).

Wezmy teraz dowolny ideal L' majacy rozktad postaci (2.6.2). A wigc niech
[’ € A; bedzie idempotentem niezerowym spelniajacym warunek f’ < e; i niech
Y Ce;J(A)(1 — e;) bedzie ideatem lewostronnym, przy czym L' = Af' @Y. Za-
uwazmy najpierw, ze w potgrupie L(A) mamy L' R Ae;. Istotnie, (Af'+Y)Ae; =
Aej, bo Af'Ae; = Ae; oraz Ae;j(Af' +Y) = Af' +Y, bo Ae;Af' = Af' oraz
Ae;Y = AY =Y. Zatem na mocy Wniosku 2.2.11 takze [Af'+Y| R[Ae;] w C(A).
Pokazalismy zatem, ze [L] € R; wtedy i tylko wtedy, gdy L spelnia (2.6.2).

Niech [Ly] = [Af1 @ )] oraz [Lo] = [Afs @ Ya] beda elementami R, przy czym
fi,Y; speliaja warunki z (2.6.2), dla i = 1,2. Jest jasne, ze fi, fo sa idempoten-
tami maksymalnymi, odpowiednio w Ly, Ly. Co wiecej Af; N J(A) = 0, zatem
Y, = Li(1 — f;), dla ¢ = 1,2. Zgodnie ze Stwierdzeniem 2.4.5 wynika stad, ze
[L1] = [Ls] wtedy i tylko wtedy, gdy [Afi] = [Afs] oraz [Yi] = [Y3]. Na mocy
Stwierdzenia 2.4.2 wiemy natomiast, ze [Afi] = [Afs] wtedy 1 tylko wtedy, gdy
f1, fo sa sprzezone. W algebrze A; ~ M, (K) jest r; klas sprzezonosci idempoten-
tow niezerowych. Stad zachodzi réwnosé

IR;| =1 | Al (2.6.4)
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gdzie A jest zbiorem klas sprzezonosci ideatéw lewostronnych A zawartych
we;J(A)(1—ej).

Aby wykaza¢ (2.6.1) pozostaje zatem dowie$é, ze A = A;. Istotnie, wezmy
[X] € A;. Dla kazdego m # j mamy [Ae,,] € R,,. Stad e, X = 0, a wiec
X = e;X. Natomiast skoro J(A)e; =0, to X = X (1—e;). Zatem X = e; X (1—e¢;).
To dowodzi, ze A; C A. Z drugiej strony dla dowolnego m # j oraz [L] € R,
mamy [LA] = [Ae,, A] (patrz Stwierdzenie 2.2.12). Jesli [Y] € A, to [L][Y] =
[LAY] = [Ae,,Y] = [Aene; Y] = 0. Stad A C A;. Zatem zbiory te sa réwne, co
koniczy, na mocy (2.6.4), dowdd (2.6.1).

W szczegblnodei, widzimy, ze zbidr liczb r; (liczac z krotno$ciami) dla j takich,
ze J(A)e; = 0 jest rozpoznawalny w jezyku struktury C(A).

J(A)e; # 0. Rozwazamy podzbior N; C N (C(A)) okreSlony w nastepujacy spo-
sob: [M] € N; wtedy 1 tylko wtedy, gdy istnieje s € {1,2,...,k}, ze:

Pokazemy, ze zbiér ten jest niepusty oraz mozna z niego wybraé takie [M] (zde-
finiowane w jezyku pétgrupy C'(A)), ze zachodzi réwnosé:

Roag| = 7 - [[MIN(C(A))], (2.6.5)

gdzie Ry jest R-klasg elementu [M] w C(A).

Niech r bedzie najwigksza liczbg nieujemna taka, ze J(A)"e; # 0. Istnieje wigc
ie{l,...,k}, dla ktérego L := e;J(A)"e; # 0. Rozwazmy przestrzen e; Ae; trak-
towana jako A; — A;-bimodut. Na mocy zatozenia o skoficzonosci C'(A) wiemy, ze
A jest algebra rozdzielng (Stwierdzenie 2.3.4). Zgodnie ze Stwierdzeniem 1.1.15
oznacza to, ze e;Ae; jest bimodutem tancuchowym. Zbiér L jest natomiast nieze-
rowym podbimodutem w e; Ae;, a jego struktura jest taka, jak struktura A; — A;-
bimodutu e;J(A)"e;. Jest to zatem bimodul pélprosty, a skoro e;Ae; jest taicu-
chowy, to L musi by¢ prosty. Jest takze jasne, ze L jest ideatem lewostronnym
w A. Skoro J(A)e; # 0, to L C J(A). Latwo widzieé, ze klasa [L] spelnia (i)-(iv),
dla s = i. Zatem N jest niepusty.

Przejdziemy teraz do dowodu (2.6.5). Odnotujmy najpierw, ze dla kazdego
m istnieje doktadnie jedno n takie, ze R,, C C, (patrz (2.5.2)). Zatem, dalej
bedziemy przyjmowaé, ze n = m, a wiec, ze R,, C Cp,, dla 1 < m < k. Wykaze-
my nastepujace fakty.
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(a) Zalbézmy, ze [M]C(A) jest minimalnym (ze wzgledu na relacje inkluzji) ide-
alem prawostronnym gtéwnym w C(A) generowanym przez element N;.
Wowcezas M Ae; jest minimalnym podbimodutem w egJ(A)e; oraz zacho-
dzg réwnodei:

Rovy = Roviaey [MIN(C(A)) = [M AN (C(4)) (2.6.6)

(b) Niech L bedzie ideatem lewostronnym w A oraz minimalnym podbimodutem
w esJ(A)e;, dla pewnego s. Przyjmijmy, ze

Xy = {[Li+Ly] | Ly = LAf, Ly =LZ, dla0 # f = f* < e;1 Z < A, Z C J(A)}.

(2.6.7)
Woéwezas zachodzi rownosé
Ry = [LIC; = X (2.6.8)
Co wigcej,
| Rizy| = ;- [[LIN(C(A))]. (2.6.9)

Z obserwacji tych wynika jasno, ze réwnosé (2.6.5) jest prawdziwa, a zatem, ze
zbiér liczb r; (liczac z krotnosciami) takich, ze J(A)e; # 0 jest rozpoznawalny
w jezyku struktury C'(A). To da teze twierdzenia.

Dowodzimy punkt (a). Wezmy taki element [M] speliajacy (i)-(iv), dla pew-
nego s, ze [M]C(A) jest minimalnym idealem prawostronnym gtéwnym w C'(A)
generowanym przez element N;. Na mocy (i) i (i) widzimy, ze M = e,M. Z wa-
runkéw (iii) i (iv) dostajemy natomiast, ze e,MAe; = M Ae; # 0. Wynika stad,
ze M Ae;j jest podbimodutem w esAe;. Tak jak w uzasadnieniu, ze N; jest zbio-
rem niepustym, wynika stad, ze M Ae; jest minimalnym podbimodutem w ez Ae;.
Poniewaz M C J(A), to MAe; C esJ(A)e;. Widzimy dalej, ze [M Ae;|C(A) =
[M][Ae;]C(A) C [M]C(A). Jest jednak jasne, ze [MAe;] € Nj, zatem wobec
zatozenia o minimalnosci ideatu [M]C(A) dostajemy [MAe;]C(A) = [M]C(A).
Stad R = Rparae;)- UzyskaliSmy zatem pierwsza réownos¢ w (2.6.6). Wynika
z niej oczywiscie druga rownosé. To konczy dowdd (2.6.6) i punktu (a).

Dowodzimy punkt (b). Uzasadnimy najpierw réwnosé (2.6.8). Niech [R] € Ryy.
Z definicji R-klasy istnieje [S] € C(A), ze [R] = [L][S] = [L]|[Ae;][S], bo
[L] = [L][Ae;]. Zauwazmy, ze Ae;S € J(A). W przeciwnym razie przyjmujac
(znowu z definicji R-klasy), ze [R][T] = [L], dla pewnego [T] € C(A), dostajemy
(L] = [L][Ae;][S][T] = [L]([Ae;][S][T])? = ... = [0], co przeczy zalozeniu o [L].
Zatem z (2.5.3) wynika, ze [Ae;][S] € C;. Stad [R] € [L|C;, czyli Ry C [L]C;.

Wezmy nastepnie [X| € C;. Zgodnie z Lematem 2.4.3 mamy X = Af ¢ X(1— f),
przy czym f # 0 jest maksymalnym idempotentem w X oraz X(1 — f) C J(A).
Argumentujgc podobnie jak w poprzednim przypadku przyjmujemy takze, ze
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[ < e; (korzystajac z réwnosci (2.5.3) oraz ze Stwierdzenia 2.4.2). Zatem [L|[X] =
[LAf + LX(1 — f)]. Stad [L]C; C X;.

WeZzmy wreszcie ideal lewostronny Ly + Lo taki, ze [Ly + Lo| € Xp. Dowodzimy,
ze (L1 + Ls] € Ryy). Zauwazmy najpierw, ze LJ(A)e; = 0. Istotnie, LJ(A)e; =
LejJ(A)e; C L, poniewaz L jest podbimodutem w e;J(A)e;. Zatem gdyby ideat
LJ(A)e; byl niezerowy, to bylby réwny L(e;J(A)e;) = L(ejJ(A)e;)* = ... =0,
co prowadzi do sprzecznosci. Wynika stad, ze skoro Ly C LJ(A), to LoAe; = 0.
Zatem [Ly + Lo][Ae;] = [L1Ae;]. Dalej, skoro fe; = f, to w szczegblnosci L; =
LAf = LejAf = LejAfe; C LejAej. Ale L jest takze podbimodutem w ez Ae;,
a zatem L; C L. Skoro L jest prostym A; — Aj;-bimodutem oraz 0 # L, C L, to
LiAe; = L. Stad

(L + Ly][Ae;] = [L]. (2.6.10)

Z warunkéw podanych w (2.6.7) mamy tez réwno$¢ Ly + Ly = LAf + LZ, dla
pewnego niezerowego idempotenta f < e; oraz ideatu lewostronnego Z C J(A).
Zatem [Ly + Lo| = [L][Af+ Z]. Ostatnia réwnos¢ oraz réwnosé (2.6.10) implikuja,
ze [Ly + Lo] € Ryz). To oznacza, ze X C Ry . Pokazalidmy zatem prawdziwosé
(2.6.8).

Dowodzimy teraz réwnos$é (2.6.9). W dalszym rozumowaniu bedziemy swobod-
nie korzysta¢ z nastepujacych prostych obserwacji dotyczacych reprezentantéw
L1 + L2 klas [Ll + LQ] S XLZ

L1 = Llej, L2 == Lg(l - 6]‘). (2611)

W szczegdlnodci suma Ly + Lo jest sumg prosta. Rzeczywiscie, L; = LAf =
LAfe; = Lyej, dla pewnego f < e;, zgodnie z (2.6.7). Natomiast Lye; = LZe; =
0, bo jak wykazaliSmy wczesniej LJ(A)e; = 0. Zatem Ly = Lo(1 — ¢;).

Pokazemy najpierw, ze jesli L} = LAf, L, = LAfs sa niezerowymi idealami
lewostronnymi w A, gdzie f1, fo sa idempotentami i fi, fo < e; oraz jesli L, =
LZy, Ly = LZy, gdzie Zy, Zy C J(A) sa ideatami lewostronnymi w A, to zachodzi
roOwnowaznosc:

L4 @ Ly] = L) @ L§]  [L4] = [Z] oraz [Z4] = [L4] (2.6.12)

Implikacja ,<” réwnowaznosci (2.6.12) jest oczywista. Jesli L) = LY g oraz L}, =
L3h, dla pewnych g, h € U(A), to

Ly = Liejge;, Ly = Ly(1 —e;)h(1 —¢j),

oraz u = e;jge; + (1 —e;)h(1 —e;) € U(A). Stad [L] & L) = [L] & LY.

PrzejdZzmy do dowodu implikacji ,,=". Zatézmy, ze

L aL,= (e LW, (2.6.13)
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dla pewnego v € U(A). Wtedy, zgodnie z (2.6.11), L} = (L} & L%)ve;. Co wie-
cej, na mocy (2.6.7) mamy réowno$¢ Li = LZ, dla pewnego ideatu lewostronnego
Z C J(A). Zatem Ljve; = LZve; = 0, bo LJ(A)e; = 0 (zgodnie z dowodem
(2.6.10)). Na mocy (2.6.11), otrzymujemy w ten sposéb L} = Live; = Lie;ve; =
L (ejve; + (1 —e;)). Element ejve; + (1 —¢;) jest jednak odwracalny w A. Zatem
(4] = [L4],

Dalej, na mocy (2.6.11) i (2.6.13) widzimy, ze Li(1—e;)v(l—e;) = Liv(l—e;) C
(LY & LY)v(1l —e;) = (L) & LL)(1 —e;) = Liy. Element (1 — e;j)v(l — e;) jest
jednak odwracalny w (1 — e;)A(1 — e;). Skoro dimg (L] & L)) = dimg (L] & LY),
a takze dimg(L]) = dimk(L]), to w rezultacie rowniez dimg (L)) = dimg(L5).
Dostajemy wiec rownosé L (1 —e;)v(1l —e;) = Lfy. Ostatecznie, Liw = L}, gdzie
w=-¢e;+ (1 —e;)v(l —¢;) jest elementem odwracalnym w A. Zatem [L}] = [Lf],
co koniczy dowdd drugiej implikacji i catej rownowaznosci (2.6.12).

Aby wykazaé¢ réwnosé (2.6.9) wystarczy zatem, na mocy (2.6.12), uzasadni¢, ze
zbiér Sy, = {[LAf] € C(A)|0 # f < e;} ma r; elementéw. Skoro LJ(A)e; =0
(patrz dowdd (2.6.10)), to zgodnie z (1.1.4) mamy LAf = LA, f C Lf. Istotnie,
inkluzja ta wynika z faktu, ze L jest A;-modutem prawostronnym oraz, ze LA, f =
LAie;f =0, dlat # j. Dostajemy zatem

LAf =Lf, (2.6.14)

dla kazdego f < e;. Wezmy idempotenty niezerowe f, f' < e;. Wowczas jesli sa

one sprzezone, to f' = g~'fg, dla pewnego g € U(A). Skoro LJ(A)e; = 0, to

Lejg~'e; = L. W ten sposéb dostajemy
Lf'=Lg~'fg=Lejg~"e;fg = Lfg.

Innymi stowy [Lf’] = [Lf]. Z (2.6.14) wynika zatem, ze moc zbioru Sy, jest nie
wigksza niz liczba klas sprzezonosci idempotentéow niezerowych f < e;. Zatem
zgodnie z faktem, Ze e; jest jedynka w A; ~ M, (K) oraz ze Stwierdzeniem
(2.4.2) dostajemy szacowanie

S| < 7). (2.6.15)

Z drugiej strony, zgodnie ze Stwierdzeniem 1.1.15, bimodut L utozsami¢ mozna
z przestrzenig liniowa macierzy prostokatnych M, ., (K) z naturalnymi dziata-
niami A, oraz A;. Woéwczas biorac idempotent diagonalny f,, rangi m algebry
A; ~ M, (K), gdzie 1 < m < rj, widzimy, ze Lf,, utozsami¢ mozna ze zbiorem
macierzy, w ktorych doktadnie m kolumn jest niezerowych. W ten sposéb ele-
menty [Lf,,] sa rézne w C(A) (bo Lf,, maja rézne wymiary nad ciatem K). Jest
ich zas r;. Zatem zgodnie z (2.6.15) wnosimy, ze Sy, ma doktadnie r; elementow.
To konczy dowdd (2.6.9) i catego punktu (b).

0
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Wykazalismy zatem Twierdzenie 2.5.1. Na jego podstawie widzimy, ze jesli pélgrupa
C(A) jest skonczona, oraz A/J(A) jest taka, jak w (1.1.4), to mozemy ,rozpoznaé”
w terminach struktury C(A) zbiér {ry,rs,...,r}. Przejdziemy teraz do uzasadnienia
Twierdzenia 2.3.10. Zakladamy, ze J(A)? = 0 oraz, ze potgrupa C'(A) jest skonczona.
Zgodnie ze Stwierdzeniem 2.3.4 algebra A jest zatem rozdzielna. Rozwazmy A; — A;-
bimoduty

Jij = eiJ(Ae;. (2.6.16)

Zauwazmy, ze o ile s one niezerowe, to stanowia (wobec zalozenia, ze J(A)? = 0) mini-
malne podbimoduty bimodutu e; Ae;. W szczegélnosci, zgodnie ze Stwierdzeniem 1.1.15,
bimoduty e;J(A)e; sa albo zerowe, albo proste i izomorficzne z modutem N;;, a wiec
minimalnym prawostronnym ideatem w A7 ®k A; ~ M, (K). Niech m;; beda zdefi-
niowane w nastepujacy sposob, dla 1 < 1,5 < k:

{0 jesli e; J(A)e; = 0
mi]’ =

(2.6.17)
1 s Jeéll eiJ(A)ej 7é 0

Mozliwos¢ rozpoznania statych m;; przy pomocy struktury C'(A) stanowié¢ bedzie wazny
element dowodu Twierdzenia 2.3.10. Zachodzi nastepujaca, wazna obserwacja.

Stwierdzenie 2.6.1. Zaléimy, ze A jest skonczenie wymiarowq algebrqg nad ciatem
algebraicznie domknietym K takq, ze J(A)* = 0 oraz C(A) jest pélgrupg skoriczong.
Niech

Ji ={lLl e N(C(A) [C; - [L] = 0, j # 1},

o (2.6.18)
T, = {[L] € N(C(A)| L] C; = 0, j #i}.
Jesli
Jij=JiNZ;, dlal<i,j<k, (2.6.19)
oraz jesli m;; sq takie jak w (2.6.17), wowczas
0, jesli J;; =4[O0
1, jesli J;; # {[0]}
Dowdd. Opis zbioréw J;; jest prosta konsekwencja (2.6.18) i ma postac:
Stad wynika prawdziwosé (2.6.20). O]

Jestedmy gotowi do dowodu drugiego gtéwnego rezultatu tego paragrafu.

DowOD TWIERDZENIA 2.3.10. Zauwazmy, ze zgodnie z (1.1.5) oraz (2.6.17), algebra
A, dla ktorej C(A) jest skoriczona oraz J(A)? = 0 wyznacza pare (va,pa) zlozona
z niemalejacego ciagu liczb naturalnych vy4 = (rq,72,...,7) (mozemy to zakladaé
po ewentualnym przepermutowaniu blokéw Ay, As, ..., Ay) oraz macierzy pa = [my;]
w My (Z2). Pokazemy teraz, ze stale te sa rozpoznawalne w jezyku struktury C'(A).
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Istotnie, najpierw wskazujemy zbiér {R1, ..., Ry} ztozony z R-klas minimalnych idem-
potentéw niezerowych potgrupy C(A). Dalej, wyznaczamy zbiory C;, dla 1 < t < k,
zgodnie z (2.5.2). W tym celu jako peten zbior ortogonalny modulo N (C(A)) mozemy
przyja¢ dowolny zbiér postaci {[X1], ..., [Xk]}, gdzie [X;] € R;. W ten sposéb R; C C;,
dla 1 < j < k. Namocy Twierdzenia 2.3.10 wyznaczamy zbiér {rq,...,ry}. Po ewentu-
alnym przenumerowaniu mozemy zaktadac¢ dalej, ze liczby te tworza ciag niemalejacy.
Nastepnie okreslamy, zgodnie z (2.6.18) oraz (2.6.19), zbiory J;;. Wreszcie, na mocy
(2.6.17) oraz Stwierdzenia 2.6.1, wyznaczamy stale m;;. Zatem para (v4, p14) jest roz-
poznawalna w terminach struktury algebry C'(A).

Zgodnie z [37], Exercise 1 w §11.8, dla kazdej pary (v, ) takiej jak wyzej istnieje K-
algebra A(v,pu) = N x A’ gdzie A = A1 @ A @ ... B Ay, A; ~ M, (K), oraz gdzie N

jest A" — A’-bimodutem
D DmiNy;,
1<i,j<k
dla maksymalnych prawostronnych idealéw N;; w A ® A;. Przy tym N? = 0. Co
wiecej, kazda skoniczenie wymiarowa K-algebra A taka, ze J(A)? = 0 jest izomorficzna
z algebra postaci A(va, pa).

Niech v = (ry,79,...,7) bedzie niemalejacym ciagiem liczb naturalnych. Przez G,
oznaczamy podgrupe grupy permutacji > okreslona w nastepujacy sposob:

Gy ={reX|(x()=75) = (ri=r)}

Niech p = [mj;] oraz p' = [mj;] beda macierzami w M, (N). Okreslamy relacje ~,:

[mij] ~., [mi;] wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje 7 € G, takie, ze

m;j = Ma@)n(j), dla wszystkich i, j.

Zgodnie z [37], Exercise 1c w §11.8 wiemy, ze A(v, u) ~ A(V, 1) wtedy i tylko wtedy,
gdy v =1 oraz p ~, 1.

Rozwazmy algebre B taka, ze pélgrupy C(A) oraz C(B) sa izomorficzne. Jest zatem
jasne, ze

J(AP =0 <= N(C(A)?* =0 +<— N(C(B))?’=0 < J(B)?*=0.

Skoro C'(A) jest skonczona, to C'(B) jest réwniez skoiiczona i stad krata ideatéw dwu-
stronnych w B jest rozdzielna. Zgodnie z Twierdzeniem 2.5.1 oraz faktem, ze C'(A) oraz
C'(B) sa izomorficzne widzimy, ze ciagi niemalejace liczb naturalnych opisujace rozmia-
ry blokéw prostych algebr A/J(A) oraz B/J(B), doktadniej ciagi va = (ry,7r2,...,7%)
oraz vg = (r},rh,...,71.), sa rowne. Skoro C'(A) ~ C(B), to zgodnie ze Stwierdze-
niem 2.6.1 widzimy tatwo, ze ps ~, pp. A zatem na mocy Exercise 1c w [37], §11.8
wiemy, ze A(va, pa) ~ A(vp, ug), a wiec A ~ B. O
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Rozdzialt 3

Skoniczonosé C(A), gdy J(A)? =0

Celem ostatnich dwoéch rozdzialéw ponizszej rozprawy jest zbadanie warunkéw ko-
niecznych i dostatecznych na to, aby poétgrupa C(A) byta skoniczona, w przypadku
gdy skonczenie wymiarowa algebra A nad cialem algebraicznie domknietym K ma roz-
dzielng krate ideatéw dwustronnych oraz J(A)? = 0. Zagadnienie to formutujemy jako
Problem 3.1.1. W paragrafie 3.1 zapowiadamy uzyskane w tym kontekscie rezultaty.
W nastepnej czesci rozdziatu pokazujemy, jak przettumaczyé Problem 3.1.1 na zagad-
nienie istnienia skonczonej liczby orbit dziatania grup liniowych na pewnych zbiorach
macierzy. Wprowadzamy wygodny formalizm w oparciu o definicje szkieletu i konturu,
oraz pojecie § — G-orbity. W paragrafie 3.3 pojawia sie pojecie grafu rozdzielonego
szkieletu, pozwalajace na opis konkretnych typéw szkieletéw oraz relacji miedzy nimi.
Nastepnie w 3.4 formutujemy gtéwne rezultaty — Twierdzenia 3.4.2 oraz 3.4.3. W para-
grafie 3.5 dowodzimy szeregu faktow pomocniczych niezbednych w dalszych rozwaza-
niach. W ostatniej czesci rozdziatu, korzystajac z klasycznych metod geometrycznych,
dowodzimy Twierdzenie 3.4.3 oraz jedng z implikacji Twierdzenia 3.4.2.

3.1 Sformutowanie probleméw

W dalszej czesci pracy rozwazaé¢ bedziemy nastepujacy problem.

Problem 3.1.1. Niech A bedzie algebrq skonczenie wymiarowq z 1 nad ciatem algebra-
icznie domknietym K. Zatézimy, ze J(A)* = 0 oraz, ze krata I(A) idealéw dwustronnych
algebry A jest skonczona (réwnowaznie, A jest algebrq rozdzielng). Podaé warunki ko-
nieczne 1 dostateczne do tego, aby C(A) byla pélgrupg skonczong.

Przypomnijmy, ze problem powyzszy rozwazamy z jednej strony w kontekscie Twier-
dzenia 2.3.10, a wiec biorgc klase algebr, ktore sg catkowicie wyznaczone przez swoja
potgrupe klas sprzezonoéci ideatéw lewostronnych, ale z drugiej strony takze w kon-
tekscie Twierdzenia Gabriela i zwiazkéw pomiedzy skonczonoscia C'(A), a wlasnoscia
skonczonego typu reprezentacyjnego algebry. W tym sensie nastepujaca obserwacja jest
natychmiastowym wnioskiem z rozwazan poczynionych w paragrafie 2.3.

Stwierdzenie 3.1.2. Niech A bedzie algebrg skonczenie wymiarowq spetniajgcq zaloze-
nia Problemu 3.1.1. Wéwczas jesli graf rozdzielony T'°(A) algebry A jest sumq rozlgczng
graféow Dynkina, to C'(A) jest skonczone.
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Wiadomo, ze istniejg algebry nieskonczonego typu reprezentacyjnego, dla ktérych pot-
grupa C(A) jest skonczona, patrz Przyktad 2.3.9. W szczegdlnosei kotezany tych al-
gebr maja strukture bardziej ztozona od graféw Dynkina. W klasie algebr bazowych,
petnego rozwiazania Problemu 3.1.1 dostarcza Twierdzenie 2.3.7. Uzyskana w nim cha-
rakteryzacja oparta jest jedynie na wiedzy o strukturze kotczanu algebry. Natomiast
w przypadku ogélnym nie tylko ksztatt grafu rozdzielonego, ale takze wielkosci blokdw
algebry A/J(A) odgrywaé¢ beda zasadniczg role. W tym kontekscie wyrézniamy dwie
podklasy w klasie algebr okreslonych w zatozeniach Problemu 3.1.1:

(W1) algebry A takie, ze A/J(A) * K&K ... & K& My(K) @ My(K) @ ... & My(K),

k1 ko

dla ]{71, kQ = 0,
(W2) algebry A takie, ze A/J(A) ~M,,(K)®M,,(K)&...®M,, (K), dlar; > 6.

Zgodnie z Twierdzeniem 2.3.11 wiadomo, ze jesli K-algebra A jest skonczenie wymiaro-
wa, to skonczono$é C(A) réownowazna jest istnieniu skonczenie wielu klas sprzezonosci
nilpotentnych ideatéw lewostronnych w A. Nasze podejécie do Problemu 3.1.1 bedzie
zatem nastepujace. W paragrafie 3.2 sformutujemy ogélne zagadnienie, przynalezace do
algebry liniowej i teorii grup algebraicznych, a mianowicie: problem istnienia skonczenie
wielu orbit dziatania pewnych grup liniowych na pewnym zbiorze macierzy blokowych.
Jest ono modyfikacjg zagadnienia macierzowego rozwazanego w teorii reprezentacji par
zbioréw czesciowo uporzadkowanych, patrz [4], §16.1. Zagadnienie to, jak wykazemy we
Whniosku 3.2.9, jest rownowazne problemowi skonczonosci zbioru klas sprzezonosci ide-
alow lewostronnych algebry A zawartych w J(A).

Przedstawimy teraz wstepny zarys dalszych rozwazan. Wezmy algebre A spelniaja-
ca zalozenia Problemu 3.1.1. Niech 7; beda takie, jak w (1.1.4), za$ niech J;; beda
podzbiorami radykatu J(A), zgodnie z (3.2.1). Definiujemy tez state

a; ‘= Z rj.

7:Ji57#0

Rozwazmy zbiér macierzy blokowych M 4 postaci

ai; a2 ... Qig
g1 a2 ... Qg

A= T, (3.1.1)
Q1 A2 ... Qg

gdzie a;; € Maixrj(K) oraz a;; = 0, o ile J;; = 0.

Jesli przez $) oznaczymy grupe Gl,, (K)xGl,, (K) x...xGl,, (K), za$ przez & oznaczymy
grupe Gl (K) x Gl,,(K) x ... x Gl (K), to rozwaza¢ mozemy dzialanie grupy ) x &
na M, zadane wzorem:

h-A-g, (3.1.2)

71



gdzie h € 9,9 € &, A € My. Zobaczymy (Stwierdzenie 3.2.8), ze orbitom powyzszego
dziatania odpowiada¢ beda, w sposdb wzajemnie jednoznaczny, klasy sprzezonosci ide-
alow lewostronnych algebry A zawartych w J(A). Istotnym krokiem posrednim bedzie
zauwazenie, ze istnieje bijekcja pomiedzy zbiorem wszystkich idealéw lewostronnych
nilpotentnych L <; A oraz pewnym podzbiorem zbioru wszystkich k-tek podprzestrze-
ni (Wy,..., Wy), gdzie W; C K" (patrz Stwierdzenie 3.2.2). Pokazemy, ze kazdej takiej
k-tce podprzestrzeni odpowiada w sposob jednoznaczny orbita pewnego lewostronne-
go dziatania grupy $ na M ,. Orbita ta ztozona bedzie z takich macierzy A postaci
(3.1.1), ktérych wiersze tworzace bloki [aﬂ Qin ... aik}, interpretowane jako wek-
tory w K", rozpinaja W;. Nastepnie pokazemy, ze w orbitach dziatania (3.1.2) na A
znajduja sie doktadnie te orbity lewostronnego dziatania $ na M 4, ktore odpowiadaja
k-tkom (W7, ..., Wy), reprezentujacym idealy lewostronne sprzezone w A.

Dalsze rozwazania w tym rozdziale skoncentrowane beda wokét zagadnienia macierzo-
wego, do ktorego zredukujemy w opisany wyzej sposOb rozwazany przez nas problem
(Wniosek 3.2.9). Aby rozwiazaé to zagadnienie, wprowadzimy pewien wygodny sposob
zapisu macierzy postaci (3.1.1) oraz sposob opisu orbit dziatan grup liniowych na tych
zbiorach, mianowicie przez pojecia szkieletu i konturu.

3.2 Szkielet i kontur algebry

Przejdziemy teraz do opisu idealéw lewostronnych zawartych w radykale J(A) algebry
speliajacej zatozenia Problemu 3.1.1. Niech r; beda takie, jak w (1.1.4), za$ niech
A; ~ M,,(K) beda algebrami takimi jak w (1.1.5). Niech J;; beda okreslone tak, jak
w (2.6.16). Wowczas J;; sa podprzestrzeniami J(A) oraz uzywajac notacji macierzowej
mozemy napisac, ze

Al 0 0 Jll J12 Jlk

, O A2 ‘e 0 J21 JQQ ‘e J2k‘
A=AoJA)=|. . . |leo|. . . . (3.2.1)

0 0 ... A AP S

Przypomnijmy, ze gdy J(A)? = 0, wéwczas J;;, o ile sa niezerowe, sa minimalnymi
podbimodutami A; — A;-bimodutu e; Ae;. Zatem zgodnie ze Stwierdzeniem 1.1.15 zbiér
Jij, oile jest niezerowy, utozsamia¢ mozna zatem z przestrzenia macierzy prostokatnych
M, xr; (K). Wniosek z powyzszych rozwazan jest nastepujacy.

Whniosek 3.2.1. Niech A bedzie rozdzielng algebrg skoriczenie wymiarowg nad ciatem
algebraicznie domknictym K i takq, ze J(A)> = 0. Niech n := 11 + 7y + ... + T,
gdzie r; > 1 sq takie jak w (1.1.4). Woéwczas algebra A moze byé traktowana ja-
ko podalgebra w M, (K[z]/(x?)), gdzie z* = 0, przy czym jesli A ma rozklad (1.1.5),
to A" C M,,(K), oraz J;; = e;J(A)e;, o ile jest niezerowe, utozsami¢ mozemy z odpo-
wiednim zbiorem macierzy prostokgtnych rozmiaru r; X r; o wspétczynnikach w ideale
pierscienia K[z]/(z?) generowanym przez warstwe elementu x € K|x].
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Niech fi, fo, ..., fn beda kolejnymi idempotentami diagonalnymi rzedu jeden w M, (K).
Zgodnie z powyzszym stwierdzeniem tworza one pelen zbior prymitywnych idempo-
tentéow ortogonalnych w A. Niech r; = n; — n;,_;. Woéwczas mozemy zmienié¢ indek-
sowanie elementéw f; tak, aby dla pewnych 0 = ng < n; < ... < n,p = n zbiory
E; = {fui+1, fast2: - s Jaipa ), dlai = 0,1,... k — 1 spelniaty zaleznosé: Af,A = Af,A
wtedy i tylko wtedy, gdy f,, f; sa w tym samym E;. Co wigcej, fi,..., f, maja t¢ wla-
snos¢, ze €; := fp, ;41 + ...+ fo, jest, dlai =1,2,..., k, obustronng jedynka algebry
A;, a elementy zbioru FE; sg idempotentami diagonalnymi rzedu 1 w A;.

Rozwazmy rozktad K™ na sume prostg postaci K @ K™ @ ... ® K" . Niech
Ji={J1, 92,10} (3.2.2)
beda, dla 1 <4 < k, takimi zbiorami indekséw, ze J;; # 0 < j € J;. Przyjmijmy, ze
Vi={veK" |m)=0,j ¢ J},

. R - . . o ,
gdzie m; : K" — K" jest naturalnym rzutowaniem. Niech a; := 37, ;. Wowczas V;
jest, jako przestrzen liniowa, izomorficzna z K.

Stwierdzenie 3.2.2. Zaloimy, ze algebra A spelnia zalozenia Problemu 3.1.1. Wow-
czas

(1) przestrzenie liniowe {fJ(A) CK" | f € E;} sq parami izomorficzne i sq izomor-
ficzne z V;,
(2) istnieje bijekcja pomiedzy nastepujgcymi zbiorami:
— zbiorem Lj(A) lewostronnych idealéw algebry A zawartych w J(A),
— zbiorem k-tek podprzestrzeni (Wy,..., W), gdzie W; CV,, dla 1 < i < k.

Dowéd. Jesli f,, f, sa idempotentami ortogonalnymi rzedu 1 zawartymi w tym samym
E; oraz jesli fis sa, dlan; +1 < t,s < n;qq, jedynkami macierzowymi w A;, to f, = fpp

oraz f, = fuq, Przy czym fp,foqJ (A) = fopJ(A) oraz fu,fopd (A) = fuJ(A). Zatem

zachodzi (1).

Niech L € L;(A). Wéwcezas na mocy (3.2.1):
L=AL=A+JA))L=AL=AL&AL®...0 AL

Skoro J(A)? = 0 oraz A;A; =0, dla 1 < 4,7 < k, to jest jasne, ze: AA,L = A/AL =
A; AL = A;L. Zatem kazdy ideal lewostronny L algebry A zawarty w J(A) jest suma
prosta idealéw lewostronnych algebry A zawartych w A;J(A), dla 1 < i < k. Wy-
starczy zatem pokazaé, ze kazdemu ideatowi lewostronnemu L zawartemu w A;J(A)
odpowiada jednoznacznie podprzestrzen liniowa w V.

Niech L C A;J(A) bedzie ideatem lewostronnym w A. Wéwczas

L=eL= @D fL,

fer;
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gdzie E; jest zbiorem prymitywnych idempotentéw ortogonalnych rzedu 1, zgodnie
z oznaczeniami przyjetymi wyzej. Co wigcej jesli f,, f, sa idempotentami, zawartymi
w tym samym FE;, to tatwo wida¢, ze przestrzenie f,L, f,L traktowane jako podprze-
strzenie w K" z sg rowne W;x dla pewnej podprzestrzeni W; C V;.

Odwrotnie, wezmy podprzestrzen liniowa V' C V;. Rozwazamy zbiér macierzy rozmia-
row r; X n, ktérych kazdy wiersz zawarty jest w V. Jasne jest, ze dostajemy w ten
spos6b ideat lewostronny algebry A zawarty w A;J(A), co postulowang odpowiedniosé.
Dowod stwierdzenia jest zakonczony.

O

Naszym kolejnym celem jest przeformutowanie zagadnienia istnienia skonczenie wie-
lu klas sprzezonosci ideatow lewostronnych w A, na pewne zagadnienie macierzowe,
zgodnie z zapowiedziami poczynionymi w paragrafie 3.1. W tym celu wprowadzimy
najpierw notacje wygodng do opisu tych zagadnien.

Definicja 3.2.3. Niech (s1, S2,...,8¢) oraz (r1,7s,...,7s) beda ciggami liczb catkowi-
tych dodatnich. Rozwaimy dowolny podzbior I C {1,2,...,t}x{1,2,...,s} oraz funkcje
[ I — N? okreslong wzorem f(i,j) = (si,r). Zbidr par:
S={((¢,5), f(&, )] (i,5) € I}

nazywac bedziemy szkieletem.

Bedziemy czesto pisaé w skrécie, ze S = (I, f). Element zbioru (i,7) € I nazywaé
bedziemy blokiem szkieletu S o rozmiarach s; x r;. Liczby s;,r; nazywa¢ bedziemy
odpowiednio: wysokoscia i szerokoscia bloku (7, 7). Dla ustalonego i zbiér elementéw
{(i,j) € I} nazywaé bedziemy i-tym wierszem szkieletu S. Analogicznie definiuje-
my kolumny szkieletu. Na mocy powyzszej definicji jest jasne, ze wszystkie bloki

ustalonego wiersza szkieletu S maja jednakowa wysokosé, zas wszystkie bloki ustalone;j
kolumny S maja jednakowa szeroko$c.

Definicja 3.2.4. Niech § = (I, f) bedzie szkieletem. Powiemy, ze S = (I, ') jest
podszkieletem S o ile spelnione sqg nastepujgce warunki:

o I'C1,

o f'=flr.

Definicja 3.2.5. Niech S = (I, f) bedzie szkieletem, zas K — cialem. Niech f(i,j) =
(si,75), dla (i,7) € I. Rozwazmy K-podprzestrzen

MS g M(sl—i-sg—i—...—i-st) X (r1+ro+...4rs) (K)

ztozong z macierzy blokowych postaci:

a;; a2 ... Qg
91 Q922 ... Qa4

)
a1 Qg ... Qg
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gdzie a;; jest macierzg o s; wierszach i r; kolumnach, oraz a;; = 0, o ile (i,j) ¢ I.
Przestrzenn Ms nazwiemy przestrzeniqg konturéw szkieletu S, a jej elementy —
konturami o szkielecie S.

Jesli A = (ayj) jest konturem o szkielecie S, to dla (4, j) € I macierze a;; € My, ., (K)
nazywac bedziemy blokami konturu M. Liczby s;, r; nazywa¢ bedziemy odpowied-
nio: wysokoscig i szerokoscig bloku a;;. Zatézmy, ze elementy (i, j1), (4, j2), - - -, (4, Jp)
stanowig i-ty wiersz szkieletu S. Przez i-ty wiersz konturu A rozumieé¢ bedziemy ma-
cierz blokowa postaci [aijl Qijy - - - aijp}. Analogicznie definiujemy kolumny kon-
turu o szkielecie S.

Definicja 3.2.6. Rozwazmy dowolny szkielet S = (I, f). Niech f(i,7) = (s;,75), dla
(i,7) € 1. Okreslamy grupy

$ =Gl (K) x Gl,, (K) x ... x Gl;,(K), & :=Gl,, (K) x GlL,(K) x...x Gl (K).

Rozwazamy lewostronne dziatanie grupy $ x &° na Ms (gdzie 8° to grupa antyizo-
morficzna do &) zadane w nastepujgcy sposob: jesli wezmiemy ) = (hy, ha, ..., hy) € $
ig="(91,92--.,9s) €S, oraz A = (a;;) € Ms, to wynik dziatania parg (h,g) € Hx B°
na A oznaczamy przez b - A- g, przy czym:

hiaingy hiaiage ... hiaiggs
hoazigr  haaoags ... hoasgs

h-A-g:= . , (3.2.3)
hiapngr  hawpgs ... hagsgs

Orbity Ms wzgledem dziatania (3.2.3) nazywaé bedziemy $ — &-orbitami na Ms.

Definicja 3.2.7. Niech A bedzie skonczenie wymiarowq K-algebrq spetniajgcq zatoze-

nia Problemu 3.1.1. Niech a; = 2;] r;, gdzie r; sq takie jak w (1.1.4), zas J; sq zbio-
€Ji

rami zdefiniowanymi w (3.2.2). jRozwaz’my zbior 1y = {(4,7) : Jij # 0} oraz funkcje

fa:Ia— N2 takq, ze f(i,7) = (a;,r;). Szkielet (I, fa), oznaczany przez Sa, nazywaé

bedziemy lewostronnym szkieletem algebry A. Przestrzen konturow o szkielecie

S4 oznaczamy symbolem M 4 i nazywamy przestrzeniq lewostronnych konturéow

algebry A, a jej elementy lewostronnymsi konturami algebry A.

Ze wzgledu na to, ze w pracy tej zajmujemy sie wytacznie klasami sprzezonosci ide-
atow lewostronnych bedziemy, o ile nie bedzie to prowadzi¢ do nieporozumien, pomijac
okreslenie okreslenie ,lewostronny szkielet”, czy ”lewostronny kontur” piszac krocej —
Lkontur” lub ,szkielet”. Pojecie szkieletu algebry jest szczegdlnym przypadkiem pojecia
szkieletu okreslonego w Definicji 3.2.3 przy czym jesli S = S4, dla pewnej algebry A,
to wysoko$¢ dowolnego bloku szkieletu S znajdujacego sie w i-tym wierszu, réwna jest
sumie szerokosci blokow & znajdujacych sie w i-tym wierszu S. Nietrudno sprawdzic,
ze dla dowolnego szkieletu spetniajacego ten warunek istnieje algebra A, spelhiajaca
zatozenia Problemu 3.1.1 taka, ze S = Sy4.
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Przyjmiemy tez pewna wygodna notacje dla oznaczen konturéw. Kontury o szkielecie
S = (I, f) przedstawiaé bedziemy w formie graficznej prezentujac, zamiast calych
macierzy rozmiaréw (s; +sg+...+5;) X (11 + 72+ ... +7rs), jedynie te bloki a;;, gdzie
(1,7) € 1. Jesli, dla przyktadu I = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,1),(2,2)}, zas f(i,5) = (2,2),
dla (i,7) € I, to kontur o szkielecie S postaci:

00101000
00012010
10100000
3001000O0O0
00 0O0O0O0OO0O0
0000000 0
reprezentowany bedzie jako:
10{10({00
01120]10
1010
30101

W podobny sposéb oznaczane beda same szkielety; przy czym pola odpowiadajace
blokom szkieletu pozostawia¢ bedziemy puste, lub zamiast konkretnych macierzy, wpi-
sywaé w nie bedziemy jedynie oznaczenia samych blokow.

Zauwazmy, ze jesli algebra A spelnia zalozenia Problemu 3.1.1, to zbiér konturéw al-
gebry A jest dokladnie tym samym, co zbiér wszystkich mozliwych macierzy postaci
(3.1.1), speiajacych (i), (ii) dla pewnej k-tki podprzestrzeni liniowych
(W1, Wa, ..., Wy), gdzie W; C V,, gdzie 1 < i < k. Wprowadzone wyzej definicje
sa zatem sformalizowaniem intuicji przedstawionej w poprzednim paragrafie. Sformu-
hujemy teraz problem macierzowy, ktoérego analizie poswiecona bedzie pozostata czesé
rOZprawy.

Stwierdzenie 3.2.8. Zaloimy, ze algebra A spelnia zalozZenia Problemu 3.1.1. Wow-
czas nastepujgce dwa zbiory sq w bijekcyi:

o 2bidr C(J(A)) klas sprzezonosci idealéw lewostronnych nilpotentnych algebry A,
o 2bior $H — G-orbit na zbiorze konturow M 4 algebry A.

Dowdd. Ze Stwierdzenia 3.2.2 wynika, ze zbior L;(A) ideatéw lewostronnych nilpotent-
nych algebry A jest w bijekcji ze zbiorem k-tek podprzestrzeni liniowych
(W1, Wa, ..., Wy), gdzie W; C V,. Rozwazmy odwzorowanie: f : My — Lj(A) za-
dane w nastepujacy sposéb. Dla A € M, i-ty wiersz konturu A jest postaci A® =
{aﬂ Qo ... aik], gdzie a;; € My, (K). Niech W; bedzie, dla 1 < i < k, pod-
przestrzenia V; rozpieta przez wektory znajdujace si¢ w kolejnych wierszach macie-
rzy A®. Niech L bedzie elementem L;(A) odpowiadajacym k-tce (Wy, W, ..., Wy).
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Wowczas ktadziemy f(A) := L. Odwzorowanie f jest surjekcja, poniewaz kazdej k-
tece (Wi, Ws, ..., W) odpowiada pewien kontur A € M, za$, zgodnie ze Stwierdze-
niem 3.2.2, kazdemu elementowi L ;(A) odpowiada pewna k-tka (Wy, W, ..., Wy). La-
two takze widzied, ze jesli A, B € M, to f(A) = f(B) wtedy i tylko wtedy, gdy A, B
sa w tej samej orbicie lewostronnego dzialania $) na M4 (zadanego wzorem analogicz-
nym do (3.1.2)). Orbite te oznaczmy jako $ 4. Zatem jesli rozwazymy odwzorowanie
fi{9Ha| A€ My} — Lj(A) okredlone na zbiorze orbit dziatania $ na M, wzorem
f(9H4) = f(A), to f jest dobrze okreglona bijekcja.

Zatézmy dalej, ze idealy lewostronne nilpotentne L, i Lo sa w tej samej klasie sprze-
zonosci w A. W szczegdlnosei istnieje u € U(A), ze Lyu = Ly. Wiadomo, ze U(A) =
U(A/J(A)) + J(A). Zatem, zgodnie z (3.2.1), mozemy przyjaé, ze:

(Gl (K) 0 0 0 |
GlL,(K) 0 0
U= 0 0 Gly(K) 0 e JA).
0 0 0 ... Gl (K)]

Niech A;, As beda konturami takimi, ze 4, = 771(1/@-), dla i = 1,2. Wowczas
[Ll] = [LQ] w C(A) <~ Elg €N takia ze fjfhg = S/j.Az'

Niech $4 oznacza zbiér konturéw postaci: {h - A-g|h € H,g € &}, dla ustalonego
A € My. Jest to zatem §) — G-orbita konturu A wzgledem (3.2.3). Okredlamy odwzo-
rowanie f : {H48| A € My} — C(J(A)) wzorem: f(H,48) = f(h-A-g). Z tego, co
powiedzielismy wyzej wynika, ze ? jest dobrze okreslong bijekcja.

O

7 Twierdzenia 2.3.11 wynika zatem nastepujacy wniosek.

Whniosek 3.2.9. Zalozimy, Ze algebra A speilnia zalozenia Problemu 3.1.1. Wowczas
potgrupa C(A) jest skoniczona wtedy i tylko wtedy, gdy liczba $— G-orbit na przestrzeni
konturow M 4 algebry A jest skoriczona.

Dalsza cze$¢ naszych rozwazan skoncentrowana bedzie zatem na badaniu zaleznosci
pomiedzy skonczono$cig liczby $ — &-orbit przestrzeni konturéw algebry skonczenie
wymiarowej A, a struktura szkieletu algebry A. W nastepnym rozdziale wprowadzimy
narzedzia niezbedne do opisu tej struktury w jezyku wtasnosci pewnych graféow.

3.3 Graf rozdzielony szkieletu

Definicja 3.3.1. Niech S = (I, f) bedzie szkieletem, jak w Definicji 3.2.3. Rozwazmy
graf niezorientowany I's = (Vs, Es), gdzie Vs = ({1,2,...,t} x {0}) U ({1,2,...,s} x
{1}), za$ Es = {{(3,0), (j, 1)} | (i,4) € I}. Graf ten nazywaé bedziemy grafem roz-
dzielonym szkieletu S. Mowimy, ze e € Es ma wage f(i,7) jesli e = {(4,0), (5, 1)}.
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Elementy v € Vs nalezgce do zbioru {1,2,...,t} x {0} nazywaé bedziemy wierzchot-
kami wierszowymi, za$ elementy nalezgce do zbioru {1,2,...,s} x {1} — wierz-
chotkami kolumnowymsi grafu I's.

Widzimy zatem, ze jesli A jest algebrg spetniajaca zatozenia Problemu 3.1.1, to kontur
rozdzielony szkieletu algebry A jest tym samym co (niezorientowany) graf rozdzielony
I'*(A) = (V*, E®) algebry A (patrz Definicja 1.1.18). Wprowadzimy teraz szereg pojec
pomocniczych zwigzanych ze strukturg szkieletéw, ktére pozwolg nam na wystowienie
twierdzen dotyczacych skonczonosci zbioru $) — G-orbit na zbiorze konturow M 4.

Definicja 3.3.2. Niech S = (I, f) bedzie szkieletem.
o Mowimy, ze S jest szkieletem spéjnym, jesli graf rozdzielony U's jest spojny.

o Cyklem w szkielecie S nazywamy cigg (i1, j1), - - ., (iap, Jop) € I taki, Ze i3 = o,
Jo = J3, U3 = la, ..., Gop_1 = lop, G2p = j1 oraz (it,Ji) # (4141, Jix1) dla wszystkich
[ (indeksy modulo 2p).

e Blok (i,j) € I nazywamy blokiem konicowym jesli jest on jedynym blokiem
w zawierajgeym go wierszu lub w zawierajgcej go kolumnie konturu S.

e Blok (1,7) € I nazywamy grubym, jesli blok ten jest rozmiaréw p X q, przy czym
q = 2. Szkielet, ktorego wszystkie bloki sq grube nazywamy grubym szkieletem.

o DBlok, ktory nie jest gruby nazwiemy blokiem ptaskim. Szkielet, ktorego wszystkie
bloki sq plaskie nazywamy plaskim szkieletem.

o JesliT's = (Vs, Es) jest grafem rozdzielonym szkieletu S = (I, f) to powiemy, Ze
krawedz {(i,0), (j,1)} € Es odpowiadajgca blokowi (i,j) € I jest grubg krawe-
dzia, jesli (i,7) jest grubym blokiem.

Odnotujmy oczywista obserwacje.

Obserwacja 3.3.3. Niech S = (I, f) bedzie szkieletem spdjnym, zas U's niech bedzie
grafem rozdzielonym szkieletu §. Wowczas:

o S jest acykliczny wtedy i tylko wtedy, gdy U's jest acykliczny,

o jesli I's jest acykliczny, to istnieje bijekcja pomiedzy zbiorem spojnych podgrafow
w grafie U's, a zbiorem spéjnych podszkieletow szkieletu S.

Zatbézmy, ze szkielet S ztozony jest z samych grubych blokéw. Wowcezas graf rozdzielony
I's tego szkieletu nazywa¢ bedziemy grafem grubym.

Definicja 3.3.4. Drogq w grafie I' = (V, E) nazywamy zbior W = {ej,ea, ..., e,}
parami roznych krawedzi I' takich, Ze e; jest incydentna z e;, wtedy @ tylko wtedy, gdy
i—jl =1
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Definicja 3.3.5. Niech S bedzie szkieletem, za$ I's = (Vs, Es) — grafem rozdzielonym
szkieletu S. Zatozmy, Ze I's jest grafem spojnym i acyklicznym. Powiemy, zZe wierzcho-
lek v € Vs jest wierzchotkiem weztowym, jesli stopien wierzchotka v (czyli liczba
krawedzi incydentnych z v) wynosi co najmniej 3. Droge (jednoznacznie wyznaczong)
pomiedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami weztowymi grafu I's nazywamy drogg we-
ztowq.

Zdefiniujemy teraz dwie rodziny graféw: F, ,, ., gdzie n,m,q > 0, oraz G,, dla p > 3,
ktére postuza do opisu graféw nie bedacych suma roztaczng graféow Dynkina.

!

. -4
----v—l—A----o—o—o s gdzie n,m,q > 0,
W—/ T}

m

Fm7n7q

Gy e , gdzie p > 3.

Bedziemy stosowaé nastepujaca umowe w notacji. Zatézmy, ze I' .= I's = (Vs, Es)
jest grafem rozdzielonym szkieletu S, przy czym I' jest jednym z grafow F,, ,, , lub G,
oraz ' zawiera doktadnie jeden wierzchotek weztowy. Jesli wierzchotek weztowy grafu
I' nalezy do zbioru Xierzcholkéw wierszowych grafu I', to bedziemy pisa¢, ze graf szkie-
letu § ma posta¢ I'. Jesli natomiast wierzchotek weztowy grafu I' nalezy do zbioru

wierzchotkéw kolumnowych grafu I', to bedziemy pisacé, ze graf szkieletu S ma postaé
1T

Przyktad. Jedli graf rozdzielony szkieletu algebry A ma postaé 175), a wiec jest na
przyktad:

(3,1)
(2,0) (2,1)

(1,0) (1,1)

to zgodnie z definicja 3.3.1 szkielet S4 ma dwa wiersze i trzy kolumny, przy czym
Iy ={(1,1),(2,1),(2,2),(2,3)}, a wiec szkielet ten ma postaé:

Jesli jednak graf rozdzielony algebry A ma postaé |Ds, a wiec jest na przyktad postaci:

79



(3,0)
(2,0) (2,1)

(1,0) (1,1

wowczas odpowiadajacy mu szkielet ma trzy wiersze i dwie kolumny, przy czym [4 =
{(1,1),(1,2),(2,2),(3,2)}, a wigc szkielet ten ma postaé:

Widzimy zatem, ze bedziemy chcieli rozréznia¢ grafy bedace grafami rozdzielonymi
szkieletéw majacych co najmniej trzy bloki w jednym wierszu (i nie majacych trojki
blokéw w zadnej kolumnie) od graféw konturéw majacych co najmniej trzy bloki tylko
w jednej kolumnie (a nie majacych tréjki blokéw w zadnym wierszu). Rozréznienie to
ma istotne znaczenie dla badania skoniczonosci C'(A). Dla przyktadu, jesli A jest algebra
bazowa spetniajaca zatozenia Problemu 3.1.1, to z Twierdzenia 2.3.7 wynika, ze jesli
szkielet A posiada wiecej niz trzy bloki w jednym wierszu, to C'(A) jest nieskonczona.
Natomiast fakt posiadania dowolnej liczby blokow w tej samej kolumnie szkieletu A
nie implikuje w klasie algebr bazowych A tego, ze C'(A) jest nieskonczona.

Definicja 3.3.6. Niech S = (I, f) bedzie szkieletem.

e Powiemy, ze szkielet S jest n-tkq wierszowgq jesli I = {&bj% (19,7)y - (in, J) }-
Innymi stowy, graf rozdzielony szkieletu S jest postaci G,,. Analogicznie definiu-
jemy n-tke kolumnowaq.

e Powiemy, Ze S jest schodkowy jesli I = {(i1,71), (i1, J2), (i2,72), (i2,73),...}
lub I = {(i1, j1), (i2,71), (i2,J2), (i3,J2), -} pray czym i, # i, oraz j, # jg, dla
wszystkich p # q. Innymi stowy, graf rozdzielony szkieletu S jest postaci Ay, dla
pewnego k. Przyktadem takiego szkieletu jest:

o Powiemy, Ze szkielet S jest wierszowo dwuschodkowy jesli graf rozdzielony
tego szkieletu jest postaci: F), ., 0, dla pewnych n,m > 1, tzn. gdy ma on postac
na przyktad:
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Analogicznie okreslamy szkielet kolumnowo dwuschodkowy. Jest to szkielet
o grafie rozdzielonym |F,, 0, dla pewnych n,m > 1.

) Powiemy,i}szkielet S jest wierszowo tréjschodkowy jesli jest to szkielet
o grafie F,, 4, dla pewnych n,m,q > 1. Analogicznie okreslamy szkielet kolum-
nowo tréjschodkowy. Ponizej podajemy przyktad szkieletu o grafie rozdzielo-
nym |Fyaa:

3.4 Twierdzenia zwigzane z Problemem 3.1.1

Definicja 3.4.1. Niech §1, Sy bedq szkieletami. Powiemy, Ze szkielet S zawiera sie
w szkielecie Sy jesli spelnione sq nastepujgce warunki:

(1) T's, = (V4, E1) jest podgrafem grafu I's, = (Va, Es), tzn. gdy istniejq injekcje

¢:Vi—= Vo, b 1 By — By takie, Ze ({(i,0), (,1)}) = {¢(i,0), 6(j, 1) }.

(2) jesli dla e; € Ey oraz es € Ey mamy ¥(e1) = ey, oraz jesli (sq1,t1), (s2,t2) sq
wagami odpowiednio krawedzi ey i es, to s1 < S9,t1 < to.

W takiej sytuacji bedziemy tez mowic, ze graf I's, zawiera sie w grafie I's,.
Jestedmy gotowi do sformutowania gtéwnych rezultatow zwigzanych z Problemem 3.1.1.

Twierdzenie 3.4.2. Niech A bedzie skonczenie wymiarowq algebrg nad ciatem alge-
braicznie domknietym K, spelniajgcq zalozenia Problemu 3.1.1 i majgcq postaé (W1).
Wowczas na przestrzeni konturow M 4 algebry A istnieje skonczenie wiele $ — &-orbit
wtedy @ tylko wtedy szkielet S4 jest acykliczny @ spetnia nastepujgce warunksi:

(i) Sa nie zawiera wierszowej czworksi,
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(ii) Sa nie zawiera grubej kolumnowej czworki,
(7ii) Sa nie zawiera grubego szkieletu wierszowo tréjschodkowego,

() graf rozdzielony szkieletu Sa nie zawiera grubej drogi weztowej (to znaczy: drogi
weztowej o grubych krawedziach,).

Twierdzenie 3.4.3. Niech A bedzie skoriczenie wymiarowq algebrg nad ciatem alge-
braicznie domknictym K, spelniajgcq zatozenia Problemu 3.1.1 i majgcq postaé (W2).
Wowczas na przestrzeni konturow M 4 algebry A istnieje skonczenie wiele $ — &-orbit
wtedy 1 tylko wtedy graf rozdzielony T'°(A) algebry A jest acykliczny oraz jest sumg roz-
tgczng grafow Dynkina. Innymi stowy C(A) jest skonczona wtedy i tylko wtedy, gdy A
jest skonczonego typu reprezentacyjnego.

Warto wyjasnié¢ skad biorg sie warunki (i)-(iv) z tezy Twierdzenia 3.4.2. Zgodnie z Lem-
ma VIL.2.1 w [4], do tego by graf I" byt suma roztaczna graféw Dynkina, wystarcza aby
I' nie zawierat zadnego z wymienionych ponizej tak zwanych graféw Euklidesowych
(nazywanych tez rozszerzonymi grafami Dynkina):

A, n > 2
Dvn n>=4

E

Es

1)

Przyjmuje sie przy tym notacje, wedtug ktérej indeks w grafie Euklidesowym odnosi
sie do liczby wierzchotkéw grafu minus jeden (i tak, na przyklad, graf A, nan+1
wierzchotkéw), podezas gdy indeks w grafie Dynkina odpowiada doktadnie liczbie jego
wierzchotkéw.

Mozna sprawdzi¢, ze acykliczno$¢ grafu I' rownowazna jest temu, ze nie zawiera on grafu
Z;, a brak grubej drogi weztowej rownowazny jest nie zawieraniu grafu D, o grubej dro-
dze weztowej. Okazuje si¢ jednak, ze jesli algebra A spelnia zatozenia Problemu 3.1.1,
a w rozktadzie (1.1.4) ilorazu A/J(A) wystepuja bloki rozmiaréw r; mniejszych niz 6 to
mozliwe jest, zeby graf rozdzielony algebry A zawieral pewne grafy Euklidesowe tak, ze
C(A) bedzie skonczone. Przyktadem jest algebra bazowa podana w Przykladzie 2.3.9,
ktorej graf rozdzielony zawiera Dg. W paragrafie 3.6 przyjrzymy sie tej kwestii doktad-
niej. Pokazemy, na przyk}ai; ze jesli r; > 2, to graf rozdzielony I'*(A) algebry A nie

moze zawiera¢ grafow D,,, Fg, a jesli r; > 3, to ['*(A) nie moze zawieraé takze graféw
—

| Eg oraz Ej. Intuicja jest nastepujaca: im wigksze rozmiary blokow, tym mniej grafow
Euklidesowych moze zawieraé¢ graf rozdzielony algebry.
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3.5 Modyfikacje szkieletéw

W paragrafie tym dowodzimy kilka faktow technicznych, dotyczacych zaleznosci po-
miedzy liczbg orbit na zbiorze konturéw przy pewnych jego modyfikacjach. Wykazemy
takze, ze jesli szkielet S zawiera cykl, to na M istnieje nieskoniczenie wiele ) — G-orbit.
Na zakonczenie dodamy takze pewne uwagi zwigzane z konturami, ktérych wszystkie
bloki sa macierzami 0 — 1-kowymi. Wprowadzamy takze istotne dla dalszej pracy poje-
cie: postaci zredukowanej szkieletu oraz formutujemy Lemat 3.5.11, majacy kluczowe
znaczenie dla dalszych rozwazan.

Zaczniemy od dwoch oczywistych uwag, ktore bedziemy wykorzystywaé wielokrotnie
w dalszej czedci pracy.

Obserwacja 3.5.1. Niech S = (I, f) bedzie szkieletem, zas M niech bedzie podzbio-
rem zbioru Mg zloZonym z konturéw A = (a;;) takich, Ze a;; # 0, dla (i,j) € I.
Wowczas nastepujgce warunki sq réwnowazne:

e istnieje skonczenie wiele  — G-orbit na Mg,
e istnieje skoriczenie wiele $ — G-orbit na M.

Obserwacja 3.5.2. Niech S = (I, f) bedzie szkieletem takim, Ze istniejq podszkielety
Si=(1;, fi), dla 1 <i < q, szkieletu S takie, Ze:

e ;N1; =10, dla dowolnych 1 < i,j < g,

e LULU...UI =1,

o jesli (a,b) € I; oraz (d’,b) € I;, dla pewnych a,d’,b, toi=j,
e jesli (c,d) € I; oraz (c,d') € 1;, dla pewnych ¢,d,d’, toi=j.

Innymi stowy szkielet S rozlozy¢ mozna na sume rozlgezng szkieletow S; takich, zZe
graf rozdzielony szkieletu S jest sumq rozlgczng grafow rozdzielonych szkieletow S;.
Zalézmy, Ze na przestrzen konturéw Mg szkieletu S dziala, zgodnie z (3.2.3), grupa
HX B, zas na przestrzenie konturow Mg, szkieletow S; dzialajq, zgodnie z (3.2.3) grupy
9 X &;. Wowczas nastepujgce warunki sq¢ rownowazne:

e istnieje skonczenie wiele $ — G-orbit na Mg,
o dla kazdego 1 < i < q istnieje skonczenie wiele $; — &;-orbit na Msg,.

Nastepny fakt mowi o zaleznosci pomiedzy liczbg orbit na konturach pochodzacych od
szkieletow zawartych w danym szkielecie S, od liczby orbit na konturach pochodzacych
od samego S.

Lemat 3.5.3. Zalozimy, ze szkielet Sy = (11, f1) zawiera sie w szkielecie So = (Ia, fo).
Rozwazmy zbiory konturéw Mg, oraz Mg, i dzialajgce na nich, zgodnie z (3.2.3),
odpowiednio, grupy $ X & oraz $' x &'. Wowczas jesli istnieje skoriczenie wiele ' — &'~
orbit na Mg,, to istnieje skoriczenie wiele ) — &-orbit na Mg, .
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Dowdd lematu poprzedzimy nastepujaca obserwacja.

Obserwacja 3.5.4. Niech s,t € Mxm(K) bedg macierzami o nastepujacej postaci
blokowe;j:
s 0 0
s = , 1= ,
0 0 0 0

gdzie 8,1 € Myysmr, dla pewnych 1 <n' <n, 1 <m' < m. Wowczas jesli

s = gth, (3.5.1)

dla pewnych g € Gl,(K), h € Gl,,(K), to istniejg takie ¢ € Gl,,(K) oraz ' € Gl (K),
ze
s =gthn.

Dowdd. Zatézmy, ze macierze g, h maja nastepujace postaci blokowe:

g1 92 hy hz]
g [93 94] [hg hy

gdzie g1 € My (K), h1 € My s (K). Wowcezas zgodnie z (3.5.1) zachodzi réwnosé:

g1 92| |8 O] |[h1 ha| |g18’hi gis’ha| |t 0
g3 g1) |0 O] [hs ha]  |gas’hi g3s’ha] |0 0]

Zatem zachodzi réwnos¢ gi1s’hy = t/, co oznacza, ze:

r(s") =r(s) =r(t) =r(t') =r(gis'hy) = r(g1s") = r(s'h), (3.5.2)

gdzie r(x) oznacza rzad macierzy z. Rozwazmy dwa przypadki.

Zalézmy, ze m' > n'. Niech Gy, 5" € M,/ (K) beda macierzami majacymi nastepu-
jaca postac¢ blokowa:
g1 O , s
' lo 0] ’ l 0 ]

Woéwezas 7z réwnosci (3.5.2) wynika, ze:
r(8") = r(G1S") = r(S'h). (3.5.3)

Macierze G5’ oraz S’ mozemy traktowaC jako macierze pewnych przeksztalcen
K™ — K™ w bazie standardowej. Jest jasne, ze ker(G1S5") D ker(S’). Wobec réwnogci
(3.5.3) dostajemy zatem ker(G1S’) = ker(S’). Ze Stwierdzenia 1.2.18 oraz z nastepu-
jacego po nim komentarza wynika, ze G1S" oraz S’ sa w tej samej L-klasie monoidu
multyplikatywnego M, . (K), a zatem maja identyczne postaci (schodkowe) wier-
szowe zredukowane. Skoro zarowno (1.5, jak i S’ maja jedynie pierwsze n' wierszy
niezerowych, to istnieja macierze e, f € Gl (K), ze:

eqis’ 0| e 0 .S 0 , | fS
l 0 0] - lo z'dm/_nl G5 = lo zdm,_nlls _l 0o |
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Stad (e7'f)s’ = g¢1s’. Analogicznie, korzystajac z réwnosci (3.5.3), pokazujemy ze
Im(S") = Im(S'hy), a zatem elementy S” oraz S’h; sa w tej samej R-klasie monoidu
M, «ms (K) 1 maja identyczne postaci (schodkowe) kolumnowe zredukowane. Dostajemy
w ten sposéb réwnosé s'u = s'hy, dla pewnego u € Gl (K). Stad:

t'=gi1shy = (e f)s'hy = (e ' f)s'u,
co daje teze pierwszym przypadku.

Jedli m' < n/, wowezas zauwazmy, ze (g15'hi)T = hisTgl, gdzie a7 jest macie-
rzg transponowang do macierzy x. Wéwczas rozmiar macierzy h? jest nie wickszy
od rozmiaru macierzy g7, zatem korzystajac z pierwszego przypadku widzimy, ze
t" = (g15'h)" = vsTw, dla pewnych v € Gl (K), w € Gl (K). Zatem ¢ = w”s'u”.

Konczy to dowoéd w drugim przypadku. O]

DowOD LEMATU 3.5.3. Zalézmy, ze na zbiorze Mg, jest nieskonczenie wiele $) — &-
orbit. Niech

H=Gl;,(K)x...xGl,(K), &=aGl (K)x...xGl,(K).

Zauwazmy, ze liczba $)' — &’-orbit na Mg, nie zalezy od kolejnosci wierszy i kolumn
szkieletu Sy, tak wiec mozemy zatozy¢, ze

9 = Gl 40 (K) x ... x Gl 19(K) x 9", & =Gl (K) x ... x Gl 1 (K) x &",

gdzie 77, 87 > 0. Niech kontury {A;}{2; beda reprezentantami parami réznych $) — &-
orbit na Mg, przy czym A; = (aij) oraz aéj jest macierzg rozmiaru s; X r;. Rozwazmy
nastepujacy zbior {B;}°, konturéw w Msg,, gdzie B, = (béj) zadany jest przez:

aj; 0 - . -
0 0 € Mists)x(ry+ry) - 0ile i <1,j < s oraz (1,7) € I

0 , W przeciwnym przypadku.

[

)

Z zalozenia o skonczonosci zbioru £’ — &’-orbit na Mg, wynika, ze dla pewnych [y, [
istniejg takie b’ € ' oraz ¢’ € &', ze b/ - By, - ¢’ = By,. Niech b/ = (b}, hl,... . h},...),
g = (91,99 - -), gdzie hj € Gy, (K) oraz g; € Gl 1, (K). Zgodnie z Obser-
wacja 3.5.4 wiemy, ze dla 1 < i <t oraz 1 < j < s istnieja takie macierze h; € Gl;, (K)
oraz g; € Gl (K), ze jedli b = (h1, ho, ..., hy) oraz g = (g1, 92,-..,9s), to h- Ay -g = Aj,.
To jednak stoi w sprzecznosci z zatozeniem, ze {A;}7°, sa reprezentantami parami roz-
nych $ — &-orbit na Mg, . Zatem uzyskaliSmy sprzecznosé¢ z zatozeniem, ze na zbiorze
M, jest nieskonczenie wiele $) — B-orbit. O

Kolejny fakt ma zasadnicze znaczenie dla dalszych rozwazan.

Stwierdzenie 3.5.5. Niech S bedzie szkieletem, zas Mg — przestrzeniq konturéow szkie-
letu S, na ktorq dzialajg grupy $,®, zgodnie z (3.2.3). Wowczas jesli S zawiera cykl,
to na Mg jest nieskonczenie wiele $) — &-orbit.

85



Dowdd. Zauwazmy, ze jesli szkielet S ma cykl, to w szczegdlnoscei S zawiera pewien cykl
S’ o wszystkich blokach rozmiaru 1 x 1. Zbiér konturéw Mg szkieletu S’ ztozony jest
zatem z pewnych macierzy rozmiaru r x s, dla r, s > 0. Na zbioér ten dzialaja, zgodnie
z (3.2.3) grupy macierzy diagonalnych $)’ = D, (K) oraz &' = D,(K). Z Lematu 3.5.3
wynika, ze do wykazania tezy wystarczy stwierdzi¢, ze zbiér D,.(K) — D4(K)-orbit na
M jest nieskoniczony.

Zatézmy, ze S' = (I', f'). Dla kazdego (i,j) € I’ istnieje kontur A;; € Mg = M, s(K)
taki, w ktérym jedyny niezerowy element, réwny 1, znajduje sie w i-tym wierszu
i j-tej kolumnie. Wezmy dowolny (p, q) € I'. Dla kazdego niezerowego v € K rozwazmy

element:
Ay = 1A + Z Aij.-
() #(ig)el’
Zalézmy, ze istniejg takie h € H' oraz g € &', ze h- A, - g = A,,, dla pewnych
niezerowych v1,v, € K. Niech ey, es,...,e, beda diagonalnymi idempotentami rzedu

1 w M, (K), za$ fi,..., fs niech beda diagonalnymi idempotentami rzedu 1 w M,(K).
Wowczas dostajemy:

A’Yz = Z beiA'Ylfjg'

1<i<r,1<5<s

Skoro he; = e;bh oraz gf; = f;9, dla kazdego ¢, j, dostajemy:

Ap = Y (ehe) A, (fiaf;)-
1<i<r1<i<s
Przestrzen M, »s(K) jest suma prosta przestrzeni e; M,y s(K)f;, zatem jesli
h = (hi,ha, ..., h) € D(K), g=(g1,99,---,9s) € Ds(K), to dostajemy uktad réwnan:

(3.5.4)

{1 :higja dla (ivj)#(pvq%(i?j)E[/’
Y2 = hp'Ylgq'

Skoro &’ jest cyklem, to wynika stad tatwo, ze v; = 7. Istotnie, zal6zmy, ze zbiér I’
sktada sie z par (i1, j1), .., (i2m, Jom) € I. Skoro &' jest cyklem, to na mocy drugiego
punktu Definicji 3.3.2 zachodza nastepujace réwnosci:

Z'1 = i?a j2 = j37 Z"3 = i47 SRR Z-277171 = 7;2m> j2m = jla (355)

przy czym (ig, j1) # (141, Ji+1) dla wszystkich [ (indeksy modulo 2m). Co wiecej, mo-
zemy zalozy¢, ze iy = p,j; = q. Z pierwszego réwnania w (3.5.4) oraz z warunkéw
P =11 = 19, Jom = J1 = q Wynika zatem, ze:

hpgj2 = hisgjs =...=ham-192m-1 = thgq =1 (356)

Skoro j, = js, to g;, = ¢j,, a wiec na mocy (3.5.6) dostajemy h, = h,,. Podobnie,
skoro i3 = 14, to h;; = h;,. Korzystajac w analogiczny sposob z kolejnych warunkéw
podanych w (3.5.5) oraz z kolejnych réwnosci wymienionych w (3.5.6) pokazujemy, ze
h, = h;,, dla dowolnego 1 < I < 2m. Zatem h,g, = 1. Drugi warunek w (3.5.4) moéwi
jednak, ze hyg, = Yoyt Zatem v = vo. Wynika stad, ze jedli v # s, to A, LA,
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naleza do réznych D, (K)— D,(K)-orbit. Skoro ciato K jest nieskoniczone, to oznacza, ze

na Mg jest nieskonczenie wiele D,.(K) — D4(K)-orbit, a zatem dowdd jest zakonczony.
0

W kolejnych paragrafach dowodzi¢ bedziemy wielokrotnie, ze dziatanie grupy £ x &,
zgodnie z (3.2.3), na przestrzeni konturéw Mg pewnego szkieletu S ma skonczenie wie-
le orbit. Jednym z warunkéw wystarczajacych do tego, by liczba orbit byta skonczona
jest zaobserwowanie, ze w $) — B-orbicie kazdego konturu A € Mg znajduje sie kontur
A, ktérego kazdy blok jest macierzg 0 — 1-kowa czyli taka, ze kazdy jej wyraz réwny
jest 0 lub 1. Nie jest jasne czy jest to warunek konieczny. Z tego powodu konieczne
jest przeformutowanie rezultatéw udowodnionych na poczatku tego paragrafu, na przy-
padek konturow 0 — 1-kowych. Dowody, ktore pomijamy, sa prostymi modyfikacjami
przeprowadzonych wyze;j.

Obserwacja 3.5.6. Niech S = (I, f) bedzie szkieletem, zas§ MY niech bedzie podzbio-
rem zbioru Mg zlozonym z konturéw A = (a;;) takich, ze a;; # 0, dla (i,j) € 1.
Wowczas nastepujace warunki sg rownowazne:

o w$H — &-orbicie kazdego konturu A € Mg znajduje sie kontur 0 — 1-kowy,
o w§ — G-orbicie kazdego konturu A € MY znajduje si¢ kontur 0 — 1-kowy.

Obserwacja 3.5.7. Niech S = (I, f) bedzie szkieletem takim, Ze istniejq podszkielety
Si=(1;, fi), dla 1 <i<q, szkieletu S takie, Ze:

o ;NI; =10, dla dowolnych 1 <i,j < g,

« LULU..UI,=1I

e jesli (a,b) € I; oraz (a',b) € 1;, dla pewnych a,a’,b, toi = j,
o jesli (c,d) € I; oraz (c,d') € I;, dla pewnych ¢, d,d', toi=j.

Zalozmy, Ze na przestrzen konturéw Mg szkieletu S dziala, zgodnie z (3.2.3), grupa
HXB, zas na przestrzenie konturow Mg, szkieletow S; dzialajq, zgodnie z (3.2.3) grupy
9 X &;. Wowczas nastepujgce warunki s¢ rownowazne:

e w$H — &-orbicie dowolnego konturu A € Mg znajduje sie kontur 0 — 1-kowy,

o dla kazdego 1 < i < q, w $H; — B;-orbicie dowolnego konturu A € Mg, znajduje
sie kontur O — 1-kowy.

Lemat 3.5.8. Zalozmy, ze szkielet Sy = (11, f1) zawiera si¢ w szkielecie So = (Ia, fo).
Rozwazmy zbiory konturéw Mg, oraz Mg, i dzialajgce na nich, zgodnie z (3.2.3),
odpowiednio, grupy $ X & oraz $ x &'. Wowczas jesli w $H' — &' -orbicie dowolnego
konturu A" € Mg, istnieje kontur 0 — 1-kowy, to w $ — &-orbicie dowolnego konturu
A € Mg, znajduge sie kontur 0 — 1-kowy.

Przechodzimy teraz do definicji kluczowej dla dowodu Twierdzenia 3.4.2.
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Definicja 3.5.9. Niech S = (I, f) bedzie szkieletem takim, Ze jesli (i,7) € I, to wyso-
kosé tego bloku rowna jest sumie szeroko$ci wszystkich blokow znajdujgcych sie w i-tym
wierszu §. Powiemy wowczas, ze szkielet S posiada postaé zredukowang.

Rozwazmy nastepujgcy podzbior I' zbioru 1 :
I":={(i,j) € I f(i,j) = (a,b) , gdzie a > 2}.

Jesli I' = 0 to powiemy, Ze postaé zredukowana szkieletu S jest trywialna. Jesli I' # 0,
wowczas rozwazamy szkielet (I', f'), przy czym jesli f(i,j) = (a,b), to f'(i,j) =
(a — 1,b), dla kazdego (i,j) € I' C I. Szkielet (I', f') oznaczaé bedziemy przez S”
i nazywac bedziemy nietrywialng postacig zredukowanq szkieletu S. Jesli I' jest zbiorem
niepustym, wowczas przestrzeniq konturéw zredukowanych szkieletu S nazywa-
my przestrzen konturow Mgr.

Z Definicji 3.2.7 wynika, ze szkielet kazdej algebry spetniajacej zatozenia Problemu 3.1.1
posiada posta¢ zredukowana. Moze byé¢ ona w pewnych przypadkach trywialna. Za-
uwazmy, ze jesli szkielet S ma postaé zredukowana, to wiersz kazdego konturu A € Mg
mozna traktowa¢ jako macierz kwadratowa, zgodnie z Definicjg 3.2.5. Odnotujmy
wreszcie nastepujaca uwage, ktora bedzie wielokrotnie wykorzystywana w dowodach
wykorzystujacych pojecie postaci zredukowanej szkieletu.

Obserwacja 3.5.10. Niech S bedzie szkieletem majgcym postac zredukowang. Jesli
szkielet 8" powstaje przez usuniecie pewnych wierszy szkieletu S, wowczas S réwniez
posiada postac zredukowang.

Sformutujemy teraz fakt kluczowy dla dalszych rozwazan.

Lemat 3.5.11. Zalozmy, ze szkielet S posiada postaé zredukowang. Jesli jest to postaé
trywialna, wowczas w $ — G-orbicie kazdego konturu zawartego w Mg znajduje sie
kontur 0 — 1-kowy. Jesli istnieje szkielet zredukowany S" szkieletu S oraz jesli ', &'
dzialajg zgodnie z (3.2.3) na przestrzen konturéw zredukowanych Ms:, wowczas naste-
pujgce warunki sg rownowazne:

(i) w $H — &-orbicie dowolnego konturu A € Mg znajduje si¢ kontur 0 — 1-kowy,
(i) w $ — & -orbicie dowolnego konturu A" € Mg- znajduje si¢ kontur 0 — 1-kowy.

Dowdd. Zalézmy najpierw, ze postac¢ zredukowana S jest trywialna. Zatem w kaz-
dym wierszu & znajduje si¢ doktadnie jeden blok rozmiarow 1 x 1. Jest wiec jasne, ze
w §) — G-orbicie kazdego konturu nalezacego do Mg znajduje sie kontur 0 — 1-kowy.

Przyjmijmy dalej, ze szkielet S posiada nietrywialng postaé¢ zredukowana S”. Zgodnie
z Definicja 3.5.9, szkielet 8" jest zawarty w szkielecie S. Stad implikacja (i) = (ii)
wynika natychmiast z Lematu 3.5.8.

Implikacje (ii) = (i) dowodzimy przez indukcje wzgledem liczby r wierszy szkieletu
S. Niech r = 1. Wezmy kontur A € Mg. Skoro szkielet S ma postaé¢ zredukowang
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S7, to jedyny wiersz konturu A mozna traktowaé jako macierz kwadratowa rozmiaru
n > 1. Wystarczy zatem wykazaé, ze w Gl,(K) — &-orbicie konturu A znajduje sie
kontur 0 — 1-kowy. Jesli rzad A jest réwny n, wowczas istnieje takie h € Gl,(K), ze hA
(zdefiniowane zgodnie z (3.2.3) jako h - A - id) jest macierza identycznosci i dowod jest
zakonczony. Jesli natomiast rzad A jest mniejszy od n, woéwczas istnieje b’ € Gl,,(K),
ze macierz h' A ma ostatni wiersz zerowy. Jedli przez A’ oznaczymy macierz rozmia-
réow (n — 1) X n powstajaca z pierwszych n — 1 wierszy h'A, wowczas A" € Mg,
a zatem zgodnie z (ii) istnieja takie h” € Gl,_1(K) oraz g € &, ze h”" A’ - g jest macierza

h//
0 ﬂ € Gl,,(K) widzimy, ze h"'h' A - g jest

macierza 0 — 1-kowa, co konczy dowdéd w przypadku r = 1.

0 — 1-kowg. Zatem biorac macierz h" = [

Zatézmy, ze teza indukcji jest prawdziwa dla kazdego szkieletu o liczbie wierszy mniej-
szej niz r. Wezmy szkielet S o wierszach SM, ..., S . Niech A € Mg bedzie kontu-
rem o wierszach AW, ... A" gdzie AD € Mg, vo, (K) jest macierza kwadratowa, dla
1 < i < r, zgodnie z zatozeniem, ze S posiada posta¢ zredukowang. Skoro postaé ta
jest nietrywialna, to mozemy zaktada¢ dodatkowo, ze a; > 1, dla pewnego 1 <17 < r.
Rozwazmy dwa przypadki:

e Rzad macierzy A® jest mniejszy od a;, dla kazdego 1 < i < 7.

Jesli a; = 1, dla pewnego i, wéwczas macierz A® € My, (K) jest zerowa. Na-
tomiast kontur A \ A® ma szkielet postaci S\ 8% o ¢t — 1 wierszach. Zgodnie
z Obserwacja 3.5.10 szkielet S\ S® posiada postaé zredukowang. Teza wynika
zatem tatwo z zalozenia indukcyjnego zastosowanego do A\ A®.

Zatozmy wiec, ze a; > 1, dla kazdego 1 < ¢ < r. Istnieje zatem takie
h = (h1,...,h,) € 9, ze hy AD jest macierzg, ktoérej ostatni wiersz jest zero-
wy. Niech 4D € M(,, _1)xa, bedzie macierza powstajaca z hiA® przez usunigcie
ostatniego, zerowego wiersza. Wowczas kontur A’ ztozony z wierszy A, dla
1 <@ < r, nalezy do przestrzeni konturéw zredukowanych Mg szkieletu S. Na
mocy (ii) istnieja zatem takie b’ = (h},...,h.) € ' oraz g’ € & ze h/ - A - ¢
R, 0

0 1
oraz okredlajac b = (h{hy,...,h"h,) € $ widzimy, ze b - A - g jest konturem

jest konturem 0 — 1-kowym. Biorac zatem h! = € Gl,(K),dlal<i<r,

0 — 1-kowym. Otrzymalismy zatem teze indukcji w tym szczegdlnym przypadku.

e Istnieje 1 < i < 7, ze macierz A® jest odwracalna.

Mozemy przyjaé, ze AD =: g € Gl,, (K) jest odwracalna. Na mocy zalozenia
indukcyjnego mozemy takze przyja¢, ze wiersze A® sa, dla ¢ > 1, macierzami
0— 1-kowymi. Istotnie, kontur A\ A" ma szkielet o t — 1 wierszach, ktéry zgodnie
z Obserwacja 3.5.10 posiada postaé¢ zredukowang. Jesli zatem wiersze A® sg,
dla ¢ > 1, macierzami 0 — 1-kowymi, to ktadziemy b = (g7, ida,, idy,, - - -, id,,)
i dostajemy, ze kontur b - A jest 0 — 1-kowy. Zatem takze w tym przypadku
wykazalidmy teze indukecyjna.

[]
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3.6 Geometryczne wtasnosci przestrzeni konturéw.
Dowd6d Twierdzenia 3.4.3.

Gloéwnym celem tego paragrafu bedzie dowdéd Twierdzenia 3.4.3. Przedstawione argu-
menty pozwolg takze na dowdd jednej z implikacji Twierdzenia 3.4.2. Geometryczne
wlasnosci”, ktére bedziemy rozwazaé zwiazane sa z interpretacja dziatania (3.2.3) jako
dziatania grupy algebraicznej na rozmaitosci (patrz [47], 21.4.1), a wiec w kontekscie
geometrii algebraicznej. Chodzi o wykorzystanie nastepujacej obserwacji wiazacej wy-
miar grupy algebraicznej G dziatajacej na rozmaitosci X (patrz [47], 14.1) z liczba or-
bit tego dziatania. Jest to podstawowy rezultat teorii grup algebraicznych, wynikajacy
z faktu, ze wymiar kazdej z orbit Gz elementéow z € X jest nie wiekszy niz wymiar
grupy G (patrz [47], 21.4.3). Wystepuje on niekiedy takze w rozwazaniach z teorii
reprezentacji (patrz na przyktad [7], strona 1).

Obserwacja 3.6.1. Zalozmy, ze grupa algebraiczna G dziata na rozmaitosé X. Wow-
czas jesli dzialanie to ma skonczenie wiele orbit, to dim(G) > dim(X).

Niech S = (I, f) bedzie szkieletem, za§ Mg — przestrzenia konturéw szkieletu S nad
cialem K. Zauwazmy, ze

MS - @ MSZ‘XT'J' (K)7
(4,9)el
gdzie f(7,7) = (s;,7;). Na mocy [37], §8.8, M ma strukture rozmaitosci algebraicznej
wymiaru

dim(Ms) = Y siry.

(i,9)el
Co wigcej, rozumujac identycznie do [37], §8.8 widzimy, ze przy dzialaniu grupy $ x &
na Mg zgodnie z (3.2.3) zbior K C § x & zlozony z elementéw postaci:
K={(a-id,,,...,a-ids,,a ' id,,...,a""id, ) |a € K*}

dziata trywialnie na elementy rozmaitosci M. Co wiecej K ma strukture grupy alge-
braicznej izomorficznej z K* tak, ze mozemy rozwazaé dziatanie (£ x &)/K na M.
W szczegblnosci M jest (9 x )/ K*-modutem. Co wiecej, (£ x &)/ K" jest zbiorem
algebraicznym wymiaru:

dim((H x 8)/K*) = > s+ > ri—1
ix(irj)el j:(ig)el
Stad, na mocy Obserwacji 3.6.1, uzyskujemy nastepujacy wniosek.
Whniosek 3.6.2. Jesli S = (1, f) jest szkieletem, zgodnie z Definicjg 3.2.3, za$ Ms —
przestrzeniq konturow nad S, wowczas jesli zachodzi nierownosé
dim(Mg) > dim(($ x &)/ K*),
czyli rownowaznie, jesli:
AdS):= > si+ >, 1= > sir;<0. (3.6.1)
w:(1,5)€l j:(i,5)el (i,9)el

to zbior $ — B-orbit na Mg jest nieskoriczony.
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Idea dowodu Twierdzenia 3.4.3 jest nastepujaca. Wykazemy, ze jesli szkielet acykliczny
S ma bloki szerokosci nie mniejszej niz 6 oraz graf I's tego szkieletu nie jest suma roz-
taczna graféw Dynkina, to S zawiera pewien szkielet S, dla ktérego d(S') = 0. A wiec
zgodnie z Lematem 3.5.3 liczba $) — &-orbit na S jest nieskonczona. Szkielet S’ bedzie
naleze¢ do jednej z rodzin szkieletéw, ktére wskazemy wprost w Stwierdzeniach 3.6.4
oraz 3.6.5. Aby wskaza¢ te rodziny odwotujemy sie do pewnych znanych wynikow kom-
binatorycznych.

W paragrafie 1.1.3 podaliSmy definicje catkowitej formy kwadratowej zmiennych
T1,%2,...,T, oraz pojecie formy kwadratowej gr kotczanu T', patrz (1.1.6). Jesli
I" jest skonczony, spéjny i acykliczny wowczas, zgodnie z Lemma VII.4.1 w [4], defini-
cja qr zalezy jedynie od grafu I' powstajacego z kolczanu I' po zaniedbaniu orientacji.
W [37], §8.8 definiuje si¢ forme kwadratowa takze dla grafu niezorientowanego, zgod-
nie ze wzorem (1.1.6), zakladajac oczywiscie, ze graf ten jest skonczony i acykliczny.
Badanie zaleznosci pomiedzy kolczanami, a ich formami kwadratowymi stanowi wazny
aspekt kombinatoryczny teorii reprezentacji algebr (patrz [42], a takze [4] VIIL. 3-4).
Dla nas istotny jest nastepujacy rezultat.

Stwierdzenie 3.6.3 (Proposition VII.4.5, [4]). Jesli graf niezorientowany T" jest skoti-
czony, spogny i acykliczny, to:

o [ jest grafem Dynkina wtedy 1 tylko wtedy, gdy qr jest dodatnio okreslona,

o [ jest grafem Fuklidesowym wtedy i tylko wtedy, gdy qr jest dodatnio pélokreslona,
ale nie jest dodatnio okreslona,

o [' nie jest ani grafem Dynkina ani grafem Euklidesowym wtedy i tylko wtedy, gdy
qr jest nieokreslona.

W jezyku form kwadratowych liczba d(S), wystepujaca w (3.6.1), jest ewaluacja catko-
witej formy kwadratowej ¢rg grafu rozdzielonego I's szkieletu S, na wektorze
T =[S1,...,8,71,...,7s], gdzie s;, ; sa takie, jak w Definicji 3.2.3. Wniosek 3.6.2 mowi
zatem, ze jeSli znajdziemy szkielet S taki, ze d(S) < 0, woéwczas zbiér § — &-orbit na
M s jest nieskonczony. W zwiazku ze Stwierdzeniem 3.6.3 widzimy, ze warto przyjrze¢
sie doktadniej strukturze szkieletow S, ktérych grafy rozdzielone sa Fuklidesowe oraz
takich, ze rozmiary ich blokéw spelniaja warunek d(S) = 0.

Stwierdzenie 3.6.4. Niech S = (I, f) bedzie szkieletem, zas Mg — przestrzenig kon-
turow o szkielecie S (nad cialem nieskoriczonym K). Niech $ x & dziala na Mg,
traktowanym jako rozmaito$c algebraiczna, przy czym zachodzi jedna z nastepujgcych
sze$ciu mozliwoscu:

(a) 9 = Gly(K),& = (K*)* oraz S zlozony jest z blokéw rozmiaréw 2 x 1 postaci:

(b) 9 = (GlL(K))?, & = (K*)? x Gly(K) x (K*)? oraz S ztozony jest z czterech blokéw
rozmiaru 2 X 1 oraz dwoch blokéw rozmiaru 2 X 2 postaci:
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(c) H = (K*)? x GL(K), 8 = GIy(K) x (K*)? oraz S zlozony jest z dwéch blokéw
rozmiary 2 X 1, dwoch blokéw rozmiaru 1 X 2 oraz jednego bloku rozmiaru 2 x 2
postaci:

(d) H = (K*)? x Gl3(K), & = Glz(K)? oraz S zlozony jest z trzech blokéw rozmiaru
3 x 1 oraz trzech blokéw rozmiaru 1 X 2 postaci:

[ 1]

(6) = Glg(K) X G14(K) X GlQ(K), 6 =K"x G13(K) X G].Q(K) X Glg(K) x K* oraz S
ztozony jest z dwoch blokéw rozmiaru 2 X 1, dwdch blokow rozmiaru 3 X 2, dwoch
blokow rozmiaru 4 x 3 oraz jednego bloku rozmiaru 4 X 2 postaci:

(f) ﬁ = GIQ(K) X G14(K) X GlG(K) X GIQ(K), S = K* % G13(K) X G15(K) X Glg(K) X
Gly(K) oraz S ztozony jest z osmiu blokéw o rozmiarach odpowiednio: 2x 1, 2 x 3,
4x3,4%xb5,6x5,6x3,6x4 oraz?2 X4 postaci:
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Wowczas w kazdym z przypadkéw (a) — (f) zachodzi réwnosé d(S) = 0. Analogicznie
w przypadkach (a') — (f') powstajacych z (a) — (f) przez symetrie, to znaczy przez
rozwazanie szkieletow S = (I', f'), gdzie I' = {(j,1) | (4,4) € I, f'(j,i) == f(i,7)},
oraz dziatania $)' — &' -orbit na Mg, gdzie $' := & oraz &' = . Zatem dzialanie
H— na Mg ma w kazdym z tych przypadkow nieskonczenie wiele orbit. Analogicznie
w przypadku dziatania $H' — & na Mg.

Dowdd jest elementarnym rachunkiem, zatem mozemy go pominaé¢. Bezposrednio
z Wniosku 3.6.2 wynika tez nastepujaca uwaga, bedaca uogélnieniem punktéw (b)
i (c) powyzszego stwierdzenia.

Stwierdzenie 3.6.5. Niech § bedzie szkieletem acyklicznym jednego z nastepujgcych
typow:

(1)

Tr

LTr—1
T2
z1
gdzie x1,. .., x, to bloki rozmiaréw 2x 2 tworzqce kontur schodkowy S’, a pozostate
cztery bloki sq rozmiarow 2 X 1,
(i)
Lr—1| Tr
x1 | x2
gdzie x1, ..., x, to bloki rozmiaréw 2 x 2 tworzqce kontur schodkowy S', zas po-

zostate cztery bloki sq rozmiarow 1 X 2,

(iii)

Tr

Lr—1

1 2
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gdzie x1, . .., x, to bloki rozmiaréw 2x 2 tworzgce kontur schodkowy S’, a pozostatle
pary blokow sq odpowiednio rozmiarow 2 X 1 oraz 1 X 2.

Wowczas istnieje nieskoriczenie wiele $ — &-orbit na przestrzeni konturow M.

Wskazane w powyzszych stwierdzeniach rodziny szkieletéw pozwalaja ocenia¢ kiedy
dziatanie (3.2.3) ma skonczenie wiele orbit. Jesli szkielet S zawiera jeden ze szkieletow
wskazanych wyzej, wowczas liczba $ — G-orbit na Mg jest nieskonczona. Czy mozna
wskazaé¢ wiecej szkieletow acyklicznych dajacych taki warunek konieczny? O komplet-
noéci powyzszej listy $wiadczy argumentacja podana wezesniej. Grafy rozdzielone szkie-
letow wymienionych w dwoch powyzszych stwierdzeniach sg grafami Euklidesowymi,
a zgodnie ze Stwierdzeniem 3.6.3 tylko graf Euklidesowy moze by¢ grafem rozdzielonym
szkieletu S takiego, ze d(S) = 0. Dla kazdego grafu Euklidesowego rozwazy¢ mozna
jego forme kwadratowa i znalez¢ minimum tej formy. W ten sposob uzyskujemy przy-
ktady podane wyzej.

Jesli A jest algebra spetniajacg zalozenia Problemu 3.1.1 oraz jesli r; > 0 sg rozmiarami
macierzy wystepujacych w rozkladzie (1.1.4) ilorazu A/J(A), to z powyzszych dwoch
stwierdzen wyptywa nastepujacy wniosek.

Whniosek 3.6.6. Zalozmy, ze A spetnia zaloZenia Problemu 3.1.1 oraz C(A) jest skon-
czona. Wowczas

—

(a) jeslir; > 2, dla kazdego i, to graf I'*(A) nie zawiera grafow A,, D, Fe,

—

(b) jesli r; > 3, dla kazdego i, to graf I*(A) nie zawiera graféw A,, Dy, Eg, Fr,

(c) jesli r; > 4, dla kazdego i, to graf T5(A) nie zawiera graféw A,, Dy, Fg, Er,

—

(d) jeslir; > 5, dla kazdego i, to graf I'*(A) nie zawiera grafow A, D,, Fe, Er, Es,
(e) jeslir; > 6, dla kazdego i, to graf I'*(A) nie zawiera graféw A, D,, Fs, E, Ex.

Dowdd. 7 zaltozenia, ze C(A) jest skoficzona oraz z Wniosku 3.2.9 wynika, ze liczba
$H— & orbit na przestrzeni M 4 konturéw algebry A jest skonczona. Na mocy Stwierdze-
nia 3.5.5 widzimy zatem, ze szkielet S, algebry A jest acykliczny. Réwnowaznie, graf
rozdzielony I'*(A) algebry A jest acykliczny, a wiec nie zawiera grafu A,. Dowodzimy
teraz kolejne punkty wniosku.

Zatézmy, ze A spelnia warunek r; > 2. Zgodnie z Definicja 3.2.7 wiemy, ze jesli w i-tym
wierszu szkieletu S znajduje sie ¢; blokéw to a; > 2¢;. Rozmiar kazdego bloku (i, )
szkieletu S4 réwny jest zatem p x ¢, gdzie p > 2q; oraz q > 2. Zatdézmy dalej, ze liczba
$) — & orbit na przestrzeni M 4 jest skoniczona oraz, ze I'*(A) zawiera ZA);, dla pewnego
n. Oznacza to, ze graf rozdzielony I's, szkieletu S algebry A zawiera 5;, dla pewnego
n 2= 4.
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Niech n = 4. Wowezas Dy = Gy, a zatem graf I's, zawiera wierzchotek incydentny
z czterema krawedziami. W szczegolnosci szkielet Sy zawiera wierszowa czworke lub
kolumnowa czworke. Zgodnie z uwagami poczynionymi na poczatku dowodu kazdy
blok wierszowej czworki zawartej w S, ma rozmiary nie mniejsze niz 8 x 2, zas kazdy
blok kolumnowej czworki zawartej w S4 ma rozmiary nie mniejsze niz 1 x 2. Widzimy
zatem, ze jesli I's, zawiera lA)Z, to Sy zawiera jeden ze szkieletéw wymienionych w punk-
tach (a), (a’) Stwierdzenia 3.6.4. Na mocy Lematu 3.5.3 dostajemy zatem sprzecznos$é
z zatozeniem, ze liczba $) — & orbit na przestrzeni M 4 jest skonczona.

Niech n > 4. Skoro graf rozdzielony I's, szkieletu S4 algebry A zawiera D, to I'g Y
zawiera przynajmniej dwa wierzchotki weztowe. Co wiecej, wierzchotki te potaczone sg
grubg droga weztowa. Istotnie, graf D,, zawiera dwa rozne wierzcholki, z ktorych kazdy
incydentny jest z trzema krawedziami. Co wiecej, wierzchotki te sg potaczone droga
w D,,. Skoro kazdy blok S4 jest gruby, to droga ta jest gruba.

Istnieja zatem takie bloki z1, xo, x3, Y1, Y2, Y3, Oraz 21, 29, ..., 2n_4 Szkieletu Sy, ze:
(1) x1, 29, x5 leza w tym samym wierszu lub w tej samej kolumnie szkieletu Sa,
(2) y1,Y2,y3 leza w tym samym wierszu lub w tej samej kolumnie szkieletu Sa,

(3) bloki ;,y; nie leza w tym samym wierszu, ani w tej samej kolumnie szkieletu S4,
oile (z,7) # (1,1),

(4) bloki z1, 29, ..., 2,—4 tworza kontur schodkowy,

(5) 21 =21,y1 = Zn—s,

(6) kazdy z blokéw x;, y;, z; ma rozmiary nie mniejsze niz 2 x 2.
Wynika stad, ze I's, zawiera jeden ze szkieletéw (i)-(iii) opisanych w Stwierdzeniu 3.6.5.
Istotnie, kazdy szkielet spetniajacy warunki (1)-(6) jest postaci 8" = (I, f'), gdzie
S = (I, f) jest szkieletem postaci (i)-(iii) opisanym w Stwierdzeniu 3.6.5. Co wiecej,

skoro szkielety postaci (i)-(iii) zawieraja jedynie bloki rozmiaréw nie wiekszych niz
2 x 2, kazdy szkielet postaci S’ zawiera szkielet postaci S.

Na mocy Lematu 3.5.3 oraz ze Stwierdzenia 3.6.5 wynika zatem, ze liczba $ — &-orbit
na M, jest nieskonczona. Jest to sprzecznos¢ z zalozeniem przyjetym na poczatku
dowodu. Wykazaliémy zatem, ze I'*(A) nie zawiera grafu D,,.

=
Pokazemy teraz, ze I'*(A) nie zawiera takze Eg. Zalézmy przeciwnie. Wowczas graf

rozdzielony I's, posiada podgraf postaci:

(4,0)
(3,0 (3:1)
(2,0) (2,1)

(1,0) (1,1
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Szkielet S, zawiera zatem wiersz, w ktérym znajduja sie przynajmniej 3 bloki z, v, 2,
odpowiadajace odpowiednio krawedziom {(1,0),(1,1)},{(1,0),(2,1)},{(1,0),(3,1)}
powyzszego grafu, rozmiaréw nie mniejszych niz 6 x 2 (poniewaz ¢; > 3, dla tego
wiersza) takie, ze w kolumnach Sy zawierajacych z,y, z znajduja sie odpowiednio blo-
ki 2’ # x, ¢y # vy, 2 # z, odpowiadajace krawedziom {(2,0),(1,1)}, {(3,0),(2,1)},
{(4,0), (3,1)} powyzszego grafu, rozmiaréw nie mniejszych niz 2 x 2. Szkielet Sy za-
wiera zatem szkielet wierszowo tréjschodkowy S = (I’ f') zlozony z trzech blokéw
rozmiaréw 6 x 2 oraz trzech blokéw rozmiaréw 2 x 2 postaci:

|

Jest jasne, ze 8’ zawiera natomiast szkielet opisany w punkcie (d) Stwierdzenia 3.6.4.

Zatem sam szkielet Sy zawiera szkielet (d). Na mocy Stwierdzenia 3.6.4 oraz Lema-

tu 3.5.3 liczba $) — G-orbit na M, jest zatem nieskonczona, co przeczy zatozeniu
—

przyjetemu na poczatku dowodu. Zatem graf I'$(A) nie zawiera Eg. Dowod punktu (a)
jest zakonczony.

Zatézmy dalej, ze r; > 3. Z punktu (a) wynika, ze graf I'*(A) nie zawiera graféw
— —

;17“ bvn, EV'G. Pozostaje zatem pokazaé, ze ['*(A) nie zawiera takze graféw lE’G oraz E}
Zgodnie z Definicja 3.2.7 wiemy, ze jesli w ¢-tym wierszu szkieletu S4 znajduje sie ¢;
blokéw, wowczas a; > 3¢;. Rozmiar kazdego bloku (i, j) szkieletu S4 réowny jest zatem
p X q, gdzie p > 3q; oraz q > 3. Zalézmy, wbrew tezie punktu (b), ze I'*(A) zawiera
lﬁﬁ. Graf rozdzielony I's, szkieletu S4 zawiera zatem graf postaci:

(CRY)
(3,0) (3,1)
(2,0) (2,1)
(1,0) (1,1)
Szkielet S5 zawiera zatem kolumne, w ktorej znajdujg sie przynajmniej 3 bloki z, vy, 2,
odpowiadajace odpowiednio krawedziom {(1,0), (1,1)},{(2,0), (1,1)},{(3,0), (1,1)} po-
wyzszego grafu, rozmiaréw nie mniejszych niz 9 x 3 (poniewaz ¢; > 3, dla tego wiersza)
takie, ze w wierszach S zawierajacych x,y, z znajduja sie odpowiednio bloki ' # =z,
Yy # vy, 2 # z, odpowiadajace krawedziom {(1,0), (2,1)}, {(2,0),(3,1)}, {(4,0),(4,1)}
powyzszego grafu, rozmiarOéw nie mniejszych niz 9 x 3. Zatem szkielet S, zawiera
szkielet opisany w punkcie (d’) Stwierdzenia 3.6.4. W szczeg6lnosci, na mocy Stwier-

dzenia 3.6.4 oraz Lematu 3.5.3, liczba $) — &-orbit na M 4 jest nieskonczona, co przeczy
zalozeniu przyjetemu na poczatku dowodu. Zatem graf I'*( A) nie zawiera | FEg.
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=
Podobnie wykazujemy, ze I'*( A) nie zawiera takze grafu E;. Gdyby bylo inaczej, wéw-

czas graf rozdzielony I's, zawieratby graf postaci:

(5,1)
(4,1)
(3,0) (3,1)
(2,0) (2,1)
(1,0) (1,1)

Podobnie jak wyzej pokazalibysmy zatem, ze Sy zawiera szkielet opisany w punkcie
(e) Stwierdzenia 3.6.4. W szczegblnosci, na mocy Stwierdzenia 3.6.4 oraz Lematu 3.5.3,
liczba $—&-orbit na M 4 bytaby nieskonczona, co] przeczytoby zatozeniu przyjetemu na

poczatku dowodu. Zatem graf I'*(A) nie zawiera E; i dowdd punktu (b) jest zakoriczony.

Punkty (c)-(e) dowodzi sie¢ analogicznie. Aby wykaza¢ punkt (c) wystarczy, na mocy
punktéw (a), (b) pokazaé, ze graf rozdzielony I'* (A) nie zawiera | E;. Podobnie jak wyzej
pokazujemy, ze jesli algebra A spetnia r; > 4 oraz I'*(A) zawiera LE, wowczas szkielet
Sa algebry A zawiera¢ musi szkielet wymieniony w punkcie (e’) Stwierdzenia 3.6.4. Na
mocy Lematu 3.5.3 przeczy to jednak zalozeniu o skonczonosci zbioru $ — -orbit na
M. Aby W}gazaé punkt (d) wystarczy, na mocy punktéw (a)-(c) pokazaé, ze ['*(A)
nie zawiera Fg. Jedli jednak r; > 5 oraz jedli ['*(A) zawiera | E7, wowczas szkielet
Sy algebry A zawiera¢ musi szkielet wymieniony w punkcie (f) Stwierdzenia 3.6.4 co
prowadzi do sprzecznosci z zalozeniem o skonczono$ci zbioru ) — &-orbit na My.
Wreszcie, aby wykazaé¢ punkt (e) wystarczy, na mocy punktéw (a)-(d) pokazaé, ze graf
rozdzielony I'*( A) nie zawiera | Es. Skoro jednak mozemy przyjac, ze r; > 6, to gdyby
I'*(A) zawieral | Es, wowczas szkielet Sy zawieralby szkielet wymieniony w punkcie
(f”) Stwierdzenia 3.6.4, co prowadzitoby, podobnie jak w poprzednich przypadkach, do
sprzecznosci z zatozeniem o skonczonodci zbioru ) — &-orbit na M 4.

]

DowOD TWIERDZENIA 3.4.3. Zalézmy, ze graf rozdzielony I'*(A) algebry A jest acy-
kliczny i jest suma roztaczna graféw Dynkina. Zatem na mocy Stwierdzenia 3.1.2 wie-
my, ze C'(A) jest skonczona. Zgodnie z Wnioskiem 3.2.9 widzimy takze, ze jesli Sa jest
szkieletem algebry A oraz M 4 — przestrzenig konturéw algebry A, to liczba $ — &-orbit
na M, jest skonczona.

Zatozmy teraz, ze liczba $)—®-orbit na M 4 jest skoniczona. Na mocy Stwierdzenia 3.5.5
szkielet S4 algebry A nie zawiera cyklu. Zatem graf rozdzielony I'*(A) algebry A jest
acykliczny. 7 zalozenia o algebrze A wiemy tez, ze stale r; wystepujace w rozktadzie
A/J(A) sa niemniejsze od 6. A zatem na mocy Wniosku 3.6.6 graf rozdzielony I'*(A)
algebry A nie moze mie¢ spojnego podgrafu bedacego jednym z grafow Euklidesowych.
Zatem na mocy Lemma VII.2.1 w [4], graf ['*(A) jest suma roztaczng graféw Dynkina.

O
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Na mocy Twierdzenia 2.3.1 wiadomo, ze jesli A jest skonczonego typu reprezentacyj-
nego, to potgrupa C'(A) jest skoniczona. Zgodnie za$ z Twierdzeniem 2.3.3, skonczenie
wymiarowa algebra A nad ciatem algebraicznie domknietym jest skonczonego typu re-
prezentacyjnego wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego n > 1, potgrupa C(M,(A)) jest
skonczona. Twierdzenie 3.4.3 pokazuje, ze zachodzi nastepujaca zaleznosc:

Whniosek 3.6.7. Niech A bedzie skonczenie wymiarowq algebrg nad ciatem algebra-
icznie domknietym K oraz takg, ze J(A)? = 0. Wéwczas A jest skonczonego typu
reprezentacyjnego wtedy i tylko wtedy, gdy potgrupa C(Mg(A)) jest skonczona.

Dowad. Jesli A jest skonczonego typu reprezentacyjnego, to C'(Mg(A)) jest skoniczona,
na mocy Twierdzenia 2.3.3. Jesli za$ potgrupa C'(Mg(A)) jest skonczona, to zgod-
nie ze Stwierdzeniem 2.3.4 algebra Mg(A) jest rozdzielna. Co wiecej, jest jasne, ze
J(Mg(A))? = Mg(J(A))? = 0 (patrz [24], strona 57) oraz, ze algebra Mg(A) spet-
nia warunek (W2). Zatem Mg(A) jest skoficzonego typu reprezentacyjnego, na mocy
Twierdzenia 3.4.3. Wynika stad, ze takze A jest skonczonego typu, poniewaz algebry A
i Mg(A) maja réwnowazne kategorie skonczenie wymiarowych modutéw lewostronnych
(patrz [4], 1.6.11). O

Zakonczywszy dowod Twierdzenia 3.4.3 warto poczyni¢ komentarz dotyczacy zwiaz-
ku rozwazanych przez nas obiektéw ze znanymi konstrukcjami z teorii reprezentacji.
Wielokrotnie wspomniano juz o zwigzku problemu skoniczonosci C(A) z problemem
skonczonego typu reprezentacyjnego algebry A. Przeformulowanie problemu skonczo-
nosci C'(A) do problemu skonczonosci liczby $ — &-orbit dziatania (3.2.3) okazuje si¢
stanowi¢ pewna analogie dla przeformutowania zagadnienia skonczonego typu repre-
zentacyjnego do problemu badania orbit dziatan grup algebraicznych. Odpowiedniosé
ta zostata sformutowana w Stwierdzeniu 1.1.22. Na czym polega ta analogia?

Przyjmijmy, ze A jest algebra spelniajaca warunki Problemu 3.1.1 oraz niech dy =
(r1,...,7r%), gdzie r; sa stalymi wystepujacymi w rozktadzie (1.1.4) algebry polprostej
A/J(A). W paragrafie 1.1.3 méwiliémy o przestrzeni liniowej repk(I',d) i o orbitach
dziatania grup liniowych na tej przestrzeni, patrz (1.1.7). Niech I'y = (V, F) bedzie
kolczanem algebry A. Zgodnie ze Stwierdzeniem 1.1.22, jesli chcemy by algebra A mia-
ta skoniczony typ, to liczba &4, —orbit przy dzialaniu (1.1.8) na repk(I'4, d4) musi by¢
skonczona. Rozwazmy szkielet S = (I, f) taki, ze I = E, za$ f(i,7) = (r;,r;). Wowczas
przestrzen konturéw Mg szkieletu S utozsamia¢ mozna, na mocy (1.1.7), ze zbiorem
rep (L4, d4). Zatem mozemy méwié o dziataniu grupy &4, — &9, na repg(La,dy),
zgodnie z (3.2.3).

Zauwazmy, ze dziatanie &4, — & na Ms = repk(I'a,d4) ma skofczenie wiele or-
bit wtedy i tylko wtedy, gdy dzialanie &4, — &5 na szkielet S’ = (I, f), gdzie
I'={(i,7)| (j,i) € I} zadane zgodnie z (3.2.3) ma skonczenie wiele orbit. Nietrudno
natomiast widzieé¢, ze jesli szkielet S algebry A ma postaé (14, fa), to Iy = I', za$
fa(i,j) = (a;,rj) oraz f'(i,j) = (15, r;). W szczegdlnosci szkielety S oraz Sy réznia sie
jedynie wysoko$cig wierszy oraz S’ jest zawarty w Sa.
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Jest jasne, ze kazde dwa elementy repk(I'4, d4) nalezace do pewnej &4, —orbity przy
dziataniu (1.1.8) nalezy takze do tej samej B4, — & -orbity repk(I'a,d4) przy dzia-
taniu (3.2.3). Zatem jesli dziatanie &4, — B9 na repk(L'4, d4) ma nieskoriczenie wiele
orbit, to liczba &4, — &Y -orbit na Mg jest nieskoniczona, a zatem na mocy Lema-
tu 3.5.3 takze liczba $) — &-orbit na M 4, gdzie §, & sa takie, jak w Definicji 3.2.6, jest
nieskoriczona. Zatem na mocy Wniosku 3.2.9 pétgrupa C'(A) jest nieskonczona.

Przypomnijmy, ze jesli A jest algebra z 1 nad ciatem K, to rozwaza¢ mozna dziatanie
U(A) x U(A) na grupe addytywna algebry A zadane wzorem: (u;,us)(a) = wjausy*,
dla uj,uy € U(A),a € A. Orbity tego dzialania nazywamy, za [35], U(A)-orbitami
algebry A. Przyjmijmy, ze A spelnia zatozenia Problemu 3.1.1. Nietrudno widzie¢, ze
zbiér B4, — &y orbit na repk (I'a, d4) jest w bijekeji ze zbiorem U(A)-orbit elementéw
J(A) algebry A. Innymi stowy, zgodnie z Lemma 1 w [35], zbiér &4, — &5 orbit na
repk (I, da) jest w bijekcji ze zbiorem nilpotentnych ideatéw lewostronnych gtéwnych
algebry A. A zatem na mocy Proposition 9 z [35], zbiér 4, —®] orbit na repk (I's, da)
przy dziataniu (3.2.3) jest skonczony wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér U(A)-orbit na A
jest skonczony.

Drugi wniosek ze Stwierdzen 3.6.4 i 3.6.5 to jedna z implikacji T'wierdzenia 3.4.2.

Whniosek 3.6.8. Niech A bedzie algebrqg spetniajocqg zatoZenia Twierdzenia 3.4.2 oraz
takq, ze istnieje skonczenie wiele $ — G-orbit na M. Wowczas szkielet Sa algebry A
jest acykliczny oraz:

(i) Sa nie zawiera wierszowej czworksi,

(ii) Sa nie zawiera grubej kolumnowej czworki,
(1ii) Sa nie zawiera grubego szkieletu wierszowo tréjschodkowego,
(iv) graf rozdzielony szkieletu Sa nie zawiera grubej drogi weztowey.

Dowdd. Fakt, ze Sy jest acykliczny wynika natychmiast ze Stwierdzenia 3.5.5. Wyka-
zemy, ze dla rozwazanej klasy algebr ponizsze warunki sg nastepstwami zaprzeczenia
warunkom (i)-(iv), odpowiednio:

(") szkielet Sy zawiera szkielet (a) wymieniony w Stwierdzeniu 3.6.4,

(ii") szkielet S4 zawiera szkielet (a’) wymieniony w Stwierdzeniu 3.6.4,

(iii") szkielet Sy zawiera szkielet (d) wymieniony w Stwierdzeniu 3.6.4,
(iv’) szkielet Sy zawiera jeden ze szkieletéw (i)-(iil) wymienionych w Stwierdzeniu 3.6.5.

Zgodnie z Lematem 3.5.3 jesli spelniony zostanie dowolny z warunkéw (i’)-(iv’), to
zbior $ — G-orbit na M4 bedzie nieskonczony na mocy Stwierdzen 3.6.4, oraz 3.6.5.
Uzyskamy zatem sprzecznosé z zatozeniem wniosku i dowdd bedzie zakonczony.
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Zat6zmy, ze algebra A nie spelnia warunku (i), a zatem, ze szkielet Sy zawiera wier-
szowa czworke w swoim i-tym wierszu. Zgodnie z Definicja 3.2.7 wiadomo, ze skoro
w i-tym wierszu S4 znajduja sie cztery bloki, to a; > 4. Zatem i-ty wiersz szkieletu Sy
zawiera szkielet postaci (a) wymieniony w Stwierdzeniu 3.6.4. Zachodzi zatem (1’).

Zat6zmy, ze nie jest spelniony warunek (ii), a zatem, ze szkielet Sy zawiera w [-tej ko-
lumnie gruba kolumnowa czworke ztozong z blokow 1, xo, x3, x4 nalezacych do wierszy
o indeksach odpowiednio 7y, ..., %4. Skoro bloki x; s grube, to zgodnie z Definicjg 3.2.7
widzimy, ze maja one rozmiary odpowiednio a;; X ¢, gdzie ¢ > 2. A zatem w [-te]
kolumnie szkieletu Sy zawarty jest szkielet (a’) wymieniony w Stwierdzeniu 3.6.4. Za-
chodzi zatem (ii’).

Przyjmijmy, ze algebra A nie spelia warunku (iii), a zatem, ze szkielet Sy zawiera
gruby szkielet wierszowo trojschodkowy. Mozemy przyjac¢ bez straty ogélnosci, ze kaz-
dy blok szkieletu A jest gruby. Na mocy definicji szkieletu wierszowo trOJschodkowego
graf rozdzielony I's, algebry A zawiera, jako podgraf graf postaci Fn m.q, dla pewnych

m,m,q > 1. W szczegélnosci I's, zawiera graf F1 11 = E6 Skoro jednak kazdy blok
szkieletu Sy jest gruby to zgodnie z dowodem punktu (a) Wniosku 3.6.6 widzimy, ze
szkielet Sy zawiera szkielet (d) wymieniony w Stwierdzeniu 3.6.4. Zatem (iii’) jest na-
stepstwem zaprzeczenia warunku (iii).

Na koniec, zalézmy, ze A nie spelnia warunku (iv), a wiec graf rozdzielony szkieletu
Sa zawiera gruba droge weztowa. Woéwcezas, analogicznie jak w dowodzie punktu (a)
Whiosku 3.6.6 widzimy, ze szkielet Sy zawiera jeden ze szkieletow (i)-(iii) wymienionych
w Stwierdzeniu 3.6.5. Stad zaprzeczenie warunku (iv) pociaga za sobg (iv’). Dowdd jest
zatem zakonczony. O

Naszym dalszym celem bedzie zatem dowdd drugiej implikacji Twierdzenia 3.4.2. Temu
poswiecony bedzie nastepny rozdziat pracy.
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Rozdziat 4

Algebry o blokach rozmiaréw nie
wiekszych niz 2

Celem tego rozdziatu jest dowoéd Twierdzenia 3.4.2. Jedna z implikacji stanowiacych
teze tego rezultatu zostata udowodniona w paragrafie 3.6. W paragrafie 4.1 rozwazamy
przypadek szczegdlny konturéw o blokach szerokosci rownej 2. Pokazujemy najpierw,
ze teze mozna w tym przypadku sprowadzi¢ do dowodu technicznych Lematow 4.1.2
oraz 4.1.3. Nastepnie, po dos¢ zmudnych rachunkach, uzyskujemy te rezultaty. W pa-
ragrafie 4.2 przechodzimy do dowodu ogoélnego przypadku. Wprowadzamy najpierw
szereg poje¢ pomocniczych, aby sformutowaé¢ w ich jezyku zagadnienie réwnowazne
z brakujaca implikacja Twierdzenia 3.4.2. Nastepnie przedstawiamy kombinatorycz-
ne rozumowanie redukujace uzyskane w ten sposob zagadnienie do kilku nietrudnych
lematéw pomocniczych. W ostatniej czesci pokazujemy, ze lematy te mozna z kolei
sprowadzi¢ do rezultatéw uzyskanych w paragrafie 4.1. W ten sposob zamykamy do-
wod Twierdzenia 3.4.2.

4.1 Specjalny przypadek Twierdzenia 3.4.2 dla blo-
kéw szerokosci 2.

Celem naszych dalszych rozwazan jest pokazanie, ze jesli dana jest algebra A spekia-
jaca zatozenia Problemu 3.1.1 oraz warunek (W1), to jesli szkielet Sy jest acykliczny
i speliajacy warunki (i)-(iv) Twierdzenia 3.4.2, to liczba $) — &-orbit na M, jest
skonczona. W tym paragrafie pokazemy, ze fakt ten jest prawdziwy w przypadku tych
algebr A, w ktorych iloraz A/J(A) jest izomorficzny z suma prosta algebr macierzy
My (K). Sa to doktadnie te algebry A, spelniajace zatozenia Twierdzenia 3.4.2, dla
ktorych wszystkie bloki szkieletu S4 sa grube. Rezultat ten jest nastepujacy.

Stwierdzenie 4.1.1. Niech A bedzie algebrqg spetniajocq zatozenia Problemu 3.1.1 oraz
takg, ze
AJJ(A) ~ My(K) ® Ma(K) @ ... & My(K).
k

Zatozmy, ze szkielet Sy algebry A jest acykliczny oraz:
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(i) Sa nie zawiera wierszowej czworksi,

(ii) Sa nie zawiera grubej kolumnowej czworki,

(iii) Sa nie zawiera grubego szkieletu wierszowo tréjschodkowego,

(iv) graf rozdzielony szkieletu Sa nie zawiera grubej drogi weztowej.
Niech A bedzie dowolnym konturem o szkielecie Sy. Wowczas w $) — &-orbicie konturu
A znajduge sie kontur 0 — 1-kowy.
4.1.1 Dwa lematy
Dowdd Stwierdzenia 4.1.1 wyprowadzimy z nastepujacych dwoch lematow.

Lemat 4.1.2. Rozwazmy szkielet wierszowo dwuschodkowy S bedgcy sumq roztgczng:
wiersza ztozonego z blokow x,y, z o rozmiarach 5 X2 oraz dwoch szkieletow schodkowych
S1, 8 o blokach rozmiaréw 3 X 2, a konicami ktorych sq odpowiednio bloki x1,x, oraz
21, Zm, dla pewnych n,m. Grafem rozdzielonym tego szkieletu jest m Szkielet S ma
na przyktad postac:

€1

21

Zm

Zaldzimy, ze grupa $ X & dziala na Mg zgodnie z (3.2.3). Wowczas w $ — B-orbicie
dowolnego konturu A € Ms znajduje sie kontur 0 — 1-kowy A € Ms.

Lemat 4.1.3. Rozwazmy nastepujgcy szkielet ztoZony z szesciu blokéw a;, b; rozmiarow
3x2, dlai=1,23.

ay b1
a2 bg (0)

o] [%]

Niech § bedzie szkieletem kolumnowo tréjschodkowym powstajgcym przez dodanie do

szkieletu postaci (0) trzech szkieletow schodkowych Sy, Sa, Ss, przy czym szkielet S; zlo-
zZony jest z blokéw b; s rozmiaréw 3 X 2, gdzie 1 < s < s;, dla pewnych s; > 0. Grafem
rozdzielonym S jest wiec | Fy, 5, s,. Szkielet S ma na przyklad postac:
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aq b1
a2 b2
os] (b
bl,l b1,2
b2,1 b2,2
b3,1 b3,2
b1,
b2,

Zalozimy, ze grupa $ x & dziala na Mg zgodnie z (3.2.3). Wowczas w $ — B-orbicie
dowolnego konturu A € Ms znajduje si¢ kontur 0 — 1-kowy A € Ms.

Dowody powyzszych faktéw wymagaé beda od nas pewnych dodatkowych definicji
i do$¢ zmudnych rachunkéw, dlatego poprzedzimy je dowodem Stwierdzenia 4.1.1.

DOwWOD STWIERDZENIA 4.1.1. Zauwazmy, ze jesli szkielet Sy jest spojny i acykliczny
oraz spetnia warunki (i)-(iv), wéwcezas Sa jest jednym ze szkieletow typu:

(a) schodkowego
(b) wierszowo lub kolumnowo dwuschodkowego
(¢) kolumnowo tréjschodkowego.

Istotnie, niech I's, bedzie grafem rozdzielonym szkieletu S4. Jest on, zgodnie z Obser-
wacja 3.3.3, réwniez spojny i acykliczny. Na mocy (i), (ii) wiemy, ze zaden wierzchotek
I's, nie jest incydentny z wigcej niz trzema krawedziami. Istotnie, gdyby pewien wierz-
chotek wierszowy (a wiec postaci (z,0), patrz Definicja 3.2.7) byl incydentny z co
najmniej czterema krawedziami grafu I's,, wowczas szkielet Sy zawieratby czwoérke
wierszowa, co przeczy (i). Gdyby natomiast pewien wierzchotek kolumnowy byt incy-
dentny z co najmniej czterema krawedziami grafu I's,, wowczas szkielet S4 zawieraltby
czworke kolumnowa. Na mocy zalozenia o algebrze A wiemy, ze kazdy blok S4 jest
gruby (poniewaz A/J(A) jest suma prosta algebr postaci M(K)). Zatem czwérka ko-
lumnowa zawarta w S4 bytaby gruba czwérka kolumnowa, co przeczy (ii).

Zgodnie z (iv) wiemy, ze co najwyzej jeden wierzcholek grafu I's, moze by¢ incydentny
z doktadnie trzema jego krawedziami. Innymi stowy, graf I's, zawiera co najwyzej jeden
wierzchotek weztowy. Istotnie, gdyby I's, zawieral dwa wierzchotki weztowe, wowczas
ze spojnosci ['s, wynikaloby, ze wierzcholki te taczy pewna droga w I's,. Skoro jednak
kazdy blok S4 jest gruby, to wskazana droga bytaby gruba droga wezlowa w I's,, co
przeczytoby (iv).

WykazaliSmy zatem, ze I's, zawiera co najwyzej jeden wierzchotek weztowy. Co wiecej,
pokazalismy, ze jesli wierzchotek taki istnieje, to jest on incydentny z doktadnie trzema
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krawedziami. Na mocy zatozen o spojnosci i acyklicznosci I's, widzimy zatem, ze graf
ten musi by¢ postaci A, dla pewnego s > 0 (gdy nie zawiera on wierzchotka wezto-
wego) lub w jednej z postaci m, 1 Fy g, dla pewnych n,m,q > 0 (gdy zawiera on
doktadnie jeden Wierzc}%wgzlowy). Na mocy (iii) wiemy jednak, ze I's, nie moze
zawiera¢ grafu postaci F), ;,, 4, dla n,m,q > 0. Zatem I's, jest w jednej z postaci: Aj,
dla s > 0; Fm, dla n,m > 0; lub |F, ,, 4, dla pewnych n,m,q > 0. Innymi stowy I's
jest albo szkieletem typu schodkowego, albo typu dwuschodkowego (wierszowego lub
kolumnowego) albo typu kolumnowo tréjschodkowego.

Zatozmy, ze Sa jest typu schodkowego. Z Definicji 3.2.7 wynika, ze bloki S4 sa,
w zalezno$ci od ich liczby w danym wierszu, rozmiaréw 2 x 2 lub 4 x 2. Zatem zgodnie
z Definicja 3.5.9 szkielet zredukowany S’ szkieletu Sy algebry A jest szkieletem typu
schodkowego i bloki tego szkieletu maja rozmiary 1 x 2 lub 3 x 2. W szczegdlnosci
S’y zawarty jest w pewnym szkielecie wierszowo dwuschodkowym S opisanym w Le-
macie 4.1.2. Zalozmy, ze zgodnie z 3.2.3 na przestrzen konturow Mg dzialaja grupy
', &' za$ na przestrzen konturow Mg dziataja grupy $”, 8”. Na mocy Lematu 4.1.2
wiemy, ze w ) — &"-orbicie kazdego konturu A” € Mg znajduje sie kontur 0 — 1-kowy.
Zatem z Lematu 3.5.8 wynika, ze w $)' —®'-orbicie kazdego konturu A" € M, znajduje
sie kontur 0 — 1-kowy. Wobec tego na mocy Lematu 3.5.11 widzimy, ze w §) — &-orbicie
kazdego konturu A € S, znajduje si¢ kontur 0 — 1-kowy.

Analogicznie, korzystajac z Lematu 4.1.2 widzimy, ze jesli Sa jest typu wierszowo
dwuschodkowego, to w $) — &-orbicie kazdego konturu A4 € Mg, znajduje si¢ kon-
tur 0 — 1-kowy. Korzystajac z Lematu 4.1.3 widzimy natomiast, ze analogiczna teza
zachodzi wtedy, gdy S4 jest typu kolumnowo trojschodkowego. Co wiecej, dla kazde-
go szkieletu kolumnowo dwuschodkowego Sy istnieje algebra A’ spelniajaca zalozenia
dowodzonego przez nas stwierdzenia taka, ze Sy jest kolumnowo trojschodkowy oraz
Sy jest zawarty w Sar. Skoro teza dowodzonego stwierdzenia zachodzi w przypadku,
gdy szkielet algebry A jest kolumnowo tréjschodkowy, to na mocy Lematu 3.5.8 teza
zachodzi takze w przypadku, gdy szkielet algebry A jest typu kolumnowo dwuschodko-
wego. Zatem jesli szkielet Sy algebry A jest postaci (b) lub (¢) to w orbicie dowolnego
konturu A nalezacego do M, znajduje si¢ kontur 0 — 1-kowy.

Wykazalismy zatem, ze jesli szkielet Sy jest spojny i acykliczny, to w $ — &-orbicie
kazdego konturu A € Mg istnieje kontur 0 — 1-kowy. Zatem teza catego stwierdzenia
wynika z Obserwacji 3.5.7. O

Przejdziemy teraz do dowodéw poszczegdlnych lematéw. Na poczatku przypomnimy
znana definicje.

Definicja 4.1.4. Niech z € M, x,n(K). Powiemy, Ze macierz x jest quasi-permutacyjna
gesli w kazdym wierszu i w kazdej kolumnie x znajduje sie co najwyzej jeden element
niezerowy i (o ile istnieje to) jest on réowny 1. Kontur A o szkielecie S nazwiemy kon-
turem quasi-permutacyjnym jesl kazdy jest blok jest macierzq quasi-permutacying.
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4.1.2 Dowdd Lematu 4.1.2

Zaczniemy od dowodu Lematu 4.1.2. W tym celu potrzebne bedzie wprowadzenie kil-
ku nowych definicji i udowodnienie faktéw pomocniczych dotyczacych orbit konturéow
o szkieletach, ktorych grafy rozdzielone sa grafami Dynkina typu A, oraz D,. Idea
dowodu jest nastepujaca. Postepujemy w trzech krokach. Najpierw rozwazamy pod-
szkielet S szkieletu S i pokazujemy, ze w orbicie kazdego konturu A o szkielecie S;
znajduje sie kontur 0 — 1-kowy A’ majacy w miejscu bloku z; pewng ,swobode”. Na-
stepnie, korzystajac z tej ,swobody” dotaczamy do A’ kolejne trzy bloki z, ¥, z i znajdu-
jemy, w orbicie tak uzyskanego konturu A”, kontur 0 — 1-kowy A", majacy ,swobode”
w miejscu bloku 2. Wreszcie, do A" dolaczamy kontur o szkielecie Sy i pokazujemy, ze
zalozone ,swobody” pozwalaja na doprowadzenie go do postaci 0 — 1-kowej A, zgodnie
z teza Lematu.

Przypomnijmy oznaczenia, ktore bedziemy wykorzystywa¢ w dalszym ciagu tego pa-
ragrafu. Niech A bedzie spéjnym i acyklicznym konturem o s wierszach i ¢t kolum-
nach. Przyjmujemy, ze $ jest iloczynem grup liniowych H; x Hy X ... x H, gdzie
Hy, ~ Gl; (K), dla pewnych i > 1 oraz przyjmujemy, ze & = G X Gy X ... X Gy, przy
czym G; ~ Gl; (K), dla pewnych j; > 1. Na konturze A zadane jest lewostronne dzia-
lanie grupy $ oraz prawostronne dzialanie grupy &, zgodnie z (3.2.3), a wiec takie, ze
jesli b € $ jest postaci (hq,...,hs), g € & jest postaci (g1,...,q) oraz x € M;, «;,(K)
jest blokiem znajdujacym sie w k-tym wierszu i [-tej kolumnie konturu A, to obraz
A po zadzialaniu nan z lewej strony elementem b oraz z prawej strony elementem g,
oznaczany przez - A-g, ma w k-tym wierszu oraz w [-tej kolumnie blok postaci hyzg;.
Jesli h = (hq,...,hs) € $ to macierz hy, nazywamy k-ta wspoétrzedng elementu b, dla
1 < k < s. Analogicznie okreslamy wspétrzedne elementu g € &.

Definicja 4.1.5. Zatozmy, Ze A jest spojnym 1 acyklicznym konturem oraz x jego
blokiem takim, ze A zawiera tylko jeden blok x' # x w tej samej kolumnie co x oraz
takim, ze A nie zawiera blokéw x” # x w tym samym wierszu co x. Takq sytuacje
przedstawiamy graficznie w postaci:

________________

A - . ........ Lot @

ﬁiech x € Myxk(K). Powiemy, Ze kontur A ma swobode typu B (odpowiednio typu
D) w bloku x jesli:

(1) Kazdy z blokéw A jest macierzq 0 — 1-kowg.

(2) Istnieje permutacja o € 2, taka, ze dla kazdej macierzy a € B,,(K) (odpowiednio
dla kazdej macierzy a € Dy (K) ) istniejg b € $,9 € & takie, Ze b dziala na wier-
szu zawierajgeym blok x jako identycznosé (to znaczy: jesli h = (hq, ..., h) € 9,
oraz jesli x jest w j-tym wierszu konturu A, to h; = id) oraz jesli rozwazy-

1

my kontur A,-1., otrzymany z A przez zastgpienie x przez o aox, to kontur

b Ay-14s - g jest 0 — 1-kowy.
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Méwimy wéwczas, Ze lewostronne dziatanie grupy o 'B,, (K)o (odpowiednio
o' D (K) o) na blok konturu A mozna zrekompensowaé dziataniem $) — &.

Dualnie definiujemy swobode typu Bl (odpowiednio typu D]) w bloku x dla spéjnego
i acyklicznego konturu A', takiego, ze w tym samym wierszu A', w ktérym znajduje sie
blok =, znajduje sie tylko jeden blok x' # x oraz takiego, Ze w kolumnie zawierajgcej
blok x nie ma bloku x" # x.

________________

A - : ......... : ®

Stwierdzenie 4.1.6. Przyjmijmy, Ze spojny z_) acykliczny kontur A jest postaci (C)
z Definicji 4.1.5 oraz, ze A ma swobode typu B w bloku x. Zaloimy, ze kazdy blok
konturu A jest macierzq quasi-permutacyjng. Rozpatrujemy kontur acykliczny A’ be-
dgcy sumq roztgezng konturu A i pojedynczego bloku y, znajdujgcego sie w tym samym
wierszu co blok x.

OE

Wéwcezas w wierszu A’ zawierajgcym blok y nie ma Zadnego bloku y' # x,y, za$
w kolumnie A’ zawierajgcej blok y mie ma Zadnego bloku y" # y. Co wiecej, jesli
Yy € Mpx(K), to H — & -orbita konturu A', gdzie & = Gl (K) x &, zawiera kon-
tur A o blokach quasi-permutacyjnych taki, ze w miejscu bloku y kontur A ma swobode
typu B].

Przed dowodem tego stwierdzenia wykazemy, ze wynika z niego pierwszy z trzech,
zapowiedzianych na drodze do dowodu Lematu 4.1.2, krokow.

Whniosek 4.1.7. Jesli A jest konturem schodkowym o koncach w blokach x, y,_t)o orbita
A zawiera kontury quasi-permutacyjne Aq, Ag_)lf&ki@, ze Ay ma swobode typu B lub B]
w miejscu bloku x, zas Ay ma swobode typu B lub B| w miejscu bloku y.

Dowdd. Indukcja wzgledem liczby blokéw w A. Zatézmy najpierw, ze A zawiera jeden
blok x € M,,,«x(K). Wowczas ) jest grupa Gl,(K), za§ & = Gl;(K). Orbita konturu A

. — . . . |ids 0
zawiera zatem kontur A = {e}, przy czym e jest macierza postaci [ZO O] € M,xx(K),

— —
zas s jest rzedem x. Pokazemy, ze A posiada swobody typu B i BJ.

/

0 .
) .

b € Bs(K). Istnieje wiec g € Glg(K) takie, ze beg = e. To oznacza, ze kontur A

Jesli b € B,,(K) to be jest macierza blokowa postaci: [
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ma w bloku e swobode typu B. Rozumowanie dla swobody typu B| jest analogiczne.
Istotnie, jesli przez B, (K) C Gli(K) oznaczymy grupe macierzy dolnotrojkatnych, to
B (K) = ji ' Br(K)jx, gdzie ji jest macierza postaci:

0 1
, €.

1 0

/

0
Zatem jesli ¢ € By(K), to istnieje ¢ € B, (K) taki, ze ejj 'cjp = [ ] Prawostronne

c
0 0
dziatanie grupy j; ' Br(K)jx na bloku e mozna zatem zrekompensowaé lewostronnym
dziataniem grupy Gl,,,(K). W ten sposéb pierwszy krok indukcji jest zakonczony.

Rozwazmy dalej kontur schodkowy A o n kolejnych blokach z, zs, . .., z,, gdzie n > 1.
Jest on w jednej z postaci:

$2$3|' 1‘2$3|‘ L3 | 3 |
T T T1|To T2

(a) (b) (©) (d)

Pokazemy teze w przypadku konturu (b). Rozumowanie w przypadkach (a), (c), (d)
jest analogiczne. Niech A" = {xo,...,2,}, A" = {z1,..., 2,1} powstaja z konturu
A po usunigciu odpowiednio bloku x; oraz bloku z,,. Wéwczas zgodnie z zalozeniem
indukcyjnym w orbitach A’ oraz A" istnieja kontury quasi-permutacyjne A’ oraz A"
majace swobody typu B] oraz B odpowiednio w miejscu blokéw x5 oraz x, ;. Zatem
ze Stwierdzenia 4.1.6 (oraz jego dualnej wersji) wiemy, ze w orbicie konturéw_)WU {z1}
oraz A" U{x,} znajduja sie kontury quasi-permutacyjne o swobodach typu B oraz B|
odpowiednio w miejscach blokéw xy oraz z,,. Sa to szukane kontury quasi-permutacyjne

Ay, As. O

DowOD STWIERDZENIA 4.1.6. Z zalozenia o A wynika, ze nie istnieje 3/ # y, = takie,
ze y' lezy w wierszu konturu A’ zawierajacym x. Zaktadamy tez, ze A’ jest spojny
i acykliczny, a zatem y jest jedynym blokiem w zawierajacej go kolumnie konturu A’.

Dolvodzimy, ze w orbicie konturu A’ istnieje kontur quasi-permutacyjny. Z zalozenia
o B-swobodzie konturu A w bloku x wynika, ze istnieje permutacja ¢ € ¥, taka,
ze dla kazdego a € B,,(K) istnieja h € $,g € & takie, ze b - A,-1,, - g jest quasi-
permutacyjnym konturem (wszystkie jego bloki sa macierzami quasi-permutacyjnymi).
Zgodnie z punktem (2) Definicji 4.1.5, element b dziata jak identycznos$¢ na tym wierszu
konturu Ay-14,, ktéry zawiera o~ 'aox. Rozwazmy kontur A” postaci:
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A - , ...... ..... !

' :
o o EE i
- Y
'
A,

przy czym A, powstaje z konturu A przez zastapienie bloku x blokiem ox. Kontur A,
jest quasi-permutacyjny i nietrudno widzieé, ze lewostronne dziatanie grupy B,,(K) na
blok ox tego konturu mozna zrekompensowa¢ dziataniem $) — &.

Rozwazmy blok oy konturu A”, gdzie y € M,,«,(K). Na blok ten dzialamy z le-
wej strony przez B,,(K) i z prawej strony przez Gl,(K). Na mocy Lemma 8 w [35]
w orbicie elementu oy wzgledem dziatania B,,(K) — B, (K) znajduje si¢ macierz quasi-
permutacyjna boyb’, gdzie b € B,,(K), V' € B,(K). Przyjmijmy, ze rzad macierzy boybt/
rowny jest i. Istnieje macierz o’ € 3, taka, ze y' := boyb'o’ ma pierwsze i-kolumn
niezerowych, a pozostate, o ile macierz y’ ma wiecej niz i kolumn, sg zerowe. Co wiecej,
o’ jest taka, ze jedynki w macierzy y' znajduja sie w miejscach (1, j1),. .., (¢, 7;), gdzie
J1 < Jo < ... < j;. Zatem otrzymujemy kontur postaci:

Yy | box

Skoro jednak macierz b € B,,(K), a lewostronne dzialanie B,,(K) na blok oz konturu
A, mozna zrekompensowaé dzialaniem $) — &, to istnieja h' € $,g’ € & takie, ze
w orbicie konturu A” znajduje si¢ kontur quasi-permutacyjny A" bedacy sumg roz-
taczna konturu b’ - A, - g’ oraz bloku 3’ postaci:

A" ...... ..... !

przy czym przyjmujemy, ze h}, g sa macierzami stojacymi odpowiednio na jednej ze
wspotrzednych b i jednej ze wspoétrzednych g, dziatajacych na kontur A,,. Ktadac za-
tem A := A" dostajemy pierwsza cze$é tezy stwierdzenia. Zauwazmy tez, ze skoro
b € B,,(K), to dziatanie B,,(K) na blok boxg] konturu b’ - Ay, - ¢’ mozna w dalszym
ciggu zrekompensowaé przy pomocy dzialania $ — &.
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Aby dokonczyé¢ dowdd stwierdzenia pozostaje wykazaé, ze kontur A ma w bloku ' swo-
bode typu B]. Zgodnie z wezesniejszymi rozwazaniami ¢’ to macierz quasi-permutacyjna
rozmiaru m X ¢ postaci:

0 " L

(2

Niech B’ C Gl,(K) bedzie zbiorem macierzy postaci

,|Bi(K) 0
i [ * Bq—i(K)]

Wykazemy, ze jesli B := B,,(K), to wéwczas zachodzi inkluzja
y'B' C By (4.1.1)

Pokazmy najpierw, jak z inkluzji tej wynika B|-swoboda konturu A w bloku 3/

Niech e € X, bedzie postaci [ 0 i

. Zauwazmy, ze

B' =B, (K)e . (4.1.2)

Przyjmijmy, ze A" =4’ Ay, - ¢'. Niech &' = Gl,(K) x &. Szukamy takiego 7 € ¥, ze
dla kazdego a € B,(K) kontur postaci: A" U {y'7"'at}, powstajacy z A po zamianie
bloku 3/’ na blok y'7~lar, ma w swojej $— &' orbicie kontur kontur quasi-permutacyjny.
Wezmy 771 := € z réwnosci (4.1.2). Dla kazdego a € B, (K) niech b € B’ bedzie postaci
b = eae~!. Na mocy (4.1.1) istnieje taki element r € B, ze 7y’ = y'l/. Aby wykazac¢ B|
swobode A w ¢y wystarczy zatem wykazac¢, ze dla dowolnego r € B kontur A" U {ry’}
ma w swojej §) — &’-orbicie kontur quasi-permutacyjny.

AP v
hiz'gy

ry’ | boxg)

109



Mnozymy wiersz konturu A" U {ry'} zawierajacy ry’ z lewej strony przez r—' € B.
Przyjmijmy, ze A" przechodzi przy tym dziataniu na kontur A””,. Wéwczas w miejscu
bloku r3/ stoi blok quasi-permutacyjny y’. Korzystajac natomiast z faktu, ze dziatanie
B, (K) na blok boxg; konturu A”" mozna zrekompensowaé przez dziatanie $) — & widzi-
my, ze istnieja takie h” € §) (dzialajace trywialnie na wierszu konturu A", zawieraja-
cym rtboxg)) oraz g’ € &, ze h” - A, - g" U{y'} jest konturem quasi-permutacyjnym,
pozostajacym w orbicie A" U {ry'}. A zatem, ze kontur A ma w bloku 3y’ swobode

typu BJ.

Do zakonczenia dowodu catego stwierdzenia brakuje nam jeszcze uzasadnienia inkluzji
(4.1.1). Wezmy V' € B’ postaci (B.q), gdzie 1 < ¢,d < q oraz .4 € K. Wowczas
macierz y'b’ ma postaé:

53'1,1 53'1,2 N *
y/b/ — 0 ﬁj2,2 ke * O
0 0 o --- ﬁjm

Dla 1 < [ < i, niezerowy wiersz j; macierzy y'b’ jest doktadnie wierszem o indeksie [
w macierzy b'. Co wiecej, wiersze o indeksach ji, ..., J; sa jedynymi niezerowymi wier-
szami macierzy y't’. Aby pokazaé¢ (4.1.1) wystarczy wskaza¢ a € B takie, ze ay’ = y'l.
Niech a = (aca) € Myxm(K) bedzie macierza, w ktérej ji-ta kolumna jest identyczna
z [-ta kolumna macierzy y'b’, dla 1 < [ < i. Jest to mozliwe, bo j; sg indeksami wier-
szy W Yy € Myxq, a wiec j; < m, dla wszystkich [. Pozostale kolumny macierzy a
o indeksach s # j;, sa postaci el gdzie e, € K™ jest s-tym wektorem bazy standardo-
wej. Macierz a ma zatem postac:

[ 1 0 0 0 ]
0 53':1,1 53':1,2 *

‘= 0 0 @;72 *
O 0 0 g

Zauwazmy, ze a.q = 0, o ile ¢ > d. Co wiecej, na przekatnej macierzy a znajdujg sie
albo jedynki, albo elementy 3}, ;, gdzie 1 <[ < ¢. Elementy 3},; znajduja si¢ jednak na
przekatnej macierzy b'. Zatem a € B. Latwo sprawdzi¢, ze ay’ = y'b'. To konczy dowdd
inkluzji (4.1.1) i catego stwierdzenia. O
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Przejdziemy teraz do realizacji drugiego kroku na drodze do dowodu Lematu 4.1.2.
Majac 0 — 1-kowy kontur schodkowy o swobodzie w jednym z koncow, dotaczymy do
niego dwa bloki tak, by uzyska¢ kontur o szkielecie, ktorego graf rozdzielony jest grafem
Dynkina typu D,,. Zacznijmy od nastepujacego faktu technicznego.

Stwierdzenie 4.1.8. Zaldéimy, ze x € M, x,(K) oraz y € My« (K). Wiowczas
w B, (K) — Gl (K) x Gl,(K)-orbicie konturu znajduge sie kontur 0 — 1-kowy

, o nastepujgcych wiasnosciach:

(1) T jest macierzq quasi-permutacyjng, zas Y jest macierzq 0—1-kowq, oraz w kazdej
kolumnie y sq co najwyzej dwa wyrazy rowne 1. Co wiecey, jesli w danej kolumnie
macierzy § jedynki znajdujq sie w wierszach 11 # io, to jeden z wierszy iy, 1o
macierzy T jest zerowy,

(2) dla dowolnego d € Dy(K) istniejg takie e € D,,(K) oraz f € Dy(K), Ze exd =T
oraz eyf =7.
Whiosek 4.1.9. Rozwazmy acykliczny kontur A’ postaci AU {x,y} bedgcy sumgq roz-

taczng konturu schodkowego A o bloku koricowym z oraz dwéch blokéw x,y takich, Ze
x, Y,z sq jedynymi blokami nalezgcymi do wiersza konturu A, zawierajgcego z.

2|y~

A

Wéwczas w orbicie konturu A’ znajduje sie kontur 0 — 1-kowy o swobodzie typu D]
w maiejscu bloku x.

Dowdd. Zatézmy, ze © € M, (K) oraz y € M,,«,(K). Na mocy Stwierdzenia 4.1.6
IEOZemy zaktada¢, ze kontur A jest w postaci quasi-permutacyjnej i ma swobode typu
B w bloku 2. Zatem istnieje takie o € ¥,,, ze lewostronne dziatanie o~! B,, (K)o na
blok z konturu A mozna zrekompensowaé dzialaniem $ — &. Korzystajac ze Stwier-
dzenia 4.1.8 dla konturu wiemy, ze w jego B,,(K) — Gl,(K) x Gl,(K)-orbicie
znajduje sie kontur 0 — 1-kowy . Wiemy, ze 0 = boxg, oy = boyh, dla pew-
nych b € B,,(K),g € Gl(K),h € Gl,(K). Mnozac wiersz konturu A’ zawierajacy
blok z przez o~ 'bo dostajemy kontur postaci: {o~'ozg™ !, o~ oyh ™'} U A,-14,, gdzie
Ay-15, powstaje z konturu A przez zamiane bloku z na blok o lboz. Korzystajac
z g—swobody konturu A widzimy zatem, ze w orbicie A’ znajduje sie kontur 0 — 1-
kowy {oc7167, 07 oy} Ub - Ay-14 - g, dla pewnych b € §, g € &. Pokazemy, ze ma on
swobode¢ typu D] w miejscu bloku z.

Niech A = § - A,-1;, - g. Latwo widzieé, ze ’ o ow ‘ o1y ‘ spelnia nadal warunki

wymienione w punkcie (2) Stwierdzenia 4.1.8, a zatem dla kazdego d € Dy (K) istnieja
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takie e € D,,(K) oraz f € Dy(K), ze e 'oxd = o~ 'ox oraz ec 'oyf = o 'oy. Co
wiecej, e = o/, dla pewnego ¢ € D,,(K). Jednak mnozenie A w miejscu bloku
z 7 lewej strony przez o' B,,(K)o mozna zrekompensowaé dzialaniem $ — &, a za-
tem jedli przez A, oznaczymy kontur powstaly z A przez zamiane bloku z na ez, to
w orbicie konturu {eoc™'cxd, ec Ty f} U A, znajduje sie kontur 0 — 1-kowy. Zatem
{o7'67, 075y} Ubh - A,-13 - g ma D|-swobode w miejscu bloku z. O

DoOwOD STWIERDZENIA 4.1.8. Dowodzimy, ze w B,,(K) — Glx(K) x Gl,(K)-orbicie
konturu znajduje sie kontur 0 — 1-kowy spehiajacy (1). Rozumujemy
przez indukcje ze wzgledu na m. Gdy m = 1 teza jest jasna. Niech m = 2. Jesli
rzedy obydwu macierzy x,y sa réwne 2, wowczas réwniez nie ma czego dowodzié.
Jesli x ma rzad 2, zas y ma rzad < 1, wowczas kontur postaci ma w Swojej
By (K) — Glx(K) x Gl,(K)-orbicie kontur postaci:

0 -+ 0la O
1 018 0

1
0

gdzie o, § € K. Jesli a lub 3 sg rowne 0, wéwczas nie ma czego dowodzi¢. W przeciwnym
przypadku dzialamy na powyzszy kontur macierzami: b € By(K),g € Glx(K) oraz
id, € GL,(K), przy czym

1 —ap? et 0
b_lo g1 ] g_lo idkj

i dostajemy kontur w zadanej postaci. Analogicznie, gdy macierz y ma rzad 2, a macierz
x rzad < 1. Jedli obydwie macierze z,y maja rzad < 1, woéwczas ma w swojej
orbicie kontur postaci

a; 0 -+~ |lag O ---
Bi 0 - | By 0 -7

dla pewnych aq, as, 81, B2 € K. Latwo widziec, ze orbicie tego konturu znajdziemy kon-

tur w zadanej postaci. Zatem pierwszy krok indukcji jest zakonczony.

Zalézmy, ze m > 2. Istnieja takie b € B,,(K) oraz g € Glx(K), ze macierz 2’ := bzxg
jest postaci (%) z dowodu Stwierdzenia 4.1.6. Istnieje dalej macierz ¢’ € Gl (K), ze
Yy = byg jest w postaci kolumnowej zredukowanej. Niech 7,7 < m beda indeksami
odpowiednio: ostatniego niezerowego wiersza w x’ oraz ostatniego niezerowego wiersza
w y'. Jesli i,7 < m, wowczas teza sprowadza sie do jednego z poprzednich krokéw
indukcji. Mozemy wiec zatozy¢, ze ¢ lub j jest rowne m.

Rozwazamy nastepujace przypadki:

e m = j > i. Wowczas, po ewentualnej permutacji kolumn z’/, kontur jest
postaci:
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Y
x/

~7

/

Y

przy czym macierze x”,y” maja ¢ wierszy, zas macierz r jest postaci:

Zauwazmy zatem, ze istnieje macierz b €

*
0 [
id; 0
0o v

()

C B, (K) taka, ze b'r jest ma-

cierza quasi-permutacyjna. Jednoczesnie bz’ = z’. Zatem teza wynika z zatozenia
indukcyjnego zastosowanego do .

e m = i > j. Wowczas, po ewentualnym przepermutowaniu kolumn z’, kontur

jest postaci:

/"

O yll

0

~

.'L‘/

~

/

Y

gdzie z”,y"” s pewnymi macierzami o j wierszach, za$ p jest macierza quasi-

permutacyjna. Zatem teza wynika w tym przypadku z zalozenia indukcyjnego

zastosowanego do z”,y".

e Niech ¢+ = 7 = m. Zauwazmy, ze wowczas kontur jest taki, ze x’ jest

macierza quasi-permutacyjna, a ¢y’ ma postaé¢ (xx). Rozwazmy ostatnig kolumne

macierzy y'. Jedli, poza wierszem m-tym, nie wystepuje w niej element niezerowy,
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wowcezas teza tatwo wynika z zatozenia indukcyjnego, bowiem kontur

przyjmuje, po ewentualnej permutacji kolumn w z’, postaé:

0

1

0

1

0

0

1

(4.1.3)

Przyjmijmy zatem, ze w ostatniej kolumnie macierzy vy’ znajduje si¢ element

niezerowy, nie bedacy w m-tym wierszu. Przyjmijmy, ze n < m jest najwickszym

indeksem wiersza zawierajacego taki element. Przyjmijmy tez, ze 2, y' sa wybrane
tak, ze n jest mozliwie najmniejsze, to znaczy: jesli jest w B, (K) —
Gly(K) x Gl (K)-orbicie konturu , macierz r; jest quasi-permutacyjna, zas
macierz y; jest postaci (x%), to o ile w ostatniej kolumnie macierzy y; znajduje

si¢ element niezerowy w wierszu réznym od m-tego, to element ten znajduje si¢

w wierszu n’, gdzie n’ > n. Rozwazamy dwa przypadki:

— wiersze n-ty oraz m-ty macierzy x’,3’ maja, po ewentualnej permutacji ko-

lumn w 2/, postac:

1
0

0
1

0
0

0 0
0 0

1

dla pewnego a # 0. Wéwezas istnieja takie b € B,,(K), g € Glx(K), ze by
ma n-ty wiersz zerowy, a pozostale wiersze takie jak odpowiednie wiersze 1.
Co wiecej br'g = 2'. Jednak para znajduje sie w B,, (K) — Glx(K) x
Gl,(K)-orbicie , za$ by’ ma postaé (xx). Zatem z wyboru n wynika,

ze ten przypadek sprowadza sie do rozpatrzonej wezesniej sytuacji (4.1.3).

— wiersze n-ty oraz m-ty macierzy x’,3’ maja, po ewentualnej permutacji ko-

lumn w 2/, postaé:

0 00
010

0 0
0 0

o
1

dla pewnego a # 0. Woéwczas mozemy, przy pomocy elementéw b € B, (K),

wyzerowaé wszystkie elementy znajdujace sie powyzej o w ostatniej kolum-

nie /. Zatem w orbicie znajduje sie kontur postaci:

Teza wynika zatem tatwo z zalozenia indukcyjnego.

0 0
JJ” y//
0 0
0 0700 01
0 0[10 01
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Krok indukeyjny jest zatem zakonczony. Wykazalidmy (1).

Dowodzimy (2). Rozwazmy dowolne d = (d1,...,0;) € Dg(K). Niech ji,...,j: be-
da indeksami niezerowych wierszy w Z. Wowczas na mocy (1) w kazdym niezerowym
wierszu macierzy Td znajduje si¢ doktadnie jeden element niezerowy, rowny jednemu
z 0;. Dla j-tego wiersza macierzy Td oznaczmy ten element, o ile wiersz ten jest nieze-
rowy, przez §; . Wowezas ktadac e = (11, ..., mm) € D (K), gdzie

= ()", oilese€ {ji,....5}
’ 1 , W przeciwnym przypadku.

dostajemy exd = T. Zatdézmy dalej, ze dla pewnego [ € {ji,...,j;} istnieje takie I’ # [,
ze w pewnej kolumnie macierzy 5 w wierszach [ i I’ znajduja sie jedynki. Wowczas,
zgodnie z (1), wiersz I’ macierzy T jest zerowy.

Niech (j1,71), .-, (Js, j.) beda wszystkimi parami indekséw majacymi wlasnosé taka,
jak para (I,1"). Rozwazmy macierz f = (71,...,vm) € Dn(K), gdzie:

e = {(5}1)—1, oile s = j;, dla pewnego I

1 w przeciwnym przypadku.

Woéwezas fexd = T. Zauwazmy natomiast, ze wobec (1) w kazdej kolumnie macierzy
fey stoja co najwyzej dwa niezerowe elementy, i zgodnie z definicja macierzy e, f,
elementy te sa réwne. Zatem istnieje macierz diagonalna d’ € D,(K) taka, ze feyd = 7.

OJ

Zauwazmy, ze w sformutowaniu Wniosku 4.1.9 nie zaktadaliSmy nic o wielkosci blokow
rozwazanego konturu. Istotnie, kontur ten ma szkielet, ktorego graf rozdzielony jest
grafem Dynkina D,,, a wiec zgodnie ze Stwierdzeniem 3.1.2 na przestrzeni konturéw
o tym szkielecie musi by¢ skonczenie wiele §) — &-orbit. Kluczowa role odgrywa nato-
miast fakt istnienia swobody w odpowiednim bloku. Pozwoli nam ona na dobudowanie
kolejnych blokéw tak, by uzyskac¢ kontur opisany w tezie Lematu 4.1.2. Teraz, gdy prze-
chodzimy do ostatniego kroku na drodze do dowodu lematu, rozmiary blokéw zaczna
mie¢ istotne znaczenie.

Definicja 4.1.10. Niech x € M,,5,,,(K) bedzie macierzq 0 — 1-kowq. Powiemy, Ze x jest
wierszowo quasi-permutacyjna jesl w kazdym wierszu macierzy x znajduje Sie co
najwyzej jeden element niezerowy, oraz jesl istnieje takie l, Ze kazda kolumna macierzy
x, poza l-tg, zawiera co najwyze) jeden element niezerowy. Ponadto [-ta kolumna macie-
rzy x zawiera co najwyzej dwa elementy niezerowe. Analogicznie definiujemy macierz
kolumnowo quasi-permutacyjng.
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Odnotujmy oczywista obserwacje.

Obserwacja 4.1.11. Zalézmy, ze macierz © € M, x(K) jest kolumnowo quasi-
permutacyjna (odpowiednio: wierszowo quasi-permutacyjna). Wowcezas dla kazdej ma-
cierzy diagonalnej e € D, (K) istnieje macierz diagonalna f € Di(K) taka, Ze exf = x
(odpowiednio: dla kazdej macierzy diagonalnej f € Dy(K) istnieje macierz diagonalna
e € D,,(K) taka, Ze exf = x).

Lemat 4.1.12. Rozwazmy kontur , gdzie T,y € Msxo(K). Wowczas istniejg
macierze h € Gl3(K), g € Glo(K), d € Do(K) takie, Ze kontur jest 0 — 1-kowy,

gdzie T := hxg, ¥ := hyd. Macierz T jest wierszowo quasi-permutacyjna, zas ma-
cierz § jest kolumnowo quasi-permutacyjna. Zatem dla dowolnej macierzy diagonalnej
e € Do(K) istniejg macierze he € D3(K),d. € Do(K) takie, Ze macierze T, := heTe,
UYg = heyde sq 0 — 1-kowe.

DowOD LEMATU 4.1.12. Dziatajac lewostronnie grupa Glz(K) na kontur mo-
zemy go doprowadzi¢ do postaci , gdzie y' jest jednag z nastepujacych macierzy:

lub (4.1.4)

o O D
o O O

1 1
0 lub 0
0 0

O = O

1
y' =10
0

gdzie 6 € K. Stosujac dalej operacje kolumnowe na x’ mozemy doprowadzi¢ kontur

do postaci , gdzie 2" jest w jednej z nastepujacych postaci:

1 0] [t o] ool [1o] Jool [oo
0 1] |a o] |10 |a 0 |1 0 o of, (4.1.5)
a Bl o 1] |o 1] [B ol |a o0 |10

gdzie a, § € K. Jako, ze operacje elementarne mnozenia trzeciego wiersza przez skalar,
oraz odejmowania od pierwszych dwoch wierszy wielokrotnosci wiersza trzeciego nie
zmieniaja macierzy y', mozemy wykonaé¢ te operacje na macierzach postaci (4.1.5)
dochodzgc, takze przy pomocy operacji na kolumnach x”, do konturu , gdzie
2" jest w jednej z postaci:

0 0
0, (4.1.6)

o O O

1 0 0 10 1 00 0
01 10 a 0 «Q 10 0
0 0 01 0 1 0 0 0 10

dla o € K. Zatem o ile 2/ nie jest trzecia lub czwarta z wymienionych w (4.1.6) macie-
rzy, dla « # 0, to przyjmujemy T := 2’ oraz 7§ := y”, gdzie y” jest w jednej z postaci
(4.14), dla # = 0 lub § = 1. Woéwczas T jest macierza quasi-permutacyjna, a 7 jest

macierza kolumnowo quasi-permutacyjng.

Pozostaje zatem przypadek, gdy macierz x’ réwna jest jednej z macierzy

[ R O R
— O O
[ R O
o O O
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dla pewnego niezerowego o € K. Jesli ¢/ jest postaci (4.1.4) i ma rzad réwny 1, woéwezas
dziatajac na z lewej strony macierzg elementarng mnozenia drugiego wiersza
przez !, nie zmieniamy bloku 3. Zatem i w tym przypadku w Gl3(K) — Gly(K) x
D, (K)-orbicie konturu znajduje sie kontur 0 — 1-kowy . Co wiecej T jest
wierszowo quasi-permutacyjna, oraz macierz 7 jest kolumnowo quasi-permutacyjna. Je-
sli 9/ jest rzedu 2 to rozumowanie jest réwnie proste.

Pokazalismy zatem, ze jesli x,y € Msxa(K), to w Gl3(K) — Glo(K) x Dy(K)-orbicie
konturu znajduje sie kontur 0 — 1-kowy taki, ze T jest wierszowo quasi-
permutacyjna, oraz macierz gy jest kolumnowo quasi-permutacyjna. Zatem z Obserwa-
cji 4.1.11 wynika, ze dla kazdego e € Dy(K) istnieja h. € D3(K),d. € Do(K) takie, ze
macierze T, := h.Te, J; = heyd, sa 0 — 1-kowe. [

ZakonczyliSmy przygotowania do dowodu Lematu 4.1.2. Sam dowdd nie przedstawia
obecnie zadnych trudnosci.

DowOD LEMATU 4.1.2. Rozwazmy kontur A € M. Niech A;, A beda podkonturami
konturu A o szkieletach réwnych odpowiednio Sy, 2. Na mocy Wniosku 4.1.9 mozemy
zakltadaé, ze kontur A; U {z,y, z} jest w postaci 0 — 1 i ma swobode typu D] w bloku
x. Dowdd jest indukcjg ze wzgledu na liczbe blokéw konturu A,. Mozemy zakladac,
ze Aj sklada sie z parzystej liczby blokéw. Istotnie, jesli teza zachodzi, gdy As; ma 2n
blokow, to zachodzi takze, gdy ma ich 2n — 1, dla n > 0. Poprawnos¢ kolejnych krokow
indukcyjnych wynika natychmiast z Lematu 4.1.12. ([l

4.1.3 Dowdd Lematu 4.1.3

W paragrafie tym udowodnimy Lemat 4.1.3. Zaczniemy od pewnych faktéw przygoto-
wawczych. Przyjrzymy sie doktadniej Glz(K)? — Gly(K)*-orbitom konturéw o szkiele-
tach postaci (¢), zdefiniowanych w sformutowaniu Lematu 4.1.3. Bedziemy nazywacé je
krétko: konturami postaci (¢) (o blokach a;, b;, dla i = 1,2, 3).

a1 bl

a2 by ()

as b3

W dalszym ciagu bedziemy czasem stosowac¢ nastepujaca konwencje zapisu blokéw kon-
turow takich, jak w Lemacie 4.1.3. Cho¢ rozwazane przez nas kontury beda miaty bloki
rozmiaréw 3 x 2, uproscimy zapis graficzny jesli w danym wierszu konturu pojawia sie
macierze, ktore w odpowiadajacych sobie wierszach maja zera. Zapis tych zer zostanie
pominiety. I tak dla przyktadu pare macierzy postaci

o = O
o O O

S O =
o OO
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zapisywacé bedziemy w postaci:

O =
o O
— o
o O

Definicja 4.1.13. Niech ay,a), by, b}, c1, ¢ € Msya(K) bedg niezerowymi macierzams.
Pounemy, ze dwie macierze w postaci blokowej

A = a2 7~/42 = Cllg
/

sg podobnymi kolumnowo trojkams jesli A, doprowadzi¢ mozna do Ay za pomocg
nastepujgcych operacji elementarnych:

e operacje kolumnowe

e operacje wierszowe w obrebie bloku ay,
e operacje wierszowe w obrebie bloku as,
e operacje wierszowe w obrebie bloku as.

Obserwacja 4.1.14. Nastepujgce kontury reprezentujq wszystkie, z dokiadnoscig do
kolegnosci blokow, parami rozne klasy podobienstwa kolumnowego tréjek macierzy roz-
miarow 3 X 2:

10

10 01

10 10 01 10

10 10 11 01 01 10 01
10 10 10 10 10 01 10
10 01 01 10 0 1 10 01
(i) (i) (i) () (v) (vi) (vii)

W powyzszym wykazie, jak i w dowodzie obserwacji przyjmujemy konwencje przyjeta
przed Definicjg 4.1.13, a wiec pomijamy zapis wierszy zerowych.

Dowdd. Rozwazmy dowolna trojke A = (aq, az, as), taka jak w Definicji 4.1.13. Zat6z-
my, ze r(a;) = r(ag) = r(az) = 1. Mozemy przyjaé, ze macierze a; maja jeden niezero-
wy wiersz. Istotnie, kazdy z blokéw a; doprowadzi¢ mozemy, niezaleznie od pozostatych
blokow, do postaci wierszowej zredukowanej, ktorej jedyne niezerowe elementy znajdu-
ja sie w pierwszym wierszu. Mozemy zatem przyjac, zgodnie z nasza notacjg, ze A jest
macierzg rozmiarow 3 x 2, w ktorej kazdy wiersz jest niezerowy. Wykazemy, ze A jest
trojka kolumnowo podobng do (i), (ii) lub (iii).

Jesli A jest macierza rzedu 1, to jest trojka kolumnowo podobna do (i). Istotnie, po

wykonaniu operacji na kolumnach tej macierzy dostajemy, z doktadnoscia do kolejnosci

wierszy, macierz:
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10
a0
80

dla pewnych «, 3 # 0 nalezacych do ciata K. Po przemnozeniu drugiego i trzeciego

1

wiersza powyzszej macierzy odpowiednio przez a~! oraz 37! dochodzimy do postaci

().

Jesli A jest macierza rzedu 2, to jest trojka kolumnowo podobng do (ii) lub (iii).
Istotnie, po wykonaniu operacji na kolumnach tej macierzy dostajemy, z doktadnosciag
do kolejnosci wierszy, macierz:

10
01
ap

gdzie o, 5 € K oraz (a,3) # (0,0). Jesli & = 0 lub g = 0, to mnozac trzeci wiersz
przez skalar dostajemy tréjke kolumnowo podobna do (ii). Jesli «, 8 # 0, to trojka A

jest kolumnowo podobna do (iii).

Zauwazmy dalej, ze jesli dowolna z macierzy ai,as,as jest rzedu 2, to przy pomo-
cy operacji wierszowych mozna ja sprowadzi¢ do macierzy postaci 0 ; niezaleznie

od operacji, jakie wykonujemy na pozostalych blokach. Na podstawie poprzedniego
przypadku jest zatem jasne, ze wszystkie klasy podobienstwa kolumnowego tréjek
(ay,a9,a3) takich, ze r(a;) > 1, dla pewnego i € {1,2,3}, sa reprezentowane przez
kontury (iv)-(vii). O

Definicja 4.1.15. Dane sq dwie pary niezerowych macierzy (a,b) oraz (a,b') o rozmia-
rach n X m. Powiemy, Ze para (a,b) jest wierszowo podobna do (a,b') jesli macierz
blokowq postaci [a b} mozna sprowadzi¢ do macierzy blokowej postact [a b’} poprzez
nastepujgce operacje elementarne:

e operacje elementarne na wierszach zachowujgce blok a,
e operacje elementarne na kolumnach nalezgcych do bloku b.

Obserwacja 4.1.16. Niech A bedzie konturem postaci (o) takim, Ze kolumna (ay, as, as)
blokow konturu A jest jedng z tréjek macierzy reprezentowanych przez kontury (i)-(vii)
wymienione w Obserwacyi 4.1.14. Jesli (a;, b;) jest parg macierzy wystepujgcych w pew-
nym wierszu konturu A, to (a;, b;) jest wierszowo podobna do jednej z nastepujgcych
par:

Lzofro] [o1]10]
(a) (b) (c)

0
0
(d)

00
10

0
0

0
0

00
10

11
00
(f)

1
0

1
0
(

(&

0
1
)
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70110 01110 171110
00|01 00|01 00|01
(9) (h) (i)
10]00 01100 1110
0o0l10 0o0l10 00|10
00|01 00|01 00|01
(7) (k) (1)
10110 10]00 10(10 10110 .
01|00 01|10 01|01 01lg ol 9%t #0
(m) (n) (0) (p)
1010 10]00 170100 1010
01|00 0110 0100 01|16 0| , gdzied+#0
00|01 00|01 0ol10 00|01
(q) (1) (s) (t)

Dowdd. Zatézmy, ze (a,b) jest dowolng para macierzy wpisanych w wierszu konturu A
postaci (¢), ktérego bloki a; sa jednej z postaci wymienionych w Obserwacji 4.1.14. Para
ta jest wierszowo podobna do pary (a, b’) gdzie b’ jest postacia kolumnowa zredukowana
macierzy b. Rozwazamy nastepujace przypadki:
e Przypadek 1. r(a) = r(0/) = 1. Wéwcezas macierz O jest w jednej z postaci:

1 0 0
a 0, |1 (4.1.7)
g 0

gdzie a, (3,7 sa pewnymi elementami ciala K. Zauwazmy, ze drugi i trzeci wiersz

0 0
0, 10
0 1

o O O

r)/

macierzy a sg zerowe, zatem nastepujace operacje elementarne nie zmieniaja ma-
cierzy a:

— zamiana drugiego i trzeciego wiersza

— odjecie wielokrotnosci drugiego lub trzeciego wiersza od pozostatych wierszy
Stad jesli b’ jest pierwsza z macierzy wymienionych w (4.1.7) to (a,b’) jest wier-
szowo podobna do:

— jednej z par: (a), (b), (c), oile a = =0,

— jednej z par: (d), (e), (f), oile a # 0 lub g # 0.

Jesli b jest drugg lub trzecia z macierzy wymienionych w (4.1.7) to (a,b’) jest
wierszowo podobna do (d), (e) lub (f).

e Przypadek 2. r(a) = 2,r(b') = 1. Wéwcezas macierz O jest w jednej z postaci
wymienionych w (4.1.7). W tym przypadku macierzy a nie zmieniaja operacje
elementarne odjecia wielokrotnosci trzeciego wiersza od pierwszego lub drugiego
wiersza. Stad jesli 5 lub 7 sa niezerowe, to para (a,b’) jest wierszowo podobna do
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pary (s). Zalézmy, ze B = v = 0. Wowezas jesli O jest druga lub trzecia z macierzy
wymienionych w (4.1.7), to para (a,b’) jest wierszowo podobna do pary (n) lub
pary (s), zas jesli b’ jest pierwsza z macierzy wymienionych w (4.1.7) to (a,b’)
jest wierszowo podobna do:

— pary (m), oile a = 0,

— jednej z par (p), o ile av # 0.

e Przypadek 3. r(a) = 1,7(b') = 2. Woéwcezas macierz 0 jest w jednej z postaci:

10 10 0 0
0o 1|, |y of, [t of, (4.1.8)
a B 0 1 01

gdzie «, 3,y sa pewnymi elementami ciata K. Stad, podobnie jak w Przypadku 1,
jesli b jest pierwsza z macierzy wymienionych w (4.1.8) to (a,b’) jest wierszowo
podobna do:

— jednej z par: (g), (h), (i), oile a =0,

— jednej z par: (j), (k), (1), oile a # 0.
Jesli O jest druga z macierzy wymienionych w (4.1.8) to (a,b’) jest wierszowo
podobna do:

— Jjednej z par: (g)a (h)u (1>’ oile vy =0,

— jednej z par: (j), (k), (1), o ile v # 0.

Jedli b’ jest natomiast trzecia z macierzy wymienionych w (4.1.8), to (a,b’) jest
wierszowo podobna do jednej z par: (j), (k), (1).

e Przypadek 4. r(a) = r(b') = 2. Woéwczas macierz V' jest w jednej z postaci wymie-
nionych w (4.1.8). W tym przypadku macierzy a nie zmieniaja operacje elemen-
tarne odjecia wielokrotnosci trzeciego wiersza od pierwszego lub drugiego wiersza.
Stad jesli b’ jest pierwsza z macierzy wymienionych w (4.1.8), to para (a,b’) jest
wierszowo podobna do:

— jednej z par (t), o ile «, 3 sa niezerowe,

— pary (r), oile « # 0,8 =0,

— pary (), oile a = 0,5 £0,

— pary (0), oile a = 5 = 0.
Jesli b jest druga lub trzecia z macierzy wymienionych w (4.1.8), to para (a,t’)
jest wierszowo podobna do jednej z par: (q), (r) lub (t).

]

Ponizszy wniosek, wazny dla dowodu Lematu 4.1.3, jest natychmiastowa konsekwencja
Obserwacji 4.1.16.
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Whiosek 4.1.17. Niech A bedzie konturem postaci (¢). Wéwcezas w Glz(K)3 —Gly(K)?-
orbicie konturu A znajduje sie kontur A’, o blokach a;,b;, 1 = 1,2,3, ktory z doktadno-
scig do kolejnosci wierszy, spetnia nastepujgce dwie wtasnosci:

(1) kazdy blok a; konturu A’ jest reprezentowany przez jeden z konturéw z postaci
1)-(vit) wymientonych w Obserwacyi 4.1.14,
Y Y J

(2) kazdy wiersz (a;,b;) konturu A" jest reprezentowany przez jeden z wierszy (a)-(t),
wymientonych w Obserwacyi 4.1.16.

Udowodnimy teraz nastepujacy kluczowy rezultat, do ktérego sprowadzimy nastepnie
dowdd catego Lematu 4.1.3.

Lemat 4.1.18. Niech K bedzie konturem w postaci (¢) o wierszach ztoZonych z blo-
kow a;, b;, gdzie i = 1,2,3, oraz niech (o, ;) # (0,0) bedg parami elementow z cia-
la K. Wowczas jesli $,8 dzialajg na kontur K zgodnie z (3.2.3), to istniejg takie
b = (h1,ho, h3) € 9, (t,01,92,93) € & oraz y1,79,7v3 € K*, Ze:

o b - K -g jest konturem 0 — 1-kowym, to znaczy: macierze h;a;t oraz h;b;g; sq
0 — 1-kowe, dlai=1,2,3,

e macierze vy; - {ozz- ﬁz] - g; $¢ 0 — 1-kowe, dlai=1,2,3.
Dowodd poprzedzimy nastepujaca obserwacja.

Obserwacja 4.1.19. Niech (a,b) bedzie jedng z par macierzy rozmiaréw 3 X 2 wy-
mienionych w punktach (a)-(t) Obserwacji 4.1.16. Niech x bedzie niezerowg macierzqg
rozmiaru 1 X 2. Woéwczas o ile (a,b) nie jest postaci (0), to istniejg macierze odwracalne
f € Gl3(K), g € Gla(K) oraz niezerowy element v € K takie, Ze:

fa=a, fbg=0>, ~xg=2, (4.1.9)
przy czym x' jest macierzg 0 — 1-kowgq.
Dowdéd. Niech © = (ay,a9). Jesli ay lub ay jest réwne 0, to nie ma czego dowodzié.

Zatézmy, ze oy, as # 0.

Przyjmijmy najpierw, ze druga kolumna macierzy b jest zerowa. Wowczas, aby spelnio-
1

1 0 oraz vy = o
0 oqogtl’ =

Teza zachodzi zatem, jesli (a,b) jest w jednej z postaci (a)-(f) lub (m), (n), (p), (s).

ne byty rownosci (4.1.9) wystarczy przyjaé, ze f = ids, g = l

W pozostatych przypadkach: (g)-(1) oraz (q), (r), (t), istnieje taki niezerowy wiersz
macierzy b, powiedzmy, ze jest to [-ty wiersz, ze [-ty wiersz macierzy a jest zerowy.
Wtedy [-ty wiersz macierzy b ma posta¢ (0,1). Przyjmujemy woéwczas, ze f € Gl3(K)

jest macierzg diagonalna operacji elementarnej mnozenia [-tego wiersza przez aj'as,

_,| oraz v = a7'. Dowdd obserwacji jest zatem
0 a1y

zakonczony. ]

za$ g jest macierzg postaci [
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DowOD LEMATU 4.1.18. Dowdd sprowadza sie, w sposob oczywisty, do nastepujacego,
rownowaznego sformutowania. Zal6zmy, ze do konturu K dotaczone zostaja nastepujace
trzy bloki rozmiaréw 1 x 2:

ay bl
az by (o)
as bg
aq 3
a3 (3
as 35

Woéwezas jesli grupy $, & dzialaja na powyzszy kontur zgodnie z (3.2.3), to w $) — &-
orbicie tak uzyskanego konturu znajduje si¢ kontur 0 — 1-kowy.

Przechodzimy do dowodu. Elementy h € $,g € & dzialajace na kontur postaci ()
zgodnie z (3.2.3) oznacza¢ bedziemy w nastepujacy sposob:

h = (f17f27f3771772a73)a g= (ta917927g3)7 (4110)

gdzie f; € Gl3(K), t, g; € Gly(K) oraz v, € K*, dlai = 1,2, 3.

Zgodnie z Wnioskiem 4.1.17 mozemy przyjaé, ze kazdy wiersz (a;, b;) konturu K jest
w jednej z postaci (a)-(t), wymienionych w Obserwacji 4.1.16. Zalézmy zatem naj-
pierw, ze zadna z par (a;, b;) nie jest postaci (o). Wowczas do kazdej tréjki macierzy:
a;, b;, (a, B;) zastosowaé¢ mozna Obserwacje 4.1.19 uzyskujac macierze f; € Gls(K),
g; € Gly(K) oraz elementy niezerowe ~; € K takie, ze spelnione sa réwnosci (4.1.9). Za-
tem kladac t = ids i dzialajac elementami b, g postaci (4.1.10) na kontur () widzimy,
ze w jego $ — B-orbicie znajduje sie kontur 0 — 1-kowy.

Rozwazmy dalej nastepujace przypadki.

(1) Doktadnie jeden z wierszy (a;, b;) konturu (&) jest w postaci (o). Mozemy przyjac,
ze jest to wiersz (a1, by). Kontur (&) jest zatem w postaci:

10(10
01]01
az by (dodb)
as b3
aq 3
a3 (3
a3 (33

123



Rozwazmy ponizszy kontur o blokach as, bs, ag, b3 rozmiaréw 3 x 2 oraz blokach

(o, B1), (e, 32), (as, B3) rozmiaréw 1 x 2.

az by Y
as bg
a1 By
Q2 3y
a3 33

Pokazemy, ze jesli $’ = Gl3(K)? x (K*)3 oraz &' = Gl(K)?, to w $/ — ®&-orbicie
konturu (déh’) znajduje sie kontur 0 — 1-kowy. Zauwazmy, ze po zamianie kolejno-
sci wierszy 1 odpowiednich czynnikow w grupach $)’, &', fakt ten jest rownowazny
temu, ze kontur 0 — 1-kowy znajduje sie w £’ — &’-orbicie konturu:

Qs (3
by | as
i 3y
az | be
@2 (35

Réwnowaznie, istnieje kontur 0 — 1-kowy w &’ — §’-orbicie konturu transpono-
wanego o blokach rozmiaréw 2 x 3 oraz 2 x 1 postaci:

0%}
bT 1
A D
aq
S
a3
bT
Bs|  ?

Ostatni kontur ma oczywiscie w swojej &' — $)’-orbicie kontur 0 — 1-kowy. Istotnie,
wystarczy zauwazy¢, ze na mocy Wniosku 4.1.7 mozna zaktadacé, ze wszystkie blo-
ki konturu (&) za wyjatkiem (o; 3;)7 sa macierzami quasi-permutacyjnymi,
a wiec posta¢ 0—1-kowa dostajemy tatwo przez zadziatanie na ten kontur elemen-
tami grup &', ', ktorych wszystkie wspotrzedne sg macierzami diagonalnymi.

Wykazalidmy zatem, ze w $)' — &’-orbicie konturu (ded’) znajduje sie¢ kontur 0— 1-
kowy. Niech fo, f3 € Gl3(K), v1,72,73 € K*, 1, g2, g5 € Glo(K) beda macierzami
takimia ze h/ ’ (*&/) ’ g/ jeSt 0— 1'kOWYa dla b/ = (f27f3771772773) € “6/ oraz
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g = (t,92,93) € ®'. Pokazemy teraz jak rozstrzygnaé teze dowodzonego stwier-
dzenia w przypadku konturu (deds). Niech

gt 0
g =teGhL(K), fi= [ 6 11 € Gl3(K).

Woéwczas ktadac b = (f1, f2, f3:71:72:73) € $ oraz g = (1, g1, g2, g3) € & widzimy,
ze b - (dedh) - g jest konturem 0 — 1-kowym.

Doktadnie dwa wiersze (a;, b;) konturu (&) sa w postaci (o). Mozemy przyjaé, ze
sa to wiersze (aq,by), (az,by). Kontur (&) jest zatem postaci:

1010
01|01
10 10
0 1 01 (dhibib)
as bg
M By
@2 (3
@3 O
Rozwazmy nastepujacy kontur:
as b3
/
T (hd)
@2 [

Kontur ten zawarty jest w konturze (dodh’), a wiec zgodnie z Lematem 3.5.8 jesli
5" = Gl3(K) x (K*)? oraz &" = Gly(K)?, to istnieja takie b’ = (f3,71,72,73) € H”
oraz g" = (t,g3) € &", ze h” - (&) - g” jest konturem 0 — 1-kowym.

Pokazemy teraz, ze w $) — B-orbicie konturu (dedede) znajduje sie kontur 0 — 1-
=1 0
0 1

(f1, f2, f3,71,72,73) oraz g = (t,91,92,93), to by - (dededd) - g jest konturem 0 — 1-
kowym.

kowy. Ktadziemy ¢, = ¢go = t oraz f; = fo = l ] Wowczas jesli h =

Wszystkie trzy wiersze (a;, b;) konturu (&) sa w postaci (o). Przypadek ten roz-
strzygamy analogicznie do poprzednich zauwazajac, ze problem sprowadza si¢ do
znalezienia konturu 0 — 1-kowego w (K*)3 — Gly(K)-orbicie ponizszego konturu:

a1 3y

a3 3,
a3 35

Dowod lematu jest zatem zakonczony. 0

Pokazemy teraz, ze dowdéd Lematu 4.1.3 sprowadza sie do wykazanego wyzej Lema-

tu 4.1.18. Udowodnimy w tym celu nastepujace stwierdzenie o charakterze technicz-

nym.
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Stwierdzenie 4.1.20. Rozwazamy kontur schodkowy A postaci (d) z dowodu Wnio-

sku 4.1.7, ztozony z kolejnych blokéw cq,dy, co,ds, ..., cy,d, Tozmiarow 3 X 2 postaci:
C1 dl
Co d2
Cnl|d,

Wowezas istniejg h = (hy, ..., h,) € $H = Gl3(K)" oraz g = (id2, 1,92, -, 9n) € & =
GlQ(K)nJrl, ze

(i) macierz hyc; réwna jest iloczynowi qe macierzy: kolumnowo quasi-permutacyjnej
q  diagonalnej e,

(ii) macierze hid;g; sq wierszowo quasi-permutacyjne, dla 1 < i < n,
(#ii) macierze h;c;g;—1 sq kolumnowo quasi-permutacyjne, dla 1 < i < n.
Co wiecey:

(a) jesli e jest macierzq skalarng, to istniejg takie h' € 9,9 € &, Ze h’h - A - gg’
jest konturem 0 — 1-kowym, przy czym pierwsza wspotrzedna ¢ dzialajgca na blok
hicy jest macierzq identycznosci,

(b) istniejg o/, 3" € K takie, ze (o/,5") # (0,0) oraz dla dowolnych v € K~
i g € Gly(K) takich, ze ~ [o/ ﬁ’} g jest macierzq 0 — 1-kowq, istniejq takie
h"(v,9) € 9,9"(7,9) € & (zalezne od v,g), ze b (v, 9)b - A-g¢" (7, g) jest kontu-
rem 0 — 1-kowym i pierwsza wspdlrzedna gg” (7, g) dzialajgca na blok hic; réwna

jest g.

Dowdd. Dowodzimy punkty (i), (ii), (iii) przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 teza
wynika z Lematu 4.1.12. Zatézmy dalej, ze dla ustalonego n teza zachodzi dla wszyst-
kich m < n. Niech kontur A ma 2n blokéw. Z zalozenia indukcyjnego wiemy, Ze istniejq
takie hy,...,h._, € Gl3(K) oraz ¢1,...,¢,,_; € Gla(K), ze punkty (i), (ii), (iii) spel-
nione sg dla blokow hicy, hidigy, ..., hl,_1ca-1G)_o, R, _1dn_19),_;. Rozwazmy macierze
Cngh_1s dn. Z Lematu 4.1.12 wynika, ze istnieja h € Gl3(K) oraz g € Gly(K) takie, ze
hengl, 4 jest iloczynem g,e, macierzy kolumnowo quasi-permutacyjnej g, oraz macierzy
diagonalnej e,, zas hd, g jest macierza wierszowo quasi-permutacyjng. Zatem pokaza-
limy, ze istnieja elementy b, = (h},...,h,_,h) € 9, g, = (id,¢},...,9,_1,9) € &
takie, ze b, - A - g, spelnia nastepujace wlasnosci:

(i’) w miejscu blokéw ¢y, ¢, konturu A kontur b,,-A-g,, ma macierze bedace iloczynami
macierzy kolumnowo quasi-permutacyjnej i diagonalnej,

(ii’) w miejscu blokéw d; ma macierze wierszowo quasi-permutacyjne, dla 1 <7 < n,

(iii") w miejscu blokéw ¢; ma macierze kolumnowo quasi-permutacyjne, dla 1 < i < n.
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Korzystajac z Obserwacji 4.1.11 mozemy wskazaé¢ macierze diagonalne e, ; € D3(K),
fn € Do(K) spetniajace warunki

Jn= 6;1’ (hcngiz—l)fn = Qn, en—l(h:z—ldn—lgiz—l)fn = h;z—ldn—lg;—lv

oraz takie, ze e,_1(h!,_icn_14,_5) jest iloczynem macierzy diagonalnej e,_; oraz ma-
cierzy kolumnowo quasi-permutacyjnej h!,_,c,-19,,_,. Korzystajac w ten sposoéb n — 1-
krotnie z Obserwacji 4.1.11 doprowadzamy kolejne zbiory ostatnich ¢ kolumn
(dla ¢ = 2,...,n) konturu do postaci 0 — 1-kowej uzywajac macierzy diagonalnych
€nt1—is fnro—i- W miejscu bloku ¢; konturu A4 znajduje sie zatem blok postaci ejh)c;.
Przy tym, ponownie na mocy Obserwacji 4.1.11, e;hlc = hce’ dla pewnej macierzy
diagonalnej €¢’. Pokazalismy zatem, ze krok indukcyjny jest poprawny. Dowdd pierwszej
czesci stwierdzenia jest zatem zakonczony.

Dowodzimy punkt (a). Rozwazmy kontur b - A - g spetiajacy (i), (ii), (iii). Przyjmijmy
tez, ze e jest macierzg skalarng. Wowczas jest jasne, ze w orbicie A jest kontur 0 — 1-
kowy. Istotnie, istnieja macierze skalarne aq,...,a, € D3(K) oraz by,...,b, € Da(K),
ze:

° a1(h1C1) = ai1qe = ¢q,
o a;(hicigi—1)bi_1 = hicigi1, dlai =2,... n,

Zatem jesli b’ = (aq,...,a,),d = (idy, by, ..., b,), to kontur h’h- A- gg’ jest 0 — 1-kowy.
To konczy uzasadnienie punktu (a).

Dowodzimy punkt (b). Rozwazmy kontur h - A - g spemiajacy (i), (ii), (iii). Zgodnie
z punktem (i), blok tego konturu, znajdujacy sie w pierwszym wierszu i w pierwszej
kolumnie, ma postac¢ ge, gdzie ¢ jest macierza kolumnowo quasi-permutacyjng rozmia-

2 , dla pewnych

s . . . ., e’
row 3 X 2, za$ e jest macierzg diagonalng rozmiaréow 2 X 2 postaci lo

a, 8 € K.

W celu dowodu lematu rozwazymy kilka przypadkow, w zaleznosci od mozliwych posta-
ci macierzy ¢q. Pokazemy jednak najpierw, ze jesli umiemy dowies¢ teze w przypadku,
gdy pierwszy blok b - A - g ma postac¢ ge, to umiemy ja takze wykazac, gdy pierwszy
blok b - A-g ma postaé (oge)e, dla dowolnych macierzy permutacji o € X3 oraz € € 3.
Zauwazmy, ze jesli ¢ byl macierza kolumnowo quasi-permutacyjng, to takze macierz
oqe jest kolumnowo quasi-permutacyjna. Przypusémy zatem, ze dany jest kontur h-A-g
o pierwszym bloku (oge)e, spetniajacy (i), (ii), (iii). Rozwazamy kontur K = b, h-A-gg.,
gdzie

b = (071 ids, ids, . .. ,id3), oraz g.= (e ‘e te,idy,idy, ..., idy).

Jest to kontur spelniajacy (i), (ii), (iii) o pierwszym bloku réwnym ge. Na mocy przy-
jetego przez nas zalozenia istnieja takie (o/, ) # (0,0), ze dla dowolnych v € K*
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oraz g € Gly(K) takich, ze v [o/ ﬁ’} g jest 0 — 1-kowa, istnieja h”(y,g9) € $ oraz
9"(7,9) € & (zalezne od 7, g) takie, ze pierwsza wspotrzedna g”(vy, g) to g oraz kontur
b (v,9) - K - g"(7,9) jest 0 — 1-kowy. Dowodzimy zatem teze dla konturu h - A - g.
Rozwazamy pare elementéw o, 3" € K takich, ze [a” /6”} = {O/ ﬁ’} e tee. Wow-
czas jesli v € K* oraz g € Gly(K) sa takie, ze [a” ﬁ”} g jest 0 — 1-kowa, to takze
¥ {o/ ﬁ’} (e~ teeg) jest macierzg 0 — 1-kowa. Zatem zgodnie z zatozeniem dla konturu K
istnieja b (~y, e teeg) € H oraz g”(v, e leeg) € & takie, ze h” (v, e Leeq)-K-g" (v, e teeg)
jest 0 — 1-kowy i pierwsza wspolrzedna g”(v, e teeg) to (e tee)g. Czyli z definicji K
wynika, ze kontur:

b (v, e eeg)(hob - A- ggc)g" (v, e eeg) = 0" (v, e 'eeg)b (b - A - g)geg” (v, ¢ eeg)

jest 0 — 1-kowy, a pierwsza wspotrzedna g.g” (7, e teeg) réwna jest (e e le)(e teeg) =

g. Zatem wykazaliSmy teze dla konturu b - A - g o pierwszym bloku (oge)e. Stad wnio-
sek, ze rozwazajac rozne przypadki postaci macierzy ¢ mozemy, bez straty ogélnosci,
zaniedbywa¢ kolejnos¢ wierszy i kolumn w q.

e ¢ jest macierza rzedu 1. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjac, ze ge ma jedna

7 postaci:
a [ a 0
0 0}, 0 0f. (4.1.11)
0 0 0 0

Wowcezas jesli g € Gly(K) oraz v € K* sa takie, ze v [a ﬁ} g jest macierza
0 — 1-kowa, to macierz qeg jest jednej z postaci:

Al 10
0 01, 0 0
0 0 0 0
W pierwszym przypadku wymienionym w (4.1.11) kladziemy zatem o' := «,

G := [. Niech (g,idy,ids,...,ids) € &. Rozwazmy kontur h - A - g, gdzie
g = 9(g,ids,idy, . .. .idy). Wowezas kontur ten spelnia warunki (i), (ii), (iii). Co
wiecej, macierz qeg stojaca w pierwszym rzedzie i pierwszej kolumnie tego kon-
turu jest postaci ¢'e¢’, gdzie ¢’ jest macierzg kolumnowo quasi-permutacyjng, zas
¢’ macierza skalarng. Zgodnie z punktem (a) istnieja zatem takie b’ € §’ oraz
g € & zebhh-A-gg jest konturem 0 — 1—kowym. W szczegdlnosei ktadac:
b (v,9) :==b,9"(7,9) == (g,ids, ids, . . . ,idy)g’ dostajemy teze punktu (b) w roz-
wazanym przypadku.

Gdy ge jest w drugiej z postaci wymienionych w (4.1.11), woéwczas kladziemy
odpowiednio: o/ := «, ' := 0. Dalsze postepowanie jest analogicznie jak w przy-
padku pierwszej postaci.

e ¢ jest macierzg rzedu 2. Bez straty ogdlnosci mozemy przyjac, ze ge ma postac:

a 0
0 3
0 0
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Zauwazmy, ze jesli kontur b - A - g ztozony jest z doktadnie jednego bloku ge,

wowczas teza jest oczywista. Istotnie, niech o/ = ' = 1. Wéwczas dla dowol-

nych g € Gly(K) oraz v € K* takich, ze ~ [1 1} g jest macierzg 0 — 1-kowg
“le=l

o e cno o ) = ),

Wtedy b”(v,9)b - A-agg”(7, g) ztozony jest z jednego bloku ¢, bedacego macierza

ktadziemy b"(v,g) := (h), gdzie h = [g

0 — 1-kowa. Zalézmy zatem w dalszym ciggu, ze kontur h - A - g zlozony jest
z przynajmniej dwoch blokow.

Rozwazmy macierz wierszowo quasi-permutacyjna hid;g; bedaca w tym samym
wierszu konturu b - A - g, co macierz ge. Mozemy zatozy¢ (permutujac ewentual-
nie kolumny w macierzach stanowigcych drugg kolumne konturu h - A - g, patrz
argument odnosnie mozliwosci permutowania wierszy i kolumn ge), ze jest ona
w jednej z czterech postaci:

0 10 10 10
o, (o 1|, Jo 1|, |01 (4.1.12)
x 00 01 10

* % ¥

Zauwazmy, ze teze punktu (b) wystarczy dowie$¢ jedynie w przypadkach, gdy
hid,g; jest w pierwszej lub drugiej z wymienionych wyzej postaci. Istotnie, tatwo
widzie¢, ze operacja dodania drugiego wiersza do pierwszego lub trzeciego wiersza
wykonana jednoczesnie na ge oraz hid;g, nie zmienia pierwszej z tych macierzy,
za$ drugg z nich doprowadza, z doktadnoscig do permutacji kolumn, do jednej
z dwoch pierwszych postaci wymienionych w (4.1.12).

— Rozwazmy przypadek, gdy macierz hid,g; jest w pierwszej z postaci, wy-
mienionych w (4.1.12). Niech 6,0, € K beda takie, ze:

a0 0 0, 0
0 ﬁil 0 . h1d191 = 62 O
0 0 1 *

Rozwazmy najpierw przypadek, gdy (61,602) = (0,0). Ktadziemy o/ = ' =
1 oraz rozwazamy dowolne v € K*, g € Gly(K) takie, ze ~y {1 1} g jest
macierzg 0 — 1-kowa. Bierzemy woéwczas b’ (v, g) := (h,ids, ids, . .., id3) € $
oraz g" (7, g) := (g,idy, ids, . . ., idy) € &, gdzie:

-1 9 0

-1 67
h:[go 1]- 0 B o
0 0 1

i kontur ”(v,g9)h - A - gg”(7, g) jest 0 — 1-kowy.

Przyjmijmy zatem, ze (01,603) # (0,0). Wowczas kladziemy o’ = —0y, ' =

#,. Niech g = [Tl 72| ¢ Gly(K) oraz v € K* beda takie, ze ~y {—92 91} g
T3 T4
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jest macierza 0 — 1-kowa postaci {pl pg}. Wowczas:

p1 = (=716 + 7301)
P2 = ’}/(—7'292 + 7'491).
W szczegdlnosci biorac macierz
g =det(g) - g7 = [ " _72]
—T73 T

dostajemy:

v - [Zj = [—p/ﬂ . (4.1.13)

Rozwazmy zatem elementy h € §, g € & postaci b = (h,ids, ids, . .., ids3),
g = (g,idy, idy, . .., ids) takie, ze:
a”t 0 0
/
0 0 1

Woéwezas dziatajac elementami b, g na kontur b - A - g zgodnie z (3.2.3)
zmieniamy jedynie pierwszy wiersz konturu b- A - g tak, ze na mocy (4.1.13)
w miejscach blokéw ge oraz hydyg, znajduja si¢ bloki:

7 - det(g) 0 p2 0
0 v-det(g)|, |=p Of,
0 0 p3s P4

gdzie p1, p, p3, pa € {0,1}. Zauwazmy, ze jedli p, = 0, to kontur b - A - gg
spelia warunki (i), (ii), (iii) i w miejscu bloku ge konturu b - A - g znajduje
si¢ teraz macierz postaci ge’, gdzie ¢ jest kolumnowo quasi-permutacyjna,
zas € jest macierzg skalarng. Zatem w przypadku, gdy p» = 0, zgodnie
z punktem (a) istnieja takie b’ € )’ oraz ¢’ € &, ze h'bh - A- ggg’ jest kontu-
rem 0 — 1-kowym. Zauwazmy przy tym, ze pierwsza wspotrzedna elementu
gg’ réwna jest g. Zatem ktadac b” (v, g) := b'h oraz g'(v, g) := gg’ dostajemy
teze punktu (b) dla ps = 0. Postepowanie jest analogiczne w przypadku, gdy
p1 = 0.

Jesli p1 = po = 1, to zauwazmy, ze mnozac macierze stanowiace pierwszy
wiersz konturu hbh - A - gg z lewej strony przez macierz:

100
=111 0
0 01
otrzymamy macierze postaci:
7 - det(g) 0 1 0
v-det(g) ~v-det(g)|, |0 O],
0 0 ps Pa
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gdzie ps, ps € {0,1}. Zatem pierwsza z powyzszych macierzy jest iloczynem
macierzy 0 — 1-kowej i skalarnej. Rozwazmy zatem kontur E,h - A - gg, gdzie
p = (I, ids, ids, . .., id3)h. Pierwszy blok tego konturu jest iloczynem ma-
cierzy 0 — 1-kowej i skalarnej. Pozostate bloki tego konturu sg 0 — 1-kowe.
Zatem analogicznie jak w dowodzie punktu (a) (w ktérym nie korzystamy
z faktu, ze ¢ jest macierza kolumnowo quasi-permutacyjna, a jedynie z faktu,
ze jest to macierz 0— 1-kowa) dowodzimy, ze istnieja takie b’ € ) oraz g’ € &,
7e pierwsza wspolrzedna g jest identycznodcia, oraz kontur h'5'h - A - ggg’
jest 0 — 1-kowy. Zatem ktadac b”(v, g) := ' oraz g"(7,9) = gg’ dostajemy
teze dla p; = po = 1.

Rozwazmy przypadek, gdy w pierwszych dwoch wierszach macierzy hid;g;
znajduje sie macierz identycznosci. Jesli kontur b - A - g ztozony jest jedynie
z dwoch blokéw, wéwcezas uzasadnienie jest tatwe. Kladziemy of = ' = 1
i dla dowolnych g € Gly(K) oraz v € K* takich, ze v [1 1} g jest macierzg
0 — 1-kowa, ktadziemy b"(v,g) := (h) € 9,¢9"(v,9) := (g9,e9) € &, gdzie

11
h=|" Oe ﬂ e Gl3(K). W rezultacie b”(y,¢)b - A - gg”(7, g) ma dwa

0 — 1-kowe bloki, postaci ¢ oraz hid;g;.

Zatozmy, ze h - A - g ma wiecej niz dwa bloki. W tym przypadku tatwo
widaé, ze teza punktu (b) dla konturu - A - g jest rtéwnowazna tezie punktu
(b) dla konturu schodkowego ztozonego z blokéw (hacagy)e, hodaga, hscsgs,
hsdsgs itd, a wiec konturu powstajacego z b - A - g przez usuniecie wiersza
ztozonego z blokow qe oraz hid; gy, oraz przemnozenie kolumny zawierajacej
blok (kolumnowo quasi-permutacyjny) haoceg; przez macierz diagonalna e.
Zatem dowodzac punkt (b) przez indukcje ze wzgledu na liczbe blokéw h-A-g
widzimy, ze rozwazany podprzypadek sprowadzi¢ mozna do przypadku, gdy
h-A-g ma jeden blok, lub ma dwa bloki, lub gdy pierwszy wiersz tego
konturu ma postaé¢ rozwazang w poprzednich przypadkach.

]

DowOD LEMATU 4.1.3. Zgodnie z Lematem 3.5.8 mozemy zaktadaé, ze s; sg liczbami
parzystymi postaci 2t;, dla pewnych liczb catkowitych t;, ¢ = 1,2,3. Niech A € Mg.
Mozemy takze przyjaé (wobec Obserwacji 3.5.6), ze wszystkie bloki konturu .4 sa nie-

zerowe. Oznaczmy przez Ay, A;, As, A3 podkontury konturu A ztozone z blokow:

e kontur Ag: z blokéw a;, b;, dla 7 =1, 2, 3,

e kontury A;: z blokéw b;;, dlai =1,2,3 oraz j < s;.

Zauwazmy, ze jesli bloki x,y konturu A leza w tym samym wierszu lub tej samej

kolumnie, oraz = € A;,y € A;, dlai,j € {1,2,3}, to i = j. Jesli zatem na kontury A,
dzialaja, zgodnie z (3.2.3), grupy $; x &; ~ Gl3(K)' x Gly(K)" !, gdzie i = 1,2, 3, to

9~ Cl3(K)? x 91 x Hy x H3, 6~ Gly(K) x &) x By x B3 (4.1.14)
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(mozemy zaktadaé ze pierwsze wspolrzedne elementéw grupy &; dziataja na kolumny
zawierajace bloki b; konturu A, dla i = 1,2, 3).

Chcemy teraz wskazal takie elementy fi, fo, f3 € Gl3(K) oraz takie elementy
t, 91, 92, 93 € Glo(K), ze macierze f;a;t, fib;g; beda 0 — 1-kowe, dla i = 1,2, 3. Ze wzgle-
du jednak na to, ze bedziemy chcieli, aby macierze g; dziataly z prawej strony takze
na bloki b; ; konturu A, dobierzemy macierze f;,t, g; tak, by dzialanie g; na bloku b; ;
mozna byto zrekompensowaé dzialaniem $); X &; na kontur A;, dla 7 =1,2,3. W tym
celu skorzystamy najpierw z punktu (b) Stwierdzenia 4.1.20 zastosowanego osobno do
kazdego z konturéw 4;. Gwarantuje on istnienie takich (o, 3;) # (0,0), ze dla dowol-
nych v/ € K* oraz ¢, € Gly(K) takich, ze ~; [ai ﬁi} g. jest macierza 0 — 1-kowa, istnieja
elementy b; (7}, g;) € 9, 8:(7, 9;) € G (zalezne od 7, g;), ze i (v}, g;) - Ai - 8: (7, g;) Jest
0 — 1-kowy, oraz pierwsza wspohrzedna g;(7;, gi) réwna jest gi. A zatem, niezaleznie od
wyboru v, € K* oraz ¢, € Gly(K) mozemy dobraé elementy grup $;, &, porzadkujace
kontury A; do postaci 0 — 1-kowej. Wybdr odpowiednich elementéow K* oraz Gly(K)
zwiazany bedzie z wyborem elementéw Gl3(K) oraz Gly(K), doprowadzajacych bloki
a;, b; do postaci 0 — 1-kowe;j.

Zgodnie z Lematem 4.1.18 wskazujemy takie f1, fa, f3 € Gl3(K), v1,72,73 € K*, oraz
t 91,92,93 € G12(K), ze:

fait,  fbigi, vilei Bgn i=1,2.3. (4.1.15)

sg macierzami 0 — 1-kowymi.

Jestedmy gotowi do przedstawienia konstrukcji elementow b, g takich, ze b - A - g jest
konturem 0 — 1-kowym.

e wspolrzedne b dzialajace na wiersze konturu A ztozone z blokéw: a;, b;, sa réwne
fi,dlat=1,23,

e wspohrzedna g dziatajaca na kolumne konturu A ztozona z blokéw: aq, as, ag, jest
rowna t,

e wspolrzedne g dzialajace na kolumne konturu A zawierajaca blok b; oraz blok
pierwszej kolumny konturu A; sg rowne g;, dla i = 1,2, 3,

o jesli ¢; : $H — H; oraz ¢; : & — B, sa rzutowaniami, zgodnie z (4.1.14), to
¢i(h) = bi(vi, 9:) oraz ¢i(g) = 8i(7i, gi), dla i = 1,2, 3. Wspélrzedna g dzialajaca
na blok b; jest pierwsza wspolrzedna g;(vi, g:), a wiec jest réwna g;, zgodnie
z poprzednim punktem.

W ten sposob w konturze b - A - g w miejscu blokoéw a;, b; pojawiaja sie macierze 0 — 1-
kowe, zgodnie z Lematem 4.1.18. Co wiecej, zgodnie z tym lematem wspotrzedne g;
dziatajace na b;; sg takie, ze dla pewnych 7, € K* macierz ; [ai ﬂz} g; jest 0 — 1-
kowa, a wiec na mocy punktu (b) Stwierdzenia 4.1.20 kontur b;(v;, g;) - A - 9i(7i, 9i)
jest 0 — 1-kowy, dla @ = 1,2, 3. Zatem wszystkie bloki konturu h - A - g sa 0 — 1-kowe,
co konczy dowdd. 0
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4.2 Dowodd Twierdzenia 3.4.2.

Celem tego paragrafu bedzie dowoéd Twierdzenia 3.4.2. Przypomnijmy, Ze jedna z im-
plikacji tego twierdzenia udowodnilismy we Wniosku 3.6.8. Pozostaje zatem dowies¢,
ze jesli A jest algebra spelniajaca zatozenia Problemu 3.1.1 oraz warunek (W1), to
jesli szkielet Sy algebry A jest acykliczny oraz spelnia warunki (i)-(iv) wymienione
w Twierdzeniu 3.4.2, to liczba $) — &-orbit na M 4 jest skonczona.

Definicja 4.2.1. Zalozmy, Ze szkielet S jest acykliczny, ze posiada postac zredukowang
(patrz Definicja 3.5.9) oraz, ze kazdy blok S ma szerokos¢ nie wickszq niz 2. Zatéimy
ponadto, zZe spetnione sqg nastepujgce warunki:

(i) S nie zawiera wierszowej czworki,

(ii’) S nie zawiera grubej kolumnowej czworki,
(111°) S nie zawiera grubego szkieletu wierszowo tréjschodkowego,
(1v’) graf rozdzielony szkieletu S nie zawiera grubej drogi weztowej.
Wowczas powiemy, ze szkielet S jest dopuszczalny.

Odnotujmy wazna obserwacje dotyczaca szkieletow dopuszczalnych, wynikajacg bez-
posrednio z Obserwacji 3.5.10.

Obserwacja 4.2.2. Niech S bedzie szkieletem dopuszczalnym. Jesli szkielet S powstaje
przez usuniecie pewnych wierszy szkieletu S, wowczas S’ jest réowniez dopuszczalny.

Niech A bedzie algebra spetniajaca zatozenia Problemu 3.1.1 oraz warunek (W1). Wéw-
czas szkielet Sy tej algebry jest dopuszczalny. Dla dowodu brakujacej implikacji Twier-
dzenia 3.4.2 wystarczy zatem wykaza¢ nastepujacy fakt.

Twierdzenie 4.2.3. Jesli szkielet S jest dopuszczalny, to istnieje skonczenie wiele
H — B-orbit na Mgs.

4.2.1 Quasi-grube skltadowe

Definicja 4.2.4. Niech S = (1, f) bedzie spajnym 1 acyklicznym szkieletem. Na zbiorze
podszkieletow S mozna wprowadzi¢ relacje czesciowego porzgdku pochodzgcg od relacyi
cze$ciowego porzqdku na podzbiorach zbioru I. Powiemy, ze szkielet S’ jest grubg skia-
dowq szkieletu S jesli jest maksymalnym spojnym podszkieletem szkieletu S ztozonym
wylgeznie z grubych blokow.

Odnotujmy nastepujaca obserwacje. Kazdy szkielet dopuszczalny jest szkieletem pew-
nej algebry spelniajacej zatozenia Problemu 3.1.1 i warunek (W1). Zatem zgodnie
z pierwszym zdaniem dowodu Stwierdzenia 4.1.1 dostajemy opis wszystkich grubych
sktadowych szkieletéw dopuszczalnych. W szczegdlnosci dostajemy nastepujacy wnio-
sek.
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Whiosek 4.2.5. Jesli szkielet S jest dopuszczalny, to kazda jego gruba sktadowa jest al-
bo szkieletem schodkowym, albo wierszowo dwuschodkowym, albo kolumnowo tréjschod-
kowym.

Zauwazmy, ze gruba sktadowa szkieletu dopuszczalnego nie jest zwykle szkieletem do-
puszczalnym. Stad wprowadzamy takze nastepujaca definicje.

Definicja 4.2.6. Niech Sy,...,S,, bedg grubymi sktadowymi szkieletu dopuszczalnego
S, za$ niech Sy, ..., 8], podszkieletami szkieletu S, zlozonymi ze wszystkich wierszy S
zawierajgcych odpowiednio szkielety: Sy, . .., Spy. Szkielety S! nazywad bedziemy quasi-
grubymi skladowymi szkieletu S.

Jasne jest, ze dwie rézne quasi-grube sktadowe szkieletu S sa roztaczne. Z Obserwa-
cji 4.2.2 wynika takze, ze quasi-gruba sktadowa szkieletu dopuszczalnego jest szkieletem
dopuszczalnym.

Dla utatwienia notacji przyjmiemy, ze jesli A € S, to bloki konturu A tworzace kontur
o szkielecie bedacym quasi-gruba sktadowa w S nazywa¢ bedziemy quasi-gruba skta-
dowg konturu A. Dla ilustracji powyzszej definicji rozwazmy dwa przyktady. Pierwszy
z nich to przyktad szkieletu dopuszczalnego ztozonego z doktadnie jednej quasi-grubej
sktadowej (ciemnym kolorem zaznaczono bloki tworzace gruba sktadowa szkieletu S).

ml
He

Rozwazmy tez nastepujacy szkielet.

Szkielet ten ma trzy quasi-grube sktadowe: bloki pierwszej z nich, zawarte w pierw-
szym i trzecim wierszu szkieletu, oznaczone sg kolorem jasnoszarym. W piatym i szo-
stym wierszu znajduje si¢ druga quasi-gruba sktadowa, ktorej bloki oznaczono czarnymi
kropkami. Trzecia quasi-gruba sktadowa znajduje sie¢ w 6smym, dziewigtym i dziesig-
tym wierszu, i jej bloki oznaczone sg kolorem ciemnoszarym.
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Wprowadzimy pewng konwencje zapisowa, utatwiajaca opis dziatania grupy $ x & na
elementach M.

Definicja 4.2.7. Niech S bedzie szkieletem, za$ A € Ms. Niech A’ bedzie podkonturem
konturu A. Zaloimy, ze bloki A’ naleiq do wierszy konturu A o indeksach iy, ..., 1,
oraz do kolumn A o indeksach jy, ..., jq. Niechh = (hy,....h) € H,8=(g1,...,9s) €
&. Podkontur konturu § - A - g powstajocy w miejscu podkonturu A’ po zadziataniu
elementami by, g, oznaczaé bedziemy przez b - A" - g. Ponadto powiemy, Ze:

e ), g nie zmieniajq podkonturu A’ jeslih- A -g= A,

e ) dziata jak identycznosé na A’ jesli h;, sq¢ macierzami identycznosci, dla
1<I<p,

e g dziata jak identycznosé na A’ jesli g;, sq¢ macierzami identycznosci, dla
1<i<yq,

e 0, g nie zmieniajq istotnie podkonturu A’ jesli by dziala jok identycznosé na
A, zas g dziala jak identyczno$é na wszystkie grube bloki A’

Warto odnotowa¢ obserwacje motywujaca wprowadzenie Definicji 4.2.7. Poprzedzimy
ja definicja.

Definicja 4.2.8. Macierz x € M, 4, (K) nazwiemy jednowarto$ciowq jesli x = sq,
gdzie s jest macierzq skalarng, zas q jest macierzg 0 — 1-kowg.

Obserwacja 4.2.9. Niech A bedzie konturem o szkielecie S, ktérego wszystkie grube
bloki sq 0 — 1-kowe, zas wszystkie plaskie bloki sq jednowartosciowe. Wowczas jesli b, g
nie zmieniajq istotnie konturu A, to wszystkie grube bloki b - A -g sq¢ 0 — 1-kowe, zas
wszystkie plaskie bloki b - A - g sq jednowartoSciowe.

4.2.2 Dowdd gléwnego rezultatu

Pokazemy, ze do dowodu Twierdzenia 4.2.3 wystarcza nastepujace trzy lematy.

Lemat 4.2.10. Niech S bedzie spojnym szkieletem dopuszczalnym ztozonym z doklad-
nie jednej quasi-grubej sktadowey, oraz niech A € Ms. Wowcezas w § — S-orbicie kon-
turu A znajduje sie kontur A’ taki, ze kazdy jego gruby blok jest macierzg 0 — 1-kowgq,
za$ kazdy plaski blok — macierzq jednowartosciowg.

Lemat 4.2.11. Niech S bedzie spojnym i plaskim szkieletem dopuszczalnym, oraz niech
A e Ms. Wowcezas w $H — S-orbicie konturu A znajduje sie kontur 0 — 1-kowy.

Lemat 4.2.12. Niech S bedzie szkieletem dopuszczalnym, oraz niech A € Mg bedzie
konturem, w ktorym kazdy gruby blok jest macierzqg 0—1-kowgq, zas kazdy plaski blok jest
macierzq jednowartosciowqg. Wowczas w $ — S-orbicie konturu A znajduje sie kontur
0 — 1-kowy.
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DowOD TWIERDZENIA 4.2.3 (a wiec takze dowéd Twierdzenia 3.4.2). Rozumowanie
jest indukcja ze wzgledu na liczbe n quasi-grubych sktadowych w §. Jedli n = 0, to
teza wynika z Lematu 4.2.11. Zatézmy, ze n = 1 i rozwazmy dowolny kontur A € M.
Woéwezas A mozna przedstawié jako sume roztaczng konturéw dopuszezalnych AU A",
gdzie A’ jest quasi-gruba sktadowa w A, zas A” jest konturem o szkielecie ptaskim
(niekoniecznie spdjnym). Zgodnie z Lematem 4.2.10, mozemy zaktadaé, ze wszystkie
grube bloki konturu A’ sa macierzami 0 — 1-kowymi oraz, ze wszystkie ptaskie blo-
ki konturu A’ s macierzami jednowarto$ciowymi. Zgodnie z Lematem 4.2.11 oraz
z Obserwacja 3.5.7 (potrzebna, gdyz A” moze nie by¢ spéjnym konturem) widzimy,
ze istnieja takie h € $ oraz g € B, ze h- A" - g jest konturem 0 — 1-kowym oraz, ze b, g
nie zmieniaja istotnie konturu A’. Zatem zgodnie z Obserwacja 4.2.9 kontur h - A - g
ma kazdy gruby blok w postaci 0 — 1-kowej oraz kazdy ptaski w postaci jednowarto-
sciowej. Zgodnie z Lematem 4.2.12 w $) — &-orbicie konturu h-.A- g znajduje sie kontur
0 — 1-kowy. To konczy pierwszy krok indukcji.

Zatoézmy dalej, ze teza twierdzenia spetniona jest dla dowolnego szkieletu dopuszczal-
nego o n quasi-grubych sktadowych. Rozwazmy szkielet dopuszczalny S majacy n + 1
quasi-grubych sktadowych Sy, ..., S,41. Niech I's, bedzie, dla 1 < ¢t < n+1, podgrafem
spojnym grafu rozdzielonego I's odpowiadajacym quasi-grubej sktadowej S; (patrz Ob-
serwacja 3.3.3). Wowczas powiemy, ze dwie quasi-grube sktadowe S;, S; tego szkieletu
sg potaczone w S, jedli istnieje taka droga A;; w I's, ze A;; zawiera pewna krawedz z I's,
i pewng krawedz z I's; i nie zawiera zadnej krawedzi w I's,, dla k ¢ {4, j}. Z zatozenia
o dopuszczalnosci, szkielet S nie zawiera cyklu. Zatem sposréd n + 1 quasi-grubych
sktadowych szkieletu S istnieje przynajmniej jedna sktadowa, ktora potgczona jest
z co najwyzej jedng rézna od siebie quasi-gruba sktadows szkieletu S. Mozemy zato-
zyé, ze jest to Si. Przyjmijmy tez, ze S; jest maksymalnym spéjnym podszkieletem
w S\ (S2U...US,) zawierajacym S;. Zauwazmy, ze jest to szkielet dopuszczalny.
Istotnie, jesli blok z nalezy do S;, to zgodnie z definicja tego szkieletu caly wiersz
szkieletu S zawierajacy x jest poza (Se U ...US,). Skoro za$§ S; jest maksymalnym
spéjnym podszkieletem S\ (SoU...US,), to caly wiersz szkieletu S zawierajacy blok
r nalezy do S;. Zatem szkielet ten powstaje z S przez usuniecie pewnej liczby wierszy,
czyli na mocy Obserwacji 4.2.2 szkielet S; jest dopuszczalny. Z tych samych powodéw
takze szkielet S\ S; jest dopuszczalny.

Niech A € Mgs. Wéwcezas A mozna przedstawié¢ jako sume roztaczna konturéw do-
puszczalnych A"U A", gdzie A" € Mg, zas A" € Mg 5 jest konturem o dokladnie n
quasi-grubych sktadowych. Na mocy zatozenia indukcyjnego zastosowanego do szkiele-
tu dopuszczalnego S \ S; mozemy przyjac, ze A” jest konturem 0 — 1-kowym. Zgodnie
z pierwszym krokiem indukcji widzimy, Ze istniejg takie h € Horaz ge &, ze h- A - g
jest konturem 0 — 1-kowym. Pokazemy, ze elementy 0, g nie zmieniaja istotnie konturu
A" Rzeczywiicie, z zalozenia A’ € Mg, za§ S; posiada doktadnie jedng quasi-grubg
sktadowg w S, réwng &7, potaczong z co najwyzej jedng rézng od siebie quasi-grubg
sktadowsa tego szkieletu. Wynika stad, ze istnieje co najwyzej jedna kolumna szkieletu
S, ktéra zawiera zaréwno bloki Sy, jak i S\ S;. Kolumna ta, o ile istnieje i jest, po-
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wiedzmy, k-ta kolumng w S, ztozona jest z blokéw plaskich. Ponadto, szkielety S; oraz
S\ S nie maja wspélnych wierszy. Zatem rzeczywiscie mozna dobraé b, g tak, zeby
b dziatalo jak identyczno$é na wszystkich wierszach A” oraz, zeby g dzialato jak iden-
tycznosé na wszystkich kolumnach A", za wyjatkiem k-tej. Elementy te nie zmieniaja
zatem istotnie konturu A”.

Stad kontur § - A - g ma wszystkie grube bloki w postaci 0 — 1-kowej, oraz wszystkie
plaskie w postaci jednowartosciowej. Teza kroku indukcyjnego wynika zatem z Lema-
tu 4.2.12. Konczy to dowod twierdzenia. U

Uzyskaliémy zatem dowod drugiej implikacji tezy Twierdzenia 3.4.2;, a zatem, tacznie
z Wnioskiem 3.6.8, dowdd catego Twierdzenia 3.4.2.

4.2.3 Dowody lematéw pomocniczych

W paragrafie tym udowodnimy trzy lematy, ktore postuzyly do zamkniecia dowodu
Twierdzenia 3.4.2.

DowOD LEMATU 4.2.12. Zgodnie z Obserwacja 3.5.7 mozemy zakladaé, ze S jest
szkieletem sp6jnym. Rozumowanie jest indukcja ze wzgledu na liczbe t wierszy szkie-
letu S. Udowodnimy ze dla kazdego konturu o niezerowych blokach A € MY istnieja
takie h € 9,9 € 6, ze h - A - g jest 0 — 1-kowy oraz, ze wspdlrzedne g; € Gl (K)
(zgodnie z Definicja 3.2.3 grupy £, ® sa produktami odpowiednio ¢ oraz s grup ma-
cierzy odwracalnych Gl,, (K) oraz Gl, (K), dla 1 <i <t, 1 < j < s) elementu g sa
macierzami skalarnymi dla wszystkich ¢ takich, ze i-ta kolumna konturu A jest gruba.
Na mocy Obserwacji 3.5.6 tak sformutowana teza jest wystarczajaca do dowodu catego
lematu.

Niech t = 1. Zatem A ma jeden wiersz ztozony z blokéw x4, . . ., z,. Jedli zaden z blokdéw
x; nie jest ptaski, to A jest konturem 0— 1-kowym i wystarczy przyjacé, ze b, g majg ma-
cierze identycznosci na kazdej ze wspotrzednych. W ten sposéb elementy te spetniaja,
w sposOb trywialny, obydwie czesci tezy indukcji. Zalézmy zatem, ze A zawiera bloki

plaskie z;,, ..., z; , dla pewnych iy, ... 7,. Przyjmijmy tez, ze w kolumnach o indeksach
i1,...,iq konturu A znajduja si¢ macierze jednowartosciowe a;,...,a;, € Mg x1(K)
postaci a;, = o, - ¢;,, gdzie o;, € K¥, za$ ¢;, jest macierza 0 — 1-kowa. Zatem biorac

h=(ids,), 8= (1,--.,9s), gdzie g; € Gl,.(K) oraz:

i

{o«1 1 = 1;, dla pewnego [,
9i =

id,, w przeciwnym przypadku,

widzimy, ze b - A - g jest szukanym konturem 0 — 1-kowym. Co wiecej, g dziata jak
identyczno$¢ na wszystkich kolumnach A, ktére sg grube, a wiec spelia drugi waru-
nek tezy indukcyjne;j.

Zalézmy zatem, ze teza indukcyjna zachodzi dla dowolnego konturu o szkielecie do-
puszczalnym S majacym mniej niz t wierszy. Przyjmijmy, ze S ma t wierszy oraz
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wezmy kontur A € MY taki, ze kazdy gruby blok A jest macierza 0 — 1-kowa, za$
kazdy ptaski blok A jest macierza jednowarto$ciowa. Zatézmy, ze w pierwszym wierszu
szkieletu S bloki znajduja sie w kolumnach my, ..., m;. Beda one dalej oznaczane ja-
KO Ty, Timgs - - -, T, - Niech S’ bedzie szkieletem powstalym przez usuniecie pierwszego
wiersza szkieletu S. Jest to, zgodnie z Obserwacja 4.2.2, szkielet dopuszczalny. Ze spéj-
nosci szkieletu & wynika, ze kazda sktadowa spéjna S’ zawiera blok lezacy w jednej
z kolumn my, ..., my. Niech &, ..., 8, beda tymi sktadowymi i niech m;,, ..., m;, beda
odpowiadajacymi im w ten sposéb kolumnami. Niech A, ..., A, beda podkonturami
A o szkieletach odpowiednio Sy, ...,S,. Jest jasne, ze sktadowa spojna szkieletu do-
puszczalnego jest dopuszczalna, a zatem kontury A; sa, dla 1 < ¢ < p, dopuszczalne.
Kazdy z nich ma mniej niz ¢t wierszy, a wiec z zatozenia indukcyjnego oraz z Obserwa-
cji 3.5.7 istnieja takie b’ = (h},...,h;) € Horaz g = (g1,...,9,) € &, ze podkontury
h' - A;- g konturu b’ - A- g’ sa 0 — 1-kowe, dla 1 < j < p. Co wigcej mozemy zatozy¢,
ze b dziata jak identycznos$é na pierwszy wiersz A. Zgodnie z zalozeniem indukcyjnym
wspolrzedne g; elementu g’ sa macierzami skalarnymi dla wszystkich [ takich, ze ko-
lumna [ szkieletu S zawiera grube bloki konturu A;, dla pewnego j. Twierdzimy, ze
uzyskany kontur b’ - A - g’ ma nastepujace wlasnosci:

(i) wszystkie bloki konturu §’ - A - g’ nie nalezace do pierwszego wiersza b’ - A - g’ sa
0 — 1-kowe,

ii) wszystkie bloki pierwszego wiersza §’ - A - g’ s3 macierzami jednowartosciowymi.
Y g g sq J Yy

Pierwsza wlasnos$é jest jasna. Zaldézmy, ze (ii) nie zachodzi. Zatem pewien blok
' =1 -x- g pierwszego wiersza i m;-tej kolumny szkieletu b’ - A - g’ nie jest macierza
jednowartosciowa. Wiadomo, ze b’ dziala jak identyczno$é na pierwszym wierszu A,
czyli ' = x - ¢ = xg,,. Zatem x nie moze by¢ macierza rozmiaréw s; x 1, poniewaz
z zalozenia x bylby macierza jednowartosciowa, a wiec i x - g,,, musiataby by¢ jedno-
warto$ciowa. Zatem x jest gruby. Jezeli w kolumnie konturu A zawierajacej x znajduje
si¢ dowolny blok jednego z konturéw A;, to Gmi, jest z zatozenia indukcyjnego macierza
skalarna. Z kolei, z zalozen przyjetych w lemacie z byl macierza 0 — 1-kowa. Zatem
¥ =x- Grm;, jest jednowarto$ciowa. Pozostaje zatem mozliwosé, ze = jest jedynym
blokiem znajdujacym sie w zawierajacej go m;-tej kolumnie konturu A. Wtedy jednak
mozna zatozy¢, ze g, = id,, 1 z" =z jest macierza 0 — 1-kowa. Doszlismy zatem do
sprzecznosci z zatozeniem, ze (ii) nie zachodzi.

Teraz b’ - x,,, - @’ jest blokiem nalezacym do pierwszego wiersza i m;-tej kolumny kon-
turu b’ - A- ¢/, dla 1 < i < k. Na mocy (ii) jest to macierz jednowartosciowa, a wiec
macierz postaci «; - ¢;, gdzie g; jest 0 — 1-kowa, zas a; € K*. Przyjmijmy, ze A, jest
maksymalnym spéjnym podkonturem konturu b’ - A - g’ zawierajacym blok b’ - z,,. - ¢
oraz nie zawierajacym blokéw b’ -z, - ¢ pierwszego wiersza konturu b’ - A - g, dla
J # i. Jest jasne, ze kazdy blok konturu ' - A - g’ nalezy do jednego z konturéw A..
Co wigcej jesli Aj oraz A posiadaja bloki w tej samej kolumnie, to i = j. Niech J;
bedzie zbiorem indekséw kolumn zawierajacych bloki w konturze A.. Z tego, co powie-
dzielisSmy wynika, ze J; U o U ... U J, = {1,...,s}. Niech I; bedzie zbiorem indekséw
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wierszy zawierajacych bloki w konturze b’ - A; - ¢'.

Okreslamy elementy h” = (hY,... h}) € 9, ¢" = (¢{,...,9)) € & takie, ze: h{ = id,,,
za$ dla j > 1:
" . . .
hj =aq;-uds;, oilejel;

natomiast
g}’ = (]_/,L»_l . idrj, o ile j € J;.

Latwo widzieé, ze h”’h’ - A - g'g” jest macierzg 0 — 1-kowg. Krok indukcyjny jest zatem
zakonczony. O

DowOD LEMATU 4.2.11. Na mocy Lematu 4.2.12 wystarczy pokazaé, ze w ) — &-
orbicie konturu A € Mg znajduje sie kontur A’, ktérego kazdy blok jest macierza
jednowartosciowa. Istotnie, jesli wskazemy kontur A’, to skoro bedzie on konturem
ptaskim, to zgodnie z Lematem 7.11 w §) — &-orbicie A’, a wiec takze w §) — G-orbicie
A, istnie¢ bedzie kontur 0 — 1-kowy.

Twierdzimy, ze istnieja takie h € §, g € &, ze kazda wspolrzedna g jest macierza
identycznosciowa (odpowiednich rozmiaréw) oraz b - A- g ma wszystkie bloki jednowar-
tosciowe. Od tej pory mozemy zatem zakladac¢, ze S ma jeden wiersz ztozony, zgodnie
z warunkiem (i) w Definicji 4.2.1, z co najwyzej trzech blokow.

Jesli § sktada si¢ z jednego bloku, wowczas teza dowodzonego lematu jest oczywista.
Zatozmy zatem, ze S ma przynajmniej dwa bloki. Wowczas S posiada postaé zredu-
kowang S”. Bloki szkieletu ™ maja rozmiary: 1 x 1, w przypadku gdy S sktada si¢
z dwoch blokow lub rozmiary 2 x 1, w przypadku gdy 8" sktada sie z trzech blokéw.
Zgodnie z Lematem 3.5.11 wystarczy pokazaé teze dla konturéw zawartych w Mgr.
W pierwszym przypadku nie ma zatem czego dowodzi¢, poniewaz macierze rozmiardéw
1 x 1 sg zawsze jednowartos$ciowe. Zatdézmy zatem, ze §” ma trzy bloki. Teza sprowadza
sie zatem do sprawdzenia, ze dla kazdej tréjki a, b, ¢ € Moy (K) macierzy postaci:

| |G _|as
“‘M’ b_lﬁj’ ‘"M’

gdzie oy, B; € K, istnieje taka macierz g € Gly(K), ze macierze ga, gb oraz gc sa jedno-
wartosciowe. Fakt ten wynika jednak natychmiast z rozumowania przyjetego
w przypadku trzecim dowodu Lematu 4.1.3. 0

DowOD LEMATU 4.2.10. Szkielet dopuszczalny S powstaje przez dodanie pewnej
liczby ptaskich blokéw do wierszy jedynej swojej grubej sktadowej S’. Na mocy Wnio-
sku 4.2.5, szkielet S’ jest albo schodkowy, albo wierszowo dwuschodkowy, albo kolum-
nowo tréjschodkowy. Teze lematu bedziemy dowodzi¢ osobno w przypadkach, gdy S’
jest w jednej z tych trzech postaci. Podobnie jak w dowodzie poprzedniego lematu
mozemy zakladaé, ze wszystkie rozwazane kontury majg niezerowe bloki.

e S’ jest szkieletem wierszowo dwuschodkowym.
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Pokazemy najpierw, ze takze szkielet S jest wierszowo dwuschodkowy. Zgodnie
z warunkiem (i’) wymienionym w Definicji 4.2.1, zaden wiersz szkieletu S nie
moze zawieraé¢ czterech blokow. Zauwazmy takze, ze zadne dwa rézne wiersze S
nie mogg zawieraé trzech blokow. Zatézmy przeciwnie, ze i-ty oraz j-ty wiersz S
zawierajg trzy bloki. Z definicji S istnieja bloki grube x,y zawarte odpowiednio
w i-tym oraz w j-tym wierszu S. Wiadomo tez, ze grube bloki w S stanowig pod-
szkielet spojny 8. W szczegdlnosci pomiedzy wierzchotkami grafu rozdzielonego
I's odpowiadajacymi i-temu oraz j-temu wierszowi S przechodzi gruba droga.
Skoro jednak kazdy z tych wierszy ma trzy bloki, to wskazana gruba droga jest
droga weztowa, co przeczy warunkowi (iv’) wymienionemu w Definicji 4.2.1. Po-
kazaliSmy zatem, ze zadne dwa rozne wiersze S nie moga zawiera¢ trzech blokow.
Z poczynionych wyzej obserwacji wynika, ze szkielet S \ &’ sktada si¢ z co naj-
wyzej dwoch blokow ptaskich, ktére moga by¢ dotaczone jedynie do koncowek
szkieletu &’. Zatem S jest szkieletem wierszowo dwuschodkowym.

Pokazemy teraz, ze szkielet S zawarty jest w pewnym grubym szkielecie do-
puszczalnym, bedacym jednoczesnie szkieletem wierszowo dwuschodkowym. Jesli
S = (I,f), gdzie f(i,j) = (a;,s;) oraz a; jest suma szerokosci (réwnych s;, dla
pewnych j) blokéw w i-tym wierszu S, to szkielet S definiujemy jako pare (7, f'),
gdzie f'(i,j) = (a},2) oraz a} jest suma szerokosci (réwnych 2) blokéw w i-tym
wierszu szkieletu S. Jest jasne, ze skoro skoro s; < 2, dla wszystkich j takich, ze
(i,4) € I, to szkielet S zawiera szkielet S. Z definicji S widaé tez natychmiast, ze
jest to szkielet wierszowo dwuschodkowy i dopuszczalny. Bloki S majg rozmiary
réwne:

— 2 x 2, dla wierszy S majacych doktadnie jeden blok,
— 4 x 2, dla wierszy S majacych doktadnie dwa bloki,
— 6 x 2, dla wierszy S majacych doktadnie trzy bloki.
Zgodnie z Lematem 3.5.8 wystarczy zatem dowieéé, ze w § — &-orbicie dowolnego

konturu A € Mz znajduje sie kontur 0 — 1-kowy, gdzie odpowiednie grupy ), &
dziatajg na Mg zgodnie z (3.2.3).

Rozwazmy postaé zredukowang S’ szkieletu S (zgodnie z definicja dopuszczalno-
$ci istnieje posta¢ zredukowana szkieletu, a skoro S ma grube bloki - to posta¢ ta
jest nietrywialna). Zgodnie z Lematem 3.5.11 wystarczy pokazaé, ze w H - 6-
orbicie dowolnego konturu (o niezerowych blokach) A" € Mg znajduje sie kontur
0 — 1-kowy, gdzie 5’,6’ sg odpowiednimi grupami dziatajacymi na Mg-. Zatem
zgodnie Definicjg 3.5.9 widzimy, ze liczba kolumn szkieletu S jest identyczna
z liczbg kolumn szkieletu S, oraz bloki S majg rozmiary roéwne:

— 1 x 2, dla wierszy S’ majacych dokladnie jeden blok,
— 3 x 2, dla wierszy S’ majacych doktadnie dwa bloki,
— 5 x 2, dla wierszy S’ majacych doktadnie trzy bloki.
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Zatem S jest réwny jednemu ze szkieletéw opisanych w Lemacie 4.1.2. W szcze-
golnosci z Lematu 4.1.2 wynika, ze w H' — & -orbicie dowolnego konturu A" € Mg+
znajduje si¢ kontur 0 — 1-kowy.

Szkielet S’ jest schodkowy.

Podobnie jak w poprzednim przypadku wykazujemy, ze zaden wiersz szkieletu S
nie moze zawiera¢ czterech blokow, ani zadne dwa rézne wiersze S nie moga mieé
trzech blokéw. Wynika stad, ze S jest szkieletem wierszowo dwuschodkowym.
Skoro § jest dopuszczalny, to teza wynika z poprzedniego przypadku.

Szkielet S’ jest kolumnowo tréjschodkowy.

Argumentujac podobnie jak wyzej widzimy, ze zaden wiersz szkieletu dopuszczal-
nego S nie moze zawiera¢ czterech blokow oraz, ze zadne dwa rézne wiersze S
nie moga zawieraé¢ trzech blokow. Zatem szkielet S jest kolumnowo trojschod-
kowy. Istnieje zatem szkielet dopuszczalny i kolumnowo tréjschodkowy S o blo-
kach szerokosci doktadnie 2, ktéry zawiera szkielet S. Zgodnie z Lematem 3.5.8
wystarczy wykazaé, ze w orbicie dowolnego konturu o szkielecie S znajduje sie
kontur 0 — 1-kowy. Podobnie jak wcze$niej widzimy, ze i w tym przypadku wy-
starczy rozwazy¢ orbity konturéw o szkielecie S’ bedacym postacia zredukowang
szkieletu S. Jednak skoro szerokosci blokéw nalezacych do S’ sg réwne 2, to S
rowny jest jednemu ze szkieletéw opisanych w Lemacie 4.1.3. Zatem teza wynika
z Lematu 4.1.3.
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