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Streszczenie

Metoda kombinatoryczna liczenia problemów macierzowych to sprowadzanie prob-
lemów natury numerycznej do prostych problemów teorii grafów i kombinatoryki.
Kilka lat temu Mahajan i Vinay w sposób nowatorski zapocz¡tkowali algorytmik¦
tego typu. Szczególn¡ specy�k¡ ich metod jest unikanie dzielenia. Wyeliminowanie
dzielenia jest istotnym czynnikiem podczas pracy z pier±cieniem przemiennym, który
nie jest ciaªem, na przykªad, kiedy elementy pier±cienia s¡ liczbami caªkowitymi,
wielomianami czy te» jeszcze bardziej skomplikowanymi wyra»eniami. Takie oblicze-
nia pojawiaj¡ si¦ w wielu kombinatorycznych problemach.

Celem pracy jest przede wszystkim przedstawienie nowego podej±cia i dogª¦b-
niejsze zbadanie algorytmów Mahajana i Vinaya: uproszczenie algorytmów, interpre-
tacja w terminach problemu plecakowego oraz pokazanie mo»liwo±ci znacznego ich
przyspieszenia.

W niniejszej pracy prezentujemy algorytmy nie wykonuj¡ce operacji dzielenia
rozwi¡zuj¡ce problemy obliczania wyznacznika, Pfa�anu, wspóªczynników wielomianu
charakterystycznego oraz macierzy dopeªnie« algebraicznych dla dowolnych macierzy
w czasie Õ(n3.03) oraz dla macierzy de�niuj¡cych grafy planarne w czasie O(n2.5).
Nasze algorytmy w przypadku dowolnych macierzy posiadaj¡ bardzo proste imple-
mentacje w czasie O(n3.5) a jedynym nietrywialnym elementem algorytmów dziaªa-
j¡cych w czasie Õ(n3.03) jest algorytm szybkiego mno»enia macierzy.

Zaprezentowane przez nas algorytmy s¡ relatywnie prostsze w porównaniu z wcze-
±niejszymi rozwi¡zaniami i wykorzystuj¡ algorytmy rozwi¡zywania znanych prob-
lemów kombinatorycznych.

Sªowa kluczowe: Algorytm, Wyznacznik, Kombinatoryka, Graf, Graf Planarny, Ma-
cierz, Pfa�an.

Klasy�kacja tematyczna ACM: F.2.1, F.2.2, G.2.1, G.2.2.





Abstract

Combinatorial method of evaluation of algebraic functions means reducing numerical
problems to simple graph problems and combinatorics. Several years ago Mahajan
and Vinay began algorithmics of such type. The attractive feature of their methods
is that they are division-free. Avoiding divisions seems attractive when working over
a commutative ring which is not a �eld, for example when the entries are integers,
polynomials, or rational or even more complicated expressions. Such computations
arise in combinatorial problems.

The main topic of this dissertation is to exploit new possibilities and show new
aspects of beautiful combinatorial algorithms of Mahajan and Vinay: simpli�cation
of algorithms, showing a relation to a pseudo-polynomial dynamic-programming al-
gorithm for the knapsack problem and showing the possibility of signi�cant speeding
up.

In this work, we present division-free algorithms for the evaluation of algebraic
functions such as a matrix determinant, matrix Pfa�an, characteristic polynomial
and matrix adjoint in general and planar matrices. The algorithms for the general case
have Õ(n3.03) time complexity and the algorithms for the planar case have O(n2.5) time
complexity. Our algorithms for the general case have very simple implementations in
time O(n3.5) and the only non-trivial element of the Õ(n3.03) algorithms is the fast
matrix multiplication algorithm.

Our algorithms are simpler than previously known algorithms and they are related
to well known combinatorial problems.

Keywords: Algorithm, Determinant, Combinatorics, Graph, Matrix, Planar Graph,
Pfa�an.

ACM Classi�cation: F.2.1, F.2.2, G.2.1, G.2.2.
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Rozdziaª 1

Wst¦p

W niniejszej pracy przedstawimy zastosowanie metod kombinatorycznych w kon-
strukcji efektywnych algorytmów rozwi¡zuj¡cych wybrane problemy algebry linio-
wej. Metody kombinatoryczne okazuj¡ si¦ bardzo przydatne w wielu problemach
algebraicznych, takich jak obliczanie wyznacznika, Pfa�anu, wspóªczynników wielo-
mianu charakterystycznego czy macierzy dopeªnie« algebraicznych. Konstruowane w
ten sposób algorytmy wykorzystuj¡ jako procedury operacje grafowe. Dzi¦ki temu
zyskuj¡ zazwyczaj na czytelno±ci.

Gªównym tematem mojej rozprawy b¦d¡ algorytmy kombinatoryczne rozwi¡zuj¡ce
problemy algebraiczne bez u»ywania dzielenia. Wyeliminowanie dzielenia jest isto-
tnym czynnikiem podczas pracy z pier±cieniem przemiennym, który nie jest ciaªem,
na przykªad, kiedy elementy pier±cienia s¡ liczbami caªkowitymi, wielomianami czy
te» jeszcze bardziej skomplikowanymi wyra»eniami. Takie obliczenia pojawiaj¡ si¦ w
wielu kombinatorycznych problemach [27].

Tªo

Pierwsze próby zastosowania technik kombinatorycznych do dowodzenia poprawno±ci
lub tworzenia nowych algorytmów obliczaj¡cych funkcje macierzowe zostaªy podj¦te
przez Valianta [52] w 1992 roku. Valiant analizowaª algorytm Samuelsona oblicza-
nia wspóªczynników wielomianu charakterystycznego i zinterpretowaª te obliczenia w
sposób kombinatoryczny. Przedstawiª on kombinatoryczne twierdzenie posªuguj¡c si¦
terminologi¡ zamkni¦tych ±cie»ek w gra�e, poprawno±¢ którego wynikaªa wprost z po-
prawno±ci algorytmu Samuelsona. Zainspirowani tym oraz czysto kombinatorycznym
oraz wyj¡tkowo eleganckim dowodem twierdzenia Cayleya-Hamiltona podanym przez
Rutherforda [39], Mahajan i Vinay [35] zaprezentowali pierwszy kombinatoryczny al-
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10 ROZDZIA� 1. WST�P

gorytm obliczania wielomianu charakterystycznego. Dowód poprawno±ci ich algo-
rytmu odwoªywaª si¦ jedynie do argumentów kombinatorycznych bez korzystania z
algebry liniowej lub arytmetyki na wielomianach.

Nasze Rezultaty

Jednym z klasycznych problemów algebry liniowej jest problem obliczania wyzna-
cznika. Najbardziej znanym algorytmem obliczania wyznacznika jest algorytm elimi-
nacji Gaussa. Wymaga on O(n3) (lub O(n2.38), je±li u»yty zostanie algorytm szybkiego
mno»enia macierzy) operacji dodawania, odejmowania, mno»enia oraz dzielenia. Z
drugiej strony, de�nicja wyznacznika jako sumy n! iloczynów pokazuje, »e mo»e on
zosta¢ obliczony bez wykonywania operacji dzielenia. Mahajan i Vinay w swojej pracy
z 1997 roku [34] przedstawili zupeªnie now¡ kombinatoryczn¡ interpretacj¦ wyzna-
cznika redukuj¡c problem jego obliczania do problemu sumowania ±cie»ek w pewnym
acyklicznym gra�e a nast¦pnie bazuj¡c na tej charakteryzacji podali algorytm obli-
czania wyznacznika w czasie O(n4), który nie wykorzystywaª operacji dzielenia.

W oparciu o artykuª [50], zaprezentowany na konferencji ISAAC 2007, przedsta-
wimy nowe spojrzenie na algorytm Mahajana i Vinaya: relacj¦ z pseudo-wielomiano-
wym algorytmem programowania dynamicznego dla problemu plecakowego. Gªówna
faza algorytmu Mahajana i Vinaya mo»e by¢ zinterpretowana jako obliczenia alge-
braicznej wersji problemu plecakowego, co jest alternatyw¡ dla podej±cia opartego
na teorii grafów u»ytego w oryginalnym algorytmie. Gªównym rezultatem [50, 51]
b¦dzie pokazanie jak zaimplementowa¢ algorytm Mahajana i Vinaya bez korzystania
z operacji dzielenia w czasie Õ(n3.03). Zaprezentowany przez nas algorytm posiada
bardzo prost¡ implementacj¦ w czasie O(n3.5) a jedynym nietrywialnym elementem
algorytmu dziaªaj¡cego w czasie Õ(n3.03) jest algorytm szybkiego mno»enia macierzy.

Jak si¦ okazuje technika wprowadzona przez Mahajana i Vinaya mo»e by¢ wyko-
rzystana do wyznaczania wszystkich wspóªczynników wielomianu charakterystycznego
[35]. Opisane w niniejszej pracy rezultaty [50] dla przypadku wielomianu charak-
terystycznego b¦d¡ analogiczne do tych dla wyznacznika.

Dzi¦ki technice wprowadzonej przez Baura i Strassena [4] pokazuj¡cej jak oblicza¢
wszystkie pochodne cz¡stkowe otrzymujemy [50] nie wykonuj¡cy dzielenia algorytm
obliczania macierzy dopeªnie« algebraicznych dziaªaj¡cy w tym samym czasie Õ(n3.03).

Rozwa»amy równie» Pfa�an macierzy sko±no-symetrycznych ±ci±le zwi¡zany z po-
j¦ciem wyznacznika. Pfa�an pojawia si¦ w badaniach nad skojarzeniami w grafach
[30]: Pfa�an zorientowanego grafu zde�niowany jest jako suma przebiegaj¡ca po
wszystkich mo»liwych skojarzeniach doskonaªych, przy czym ka»de skojarzenie ma
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przypisany znak zale»ny od orientacji. To wskazuje ju» na podobie«stwa do wyzna-
cznika. Gdyby nie obecno±¢ znaku w tej de�nicji Pfa�an mo»na by wykorzysta¢
do wyznaczania liczby skojarze« doskonaªych. Wiadomo, »e istniej¡ specjalne grafy,
które mo»na zorientowa¢ w taki sposób, aby wszystkie skojarzenia doskonaªe miaªy
dodatni znak. To oczywi±cie oznacza, »e »adne skracanie si¦ skªadników w sumie
nie b¦dzie miaªo miejsca a st¡d Pfa�an da dokªadnie liczb¦ skojarze« doskonaªych.
Pfa�an mo»emy wyznaczy¢ wykonuj¡c procedur¦ eliminacji dla macierzy sko±no-
symetrycznych, która jest podobna do eliminacji Gaussa (i wykorzystuje operacj¦
dzielenia). Alternatywnie, pierwiastek kwadratowy z wyznacznika daje Pfa�an z
dokªadno±ci¡ do znaku. �adne z tych podej±¢ nie mo»e jednak zosta¢ u»yte, je±li ope-
racje dzielenia i pierwiastkowania b¦d¡ musiaªy zosta¢ wyeliminowane. Korzystaj¡c
z techniki kombinatorycznej opracowanej przez Mahajana, Subramanya i Vinaya [33]
dostajemy równie» i dla przypadku Pfa�anu rezultaty analogiczne do tych jak dla
wyznacznika.

Problem obliczania wyznacznika wydaje si¦ by¢ znacznie prostszy dla macierzy
okre±lonych przez grafy planarne. Na samym pocz¡tku takie macierze s¡ rzadkie,
maj¡ one jedynie O(n) niezerowych wspóªrz¦dnych. Jednak mo»emy powiedzie¢
znacznie wi¦cej. Lipton, Rose oraz Tarjan [31] pokazali, »e istnienie rodziny O(

√
n)-

separatorów dla tej klasy grafów daje mo»liwo±¢ wykonania eliminacji Gaussa w czasie
O(n3/2) (lub O(n1.19), je±li u»yty zostanie algorytm szybkiego mno»enia macierzy).
Ale dziaªanie tego algorytmu ci¡gle wymaga dzielenia. W pracy prezentujemy algo-
rytmy, opisane w naszym kolejnym artykule [49], obliczania wyznacznika, wielomianu
charakterystycznego oraz macierzy dopeªnie« algebraicznych dla przypadku grafów
planarnych dziaªaj¡ce w czasie O(n2.5) i nie wykonuj¡ce operacji dzielenia.

Poka»emy równie» jak mo»emy wykorzysta¢ nasze wyniki do implementacji znanych
algorytmów obliczania wyznacznika: algorytmu Samuelsona oraz algorytmu Chistova
w czasie Õ(n3.03).

Organizacja Niniejszej Pracy

Rozpoczniemy od przypomnienia podstawowych de�nicji i faktów w rozdziale 2.
W rozdziale 3 przedstawimy nowe spojrzenie na algorytm Mahajana i Vinaya oraz
poka»emy jak mo»na go zaimplementowa¢ bez korzystania z operacji dzielenia w
czasie Õ(n3.03). W rozdziale 4 rozwa»ymy Pfa�an macierzy sko±no-symetrycznych
±ci±le zwi¡zany z poj¦ciem wyznacznika oraz przedstawimy algorytm jego wyznacza-
nia w czasie Õ(n3.03). Rozdziaª 5 po±wi¦cimy na opisanie algorytmu znajdowania
wyznacznika dla macierzy okre±lonych przez grafy planarne w czasie O(n2.5). W
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rozdziale 6 zaprezentujemy rozszerzenia naszych algorytmów z rozdziaªów 3 oraz 5 do
algorytmów obliczania wszystkich wspóªczynników wielomianu charakterystycznego
oraz macierzy dopeªnie« algebraicznych. Ostatecznie w rozdziale 7 przedstawimy in-
terpretacje kombinatoryczne znanych algorytmów obliczania wyznacznika: algorytmu
Samuelsona, Chistova, Csanky'ego. Poka»emy równie» jak mo»emy wykorzysta¢ nasze
wcze±niejsze wyniki do implementacji algorytmu Samuelsona oraz algorytmu Chistova
w czasie Õ(n3.03).

Podzi¦kowania

Serdecznie dzi¦kuje mojemu promotorowi, profesorowi Wojciechowi Rytterowi za
opiek¦ nad t¡ prac¡.



Rozdziaª 2

Poj¦cia Podstawowe, Oznaczenia i
Zaªo»enia

W tej cz¦±ci przypomnimy podstawowe de�nicje i fakty z teorii grafów, algebry linio-
wej oraz mno»enia macierzy. Dla wygody czytelnika, na ko«cu rozprawy zamieszczono
indeks zawieraj¡cy wszystkie zde�niowane poj¦cia wraz z numerami stron, na których
mo»na odszuka¢ stosowne de�nicje.

2.1 Grafy

2.1.1 Podstawowe De�nicje

Grafy Niezorientowane

Graf niezorientowany G de�niujemy jako par¦ sko«czonych zbiorów G = (V, E).
Elementy zbioru V nazywamy wierzchoªkami grafu G. Zbiór E zawiera nieuporz¡-
dkowane pary wierzchoªków, tzn.

E ⊆ {{u, v} : u, v ∈ V }.

Elementy zbioru E nazywamy kraw¦dziami grafu G. Wierzchoªki u i v nazywamy
ko«cami kraw¦dzi {u, v}. Mówimy te», »e wierzchoªek u jest incydentny z kraw¦dzi¡
{u, v} (podobnie wierzchoªek v) oraz »e u jest s¡siadem wierzchoªka v. Zbiór s¡siadów
wierzchoªka u w gra�e G oznaczamy przez NG(u). Liczb¦ kraw¦dzi incydentnych
z wierzchoªkiem u nazywamy stopniem u w gra�e G i oznaczamy przez degG(u).
B¦dziemy u»ywa¢ oznacze« V (G) i E(G) na zbiory wierzchoªków i kraw¦dzi grafu
G. Przyjmujemy tak»e konwencj¦, »e n = |V | oraz m = |E|, kiedy oznaczenia

13



14 ROZDZIA� 2. POJ�CIA PODSTAWOWE, OZNACZENIA I ZA�O�ENIA

te b¦d¡ jednoznacznie okre±lone. Grafem pustym nazwiemy graf o pustym zbiorze
wierzchoªków.

Grafy Zorientowane

Graf G = (V, E), w którym kraw¦dziom przypisano kierunki nazywamy grafem zo-
rientowanym lub krótko digrafem. Zbiór kraw¦dzi E grafu zorientowanego zawiera
uporz¡dkowane pary wierzchoªków, tzn.

E ⊆ {(u, v) : u, v ∈ V }.

Je±li e = (u, v) jest kraw¦dzi¡ w gra�e zorientowanym G = (V,E), to mówimy, »e
kraw¦d¹ e wychodzi z u i wchodzi do v.

�cie»k¡ (zorientowan¡) π dªugo±ci k z wierzchoªka v do wierzchoªka w w gra�e
(zorientowanym) G = (V, E) nazywamy ci¡g wierzchoªków π = (v0, v1, . . . , vk) taki,
»e v = v0, w = vk oraz (vi−1, vi) ∈ E, dla ka»dego i = 1, 2, . . . , k. Dªugo±¢ ±cie»ki
π jest liczb¡ jej kraw¦dzi i oznaczamy j¡ przez |π|. �cie»k¦, w której v0 = vk nazy-
wamy zamkni¦t¡ ±cie»k¡ lub pseudocyklem. Zamkni¦t¡ ±cie»k¦ w której dodatkowo
wierzchoªki v0, v1, . . . , vk−1 s¡ ró»ne nazywamy cyklem (zorientowanym). Pokryciem
cyklami grafu G nazywamy ci¡g rozª¡cznych cykli których caªkowita liczba kraw¦dzi
jest równa |V |.

Graf, którego ka»dy wierzchoªek jest poª¡czony bezpo±rednio kraw¦dzi¡ z ka»dym
innym wierzchoªkiem nazywamy grafem peªnym. Graf peªny o n wierzchoªkach oz-
naczamy przez Kn.

Mówimy, »e graf G′ = (V ′, E ′) jest podgrafem grafu G = (V, E), je±li V ′ ⊆ V oraz
E ′ ⊆ E. Dla danego zbioru V ′ ⊆ V podgrafem G′ grafu G = (V, E) indukowanym
przez V ′ jest graf G′ = (V ′, E ′), gdzie

E ′ = {(u, v) ∈ E : u, v ∈ V ′}.

Grafem wa»onym nazywamy graf G = (V,E) wraz z funkcj¡, która ka»dej kraw¦dzi
z E przyporz¡dkowuje pewn¡ liczb¦, nazywan¡ wag¡ kraw¦dzi.

2.1.2 Grafy Planarne

Rysunkiem grafu w pªaszczyzn¦ nazywamy dowolne ró»nowarto±ciowe odwzorowanie
wierzchoªków grafu w punkty pªaszczyzny wraz z odwzorowaniem ka»dej kraw¦dzi
{u, v} w ªaman¡ zwyczajn¡ na pªaszczy¹nie o ko«cach w obrazach punktów u i v.
Je»eli obrazy dwóch kraw¦dzi przecinaj¡ si¦ w punkcie x, który nie jest obrazem
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wspólnego ko«ca tych kraw¦dzi to punkt x nazywamy przeci¦ciem. Rysunek grafu na
pªaszczy¹nie nie zawieraj¡cy przeci¦¢, nazywamy rysunkiem pªaskim. Je»eli istnieje
rysunek pªaski grafu G, to G nazywamy grafem planarnym. Zdarza si¦, »e rysunek
pªaski grafu planarnego nazywa si¦ tak»e grafem pªaskim. �ciany grafu pªaskiego to
maksymalne spójne podzbiory pªaszczyzny, rozª¡czne z rysunkiem pªaskim grafu.

Zachodzi nast¦puj¡ce twierdzenie:

Twierdzenie 2.1.1. Niech G = (V, E) b¦dzie grafem planarnym, n = |V | oraz m =

|E|. Je±li n ≥ 3 wówczas
m ≤ 3n− 6.

2.1.3 Skojarzenia w Grafach

Skojarzeniem M w gra�e G = (V,E) nazywamy zbiór kraw¦dzi taki, »e »adne dwie
kraw¦dzie z M nie maj¡ wspólnego ko«ca. Mówimy, »e wierzchoªek v jest skoja-
rzony przez M je±li M zawiera kraw¦d¹ incydentn¡ z v. Skojarzenie M nazywamy
doskonaªym je±li kojarzy wszystkie wierzchoªki grafu G.

2.2 Problem Plecakowy

Problem plecakowy (ang. knapsack problem) jest jednym z najcz¦±ciej poruszanych
problemów optymalizacyjnych. Nazwa zagadnienia pochodzi od maksymalizacyjnego
problemu wyboru przedmiotów, tak by ich sumaryczna warto±¢ byªa jak najwi¦ksza
i jednocze±nie mie±ciªy si¦ w plecaku. Przy podanym zbiorze elementów o podanej
wadze i warto±ci, nale»y wybra¢ taki podzbiór by suma warto±ci byªa mo»liwie jak
najwi¦ksza, a suma wag byªa nie wi¦ksza od danej pojemno±ci plecaka.

2.3 Algebra Liniowa

2.3.1 Podstawowe De�nicje

W caªej pracy posªugujemy si¦ terminologi¡ ciaª i pier±cieni (przemiennych). W ciele
mamy okre±lone dwa dziaªania dwuargumentowe, dodawanie i mno»enie, i dwie staªe
0 i 1 (0 6= 1), przy czym speªnione s¡ naturalne prawa ª¡czno±ci, przemienno±ci do-
dawania i mno»enia, rozdzielno±ci mno»enia wzgl¦dem dodawania, neutralno±ci 0 i 1

wzgl¦dem odpowiednio dodawania i mno»enia, istnienia elementu przeciwnego (wzgl¦-
dem dodawania) dla ka»dego elementu i elementu odwrotnego (wzgl¦dem mno»enia)
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dla ka»dego elementu ró»nego od 0. W pier±cieniu natomiast nie wymagamy istnienia
elementów odwrotnych, pozostaªe aksjomaty s¡ analogiczne jak dla ciaª.

Przez R (Q, C) oznaczamy ciaªo liczb rzeczywistych (wymiernych, zespolonych),
przez Z oznaczamy pier±cie« liczb caªkowitych a przez N zbiór liczb naturalnych (z
0). Dla dowolnego pier±cienia R, przez R[u] oznaczamy pier±cie« wielomianów o
wspóªczynnikach w R zmiennej u, przez R[[u]] pier±cie« formalnych szeregów pot¦-
gowych, elementy R[[u]] s¡ postaci

a0 + a1u + a2u
2 + . . . + aiu

i + . . . ,

gdzie a0, a1, a2, . . . , ai, . . . ∈ R. Rn[[u]] oznacza pier±cie« formalnych szeregów pot¦-
gowych modulo un+1.

2.3.2 Algebra Macierzy

Dla dowolnego pier±cienia R, Rm×n oznacza zbiór wszystkich macierzy o m wierszach
i n kolumnach o wspóªczynnikach w R. Dla macierzy A ∈ Rm×n zakªadamy, »e
zbiór indeksów wierszy jest równy {1, 2, . . . , m} a zbiór indeksów kolumn {1, 2, . . . , n}.
Wspóªczynnik znajduj¡cy si¦ w wierszu o numerze i i kolumnie o numerze j w ma-
cierzy A oznaczamy przez A[i, j].

Niech A ∈ Rm×n. Dla R ⊆ {1, 2, . . . , m} oraz C ⊆ {1, 2, . . . , n}, przez AR,C oz-
naczamy podmacierz macierzy A skªadaj¡c¡ si¦ z jej wierszy o indeksach zawartych w
R oraz kolumn o indeksach z C a przez AR podmacierz macierzy A zawieraj¡c¡ wier-
sze z R, to znaczy AR = AR,{1,2,...,n}. Dla macierzy kwadratowej A ∈ Rn×n przez Ai,j

oznaczamy macierz rozmiaru (n− 1)× (n− 1) powstaª¡ z macierzy A przez usuni¦cie
wiersza o numerze i i kolumny o numerze j. Przez AT oznaczamy transpozycj¦ ma-
cierzy A, gdzie AT [i, j] = A[j, i]. Przez Ah oznaczamy macierz powstaª¡ z macierzy
A poprzez wyzerowanie wszystkich wierszy i kolumn o indeksach nie wi¦kszych ni»
h, to znaczy Ah[i, j] = A[i, j], je±li i > h oraz j > h, 0 w przeciwnym wypadku,
natomiast przez ah (ah) wiersz (kolumn¦) macierzy A o numerze h z wyzerowanymi
h pierwszymi wspóªrz¦dnymi.

Niech A b¦dzie macierz¡ kwadratow¡ o boku n. Wyznacznik macierzy A, det(A),
zde�niowany jest jako

det(A) = (−1)n ·
∑

σ

sgn(σ) · weight(σ,A), (2.1)

gdzie sumowanie odbywa si¦ po wszystkich permutacjach σ grupy permutacji zbioru
{1, 2, . . . , n}, Sn, znak permutacji σ, sgn(σ), równy jest (−1)k, gdzie k jest liczb¡
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cykli w rozkªadzie na cykle permutacji σ, natomiast waga permutacji σ wynosi

weight(σ,A) = A[1, σ(1)] · A[2, σ(2)] · . . . · A[n, σ(n)].

Permanent macierzy A, perm(A), de�niujemy jako

perm(A) =
∑

σ

weight(σ,A). (2.2)

Zauwa»my, »e jedyna ró»nica pomi¦dzy de�nicj¡ permanentu a de�nicj¡ wyznacznika
jest taka, »e w permanencie wszystkie skªadniki sumy maj¡ ten sam znak. Problem
obliczania warto±ci permanentu jest jednak nieporównywalnie trudniejszy od pro-
blemu obliczania wyznacznika.

Z wyznacznikiem blisko zwi¡zane jest poj¦cie wielomianu charakterystycznego (w
rzeczywisto±ci wi¦kszo±¢ algorytmów obliczania wyznacznika oblicza od razu wielo-
mian charakterystyczny, z którego wyznacznik ju» jest bardzo ªatwo odczyta¢). Wielo-
mianem charakterystycznym macierzy A nazywamy wielomian

ΦA(λ) = det(λ · In − A) = c0 · λn + c1 · λn−1 + . . . + cn−1 · λ + cn, (2.3)

gdzie In oznacza macierz identyczno±ciow¡ rozmiaru n× n. Mamy

cn = (−1)n · det(A),

natomiast c1 = −tr(A), gdzie tr(A) oznacza ±lad macierzy A

tr(A) = A[1, 1] + A[2, 2] + . . . + A[n, n].

Pierwiastki wielomianu 2.3 nazywamy warto±ciami wªasnymimacierzy A. Oznaczamy
je zazwyczaj przez λ1, λ2, . . . , λn. Mamy

λ1 + λ2 + . . . + λn = tr(A),

λ1 · λ2 · . . . · λn = det(A).

Macierz¡ dopeªnie« algebraicznych macierzy A, adj(A), nazywamy macierz rozmiaru
n× n, gdzie

adj(A)[i, j] = (−1)i+jdet(Ai,j).
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2.3.3 Macierze Sko±no-Symetryczne

Macierz A rozmiaru n × n nazywamy macierz¡ sko±no-symetryczn¡ je±li A = −AT ,
to znaczy A[i, j] = −A[j, i], dla wszystkich i, j ∈ {1, 2, . . . , n}.

Wyznacznik macierzy sko±no-symetrycznej jest pierwiastkiem innego wyra»enia,
które nazywamy Pfa�anem [30]. Formalnie, Pfa�an sko±no-symetrycznej macierzy
A o parzystej liczbie n wierszy i kolumn zde�niowany jest jako

Pf(A) =
∑
M

sgn(M) · weight(M, A), (2.4)

gdzie sumowanie odbywa si¦ po wszystkich skojarzeniach doskonaªychM grafu peªnego
Kn. Skojarzenie doskonaªe M zapisujemy jako podziaª zbioru {1, 2, . . . , n} na m =

n/2 nieuporz¡dkowanych par

M = {{i1, j1}, {i2, j2}, . . . , {im, jm}},

gdzie ik < jk dla ka»dego k = 1, 2, . . . , m oraz i1 < i2 < . . . < im. Znak skojarzenia
M, sgn(M), de�niujemy jako znak permutacji

σM =

(
1 2 3 4 · · · n− 1 n

i1 j1 i2 j2 · · · im jm

)
.

Waga skojarzenia M jest równa

weight(M, A) = A[i1, j1] · A[i2, j2] · . . . · A[im, jm].

Przykªad 2.3.1. We¹my macierz

A =

[
0 a

−a 0

]

Graf K2 ma jedno skojarzenie doskonaªe M = {{1, 2}}, zªo»one z jego jedynej
kraw¦dzi. Mamy wi¦c Pf(A) = a.

We¹my teraz macierz

A =




0 a b e

−a 0 c 0
−b −c 0 d

−e 0 −d 0




Graf K4 ma 3 skojarzenia doskonaªe

{{1, 2}, {3, 4}}, {{1, 3}, {2, 4}}, {{1, 4}, {2, 3}},
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Rysunek 2.1: Graf peªny K4 � (a) oraz jego skojarzenia doskonaªe � (b), (c), (d).

pokazane na rysunku 2.1. Mamy

sgn

(
1 2 3 4

1 2 3 4

)
= 1,

sgn

(
1 2 3 4

1 3 2 4

)
= −1,

sgn

(
1 2 3 4

1 4 2 3

)
= 1.

Zatem
Pf(A) = a · d− b · 0 + e · c = a · d + e · c.

2.4 Mno»enie Macierzy

W naszych algorytmach u»ywa¢ b¦dziemy szybkiego mno»enia macierzy prostok¡-
tnych. Niech ω(a, b, c) oznacza wykªadnik w algorytmie mno»enia macierzy rozmiaru
na× nb przez macierz nb× nc. Dla a = b = c = 1 dostajemy wykªadnik w algorytmie
mno»enia macierzy kwadratowych ω = ω(1, 1, 1).

Strassen [44] pokazaª, »e macierze kwadratowe mog¡ zosta¢ przemno»one w cza-
sie o(n3). To ograniczenie byªo wielokrotnie poprawiane. Aktualnie najlepszy wynik
zostaª podany przez Coppersmitha i Winograda [11], ω ≤ 2.3755. Ich rezultat zostaª
pó¹niej rozszerzony przez Coppersmitha [10], który pokazaª, »e jest mo»liwe przemno-
»enie macierzy rozmiaru n×n0.294 przez macierz n0.294×n przy u»yciu jedynie Õ(n2)

operacji arytmetycznych.

Notacja f(n) = Õ(g(n)) jest skróconym zapisem dla f(n) = O(g(n)logkg(n)) dla
pewnej staªej k.
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Niech
ζ = sup{a : ω(1, a, 1) = 2 + o(1)}.

Warto±¢ ζ jest nie wi¦ksza ni» 0.294.

Przez poª¡czenie ogranicze« na ζ i ω, Huang i Pan [23] udowodnili nast¦puj¡ce
ograniczenie na ω(a, b, c).

Lemat 2.4.1 (Huang i Pan [23]). Niech 1 ≥ a ≥ b. Wówczas

ω(1, a, b) ≤ ω̂(1, a, b) =

{
1 + a : 0 ≤ b ≤ ζa,

1 + ηa + θb : ζa ≤ b ≤ 1,

gdzie η = 1+ζ−ζω
1−ζ

≤ 0.844 oraz θ = ω−2
1−ζ

≤ 0.533.

Zauwa»my, »e η + θ = ω − 1.

Wniosek 2.4.1. Dla dowolnego 0 ≤ a ≤ 1

ω(1, a, a) ≤ a(ω − 1) + 1.

To ograniczenie mo»na równie» udowodni¢ przez podziaª macierzy n × na na
macierze rozmiaru na × na i u»ycie algorytmu Coppersmitha i Winograda do ich
przemno»enia.

W dalszej cz¦±ci pracy b¦dziemy u»ywa¢ skrótów algorytm MV dla algorytmu Ma-
hajana i Vinaya obliczania wyznacznika oraz algorytm MSV dla algorytmu Mahajana,
Subramanya i Vinaya obliczania Pfa�anu.



Rozdziaª 3

Wyznacznik

3.1 Wprowadzenie

Tªo. Obliczanie wyznacznika jest jednym z klasycznych problemów algebry linio-
wej. Najbardziej znanym algorytmem obliczania wyznacznika jest eliminacja Gaussa.
Wymaga ona O(n3) (lub O(n2.38), je±li u»yty zostanie algorytm szybkiego mno»e-
nia macierzy) operacji dodawania, odejmowania, mno»enia oraz dzielenia. Z drugiej
strony, de�nicja wyznacznika jako sumy n! iloczynów pokazuje, »e mo»e on zosta¢
obliczony bez wykonywania operacji dzielenia.

Wyeliminowanie dzielenia jest istotnym czynnikiem podczas pracy z pier±cieniem
przemiennym, który nie jest ciaªem, na przykªad, kiedy elementy pier±cienia s¡ liczbami
caªkowitymi, wielomianami czy tez jeszcze bardziej skomplikowanymi wyra»eniami.
Takie obliczenia pojawiaj¡ si¦ w wielu kombinatorycznych problemach [27].

Strassen [45] podaª ogóln¡ metod¦ mody�kacji algorytmów u»ywaj¡cych dzielenia
na algorytmy nie wykorzystuj¡ce tej operacji. Tak zmody�kowany algorytm obli-
czania wyznacznika zaproponowany przez Strassena ma czas dziaªania O(n5) (lub
O(n3.38), je±li u»yte zostan¡ algorytm szybkiego mno»enia macierzy oraz algorytm
szybkiej transformaty Fouriera).

Algorytm kombinatoryczny. Algorytm zaproponowany przez Mahajana i Vinaya
[34] oblicza wyznacznik w caªkowicie nieklasyczny, kombinatoryczny sposób poprzez
redukcj¦ tego problemu do problemu sumowania ±cie»ek w pewnym acyklicznym
gra�e. Algorytm dziaªa w czasie O(n4) a jego wa»n¡ zalet¡ jest to, »e nie wyko-
rzystuje on operacji dzielenia.

21
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Nasze wyniki. W tym rozdziale przedstawimy nowe spojrzenie na algorytm Maha-
jana i Vinaya: relacj¦ z pseudo-wielomianowym algorytmem programowania dynami-
cznego dla problemu plecakowego. Gªówna faza algorytmu Mahajana i Vinaya mo»e
by¢ zinterpretowana jako obliczenia algebraicznej wersji problemu plecakowego, co
jest alternatyw¡ dla podej±cia opartego na teorii grafów u»ytego w oryginalnym algo-
rytmie. Gªównym rezultatem [50, 51] jest pokazanie jak zaimplementowa¢ algorytm
Mahajana i Vinaya bez korzystania z operacji dzielenia w czasie Õ(n3.03). Zaprezen-
towany przez nas algorytm posiada bardzo prost¡ implementacj¦ w czasie O(n3.5)

a jedynym nietrywialnym elementem algorytmu dziaªaj¡cego w czasie Õ(n3.03) jest
algorytm szybkiego mno»enia macierzy.

3.2 Nowe Spojrzenie na Algorytm MV

3.2.1 Zmody�kowany Problem Plecakowy

Wprowadzamy zmody�kowany problem plecakowy: mamy przedmioty, z których ka»dy
jest jednego z n mo»liwych typów, dla ka»dego typu (i) mamy m przedmiotów typu
(i). Przedmiot Itemi,j ma typ i, wag¦ j oraz warto±¢ A[i, j]. Musimy wybra¢ podzbiór

{Itemi1,j1 , Itemi2,j2 , . . . , Itemik,jk
}

zbioru wszystkich przedmiotów, przy czym ka»dy typ powinien by¢ reprezentowany
co najwy»ej jeden raz. Caªkowita warto±¢ wybranego podzbioru powinna by¢ maksy-
malna, natomiast caªkowita jego waga powinna by¢ równa n.

Innymi sªowy wybieramy z ka»dego wiersza macierzy A co najwy»ej jeden element
w taki sposób, aby suma j1 + j2 + . . . + jk indeksów wybranych kolumn byªa równa
n oraz suma A[i1, j1] + A[i2, j2] + . . . + A[ik, jk] warto±ci wybranych elementów byªa
maksymalna.

3.2.2 Algebraiczny Problem Plecakowy

Zmody�kowany problem plecakowy mo»emy sformuªowa¢ w bardziej algebraicznych
terminach. Zaªó»my, »e mamy dwie operacje ⊕, ⊗ w pier±cieniu S. Dla prostok¡tnej
macierzy A rozmiaru n × m oznaczamy przez Kt(A) sum¦ (za wzgl¦du na operacj¦
⊕) wszystkich iloczynów postaci

A[i1, j1]⊗ A[i2, j2]⊗ . . .⊗ A[ik, jk],

gdzie

1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n, 1 ≤ j1, j2, . . . , jk ≤ m, j1 + j2 + . . . + jk = t.
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Rysunek 3.1: Macierz A oraz odpowiadaj¡cy jej graf GA.

Je±li ⊕ = max i ⊗ = +, wówczas Kt(A) jest równe maksymalnej warto±ci spo±ród
warto±ci wszystkich podzbiorów zbioru przedmiotów speªniaj¡cych ograniczenia, »e
caªkowita suma wag ich elementów jest równa t oraz warto±ci przedmiotów zadane s¡
przez macierz A. A to jest dokªadnie zmody�kowany problem plecakowy.
Je±li A jest macierz¡ o wspóªczynnikach caªkowitych rozmiaru n × n oraz operacje
⊕, ⊗ to klasyczne operacje arytmetyczne +, · wówczas oznaczamy

Knapsack(A) = Kn(A).

W naszej wersji algorytmu MV [50, 51] mamy dwie fazy, pierwsza odpowiada
wariacji domkni¦cia przechodniego i nazywana jest w pracy sko±nym domkni¦ciem.
Druga faza odpowiada algebraicznemu uogólnieniu problemu plecakowego.

3.2.3 Sko±ne Domkni¦cie Macierzy

Niech A b¦dzie macierz¡ o wspóªczynnikach caªkowitych rozmiaru n × n. Mo»emy
my±le¢ o macierzy A jako o zorientowanym peªnym gra�e GA z wagami na kraw¦dziach
w którym wierzchoªki s¡ etykietowane liczbami ze zbioru {1, 2, . . . , n} a kraw¦d¹ (i, j)

ma wag¦ A[i, j], i, j = 1, 2, . . . , n.
Niech π = (i0, i1, . . . , ik) b¦dzie ±cie»k¡ dªugo±ci k w gra�e GA. Wag¡ ±cie»ki π

nazywamy iloczyn wag tworz¡cych j¡ kraw¦dzi

weight(π, A) = A[i0, i1] · A[i1, i2] · . . . · A[ik−1, ik].



24 ROZDZIA� 3. WYZNACZNIK

Powiemy, »e π jest pseudocyklem z liderem h je±li i0 = ik = h oraz it > h dla ka»dego
0 < t < k. Lidera pseudocyklu π oznaczamy przez h(π). Przez Πh,k oznaczamy zbiór
wszystkich pseudocykli dªugo±ci k z liderem h w gra�e GA a przez Â[h, k] sum¦ wag
wszystkich pseudocykli ze zbioru Πh,k

Â[h, k] =
∑

π∈Πh,k

weight(π, A).

Tak zde�niowan¡ macierz Â rozmiaru n×n nazywamy sko±nym domkni¦ciemmacierzy
A i oznaczamy przez SkewClosure(A).

3.2.4 Ci¡gi Pseudocykli i Twierdzenie Mahajana-Vinaya

Ci¡giem pseudocykli C nazywamy uporz¡dkowany ci¡g pseudocykli

C = (C1, C2, . . . , Ck),

których caªkowita dªugo±¢, |C|, równa sumie dªugo±ci tworz¡cych go pseudocykli,
wynosi n i których liderzy s¡ w ±ci±le rosn¡cym porz¡dku.
Wag¡ (ze wzgl¦du na macierz A) ci¡gu pseudocykli C nazywamy iloczyn wag tworz¡-
cych go pseudocykli

weight(C, A) =
k∏

i=1

weight(Ci, A).

Znak ci¡gu pseudocykli C, sgn(C), jest równy (−1)k, gdzie k jest liczb¡ pseudocykli
w C.

Zauwa»my, »e suma (−1)n · sgn(C) · weight(C, A) przebiegaj¡ca po tylko tych
ci¡gach pseudocykli, które s¡ jednocze±nie pokryciami cyklami grafu GA jest równa
dokªadnie wyznacznikowi macierzy A.
Mahajan i Vinay [34] pokazali, »e w istocie mo»emy zast¡pi¢ sumowanie po zbiorze
pokry¢ cyklami grafu przez sumowanie po znacznie wi¦kszej klasie ci¡gów pseudocykli.

Twierdzenie 3.2.1 (Mahajan-Vinay).

det(A) = (−1)n ·
∑
C

sgn(C) · weight(C, A),

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich ci¡gach pseudocykli C.
Dowód. Poka»emy, »e wszystkie �zªe� ci¡gi pseudocykli, które nie s¡ pokryciami cy-
klami, wzajemnie si¦ redukuj¡, poniewa» odpowiadaj¡ce im wagi wyst¦puj¡ dokªad-
nie tyle samo razy z dodatnim jak i ujemnym znakiem. Zrobimy to paruj¡c zªe
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Rysunek 3.2: Dwa ci¡gi pseudocykli C1 = ((1, 3, 1), (2, 2)) oraz C2 = ((2, 3, 3, 2)) w gra�e
GA przedstawionym na rysunku 3.1, weight(C1) = 12, sgn(C1) = 1, weight(C2) = 0 oraz
sgn(C2) = −1. Ci¡g pseudocykli C1 jest jednocze±nie pokryciem cyklami grafu GA, ale ju»
ci¡g pseudocykli C2 nie jest pokryciem cyklami: wierzchoªek 1 nie wyst¦puje w »adnym
z pseudocykli skªadaj¡cych si¦ na ci¡g C2 z kolei wierzchoªek 3 pojawia si¦ w ci¡gu C2

dwukrotnie.

ci¡gi pseudocykli w taki sposób, by wagi skojarzonych ci¡gów byªy takie same i
aby ró»niªy si¦ one tylko znakiem jak w lemacie 3.2.1. Wykorzystana tu technika
dowodzenia jest typowa dla wielu kombinatorycznych dowodów twierdze« algebry li-
niowej [38, 24, 42, 39, 46, 57]. Poni»szy lemat zostaª podany przez Valianta [52] a
jego szczegóªowy dowód mo»na znale¹¢ w pracach [35, 36].

Lemat 3.2.1. Niech C b¦dzie ci¡giem pseudocykli zawieraj¡cym powtórzony element.
Wówczas mo»emy znale¹¢ ci¡g pseudocykli C o tej samej wadze i przeciwnym znaku.
Co wi¦cej takie odwzorowanie pomi¦dzy C a C jest odwzorowaniem wzajemnie jednoz-
nacznym, to znaczy je±li skonstruujemy ci¡g pseudocykli dla C otrzymamy wyj±ciowy
ci¡g C.

Dowód. Niech C = (C1, C2, . . . , Ck). Dodajemy kolejne pseudocykle Ck, Ck−1 . . .

dopóki nie nast¡pi powtórzenie jakiego± elementu. Przypu±¢my, »e Cm+1, Cm+2, . . . , Ck

jest ci¡giem rozª¡cznych cykli ale ci¡g Cm, Cm+1 . . . , Ck zawiera ju» powtórzony ele-
ment, gdzie 1 ≤ m ≤ k. Niech Cm = (c0, c1, . . . , ci) i niech cj b¦dzie pierwszym
elementem na pseudocyklu Cm, który jest albo (1) równy poprzedzaj¡cemu go ele-
mentowi cl na Cm (1 ≤ l < j) albo (2) równy elementowi wyst¦puj¡cemu w cyklu Cs
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Rysunek 3.3: Parowanie ci¡gów pseudocykli o przeciwnych znakach.

b¦d¡cym jednym z cykli Cm+1, Cm+2, . . . , Ck. Dokªadnie jeden z tych dwóch przypa-
dków musi mie¢ miejsce.

W przypadku (1) usuwamy cykl (cl = cj, cl+1, . . . , cj−1) z pseudocyklu Cm i wkªadamy
go jako osobny cykl w C na wªa±ciw¡ pozycj¦ tak, aby zachowane byªo ±ci±le rosn¡ce
uporz¡dkowanie liderów.

W przypadku (2) przenosimy cykl Cs do pseudocyklu Cm tu» za miejscem pojawienia
si¦ elementu cj.

�atwo sprawdzi¢, »e operacje wykonywane w przypadkach (1) i (2) s¡ operacjami wza-
jemnie odwrotnymi. Zmieniaj¡ one liczb¦ pseudocykli o jeden, co powoduje zmian¦
znaku na przeciwny. To dowodzi prawdziwo±ci lematu.

Teraz ju» wprost z lematu otrzymujemy, »e caªkowity wkªad w sum¦ skªadników nie
b¦d¡cych pokryciami cyklami jest równy zero, co ko«czy dowód twierdzenia 3.2.1.

3.2.5 Algorytm MV

Pomysªem na efektywny algorytm jest konstrukcja ci¡gów pseudocykli przyrostowo,
kraw¦d¹ po kraw¦dzi. Wykorzystujemy programowanie dynamiczne do systematy-
cznego wyznaczania nast¦puj¡cych wielko±ci:

[l, c, c0, s] jest sum¡ wag wszystkich cz¦±ciowych ci¡gów pseudocykli dªugo±ci l,
ko«cz¡cych si¦ w wierzchoªku c, których liderem aktualnie budowanego pseudo-
cyklu jest c0, a znak s = ±1 okre±la parzysto±¢ liczby dotychczas zako«czonych
pseudocykli.
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Cz¦±ciowy ci¡g pseudocykli jest pocz¡tkowym fragmentem ci¡gu pseudocykli. Skªada
si¦ on z pewnej liczby pseudocykli oraz jednego niekompletnego pseudocyklu. Aby
uzupeªni¢ ten ci¡g pseudocykli musimy jedynie zna¢ lidera oraz ostatni wierzchoªek
na jego niekompletnym pseudocyklu. Musimy równie» zna¢ parzysto±¢ caªkowitej
liczby pseudocykli, pami¦tamy wi¦c warto±¢ (−1)k, gdzie k jest liczb¡ dotychczas
skompletowanych pseudocykli.

Nasz algorytm programowania dynamicznego mo»na w czytelny sposób opisa¢
za pomoc¡ dynamicznie konstruowanego grafu. Nasz graf ma O(n3) wierzchoªków
odpowiadaj¡cych wielko±ci¡ [l, c, c0, s] dla 1 ≤ l ≤ n, 1 ≤ c0 ≤ c ≤ n oraz s = ±1.

Cz¦±ciowy ci¡g pseudocykli mo»e by¢ rozbudowany albo przez przedªu»enie aktu-
alnego (niekompletnego) pseudocyklu lub przez zako«czenie aktualnego pseudocyklu
i rozpocz¦cie nowego.

Odpowiednio, nasz dynamicznie konstruowany graf posiada dwa rodzaje wychodz¡-
cych kraw¦dzi z wierzchoªka [l, c, c0, s]: kraw¦dzie do wierzchoªków [l + 1, c′, c0, s] o
koszcie A[c, c′] dla wszystkich c′ > c0 oraz kraw¦dzie o koszcie A[c, c0] do wierzchoªków
[l + 1, c′0, c

′
0,−s], dla wszystkich c′0 > c0.

Drugi typ kraw¦dzi odpowiada rozpocz¦ciu nowego pseudocyklu z liderem c′0 i nie
zawieraj¡cego jeszcze »adnej kraw¦dzi. Dodajemy ponadto do naszego grafu pomoc-
nicze wierzchoªki startowe postaci [0, c0, c0, 1], dla 1 ≤ c0 ≤ n, z których wychodz¡
kraw¦dzie do wierzchoªków [1, c, c0, 1], dla wszystkich c > c0, o koszcie A[c0, c] oraz
dwa wierzchoªki ko«cowe [n, n+1, n+1, s], dla s = ±1, do których wchodz¡ kraw¦dzie
z wierzchoªków [n− 1, c, c0,−s], dla wszystkich 1 ≤ c0 ≤ c ≤ n, o koszcie A[c, c0].

Suma wag wszystkich ±cie»ek z wierzchoªków startowych do wierzchoªków ko«cowych
liczonych z odpowiednim znakiem w zale»no±ci od s jest równa wyznacznikowi ma-
cierzy A.

Suma wag wszystkich ±cie»ek w tym acyklicznym gra�e mo»e by¢ obliczona w czasie
proporcjonalnym do liczby kraw¦dzi tego grafu, która jest równa O(n4): mamy O(n)

kraw¦dzi wychodz¡cych z ka»dego spo±ród O(n3) wierzchoªków.

3.2.6 Nasza Wersja Algorytmu MV

Nasz¡ wersj¦ algorytmu MV [50, 51] mo»emy sformuªowa¢ w nast¦puj¡cy sposób.
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Algorytm 3.2.1. ComputeDeterminant(A)

Â := SkewClosure(A);

return (−1)n ·Knapsack(−Â);

end;

Jak ju» widzieli±my Mahajan i Vinay pokazali, »e wyznacznik macierzy A mo»na
zde�niowa¢ w terminach sum wag ±cie»ek w pewnym zorientowanym acyklicznym
gra�e. A oto sformuªowanie algebraiczne twierdzenia Mahajana i Vinaya.

Twierdzenie 3.2.2. Algorytm ComputeDeterminant(A) jest poprawny:

det(A) = (−1)n ·Knapsack(−SkewClosure(A)). (3.1)

Dowód. Grupujemy ci¡gi pseudocykli bazuj¡c na liderach oraz na dªugo±ciach po-
szczególnych pseudocykli. W ci¡gu pseudocykli C, je±li dªugo±¢ pseudocyklu C z
liderem h jest równa l, wówczas dowolny pseudocykl z liderem h i dªugo±ci l mo»e
zast¡pi¢ C w C wci¡» daj¡c ci¡g pseudocykli.
Poniewa» Â[h, l] równe jest caªkowitej wadze wszystkich pseudocykli, które maj¡
wierzchoªek h jako lidera oraz dªugo±¢ l, otrzymujemy, »e warto±¢ (−1)n · det(A)

jest sum¡ wszystkich iloczynów postaci

(−1)k · Â[h1, l1] · Â[h2, l2] · . . . · Â[hk, lk],

gdzie

1 ≤ h1 < h2 < . . . < hk ≤ n, 1 ≤ l1, l2, . . . , lk ≤ n, l1 + l2 + . . . + lk = n,

a to jest dokªadnie Knapsack(−Â) = Knapsack(−SkewClosure(A)).

3.2.7 Obliczanie Knapsack(A)

Niech A[k] b¦dzie podmacierz¡ macierzy A zªo»on¡ z jej k pierwszych wierszy. Klasy-
czny algorytm wyznaczania Kt(A) jest algorytmem programowania dynamicznego i
u»ywa tablicy Table[i, j] = Kj(A[i]).
Inicjujemy pocz¡tkowe warto±ci Table[1, j] = A[1, j], dla wszystkich 1 ≤ j ≤ n, a
pozostaªe elementy tablicy Table[i, j], dla 2 ≤ i ≤ n oraz 1 ≤ j ≤ n, wyznaczamy
zgodnie ze wzorem

Table[i, j] = ⊕0<p<j ( Table[i− 1, p]⊗ A[i, j − p] ) ⊕ Table[i− 1, j] ⊕ A[i, j].
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W konsekwencji otrzymujemy:

Lemat 3.2.2. Je±li A jest macierz¡ rozmiaru n × n, wówczas wszystkie warto±ci
K1(A),K2(A), . . . ,Kn(A) = Knapsack(A) mo»emy wyznaczy¢ w czasie O(n3) ko-
rzystaj¡c jedynie z operacji dodawania oraz mno»enia.

3.3 Przyspieszenie Algorytmu Obliczania Wyznacznika

3.3.1 Obliczanie SkewClosure(A)

Najpierw opiszemy prostsz¡ wersj¦ naszego algorytmu obliczaj¡cego SkewClosure(A)

dziaªaj¡c¡ w czasie O(n3.5). Wykorzystujemy w niej klasyczny algorytm mno»enia
macierzy, który do wymno»enia macierzy rozmiaru s×n przez macierz rozmiaru n× t

wymaga czasu O(s · n · t).
Musimy wyznaczy¢ wspóªczynniki macierzy Â = SkewClosure(A), gdzie Â[h, k]

jest równe sumie wag wszystkich pseudocykli dªugo±ci k i z liderem h.
Zgodnie z przyj¦tymi przez nas oznaczeniami w rozdziale 2 przez Ah oznaczamy ma-
cierz powstaª¡ z macierzy A poprzez wyzerowanie wszystkich wierszy i kolumn o
indeksach nie wi¦kszych ni» h, odpowiadaj¡c¡ podgrafowi grafu GA indukowanemu
przez wierzchoªki h + 1, h + 2, . . . , n. Przez ah (ah) oznaczamy wiersz (kolumn¦)
macierzy A o numerze h z wyzerowanymi h pierwszymi wspóªrz¦dnymi.
Mamy, »e Â[h, 1] = A[h, h]. Dla k ≥ 2 pseudocykl dªugo±ci k z liderem h startuj¡c z
wierzchoªka h musi najpierw odwiedzi¢ pewien wierzchoªek i > h nast¦pnie wykona¢
drog¦ dªugo±ci k − 2 przez wierzchoªki wi¦ksze ni» h do pewnego wierzchoªka j > h i
wróci¢ do h. Poniewa» wspóªczynnik znajduj¡cy si¦ w i-ym wierszu i j-ej kolumnie
macierzy Ak−2

h równy jest dokªadnie wadze wszystkich ±cie»ek z i do j dªugo±ci k− 2

przez wierzchoªki wi¦ksze ni» h otrzymujemy, »e

Â[h, k] = ah · Ak−2
h · ah, (3.2)

dla h = 1, 2, . . . , n oraz k = 2, 3, . . . , n.
Dla uproszczenia notacji zaªó»my, »e n jest kwadratem pewnej liczby naturalnej,

tzn. d√ne =
√

n. �cie»k¦ w której wszystkie wewn¦trzne wierzchoªki s¡ wi¦ksze ni» h

b¦dziemy nazywa¢ krócej h-±cie»k¡. Przez Ak
h(i, j) oznaczamy sum¦ wag wszystkich

h-±cie»ek dªugo±ci k z wierzchoªka i do j.
Na pocz¡tku nasz algorytm obliczaª b¦dzie Ar

h(i, h) - sum¦ wag wszystkich h-
±cie»ek dªugo±ci r z i do h oraz Ar

h−1(h, j) - sum¦ wag wszystkich (h − 1)-±cie»ek
dªugo±ci r z h do j, dla h = 1, 2, . . . , n, r = 1, 2, . . . ,

√
n, oraz i, j = h, h + 1, . . . , n.
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Rysunek 3.4: Rozkªad ±cie»ki π dªugo±ci k z wierzchoªka h do h przez wierzchoªki wi¦ksze
ni» h na dwie ±cie»ki dªugo±ci 1, q ±cie»ek dªugo±ci √n oraz ±cie»k¦ dªugo±ci r, gdzie k =
q · √n + r + 2, 0 ≤ r <

√
n.

Nast¦pnie obliczamy sum¦ wag wszystkich h-±cie»ek dªugo±ci √n: odpowiadaj¡c¡
pot¦dze √n macierzy Ah, tzn. A

√
n

h , h = n, n− 1, . . . , 1. Do obliczenia warto±ci A
√

n
h

u»ywa¢ b¦dziemy wyznaczonych wcze±niej A
√

n
h+1 oraz Ak

h(i, h + 1), A
√

n−k
h (h + 1, j),

dla k = 0, 1, . . . ,
√

n, i, j = h + 1, h + 2, . . . , n. A
√

n
n jest macierz¡ zerow¡ oraz

A
√

n
h (i, j) = A

√
n

h+1(i, j) +

√
n∑

k=0

Ak
h+1(i, h + 1) · A

√
n−k

h (h + 1, j).

Poprawno±¢ u»ytego w tym kroku naszego algorytmu wzoru pokazujemy w dowodzie
lematu 3.3.1.

W kroku 3, znaj¡c ju» warto±ci A
√

n
h obliczamy A

q
√

n+1
h (h, i) - sum¦ wag wszystkich

h-±cie»ek dªugo±ci q · √n + 1 z h do i, dla h = 1, 2, . . . , n, i = h + 1, h + 2, . . . , n oraz
q = 1, 2, . . . ,

√
n. Ka»da h-±cie»ka dªugo±ci q · √n + 1 z h do i jest zªo»eniem dwóch

±cie»ek: ±cie»ki dªugo±ci (q − 1) · √n + 1 z wierzchoªka h do pewnego wierzchoªka
j > h oraz ±cie»ki dªugo±ci √n z wierzchoªka j do i, tak wi¦c

A
q
√

n+1
h (h, i) =

n∑

j=h+1

A
(q−1)

√
n+1

h (h, j) · A
√

n
h (j, i).

Na ko«cu wyznaczamy warto±¢ Â[h, k] = Ak
h(h, h), h, k = 1, 2, . . . , n, korzystaj¡c

z faktu, »e ka»d¡ h-±cie»k¦ π dªugo±ci k = q · √n + r + 2, q, r = 0, 1, . . . ,
√

n − 1, z
wierzchoªka h do h mo»emy podzieli¢ na dwie ±cie»ki: ±cie»k¦ dªugo±ci q · √n + 1 z
wierzchoªka h do pewnego wierzchoªka i > h oraz ±cie»k¦ dªugo±ci r +1 z wierzchoªka
i do h, jak zostaªo to pokazane na rysunku 3.4. Suma wag ±cie»ek pierwszego rodzaju
to A

q
√

n+1
h (h, i) a drugiego Ar+1

h (i, h), mamy wi¦c

Â[h, q · √n + r + 2] =
n∑

i=h+1

A
q
√

n+1
h (h, i) · Ar+1

h (i, h).
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Schemat Algorytmu

Krok 1 oblicz Ar
h(i, h), Ar

h−1(h, j) dla 1 ≤ r ≤ √
n, 1 ≤ h ≤ i, j ≤ n

Krok 2 niech A
√

n
n b¦dzie macierz¡ zerow¡

oblicz A
√

n
h (i, j), h = n− 1, n− 2, . . . , 1 dla h < i, j ≤ n

skorzystaj ze wzoru

A
√

n
h (i, j) = A

√
n

h+1(i, j) +

√
n∑

k=0

Ak
h+1(i, h + 1) · A

√
n−k

h (h + 1, j)

Krok 3 oblicz A
q
√

n+1
h (h, i) dla 1 ≤ q ≤ √

n, 1 ≤ h < i ≤ n

Krok 4 oblicz Ak
h(h, h) = Â[h, k] dla 1 ≤ h, k ≤ n

skorzystaj ze wzoru

Â[h, q · √n + r + 2] =
n∑

i=h+1

A
q
√

n+1
h (h, i) · Ar+1

h (i, h)

W dalszej cz¦±ci wprowadzimy bardziej formalne oznaczenia dla obiektów wys-
t¦puj¡cych w schemacie algorytmu, w ten sposób skrócimy dokªadny zapis algorytmu
i b¦dziemy lepiej przygotowani na dalsze przyspieszanie stosuj¡c metody algebraiczne.

Oznaczamy przez

v
[r]
h [i] - sum¦ wag wszystkich h-±cie»ek dªugo±ci r + 1 z wierzchoªka i do h,

v
[r]
h = Ar

h · ah = Ah · v[r−1]
h ,

w
[r]
h [i] - sum¦ wag wszystkich (h− 1)-±cie»ek dªugo±ci r + 1 z wierzchoªka h do i,

w
[r]
h = a′h · Ar

h−1 = w
[r−1]
h · Ah−1,

gdzie a′h jest równy wierszowi macierzy A o numerze h z wyzerowanymi h − 1

pierwszymi wspóªrz¦dnymi,

Zh[i, j] - sum¦ wag wszystkich h-±cie»ek dªugo±ci √n z wierzchoªka i do j,

Zh = A
√

n
h ,
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u
[q]
h [i] - sum¦ wag wszystkich h-±cie»ek dªugo±ci q · √n + 1 z wierzchoªka h do i,

u
[q]
h = ah · Aq·√n

h = u
[q−1]
h · Zh.

Przyjmijmy ponadto
v

[−1]
h [i] = w

[−1]
h [i] = 1,

je±li i = h, 0 w przeciwnym wypadku, Zn jest macierz¡ zerow¡.
Macierz Â obliczamy w nast¦puj¡cy sposób.

Algorytm 3.3.1. SkewClosure(A)

for h = n− 1, n− 2, . . . , 1 do
Krok 1 for r = 0, 1, . . . ,

√
n do

v
[r]
h := Ah · v[r−1]

h ;

w
[r]
h := w

[r−1]
h · Ah−1;

Krok 2 Zh := Zh+1 +
∑√

n
k=0(v

[k−1]
h+1 · w[

√
n−k−1]

h+1 );

Krok 3 for q = 1, 2, . . . ,
√

n do
u

[q]
h := u

[q−1]
h · Zh;

Krok 4 for r = 0, 1, . . . ,
√

n− 1 do
for q = 0, 1, . . . ,

√
n− 1 do

Â[h, q · √n + r + 2] := u
[q]
h · v[r]

h ;

return Â;

end;

Lemat 3.3.1. Algorytm SkewClosure(A) jest poprawny.

Dowód. Przede wszystkim musimy pokaza¢ poprawno±¢ kroku 2. Mamy, »e Zh =

A
√

n
h , i warto±¢ Zh[v, w] jest równa sumie wag wszystkich ±cie»ek π dªugo±ci √n z

wierzchoªka v do w przez wierzchoªki wi¦ksze ni» h.
�cie»ki dªugo±ci √n z wierzchoªka v do w przez wierzchoªki wi¦ksze ni» h mo»emy
podzieli¢ na dwa rodzaje ±cie»ek, mianowicie ±cie»ki dªugo±ci √n z wierzchoªka v do
w przez wierzchoªki wi¦ksze ni» h + 1, których suma wag jest równa Zh+1[v, w], oraz
±cie»ki zawieraj¡ce wierzchoªek h + 1.
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Rysunek 3.5: Jednoznaczny rozkªad ±cie»ki π dªugo±ci √n z wierzchoªka v do w przez wierz-
choªki wi¦ksze ni» h ale zawieraj¡cej wierzchoªek h + 1 na ±cie»k¦ dªugo±ci k z wierzchoªka
v do h + 1 przez wierzchoªki wi¦ksze ni» h + 1 oraz ±cie»k¦ dªugo±ci √n − k z wierzchoªka
h + 1 do w przez wierzchoªki wi¦ksze b¡d¹ równe h + 1.

�cie»ki drugiego rodzaju dzielimy ze wzgl¦du na pozycj¦ pierwszego wyst¡pienia w
nich wierzchoªka h + 1, jak pokazano na rysunku 3.5. Poniewa»

v
[k−1]
h+1 [v] = (Ak−1

h+1 · ah+1)[v]

jest równe sumie wag wszystkich ±cie»ek dªugo±ci k z wierzchoªka v do h + 1 przez
wierzchoªki wi¦ksze ni» h + 1 oraz

w
[
√

n−k−1]
h+1 [w] = (a′h+1 · A

√
n−k−1

h )[w]

jest równe sumie wag wszystkich ±cie»ek dªugo±ci √n − k z wierzchoªka h + 1 do w

przez wierzchoªki wi¦ksze b¡d¹ równe h + 1, otrzymujemy, »e (v
[k−1]
h+1 · w[

√
n−k−1]

h+1 )[v, w]

jest równe sumie wag wszystkich h-±cie»ek dªugo±ci √n z wierzchoªka v do w ale
zawieraj¡cych wierzchoªek h + 1, co wi¦cej pierwsze wyst¡pienie wierzchoªka h + 1

jest na pozycji k. St¡d

Zh[v, w] = Zh+1[v, w] +

√
n∑

k=0

((v
[k−1]
h+1 · w[

√
n−k−1]

h+1 )[v, w]),

Zh = Zh+1 +

√
n∑

k=0

(v
[k−1]
h+1 · w[

√
n−k−1]

h+1 ).

Dowiedli±my tym samym poprawno±ci kroku 2.
Aby zako«czy¢ dowód naszego lematu zauwa»my, »e Â[h, k] = ah · Ak−2

h · ah, dla
h = 1, 2, . . . , n oraz k = 2, 3, . . . , n (Â[h, 1] = A[h, h]) i niech k = q · √n + r + 2, dla
0 ≤ r <

√
n.

Ka»d¡ h-±cie»k¦ π dªugo±ci q · √n + r + 2 z wierzchoªka h do h mo»emy podzieli¢
na dwie ±cie»ki: ±cie»k¦ dªugo±ci q · √n + 1 z wierzchoªka h do pewnego wierzchoªka
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i > h oraz ±cie»k¦ dªugo±ci r + 1 z wierzchoªka i do h, jak zostaªo to pokazane na
rysunku 3.4. Ostatecznie dostajemy, »e

Â[h, k] = Â[h, q · √n + r + 2] = ah · Aq
√

n
h Ar

h · ah = u
[q]
h · v[r]

h .

Przeanalizujmy nasz algorytm. Najbardziej kosztownymi krokami s¡ krok 1, krok 2
oraz krok 3 i ka»dy z nich dziaªa w czasie O(n2.5). Krok 4 wymaga jedynie czasu
O(n2) i jego koszt jest zdominowany przez koszty pozostaªych kroków. Najbardziej
zewn¦trzna p¦tla for wykonuje si¦ O(n) razy, zatem zªo»ono±¢ czasowa naszego algo-
rytmu to O(n3.5).

3.3.2 Wykorzystanie Algorytmu Szybkiego Mno»enia Macierzy

Jak ju» zostaªo powiedziane we wst¦pie, wykorzystanie algorytmu szybkiego mno»e-
nia macierzy pozwala polepszy¢ teoretyczn¡ zªo»ono±¢ czasow¡ naszego algorytmu
[50, 51]. Niech ω oznacza wykªadnik w algorytmie szybkiego mno»enia macierzy.
Coppersmith i Winograd [11] pokazali, »e mo»emy przyj¡¢ ω = 2.3755. Warto±¢ γ

tutaj b¦dzie nie wi¦ksza ni» dnεe, η = dn/γe, a ε b¦dzie staª¡ z przedziaªu (0, 1), której
dokªadn¡ warto±¢ podamy pó¹niej. Rozwa»ania w tej cz¦±ci maj¡ czysto teoretyczny
charakter.

Zauwa»my, »e w kroku 1 algorytmu 3.3.1 obliczaj¡cego SkewClosure(A) wektor
kolumnowy v

[r]
h = Ah · v[r−1]

h jest równy wektorowi A · v[r−1]
h z wyzerowanymi h pier-

wszymi wspóªrz¦dnymi. Oznaczmy przez V [r] macierz rozmiaru n × n o kolumnach
v

[r]
1 , v

[r]
2 , . . . , v

[r]
n , dla r = 0, 1, . . . , γ oraz przez ∇(M) macierz powstaª¡ z macierzy

M poprzez wyzerowanie jej gªównej przek¡tnej wraz z elementami znajduj¡cymi si¦
powy»ej niej. Mamy wówczas

V [0] = ∇(A); V [r+1] = ∇(A · V [r]).

Podobnie, wektor wierszowy w
[r]
h = w

[r−1]
h · Ah−1 jest równy wektorowi w

[r−1]
h · A

z wyzerowanymi h− 1 pierwszymi wspóªrz¦dnymi. Niech teraz W [r] b¦dzie macierz¡
rozmiaru n × n o wierszach w

[r]
1 , w

[r]
2 , . . . , w

[r]
n , dla r = 0, 1, . . . , γ a ∆(M) macierz¡

powstaª¡ z macierzy M poprzez wyzerowanie elementów znajduj¡cych si¦ poni»ej jej
gªównej przek¡tnej. Wówczas

W [0] = ∆(A); W [r+1] = ∆(W [r] · A).

Koszt wyznaczenia wszystkich macierzy V [r] oraz W [r], dla r = 0, 1, . . . , γ jest równy
O(γ · nω).
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Caªkowita zmiana macierzy Zh w kroku 2 to

v
[−1]
h+1 · w[γ−1]

h+1 + v
[0]
h+1 · w[γ−2]

h+1 + v
[1]
h+1 · w[γ−3]

h+1 + . . . + v
[γ−1]
h+1 · w[−1]

h+1 = Vh+1 ·Wh+1,

gdzie Vh+1 jest macierz¡ rozmiaru n × γ o kolumnach v
[−1]
h+1, v

[0]
h+1, . . . , v

[γ−1]
h+1 a Wh+1

jest macierz¡ rozmiaru γ × n o wierszach w
[γ−1]
h+1 , w

[γ−2]
h+1 , . . . , w

[−1]
h+1.

Iloczyn Vh+1 ·Wh+1 mogliby±my wyznaczy¢ wykorzystuj¡c algorytm szybkiego mno»e-
nia macierzy, ale jak si¦ zaraz oka»e nie wszystkie iloczyny tej postaci b¦d¡ nam
potrzebne. Wyznaczymy jedynie macierze Zh dla okrojonego zbioru indeksów h =

n, n − η, . . . , n − (γ − 1) · η. Mo»emy zrobi¢ to w prosty sposób w czasie O(γ · nω)

poniewa»

Zh = Zh+η + Vh+η ·Wh+η + Vh+η−1 ·Wh+η−1 + . . . + Vh+1 ·Wh+1

= Zh+η + [Vh+η|Vh+η−1| . . . |Vh+1] ·




Wh+η

Wh+η−1
...

Wh+1


 = Zh+η + V(h) ·W(h),

gdzie V(h) oraz W(h) s¡ obie macierzami rozmiaru n× n.
Do poprawienia czasu dziaªania kroku 3 mo»emy wykorzysta¢ podobn¡ technik¦

jak dla kroku 1. Mianowicie, dla i = 1, 2, . . . , η

u
[q]
h+i = u

[q−1]
h+i · Zh+i

= u
[q−1]
h+i · Zh+η + u

[q−1]
h+i · [Vh+η|Vh+η−1| . . . |Vh+i+1] ·




Wh+η

Wh+η−1
...

Wh+i+1




a drugi skªadnik tej sumy jest równy wektorowi u
[q−1]
h+i · V(h) z wyzerowanymi i · γ

ostatnimi wspóªrz¦dnymi i przemno»onemu przez macierz W(h).

Oznaczmy przez U
[q]
h , dla h = n−η, n−2 ·η, . . . , n−γ ·η oraz q = 0, 1, . . . , η, macierz

rozmiaru η × n o wierszach u
[q]
h+η, u

[q]
h+η−1, . . . , u

[q]
h+1 a przez ∇?(M) macierz rozmiaru

η × n tak¡, »e
∇?(M)[i, j] = M [i, j],

je±li j ≤ γ · (i− 1), 0 w przeciwnym wypadku. Otrzymujemy, »e

U
[q]
h = U

[q−1]
h · Zh+η +∇?(U

[q−1]
h · V(h)) ·W(h).
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Koszt obliczenia macierzy U
[q]
h jest proporcjonalny do kosztu przemno»enia macie-

rzy rozmiaru η × n przez macierz rozmiaru n× n.

Wykorzystamy teraz szybk¡ metod¦ mno»enia macierzy prostok¡tnych opisan¡ w [10],
która pozwala przemno»y¢ macierz rozmiaru n × n przez macierz rozmiaru n × ν

wykonuj¡c jedynie Õ(nω−θ · νθ) operacji arytmetycznych, gdzie θ = (ω − 2)/(1 − ζ)

dla ζ = 0.2946289 (realizowane jest to poprzez podziaª macierzy rozmiaru n × n na
bloki wielko±ci t × t a macierzy n × ν na bloki wielko±ci t × tζ w taki sposób, aby
n/t = ν/tζ oraz aby wyznaczanie iloczynów poszczególnych bloków wymagaªo jedynie
Õ(t2) operacji arytmetycznych). Mo»emy zatem obliczy¢ wszystkie macierze U

[q]
h , dla

h = n− η, n− 2 · η, . . . , n− γ · η oraz q = 0, 1, . . . , η, w czasie Õ(n1+ω−θ · ηθ).

Algorytm 3.3.2. FasterSkewClosure(A)

Krok 1 for r = 0, 1, . . . , γ − 1 do
V [r+1] := ∇(A · V [r]);

W [r+1] := ∆(W [r] · A);

Krok 2 for h = n− η, n− 2 · η, . . . , n− (γ − 1) · η do
Zh := Zh+η + V(h) ·W(h);

Krok 3 for h = n− η, n− 2 · η, . . . , n− γ · η do
for q = 0, 1, . . . , η do

U
[q]
h := U

[q−1]
h · Zh+η +∇?(U

[q−1]
h · V(h)) ·W(h);

Krok 4 for h = 1, 2, . . . , n do
for r = 0, 1, . . . , γ − 1 do

for q = 0, 1, . . . , η − 1 do
Â[h, q · γ + r + 2] := u

[q]
h · v[r]

h ;

return Â;

end;

Caªkowita zªo»ono±¢ czasowa kroku 4 jest zdominowana przez zªo»ono±ci pozo-
staªych kroków. W konsekwencji czas dziaªania algorytmu FasterSkewClosure(A)

wynosi Õ(γ · nω + n1+ω−θ · ηθ) i dla γ = dn0.65e, η = dn/γe jest równy Õ(n3.03).
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Pokazali±my wi¦c:

Lemat 3.3.2. Sko±ne domkni¦cie macierzy rozmiaru n × n mo»e by¢ obliczone w
czasie Õ(n3.03) bez wykonywania operacji dzielenia.

Z lematów 3.2.2, 3.3.2 oraz z twierdzenia 3.2.2 otrzymujemy:

Twierdzenie 3.3.1. Wyznacznik macierzy A rozmiaru n × n mo»e by¢ obliczony w
czasie Õ(n3.03) bez wykonywania operacji dzielenia.
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Rozdziaª 4

Pfa�an

4.1 Wst¦p

Pfa�an pojawia si¦ w sposób naturalny w badaniach nad skojarzeniami w grafach,
Pfa�an zorientowanego grafu jest równy sumie przebiegaj¡cej po wszystkich sko-
jarzeniach doskonaªych wag tych skojarze«, przy czym ka»de skojarzenie ma przypi-
sany znak zale»ny od orientacji. To wskazuje ju» na podobie«stwa do wyznacznika.
Gdyby nie obecno±¢ znaku w tej de�nicji Pfa�an mo»na by wykorzysta¢ do wyznacza-
nia liczby skojarze« doskonaªych. Wiadomo, »e istniej¡ specjalne grafy, które mo»na
zorientowa¢ w taki sposób, aby wszystkie skojarzenia doskonaªe miaªy dodatni znak.
To oczywi±cie oznacza, »e »adne skracanie si¦ skªadników w sumie nie b¦dzie miaªo
miejsca a st¡d Pfa�an da dokªadnie liczb¦ skojarze« doskonaªych. Takie orientacje
grafów nazywa si¦ p-orientacjami.

Pfa�an mo»emy wyznaczy¢ wykonuj¡c procedur¦ eliminacji dla macierzy sko±no-
symetrycznych, która jest podobna do eliminacji Gaussa (i wykorzystuje operacj¦
dzielenia). Alternatywnie, pierwiastek kwadratowy z wyznacznika daje Pfa�an z
dokªadno±ci¡ do znaku. �adne z tych podej±¢ nie mo»e jednak zosta¢ u»yte, je±li
operacje dzielenia i pierwiastkowania b¦d¡ musiaªy zosta¢ wyeliminowane. Knuth
[25] przedstawiª krótk¡ histori¦ Pfa�anu i doszedª do wniosku, »e poj¦cie Pfa�anu w
wielu problemach jest bardziej fundamentalne od poj¦cia wyznacznika, z którym jest
±ci±le zwi¡zane.

W tym rozdziale przedstawimy algorytm obliczania Pfa�anu dziaªaj¡cy w czasie
Õ(n3.03) i nie wykonuj¡cy operacji dzielenia.

39
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4.2 Naprzemienne Ci¡gi Pseudocykli

Kombinatoryczne podej±cie do wyznacznika opisane w rozdziale 3 mo»e zosta¢ zmody-
�kowane dla Pfa�anu. Rozwa»amy iloczyn Pfa�anów dwóch macierzy sko±no-syme-
trycznych A i B, obie rozmiarów n× n (n jest parzyste), gdzie

B[2j − 1, 2j] = 1, B[2j, 2j − 1] = −1,

dla wszystkich j = 1, 2, . . . , n/2 oraz B[i, j] = 0 w przeciwnym wypadku. Macierz B

reprezentuje skojarzenie

M0 = {{1, 2}, {3, 4}, . . . , {n− 1, n}},

które nazywamy skojarzeniem bazowym. Mamy

Pf(B) =
∑
M

sgn(M) · weight(M, B) = sgn(M0) · weight(M0, B) = 1

oraz
Pf(A) =

∑
M

sgn(M) · weight(M, A).

Rozwijaj¡c de�nicj¦ iloczynu Pfa�anów macierzy A i B dostajemy

Pf(A) = Pf(A) · Pf(B)

=
∑
M

(sgn(M) · weight(M, A) · sgn(M0) · weight(M0, B)),

co prowadzi do operacji �naªo»enia� na siebie dwóch skojarze«, dowolnego skojarzenia
MA z bazowym skojarzeniemM0. Ta suma skojarze«MA iM0 rozpada si¦ na sum¦
naprzemiennych cykli o caªkowitej liczbie kraw¦dzi równej n:

MA ]M0 = C = C1 ∪ C2 ∪ . . . .

Naprzemiennym cyklem (lub M0-naprzemiennym cyklem) C = (c0, c1, . . . , ci) nazy-
wamy cykl parzystej dªugo±ci, którego kraw¦dzie nale»¡ na przemian do MA i M0,
musi zachodzi¢ c1 = c2 − 1, je±li c2 jest parzyste oraz c1 = c2 + 1, je±li c2 jest
nieparzyste i ta sama relacja ma miejsce pomi¦dzy c3 i c4, . . . , ci−1 i ci, jak pokazano
na rysunku 4.1.

Kraw¦dzie, które jednocze±nie zawarte s¡ w obu skojarzeniach MA i M0, s¡ rozró»-
nialne w sumie MA ]M0: dla ka»dej wspólnej kraw¦dzi, MA ]M0 zawiera dwie
równolegªe kraw¦dzie tworz¡ce naprzemienny cykl dªugo±ci 2.
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Rysunek 4.1: Konstrukcja naprzemiennych cykli.

Naprzemiennemu cyklowi mo»emy przypisa¢ dwie orientacje. Ustalamy wi¦c orien-
tacj¦ poprzez wyró»nienie wierzchoªka o najmniejszym numerze jako lidera naszego
cyklu i przyj¦cie zaªo»enia, »e pierwsza kraw¦d¹ musi nale»e¢ do skojarzenia MA.
Waga naprzemiennego cyklu C = (c0, c1, . . . , ci) z c0 = ci oraz ct > c0, dla wszystkich
0 < t < i, jest równa

weightB(C,A) = A[c0, c1] ·B[c1, c2] · A[c2, c3] ·B[c3, c4] · . . . · A[ci−2, ci−1] ·B[ci−1, ci]

pami¦taj¡c, »e dla macierzy B mamy B[2j − 1, 2j] = 1, B[2j, 2j − 1] = −1. Rodzina
naprzemiennych cykli C jest zbiorem rozª¡cznych naprzemiennych cykli. Jej dªu-
go±¢ jest równa caªkowitej liczbie kraw¦dzi w tworz¡cych j¡ cyklach. Je»eli dªugo±¢
rodziny naprzemiennych cykli jest równa n mówimy o naprzemiennym pokryciu cy-
klami. Waga naprzemiennego pokrycia cyklami C jest iloczynem wag tworz¡cych go
cykli, a jego znak, sgn(C), jest równy (−1)k, gdzie k jest liczb¡ naprzemiennych cykli
w C.

Uogólniaj¡c twierdzenie 3.2.1 ze strony 24, Mahajan, Subramanya i Vinay [33]
rozszerzyli notacj¦ naprzemiennych pokry¢ cyklami do naprzemiennych ci¡gów pseu-
docykli.

Naprzemienny pseudocykl (c0, c1, . . . , ci) dªugo±ci i jest zde�niowany jak pseudo-
cykl, z dodatkowymi ograniczeniami, »e i musi by¢ parzyste oraz co druga kraw¦d¹
(c1, c2), (c3, c4), . . ., (ci−1, ci) musi nale»e¢ do M0. Mówimy, »e h jest liderem na-
przemiennego pseudocyklu (c0, c1, . . . , ci), je±li c0 = ci = h oraz ct > h, dla ka»dego
0 < t < i. Waga naprzemiennego pseudocyklu jest zde�niowana jak dla naprze-
miennego cyklu. Naprzemienny ci¡g pseudocykli, jego dªugo±¢, waga oraz znak s¡
zde�niowane jak dla pseudocykli oraz rodziny naprzemiennych cykli.

To prowadzi do nast¦puj¡cego twierdzenia, którego szczegóªowy dowód mo»na
znale¹¢ w pracach [38, 33].

Twierdzenie 4.2.1.

Pf(A) =
∑
C

sgn(C) · weightB(C, A),
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gdzie sumowanie przebiega po wszystkich naprzemiennych ci¡gach pseudocykli C dªu-
go±ci n.

Algorytm programowania dynamicznego obliczania Pfa�anu poprzez sumowanie
po wszystkich cz¦±ciowych naprzemiennych ci¡gach pseudocykli w porz¡dku ich ros-
n¡cych dªugo±ci mo»emy z ªatwo±ci¡ sformuªowa¢ analogicznie jak w cz¦±ci 3.2.5.
Mo»na go równie» znale¹¢ w pracy [33].

4.3 Nasza Wersja Algorytmu MSV

Niech Shrink(A) b¦dzie macierz¡ rozmiaru n/2×n/2 powstaª¡ z macierzy A poprzez
usuni¦cie z niej wszystkich wierszy o indeksach parzystych oraz kolumn o indeksach
wi¦kszych ni» n/2, to znaczy

Shrink(A)[i, j] = A[2i− 1, j],

dla wszystkich 1 ≤ i, j ≤ n/2.
Przez ExchColumns(A) oznaczmy permutacj¦ macierzy A polegaj¡c¡ na zamianie
s¡siaduj¡cych kolumn, dokªadniej, kolumn¦ pierwsz¡ zamieniamy miejscami z kolumn¡
drug¡, kolumn¦ trzeci¡ z kolumn¡ czwart¡ itd.
Przykªad 4.3.1. We¹my macierz

A =




1 2 3 4
5 6 7 8
9 10 11 12
13 14 15 16




Mamy Shrink(A) =

[
1 2
9 10

]
oraz

ExchColumns(A) =




2 1 4 3
6 5 8 7
10 9 12 11
14 13 16 15




B¦dziemy potrzebowa¢ równie» niewielkiej mody�kacji macierzy SkewClosure(A).
Przez SkewClosure′(A) oznaczamy macierz rozmiaru n× n, gdzie

SkewClosure′(A)[h, k] =
∑

π∈Π′h,k

weight(π, A)
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oraz Π′
h,k jest zbiorem wszystkich pseudocykli π = (i0, i1, . . . , ik) z Πh,k speªniaj¡cych

dodatkowy warunek, »e it > h + 1 dla ka»dego 0 < t < k. Pseudocykle speªniaj¡ce
powy»szy warunek nazywamy p-pseudocyklami.
Ci¡g p-pseudocykli, jego dªugo±¢, waga oraz znak s¡ zde�niowane jak dla pseudocykli.

Algorytm wyznaczaj¡cy macierz SkewClosure′(A) jest tylko drobn¡ mody�kacj¡
algorytmu 3.3.2 ze strony 36 obliczaj¡cego macierz SkewClosure(A).

Nasza wersja algorytmu MSV [50, 51] mo»e zosta¢ sformuªowana nast¦puj¡co.

Algorytm 4.3.1. ComputePfa�an(A)

/∗ A jest macierz¡ sko±no-symetryczn¡ ∗/
A? := ExchColumns(A);
for i, j = 1, 2, . . . , n do

A?[i, j] := (−1)j A?[i, j] ;
Â? := SkewClosure′(A?);

return Knapsack(−Shrink(Â?));

end;

Twierdzenie 4.3.1. Algorytm ComputePfa�an(A) jest poprawny:

Pf(A) = Knapsack(−Shrink(SkewClosure′(A?))). (4.1)

Dowód. Zbiór wszystkich naprzemiennych pseudocykli dªugo±ci i z liderem h reprezen-
tujemy przez bijektywny z nim zbiór wszystkich p-pseudocykli dªugo±ci i/2 z liderem
h. P-pseudocykl C = (c0, c2, c4 . . . , ci−2, ci) odpowiada naprzemiennemu pseudocyk-
lowi C+ = (c0, c1, c2 . . . , ci−1, ci), gdzie c1 = c2−1, je±li c2 jest parzyste oraz c1 = c2+1,
je±li c2 jest nieparzyste i ta sama zale»no±¢ ma miejsce pomi¦dzy c3 i c4, . . . , ci−1 i
ci.

Zauwa»my, »e powy»sze warunki wymuszaj¡, »e h musi by¢ nieparzyste (w prze-
ciwnym wypadku mieliby±my ci−1 = ci − 1 < h) oraz, »e wykorzystujemy tu nasze
zaªo»enie c2t > h + 1, dla ka»dego 0 < t < i/2 (dla c2t = h + 1 w C byªoby c2t−1 = h

w C+). Mamy równie»

weightB(C+, A) = weight(C, A?),

poniewa»
A?[i, 2j] = A[i, 2j − 1] = A[i, 2j − 1] ·B[2j − 1, 2j],
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A?[i, 2j − 1] = −A[i, 2j] = A[i, 2j] ·B[2j, 2j − 1].

A? tutaj jest A? po mody�kacji w linii 5 algorytmu ComputePfa�an(A).
W konsekwencji dostajemy, »e

Pf(A) =
∑
C

sgn(C) · weight(C, A?),

gdzie suma przebiega po wszystkich ci¡gach p-pseudocykli C, których dªugo±¢ jest
równa n/2 oraz liderzy s¡ nieparzy±ci. Tak jak w przypadku wyznacznika grupu-
jemy ci¡gi p-pseudocykli bazuj¡c na liderach oraz na dªugo±ciach poszczególnych p-
pseudocykli. Poniewa» Â?[h, l] równe jest caªkowitej wadze (ze wzgl¦du na macierz
A?) wszystkich p-pseudocykli, które maj¡ wierzchoªek h jako lidera oraz dªugo±¢ l,
otrzymujemy, »e warto±¢ Pf(A) jest sum¡ wszystkich iloczynów postaci

(−1)k · Â?[h1, l1] · Â?[h2, l2] · . . . · Â?[hk, lk],

gdzie h1, h2, . . . , hk s¡ nieparzyste,

1 ≤ h1 < h2 . . . < hk ≤ n, 1 ≤ l1, l2, . . . lk ≤ n/2, l1 + l2 . . . + lk = n/2,

a to jest dokªadnie

Knapsack(−Shrink(Â?)) = Knapsack(−Shrink(SkewClosure′(A?))).

Udowodnili±my wi¦c:

Twierdzenie 4.3.2. Pf(A) mo»e zosta¢ obliczony w czasie Õ(n3.03) bez wykonywania
operacji dzielenia.



Rozdziaª 5

Grafy Planarne

5.1 Wst¦p

Problem obliczania wyznacznika wydaje si¦ by¢ znacznie prostszy dla macierzy okre-
±lonych przez grafy planarne. Na samym pocz¡tku takie macierze s¡ rzadkie, maj¡
one jedynie O(n) niezerowych wspóªrz¦dnych. Jednak mo»emy powiedzie¢ znacznie
wi¦cej. Lipton, Rose oraz Tarjan [31] pokazali, »e istnienie rodziny O(

√
n)-separatorów

dla tej klasy grafów daje mo»liwo±¢ wykonania eliminacji Gaussa w czasie O(n3/2) (lub
O(n1.19), je±li u»yty zostanie algorytm szybkiego mno»enia macierzy). Ale dziaªanie
tego algorytmu ci¡gle wymaga dzielenia.

W tym rozdziale przedstawimy algorytm obliczania wyznacznika dla przypadku
grafów planarnych dziaªaj¡cy w czasie O(n2.5) i nie wykonuj¡cy operacji dzielenia.

5.2 Grafy Planarne i Maªy Separator

Powiemy, »e graf G = (V,E) posiada rodzin¦ s(n)-separatorów (ze wzgl¦du na pewn¡
staª¡ n0), je±li |V | ≤ n0 lub poprzez usuni¦cie pewnego podzbioru S zbioru wierz-
choªków V , takiego, »e

|S| ≤ s(|V |),
dostajemy podziaª grafu G na dwa rozª¡czne podgrafy posiadaj¡ce rodzin¦ s(n)-
separatorów o zbiorach wierzchoªków V1 i V2, takich, »e

|V1| ≤ 2/3|V |, |V2| ≤ 2/3|V |.

Zbiór S wyst¦puj¡cy w tej de�nicji nazywamy s(n)-separatorem grafu G. Maªym
separatorem nazywamy O(

√
n)-separator.

45
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Rysunek 5.1: Podziaª grafu G ze wzgl¦du na separator S. Ka»da ±cie»ka z wierzchoªka
v ∈ V1 do dowolnego wierzchoªka w /∈ V1 musi zawiera¢ wierzchoªek s ∈ S.

Podziaª grafu G powstaªy przez rekurencyjne zastosowanie powy»szej de�nicji nazy-
wamy drzewem s(n)-separatorów.

Nast¦puj¡ce twierdzenie udowodnione przez Liptona i Tarjana [32] daje wa»ny
przykªad grafów posiadaj¡cych rodzin¦ O(

√
n)-separatorów.

Twierdzenie 5.2.1. Grafy planarne posiadaj¡ rodzin¦ O(
√

n)-separatorów. Co wi¦cej,
drzewo O(

√
n)-separatorów dla grafów planarnych mo»na znale¹¢ w czasie Õ(n).

5.3 Algorytm Numeruj¡cy

Niech G b¦dzie grafem posiadaj¡cym rodzin¦ O(
√

n)-separatorów i niech TG b¦dzie
drzewem O(

√
n)-separatorów dla G. Nasz rekurencyjny algorytm numeruje wierz-

choªki grafu G tak, »e je±li l wierzchoªków ma ju» przypisany numer, ka»dy z nich
mniejszy ni» a (staªa, któr¡ zde�niujemy pó¹niej), wówczas naszym celem jest ponu-
merowanie pozostaªych wierzchoªków G kolejnymi liczbami od a do b.

Je±li G zawiera nie wi¦cej ni» n0 = 9 wierzchoªków, numerujemy nie ponumerowane
jeszcze wierzchoªki dowolnie liczbami od a do b. W przeciwnym wypadku, niech S

b¦dzie O(
√

n)-separatorem grafu G (znajduj¡cym si¦ na najwy»szym poziomie w
drzewie TG) oraz niech G1, G2 b¦d¡ dwoma rozª¡cznymi podgrafami grafu G o zbio-
rach wierzchoªków V1 i V2 powstaªymi poprzez usuni¦cie zbioru S z G i odpowiada-
j¡cymi poddrzewom TG1 oraz TG2 w TG. Numerujemy wierzchoªki zbioru S dowolnie
liczbami od a do a + |S| − 1.
Wywoªujemy nasz algorytm rekurencyjnie do podgrafu G1 i poddrzewa TG1 numeruj¡c
nie ponumerowane jeszcze wierzchoªki w V1 liczbami od a + |S| do a + |S|+ |V1| − 1.
Wywoªujemy nasz algorytm rekurencyjnie do podgrafu G2 i poddrzewa TG2 numeruj¡c
nie ponumerowane jeszcze wierzchoªki w V2 liczbami od a + |S|+ |V1| do b.
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Algorytm 5.3.1. Numbering(G, TG, a, b)

if |V | ≤ 9 then
NumberArbitrarily(V, a, b);

else
NumberArbitrarily(S, a, a + |S| − 1);

Numbering(G1, TG1 , a+ |S|, a+ |S|+ |V1|−1);

Numbering(G2, TG2 , a + |S|+ |V1|, b);
end;

Na pocz¡tku, kiedy wszystkie wierzchoªki grafu G nie maj¡ przypisanych nu-
merów, wówczas wywoªanie naszego algorytmu dla G z parametrami a = 1, b = n

spowoduje ponumerowanie wierzchoªków G liczbami od 1 do n.
Czas dziaªania opisanego algorytmu numeruj¡cego jest równy O(n).

5.4 Obliczanie SkewClosure(A)

Zakªadamy teraz, »e graf GA jest grafem planarnym oraz, »e wiersze i kolumny ma-
cierzy A s¡ spermutowane przy u»yciu drzewa O(

√
n)-separatorów TGA

grafu GA

przez algorytm 5.3.1 opisany w cz¦±ci 5.3. Wierzchoªki separatora S znajduj¡cego
si¦ na najwy»szym poziomie w drzewie TGA

odpowiadaj¡ pierwszym |S| wierszom i
pierwszym |S| kolumnom, itd.

Aby znale¹¢ sko±ne domkni¦cie, SkewClosure(A), macierzy A rozmiaru n×n naj-
pierw znajdujemy t¦ cz¦±¢ macierzy SkewClosure(A), która odpowiada maªemu se-
paratorowi S grafu GA, tak jak podmacierz ÂS rozmiaru |S|×n. Nast¦pnie rozwi¡zu-
jemy problem oddzielnie dla dwóch rozª¡cznych podgrafów o zbiorach wierzchoªków
V1 i V2 powstaªych poprzez usuni¦cie zbioru S z grafu GA wyznaczaj¡c tym samym
podmacierze ÂV1 rozmiaru |V1| × n oraz ÂV2 rozmiaru |V2| × n odpowiednio.

Dla macierzy A rozmiaru n×n przez SkewClosure′′(A, N) oznaczmy macierz roz-
miaru n×N tak¡, »e SkewClosure′′(A, N)[h, k] jest równe sumie wag wszystkich pseu-
docykli w gra�e GA dªugo±ci k z liderem h, dla h = 1, 2, . . . , n oraz k = 1, 2, . . . , N .
Mamy, »e

SkewClosure(A) = SkewClosure′′(A, n).

Macierz SkewClosure′′(A,N) obliczamy nast¦puj¡co.
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Rysunek 5.2: Podziaª macierzy A rozmiaru n×n ze wzgl¦du na maªy separator S grafu GA

i dwa rozª¡czne podgrafy o zbiorach wierzchoªków V1 i V2 powstaªe przez usuni¦cie zbioru
S z GA. Macierze AV1,V2 oraz AV2,V1 s¡ macierzami zerowymi, poniewa» nie mamy »adnej
kraw¦dzi pomi¦dzy zbiorami wierzchoªków V1 i V2 w gra�e GA.

Rysunek 5.3: Podziaª macierzy Â rozmiaru n×n ze wzgl¦du na maªy separator S grafu GA

i dwa rozª¡czne podgrafy o zbiorach wierzchoªków V1 i V2 powstaªe przez usuni¦cie zbioru
S z grafu GA.
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Algorytm 5.4.1. SkewClosure′′(A,N)

/∗ Niech S, V, V1 oraz V2 b¦d¡ jak wy»ej. ∗/
if |V | ≤ 9 then

ÂV := SeparatorSkewClosure(A, V,N);

else
ÂS := SeparatorSkewClosure(A, S, N);

ÂV1 := SkewClosure′′(AV1,V1 , N);

ÂV2 := SkewClosure′′(AV2,V2 , N);

return ÂV ;

end;

Algorytm SeparatorSkewClosure(A, S, N) dla macierzy A rozmiaru n×n oblicza
macierz ÂS rozmiaru |S|×N w czasie O(|S| ·N ·nθ), gdzie nθ jest czasem potrzebnym
do przemno»enia macierzy rozmiaru 1×n przez macierz A, przy czym zakªadamy, »e
jest nie mniejsze ni» O(n) (czas potrzebny do przemno»enia macierzy rozmiaru 1× n

przez macierz rozmiaru n× 1).

Algorytm 5.4.2. SeparatorSkewClosure(A, S,N)

for h = 1, 2, . . . , |S| do
ÂS[h, 1] := A[h, h];

a
[0]
h := ah;

for k = 1, 2, . . . , N − 1 do
a

[k]
h := a

[k−1]
h · Ah;

ÂS[h, k + 1] := a
[k−1]
h · ah;

return ÂS;

end;

Najpierw zauwa»my, »e algorytm SkewClosure′′(A,N) jest poprawny. Ka»da
±cie»ka z wierzchoªka v ∈ V1 do dowolnego wierzchoªka w /∈ V1 musi zawiera¢ wierz-
choªek s ∈ S, ale wierzchoªki z S s¡ ponumerowane liczbami, z których ka»da jest
mniejsza ni» numer przypisany wierzchoªkowi v. Analogicznie dla ±cie»ek z v ∈ V2.
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St¡d nie istnieje »aden pseudocykl z liderem h ∈ V1 zawieraj¡cy wierzchoªek w /∈ V1

oraz nie istnieje »aden pseudocykl z liderem h ∈ V2 zawieraj¡cy wierzchoªek w /∈ V2.
Przeanalizujemy teraz nasz algorytm. GA jest grafem planarnym, wi¦c macierz A

rozmiaru n×n ma jedynie O(n) niezerowych wspóªczynników, zatem czas potrzebny
do przemno»enia macierzy rozmiaru 1 × n przez macierz A to tylko O(n), co razem
z |S| = O(

√
n) daje, »e zªo»ono±¢ algorytmu SeparatorSkewClosure(A, S, N) jest

równa O(N · n1.5). Rozmiar ka»dego ze zbiorów wierzchoªków |Vi|, i = 1, 2, jest co
najwy»ej równy 2/3|V | i |V1|+ |V2| ≤ |V |, wi¦c caªkowity czas potrzebny do obliczenia
macierzy SkewClosure(A) = SkewClosure′′(A, n) dla macierzy A rozmiaru n × n

speªnia zale»no±¢ rekurencyjn¡

T (n) = n · T1(n),

gdzie
T1(n) ≤ T1(n/3) + T1(2/3n) + O(n1.5).

Korzystaj¡c ze standardowych argumentów [3] dostajemy, »e rozwi¡zaniem tej reku-
rencji jest T1(n) = O(n1.5) oraz T (n) = O(n2.5).

W konsekwencji pokazali±my:

Lemat 5.4.1. Je±li GA jest grafem planarnym wówczas sko±ne domkni¦cie macie-
rzy A rozmiaru n × n mo»emy obliczy¢ w czasie O(n2.5) bez wykonywania operacji
dzielenia.

5.5 Szybszy Algorytm Obliczania Knapsack(A)

Niech Θi(u), dla i = 1, 2, . . . , n, b¦dzie wielomianem stopnia n zde�niowanym nast¦pu-
j¡co

Θi(u) = 1 + A[i, 1] · u + A[i, 2] · u2 + . . . + A[i, n] · un.

Poniewa» Kt(A) jest równe sumie wszystkich iloczynów postaci

A[i1, j1] · A[i2, j2] · . . . · A[ik, jk],

gdzie

1 ≤ i1 < i2 < . . . < ik ≤ n, 1 ≤ j1, j2, . . . , jk ≤ n, j1 + j2 + . . . + jk = t

otrzymujemy, »e

Θ1(u) ·Θ2(u) · . . . ·Θn(u) = 1+K1(A) ·u+K2(A) ·u2 + . . .+Kn(A) ·un +un+1 ·F (u),
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gdzie F (u) jest wielomianem stopnia n2 − n− 1.
Wszystkie obliczenia mo»emy wykonywa¢ w pier±cieniu reszt modulo un+1. Za-

kªadaj¡c, »e iloczyn dwóch wielomianów stopnia n mo»emy wyznaczy¢ wykonuj¡c
jedynie Õ(n) operacji dodawania oraz mno»enia [41] dostajemy, »e:

Lemat 5.5.1. Je±li A jest macierz¡ rozmiaru n × n, wówczas wszystkie warto±ci
K1(A),K2(A), . . . ,Kn(A) = Knapsack(A) mo»emy wyznaczy¢ w czasie Õ(n2) ko-
rzystaj¡c jedynie z operacji dodawania oraz mno»enia.

Ostatecznie, z lematów 5.4.1, 5.5.1 oraz z twierdzenia 3.2.2 otrzymujemy:

Twierdzenie 5.5.1. Je±li GA jest grafem planarnym wówczas wyznacznik det(A)

macierzy A rozmiaru n×n mo»emy obliczy¢ w czasie O(n2.5) bez wykonywania operacji
dzielenia.
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Rozdziaª 6

Inne Zastosowania

6.1 Wielomian Charakterystyczny

Technika wprowadzona przez Mahajana i Vinaya mo»e by¢ wykorzystana do wyzna-
czania wszystkich wspóªczynników wielomianu charakterystycznego macierzy A

ΦA(λ) = det(λ · In − A) = c0 · λn + c1 · λn−1 + . . . + cn−1 · λ + cn.

Mamy λ · In − A =




λ−A[1, 1] −A[1, 2] −A[1, 3] . . . −A[1, n]
−A[2, 1] λ−A[2, 2] −A[2, 3] . . . −A[2, n]
−A[3, 1] −A[3, 2] λ−A[3, 3] . . . −A[3, n]

...
...

...
...

...
−A[n− 1, 1] −A[n− 1, 2] −A[n− 1, 3] . . . −A[n− 1, n]
−A[n, 1] −A[n, 2] −A[n, 3] . . . λ−A[n, n]




Zapisuj¡c det(λ·In−A) w terminach pokry¢ cyklami zobaczymy, »e cn−r, wspóªczynnik
w wielomianie ΦA(λ), mo»e zosta¢ obliczony jako suma przebiegaj¡ca po wszystkich
permutacjach σ zawieraj¡cych co najmniej r punktów staªych wag tych permutacji
liczonych poza tymi punktami staªymi

cn−r = (−1)n
∑

S⊆{1,2,...,n},|S|=r

∑

σ∈Sn,j∈S⇒σ(j)=j

sgn(σ)
∏

i/∈S

(−A[i, σ(i)]).

Niech k b¦dzie liczb¡ cykli w rozkªadzie na cykle permutacji σ, wtedy

(−1)nsgn(σ)
∏

i/∈S

(−A[i, σ(i)]) = (−1)2n+k−r
∏

i/∈S

A[i, σ(i)] = (−1)k−r
∏

i/∈S

A[i, σ(i)].

53



54 ROZDZIA� 6. INNE ZASTOSOWANIA

Je»eli permutacja σ jest staªa na wszystkich punktach ze zbioru S, wówczas przez
sgn(σ|S) oznaczamy parzysto±¢ liczby cykli w rozkªadzie na cykle permutacji σ, nie
licz¡c punktów staªych ze zbioru S, tzn.

sgn(σ|S) =

{
1 : je±li liczba cykli jest parzysta,
−1 : je±li liczba cykli jest nieparzysta.

Mamy teraz

cn−r =
∑

S⊆{1,2,...,n},|S|=r

∑

σ∈Sn,j∈S⇒σ(j)=j

sgn(σ|S)
∏

i/∈S

A[i, σ(i)].

Ale ka»dy skªadnik tej sumy jest wag¡ pewnego cz¦±ciowego pokrycia cyklami, pokry-
waj¡cego dokªadnie n−r wierzchoªków. Aby wyznaczy¢ t¦ sum¦ rozwa»amy cz¦±ciowe
ci¡gi pseudocykli.
l-ci¡giem pseudocykli nazywamy uporz¡dkowany ci¡g pseudocykli, którego caªkowita
liczba kraw¦dzi jest równa dokªadnie l (licz¡c powtarzaj¡ce si¦ kraw¦dzie) i którego
liderzy s¡ w ±ci±le rosn¡cym porz¡dku.
Waga l-ci¡gu pseudocykli C, weight(C, A), jest równa iloczynowi wag tworz¡cych go
kraw¦dzi a jego znak, sgn(C) = (−1)k, gdzie k jest liczb¡ pseudocykli w C.

Mahajan i Vinay [35] zauwa»yli, »e odwzorowanie skonstruowane w dowodzie
twierdzenia 3.2.1 ze strony 24 odwzorowuje l-ci¡gi pseudocykli w l-ci¡gi pseudocykli
otrzymuj¡c tym samym, »e

cl =
∑
C

sgn(C) · weight(C, A),

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich l-ci¡gach pseudocykli C.
Podobnie jak poprzednio mo»emy poprawi¢ algorytm Mahajana i Vinaya oblicza-

j¡cy wielomian charakterystyczny [50, 51]. Omijamy w tym przypadku dowód poni-
»szego rezultatu, który przebiega w sposób analogiczny do dowodu twierdzenia 3.2.2.

Twierdzenie 6.1.1. Wspóªczynniki wielomianu charakterystycznego ΦA(λ) macierzy
A speªniaj¡ równanie

cl = Kl(−SkewClosure(A))

i mog¡ one zosta¢ obliczone w czasie Õ(n3.03) bez wykonywania operacji dzielenia.

Dodatkowo z lematów 5.4.1, 5.5.1 dostajemy:

Twierdzenie 6.1.2. Je±li GA jest grafem planarnym wówczas wspóªczynniki wielo-
mianu charakterystycznego ΦA(λ) macierzy A mo»emy obliczy¢ w czasie O(n2.5) bez
wykonywania operacji dzielenia.
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6.2 Macierz Dopeªnie« Algebraicznych

Dzi¦ki wynikowi Baura i Strassena [4] pokazuj¡cemu jak oblicza¢ wszystkie pochodne
cz¡stkowe otrzymujemy, »e dowolna metoda obliczania wyznacznika mo»e zosta¢ au-
tomatycznie skonwertowana do metody obliczaj¡cej macierz dopeªnie« algebraicz-
nych, przy czym zªo»ono±¢ wzrasta o nie wi¦cej ni» staªy czynnik. W konsekwencji
dostajemy:

Twierdzenie 6.2.1. Macierz dopeªnie« algebraicznych macierzy A mo»e zosta¢ obli-
czona w czasie Õ(n3.03) bez wykonywania operacji dzielenia.

Twierdzenie 6.2.2. Je±li GA jest grafem planarnym wówczas macierz dopeªnie« alge-
braicznych macierzy A mo»emy obliczy¢ w czasie O(n2.5) bez wykonywania operacji
dzielenia.
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Rozdziaª 7

Interpretacje Kombinatoryczne
Znanych Algorytmów Obliczania
Wyznacznika

7.1 Wst¦p

Jak ju» widzieli±my, obliczanie wyznacznika jest równowa»ne z obliczaniem sumy wag
pokry¢ cyklami w odpowiednim gra�e, przy czym ka»de pokrycie ma przypisany znak.
Metoda zaproponowana przez Mahajana i Vinaya opisana w 3.2.4 pokazuje, »e w isto-
cie mo»emy zast¡pi¢ sumowanie po zbiorze pokry¢ cyklami grafu przez sumowanie po
znacznie wi¦kszej klasie ci¡gów pseudocykli. Pokazali±my, »e wszystkie �zªe� ci¡gi
pseudocykli, które nie s¡ pokryciami cyklami, wzajemnie si¦ redukuj¡, poniewa»
odpowiadaj¡ce im wagi wyst¦puj¡ dokªadnie tyle samo razy z dodatnim jak i ujem-
nym znakiem.

W tym rozdziale przedstawimy interpretacje kombinatoryczne znanych algoryt-
mów obliczania wyznacznika, które jak si¦ przekonamy odpowiadaj¡ dalszemu zwi¦k-
szaniu klasy sumowanych obiektów i podobnie jak w przypadku algorytmu Mahajana
i Vinaya wszystkie nadmiarowe skªadniki sum wzajemnie si¦ b¦d¡ redukowa¢: metoda
Samuelsona [40] u»ywa ci¡gów pseudocykli z wªasno±ci¡ pre�ksów, metoda Chistova
[9] u»ywa tablic ci¡gów marszrut, a algorytm Csanky'ego ±ci±le zwi¡zany jest z le-
matem Leveriera [18], który mo»emy zinterpretowa¢ u»ywaj¡c p¦tli i cz¦±ciowych
pokry¢ cyklami.

Poka»emy równie» jak mo»emy wykorzysta¢ nasze wcze±niejsze wyniki do imple-
mentacji algorytmu Samuelsona oraz algorytmu Chistova w czasie Õ(n3.03).

57
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7.2 Metoda Samuelsona

Powodem przej±cia w algorytmie Mahajana i Vinaya od sumy wag pokry¢ cyklami
do sumy wag ci¡gów pseudocykli byªo to, »e wyznaczanie sumy wag ci¡gów pseudo-
cykli mo»na byªo wykona¢ efektywnie, przy czym ko«cowy wynik nie ulegaª zmia-
nie. Aczkolwiek istniej¡ zbiory ci¡gów pseudocykli, które mo»emy wyeliminowa¢
z powy»szej sumy bez utraty tej efektywno±ci. Jeden z takich zbiorów wynika z
poni»szych rozwa»a«.

W pokryciu cyklami ka»dy wierzchoªek jest pokryty dokªadnie jeden raz. Przy-
pu±¢my, »e numerujemy wierzchoªki w kolejno±ci w jakiej s¡ one odwiedzane w po-
kryciu cyklami (przyjmuj¡c jako pierwszy wierzchoªek cyklu jego lidera). Je±li wierz-
choªek h pojawia si¦ jako lider cyklu wówczas wszystkie wierzchoªki w tym oraz kole-
jnych cyklach s¡ wi¦ksze ni» h. Zatem wierzchoªki o numerach ni»szych od h musiaªy
ju» zosta¢ odwiedzone w poprzednich cyklach. Wynika z tego, »e co najmniej h − 1

wierzchoªków, st¡d i h− 1 kraw¦dzi, musiaªo ju» by¢ pokrytych.
Mo»emy wi¦c »¡da¢ aby nasze ci¡gi pseudocykli równie» posiadaªy t¦ wªasno±¢.

Sformalizujmy wªasno±¢ pre�ksów: powiemy, »e ci¡g pseudocykli C = (C1, C2, . . . , Ck)

speªnia wªasno±¢ pre�ksów je±li dla 1 ≤ r ≤ k caªkowita dªugo±¢ ci¡gów pseudocykli
C1, C2, . . . , Cr−1 wynosi co najmniej h(Cr)−1. Podobnie wªasno±¢ pre�ksów mo»emy
zde�niowa¢ dla cz¦±ciowych pokry¢ cyklami i cz¦±ciowych ci¡gów pseudocykli: l-ci¡g
pseudocykli C = (C1, C2, . . . , Ck) speªnia wªasno±¢ pre�ksów je±li dla 1 ≤ r ≤ k

r−1∑
t=1

|Ct| ≥ h(Cr)− 1− (n− l).

Okazuje si¦, »e odwzorowanie skonstruowane w dowodzie twierdzenia 3.2.1 dla
ci¡gów pseudocykli dziaªa nawet dla tego ograniczonego zbioru.

Twierdzenie 7.2.1.
cl =

∑
C

sgn(C) · weight(C, A),

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich l-ci¡gach pseudocykli C speªniaj¡cych wªa-
sno±¢ pre�ksów.

Dowód. W [52] Valiant zaobserwowaª, »e ci¡gi pseudocykli speªniaj¡ce wªasno±¢ pre-
�ksów s¡ wyra»eniami obliczanymi w metodzie Samuelsona obliczania wielomianu
charakterystycznego ΦA(λ). St¡d poprawno±¢ powy»szego twierdzenia wynika z po-
prawno±ci metody Samuelsona. Natomiast poprawno±¢ metody Samuelsona trady-
cyjnie dowodzona jest przy u»yciu algebry liniowej.
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Przedstawimy tu prosty alternatywny dowód kombinatoryczny. Zauwa»my, »e
odwzorowanie skonstruowane w dowodzie twierdzenia 3.2.1 ze strony 24 odwzorowuje
ci¡gi pseudocykli speªniaj¡ce wªasno±¢ pre�ksów w ci¡gi pseudocykli speªniaj¡ce wªa-
sno±¢ pre�ksów.

Niech C = (C1, C2, . . . , Ck) b¦dzie l-ci¡giem pseudocykli speªniaj¡cym wªasno±¢ pre-
�ksów. Dodajemy kolejne pseudocykle Ck, Ck−1 . . . dopóki nie nast¡pi powtórzenie
jakiego± elementu. Przypu±¢my, »e Cm+1, Cm+2, . . ., Ck jest ci¡giem rozª¡cznych cykli
ale ci¡g Cm, Cm+1 . . . , Ck zawiera ju» powtórzony element, gdzie 1 ≤ m ≤ k. Niech
Cm = (c0, c1, . . . , ci) i niech cj b¦dzie pierwszym elementem na pseudocyklu Cm, który
jest albo

(1) równy poprzedzaj¡cemu go elementowi cl na Cm (1 ≤ l < j) albo

(2) równy elementowi wyst¦puj¡cemu w cyklu Cs b¦d¡cym jednym z cykli Cm+1,
Cm+2, . . . , Ck.

Dokªadnie jeden z tych dwóch przypadków musi mie¢ miejsce.

W przypadku (1) usuwamy cykl C = (cl = cj, cl+1, . . . , cj−1) z pseudocyklu Cm i
wkªadamy go jako osobny cykl w C na wªa±ciw¡ pozycj¦ (niech to b¦dzie pozy-
cja s) tak, aby zachowane byªo ±ci±le rosn¡ce uporz¡dkowanie liderów. Ta ope-
racja nie powoduje zmiany warto±ci h(Cm). Niech C ′ = D = (D1, D2, . . . , Dk+1)

b¦dzie powstaªym l-ci¡giem pseudocykli, Dt = Ct dla t = 1, 2, . . . , m − 1 oraz dla
t = m+1,m+2, . . . , s−1, Dm = Cm−C, Ds = C a Dt+1 = Ct dla t = s, s+1, . . . , k.
Musimy pokaza¢, »e D speªnia wªasno±¢ pre�ksów.

Dla r = 1, 2, . . . , m oraz r = s + 1, s + 2, . . . , k + 1 warunek
∑r−1

t=1 |Dt| ≥ h(Dr)− 1−
(n− l) zachodzi, poniewa» C posiadaª wªasno±¢ pre�ksów.

Niech r = m + 1,m + 2, . . . , s. Z konstrukcji Cm i poniewa» m + 1 ≤ r wiemy,
»e Dr, Dr+1, . . . , Dk+1 tworz¡ cz¦±ciowe pokrycie cyklami, których liderzy s¡ w ±ci±le
rosn¡cym porz¡dku. Zatem wierzchoªki pokryte przez Dr, Dr+1, . . . , Dk+1 musz¡ by¢
ró»ne oraz wszystkie mie¢ numery nie mniejsze ni» h(Dr).

Ale wierzchoªków speªniaj¡cych te ograniczenia mamy jedynie n− h(Dr) + 1. St¡d

k+1∑
t=r

|Dt| ≤ n−h(Dr)+1, l−
r−1∑
t=1

|Dt| ≤ n−h(Dr)+1,
r−1∑
t=1

|Dt| ≥ h(Dr)− 1− (n− l)

i D speªnia wªasno±¢ pre�ksów.
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W przypadku (2) przenosimy cykl Cs do pseudocyklu Cm tu» za miejscem pojawie-
nia si¦ elementu cj. Poniewa» dªugo±¢ pseudocyklu Cm jedynie zwi¦ksza si¦, zatem
wªasno±¢ pre�ksów pozostaje speªniona.

Zatem podczas sumowania po wszystkich l-ci¡gach pseudocykli speªniaj¡cych
wªasno±¢ pre�ksów jedynymi l-ci¡gami pseudocykli które si¦ nie redukuj¡ wzajemnie
s¡ l-pokrycia cyklami, co ko«czy dowód naszego twierdzenia.

7.2.1 Algorytm U»ywaj¡cy Ci¡gów Pseudocykli z Wªasno±ci¡ Pre�ksów

Aby obliczy¢ wspóªczynnik cl wielomianu ΦA(λ) musimy sumowa¢ po wszystkich l-
ci¡gach pseudocykli speªniaj¡cych wªasno±¢ pre�ksów. Mogliby±my zmody�kowa¢
algorytm dynamiczny opisany w 3.2.5. Zamiast tego przedstawimy jednak inny algo-
rytm dziaªaj¡cy równie» w czasie O(n4), powód stanie si¦ za chwil¦ jasny.

Przyjmiemy teraz konwencj¦, »e pseudocykle mog¡ mie¢ dªugo±¢ 0. Wówczas
ka»dy l-ci¡g pseudocykli C = (C1, C2, . . . , Ck) zawiera dokªadnie jeden pseudocykl Ch

z liderem h, dla ka»dego h = 1, 2, . . . , n. Mo»emy wi¦c napisa¢ C = (C1, C2, . . ., Cn).
Wag¡ ze znakiem pseudocyklu C nazwiemy sweight(C, A) = −weight(C,A), je±li

C posiada niezerow¡ dªugo±¢, oraz sweight(C,A) = 1 w przeciwnym wypadku. Wag¡
ze znakiem l-ci¡gu pseudocykli C = (C1, C2, . . . , Cn) nazwiemy wyra»enie

sweight(C, A) =
n∏

i=1

sweight(Ci, A).

Wówczas
sgn(C)weight(C, A) = sweight(C, A)

i z twierdzenia 7.2.1
cl =

∑
C

sweight(C, A),

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich l-ci¡gach pseudocykli C speªniaj¡cych wªa-
sno±¢ pre�ksów.

Powiemy, »e ci¡g nieujemnych liczb caªkowitych l1, l2, . . . , ln speªnia wªasno±¢ l-
pre�ksów je±li

1.
∑n

t=1 lt = l,

2.
∑r−1

t=1 lt ≥ r − 1− (n− l) dla r = 1, 2, . . . , n.

Takie ci¡gi s¡ �dopuszczalne� jako dªugo±ci pseudocykli w ci¡gach pseudocykli, które
b¦dziemy konstruowa¢.



7.2. METODA SAMUELSONA 61

Grupujemy ci¡gi pseudocykli z wªasno±ci¡ pre�ksów bazuj¡c na dªugo±ciach po-
szczególnych pseudocykli. W ci¡gu pseudocykli z wªasno±ci¡ pre�ksów C, je±li dªugo±¢
pseudocyklu Ch z liderem h jest równa lh, wówczas dowolny pseudocykl z liderem h

i dªugo±ci lh mo»e zast¡pi¢ Ch w C wci¡» daj¡c ci¡g pseudocykli z wªasno±ci¡ pre-
�ksów. Przez z(h, p) oznaczmy caªkowit¡ wag¦ ze znakiem wszystkich pseudocykli,
które maj¡ wierzchoªek h jako lidera oraz dªugo±¢ p. Wówczas

cl =
∑

l1,l2,...,ln

n∏
i=1

z(i, li),

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich ci¡gach nieujemnych liczb caªkowitych
l1, l2, . . . , ln speªniaj¡cych wªasno±¢ l-pre�ksów.

Aby wyznacza¢ wspóªczynniki cl efektywnie ustawiamy warto±ci z(h, p) we wªa-
±ciwe miejsca w ci¡g macierzy B1, B2, . . . , Bn. Macierz Bk zawiera wspóªczynniki
postaci z(k, p). Poniewa» rozwa»amy jedynie ci¡gi speªniaj¡ce wªasno±¢ l-pre�ksów
wystarcza bra¢ z(k, p) dla p ≤ n−k+1. Macierz Bk jest wymiaru (n−k+2)×(n−k+1)

i zawiera z(k, p) na p-ej dolnej przek¡tnej jak pokazano poni»ej.

Bk =




z(k, 0) 0 0 . . . 0 0
z(k, 1) z(k, 0) 0 . . . 0 0
z(k, 2) z(k, 1) z(k, 0) . . . 0 0

...
...

...
...

...
...

z(k, n− k) z(k, n− k − 1) z(k, n− k − 2) . . . z(k, 1) z(k, 0)
z(k, n− k + 1) z(k, n− k) z(k, n− k − 1) . . . z(k, 2) z(k, 1)




Teraz z równo±ci na cl dostajemy, »e

cl =
∑

l+1=j0≥j1≥...≥jn=1

n∏
i=1

Bi[ji−1, ji] = (
n∏

i=1

Bi)[l + 1, 1],

gdzie ci¡gi j0− j1, j1− j2, . . . , jn−1− jn speªniaj¡ wªasno±¢ l-pre�ksów. Równowa»nie
mo»emy zapisa¢ powy»sz¡ równo±¢ jako

[c0, c1, . . . , cn]T =
n∏

i=1

Bi.

Zgodnie z oznaczeniami stosowanymi w pracy dostajemy, »e dla p > 1

z(k, p) = −Â[k, p] = −akA
p−2
k ak,
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gdzie macierz Â oznacza sko±ne domkni¦cie macierzy A zde�niowane w cz¦±ci 3.2.3.
Ostatecznie Bk ma wi¦c posta¢:

Bk =




1 0 0 . . . 0 0
−A[k, k] 1 0 . . . 0 0
−akak −A[k, k] 1 . . . 0 0

...
...

...
...

...
...

−akAn−k−2
k ak −akAn−k−3

k ak −akAn−k−4
k ak . . . −A[k, k] 1

−akAn−k−1
k ak −akAn−k−2

k ak −akAn−k−3
k ak . . . −akak −A[k, k]




Przedstawiona metoda obliczania wielomianu ΦA(λ) jest dokªadnie metod¡ Sa-
muelsona [40, 18, 6, 52]. Samuelson otrzymaª powy»szy wzór u»ywaj¡c twierdzenia
Laplace dla macierzy λ · In−A, podczas gdy my dostajemy go posªuguj¡c si¦ ci¡gami
pseudocykli z wªasno±ci¡ pre�ksów.

Taka interpretacja algorytmu Samuelsona-Berkowitza pochodzi od Valianta [52], nato-
miast kombinatoryczny dowód poprawno±ci (dowód twierdzenia 7.2.1) znale¹¢ mo»na
w [36].

7.2.2 Nasza Wersja Algorytmu Samuelsona

Przedstawimy tutaj now¡ wersj¦ algorytmu Samuelsona obliczania wyznacznika dzia-
ªaj¡c¡ w czasie Õ(n3.03), która b¦dzie korzystaªa z algorytmu obliczania macierzy
Â = SkewClosure(A) opisanego w cz¦±ci 3.3.

Rozpoczniemy od wprowadzenia ogranicze« do de�nicji Knapsack(A), tak aby
uwzgl¦dniaªa ona wªasno±¢ pre�ksów. Przez Pre�xKnapsack(A) oznaczamy sum¦
wszystkich iloczynów postaci

A[h1, j1] · A[h2, j2] · . . . · A[hk, jk],

gdzie

1 ≤ h1 < h2 < . . . < hk ≤ n, 1 ≤ j1, j2, . . . , jk ≤ n,

k∑
t=1

jt = n

oraz
∑r−1

t=1 jt ≥ hr − 1 dla r = 1, 2, . . . , k.
Algorytm obliczania warto±ci Pre�xKnapsack(A) jest tylko niewielk¡ mody�kacj¡

algorytmu dynamicznego obliczania Knapsack(A) opisanego w cz¦±ci 3.2.7 ze strony
28 dziaªaj¡cego w czasie O(n3). U»ywamy tablicy Table[h, j] takiej, »e

Pre�xKnapsack(A) = Table[n, n].
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Inicjujemy pocz¡tkowe warto±ci Table[1, j] = A[1, j], dla wszystkich 1 ≤ j ≤ n, a
pozostaªe elementy tablicy Table[h, j], dla 2 ≤ h ≤ n oraz 1 ≤ j ≤ n, wyznaczamy
zgodnie ze wzorem

Table[h, j] = (

j−1∑

p=h−1

Table[h− 1, p] · A[h, j − p]) + Table[h− 1, j].

W powy»szym wzorze p nie przebiega ju» jak w przypadku Knapsack(A) od 0, ale
od h − 1 poniewa» wªasno±¢ pre�ksów wymusza na nas aby w chwili pojawienia si¦
wierzchoªka h jako lidera w ci¡gu pseudocykli C co najmniej h−1 wierzchoªków, st¡d
i h− 1 kraw¦dzi, byªo ju» zawartych w C.

Ostatecznie dostajemy poni»sze twierdzenie, którego poprawno±¢ wynika wprost
z poprawno±ci twierdzenia 7.2.1 oraz z lematu 3.3.2.

Twierdzenie 7.2.2. Wyznacznik macierzy A speªnia równanie

det(A) = (−1)n · Pre�xKnapsack(−SkewClosure(A)).

i mo»e on zosta¢ obliczony w czasie Õ(n3.03) bez wykonywania operacji dzielenia.

7.3 Algorytm Chistova

Zmienimy teraz podej±cie zaprezentowane w cz¦±ci 7.2 i uogólnimy poj¦cie ci¡gów
pseudocykli.
Po pierwsze eliminujemy warunek, »e lider pseudocyklu ma by¢ odwiedzony tylko
jeden raz. To daje nam bardziej ogólne poj¦cie pseudocykli które nazywa¢ b¦dziemy
marszrutami. Ustalamy kanoniczn¡ reprezentacj¦ w której »¡damy aby pierwszym
wierzchoªkiem marszruty byª jej lider. Poniewa» lider mo»e pojawia¢ si¦ wielokrot-
nie w marszrucie dwie reprezentacje rozpoczynaj¡ce si¦ od jego ró»nych wyst¡pie«
uwa»amy za ró»ne. Na przykªad, marszrut¦ (2, 5, 3, 2, 4, 6) uwa»amy za ró»n¡ od
(2, 4, 6, 2, 5, 3).
Po drugie rozwa»amy ju» nie tylko ci¡gi marszrut ale uporz¡dkowane listy, b¡d¹
tablice, takich ci¡gów. Wewn¡trz ci¡gu liderzy marszrut s¡ uporz¡dkowani w ±ci±le
rosn¡cym porz¡dku. Ale nie ma ograniczenia na uporz¡dkowanie ci¡gów wewn¡trz
tablic. Oznacza to, »e dla tego samego multizbioru ci¡gów marszrut ró»ne ich uporz¡d-
kowania daj¡ nam tablice, które uwa»amy za ró»ne.
Po trzecie parzysto±¢ tablicy ci¡gów marszrut zale»e¢ b¦dzie od liczby tworz¡cych j¡
ci¡gów, nie natomiast od liczby marszrut. Ci¡g pseudocykli jest wi¦c tablic¡ ci¡gów
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marszrut tak¡, »e ka»dy ci¡g zawiera pojedyncz¡ marszrut¦ b¦d¡c¡ pseudocyklem
oraz wewn¡trz tablicy liderzy ci¡gów s¡ uporz¡dkowani w ±ci±le rosn¡cym porz¡dku.

Zapiszemy to bardziej formalnie. Marszrut¡ dªugo±ci k nazwiemy uporz¡dkowany
ci¡g wierzchoªków π = (v0, v1, . . . , vk) taki, »e v0 = vk = min{v0, v1, . . . , vk} oraz
(vi−1, vi) ∈ E, dla ka»dego i = 1, 2, . . . , k. Wierzchoªek v0 nazywamy liderem mar-
szruty π i oznaczamy go przez h(π). Dªugo±¢ marszruty π jest liczb¡ jej kraw¦dzi
i oznaczamy j¡ przez |π|. Wag¡ marszruty π nazywamy iloczyn wag tworz¡cych j¡
kraw¦dzi

weight(π, A) = A[v0, v1] · A[v1, v2] · . . . · A[vk−1, vk].

j-ci¡giem marszrut T nazywamy uporz¡dkowany ci¡g marszrut T = (T1, T2, . . . , Tk)

taki, »e
h(T1) < h(T2) < . . . < h(Tk), |T1|+ |T2|+ . . . + |Tk| = j.

Wag¡ ci¡gu marszrut nazywamy iloczyn wag tworz¡cych go marszrut

weight(T , A) =
k∏

i=1

weight(Ti, A)

a jego dªugo±¢ |T | = j.

l-tablica ci¡gów marszrut F jest uporz¡dkowanym ci¡giem ci¡gów marszrut F =

(T1, T2, . . . , Tr) takim, »e |T1|+ |T2|+ . . . + |Tr| = l.

Wag¡ tablicy ci¡gów marszrut F jest iloczyn wag tworz¡cych j¡ ci¡gów

weight(F , A) =
r∏

i=1

weight(Ti, A)

a jej znak równy jest sgn(F) = (−1)r.
Nast¦puj¡ce twierdzenie pokazuje, »e nawet tablice ci¡gów marszrut mog¡ by¢

u»yte do policzenia wielomianu charakterystycznego macierzy A.

Twierdzenie 7.3.1.
cl =

∑
F

sgn(F) · weight(F , A),

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich l-tablicach ci¡gów marszrut F .

W [36] znale¹¢ mo»na kombinatoryczny dowód poprawno±ci twierdzenia 7.3.1,
polegaj¡cy na konstrukcji odwzorowania okre±lonego na zbiorze l-tablic ci¡gów mar-
szrut którego jedynymi punktami staªymi s¡ l-ci¡gi pseudocykli. Pozostaªe l-tablice
ci¡gów marszrut odwzorowywane s¡ w l-tablice ci¡gów marszrut o tej samej wadze ale
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przeciwnym znaku. Poniewa» wiemy, »e l-ci¡gi pseudocykli, które nie s¡ pokryciami
cyklami równie» maj¡ zerowy wkªad w powy»sz¡ sum¦, zatem suma przebiegaj¡ca
po wszystkich l-tablicach ci¡gów marszrut jest dokªadnie równa wspóªczynnikowi cl

wielomianu charakterystycznego macierzy A.

7.3.1 Algorytm U»ywaj¡cy Tablic Ci¡gów Marszrut

Poka»emy, jak zgrupowa¢ l-tablice ci¡gów marszrut aby dosta¢ wyra»enie proste do
obliczenia. Algorytm, który teraz opiszemy dziaªaª b¦dzie w czasie O(n4). Musimy
wyznaczy¢ wkªad w sum¦ wszystkich l-tablic ci¡gów marszrut. B¦dzie to prostsze
do osi¡gni¦cia je±li podzielimy ten wkªad na l grup w zale»no±ci od tego jak wiele
kraw¦dzi znajduje si¦ w pierwszym ci¡gu marszrut w tablicy. Grupa j zawiera te
l-tablice ci¡gów marszrut które s¡ postaci F = (T1, T2, . . . , Tr), gdzie |T1| = j.

Wtedy F ′ = (T2, T3, . . . , Tr) tworzy (l − j)-tablice ci¡gów marszrut,

sgn(F) = −sgn(F ′), weight(F , A) = weight(T1, A)weight(F ′, A).

Zatem wkªad tej grupy w cl, który oznaczamy przez cl(j) mo»na przedstawi¢ jako

cl(j) =
∑

T ,F ′
−sgn(F ′)weight(F ′, A)weight(T , A)

= −(
∑
T

weight(T , A))(
∑

F ′
sgn(F ′)weight(F ′, A)) = −djcl−j,

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich j-ci¡gach marszrut T oraz (l− j)-tablicach
ci¡gów marszrut F ′ a dj jest sum¡ wag wszystkich j-ci¡gów marszrut.

Musimy zatem wyznaczy¢ dj. �atwo zobaczy¢, »e Al[1, 1] jest równe sumie wag
wszystkich marszrut dªugo±ci l z liderem 1. Aby wyznaczy¢ w podobny sposób t¦
sum¦ dla lidera k musimy rozwa»y¢ podgraf grafu GA indukowany przez wierzchoªki
k, k + 1, . . . , n, który b¦dzie odpowiadaª macierzy Ak−1. Niech y(l, k) oznacza sum¦
wag wszystkich l-marszrut z liderem k. Wówczas y(l, k) = Al

k−1[k, k].
Waga j-ci¡gu marszrut T mo»e zosta¢ podzielona na n cz¦±ci, gdzie k-ta cz¦±¢ ma

warto±¢ 1 je±li T nie zawiera marszruty z liderem k w przeciwnym wypadku jest ona
równa wadze tej marszruty. Mamy

dj =
∑

0≤li≤j: l1+...+ln=j

n∏
i=1

y(li, i) =
∑

0≤li≤j: l1+...+ln=j

n∏
i=1

Ali
i−1[i, i].
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Zde�niujmy szereg pot¦gowy D(x) =
∑∞

j=0 djx
j. Wtedy, u»ywaj¡c powy»szego

wzoru na dj mo»emy zapisa¢

D(x) = (
∞∑

l=0

xlAl
0[1, 1])(

∞∑

l=0

xlAl
1[2, 2]) . . . (

∞∑

l=0

xlAl
n−1[n, n]).

Poniewa» jeste±my zainteresowani jedynie tymi warto±ciami dj dla których j ≤ n

mo»emy zignorowa¢ jednomiany stopnia wy»szego ni» n. To wymaga od nas wyz-
naczenia pierwszych n+1 wspóªczynników D(x) co mo»emy osi¡gn¡¢ u»ywaj¡c pot¦-
gowania macierzy oraz posªuguj¡c si¦ arytmetyk¡ na wielomianach. Teraz ju» warto±¢
cl mo»e by¢ obliczona indukcyjnie korzystaj¡c z równo±ci

cl =
l∑

j=1

cl(j) =
l∑

j=1

−djcl−j (7.1)

Ale zaprezentowany tu algorytm odpowiada ju» algorytmowi Chistova [9]. Jedyna
ró»nica jest taka, »e Chistov rozpocz¡ª od kilku algebraicznych równo±ci i manipuluj¡c
nimi u»ywaj¡c arytmetyki wielomianów dostaª powy»sze sformuªowanie, podczas gdy
tutaj rozpoczynamy od tablic ci¡gów marszrut, które maj¡ kombinatoryczne de�nicje
i grupuj¡c je we wªa±ciwy sposób osi¡gamy dokªadnie ten sam rezultat.

7.3.2 Nasza Wersja Algorytmu Chistova

Podobnie jak w przypadku algorytmu Samuelsona i tutaj mo»emy wykorzysta¢ algo-
rytm obliczania macierzy Â = SkewClosure(A) aby dosta¢ implementacj¦ algorytmu
Chistova obliczania wielomianu charakterystycznego w czasie Õ(n3.03).

Najpierw wyznaczymy warto±ci y(l, h), czyli sum¦ wag wszystkich l-marszrut z
liderem h. Niech Tour(Â) b¦dzie macierz¡ powstaª¡ z macierzy Â tak¡, »e

Tour(Â)[h, l] =
∑

0≤ki≤l: k1+k2+...+kn=l

n∏
i=1

Â[h, ki],

gdzie jak pami¦tamy Â[h, k] to suma wag wszystkich pseudocykli z liderem h dªugo±ci
k. Poniewa» ka»da l-marszruta z liderem h jest zªo»eniem pewnej liczby pseudocykli
z liderem h i sumarycznej dªugo±ci l mamy, »e

y(l, h) = Tour(Â)[h, l] =
∑

0≤ki≤l: k1+k2+...+kn=l

n∏
i=1

Â[h, ki]. (7.2)
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Niech teraz Ah(x), dla h = 1, 2, . . . , n, b¦dzie wielomianem stopnia n zde�niowa-
nym nast¦puj¡co

Ah(x) = 1 + Â[h, 1] · x + Â[h, 2] · x2 + . . . + Â[h, n] · xn.

Wówczas u»ywaj¡c wzoru 7.2 na y(l, h) otrzymujemy, »e

(Ah(x))n = 1 + y(1, h) · x + y(2, h) · x2 + . . . + y(n, h) · xn + xn+1 · F (x),

gdzie F (x) jest wielomianem stopnia n2 − n− 1.
Poniewa» jeste±my zainteresowani jedynie tymi warto±ciami y(l, h) dla których

l ≤ n wszystkie obliczenia mo»emy wykonywa¢ w pier±cieniu reszt modulo xn+1.
Iloczyn dwóch wielomianów stopnia n wyznaczamy korzystaj¡c z klasycznego algo-
rytmu w czasie O(n2). U»ywaj¡c algorytmu szybkiego pot¦gowania pierwsze n + 1

wspóªczynników wielomianu (Ah(x))n obliczymy w czasie Õ(n2). A zatem wszystkie
n2 warto±ci y(l, h), dla l, h = 1, 2, . . . , n mo»emy wyznaczy¢ w czasie Õ(n3).

Do obliczenia warto±ci dj, sumy wag wszystkich j-ci¡gów marszrut, j = 1, 2, . . . , n

skorzystamy z algorytmu dynamicznego dziaªaj¡cego czasie O(n3) i opisanego w cz¦±ci
3.2.7. Mamy bowiem

dj = Kj(Tour(Â)).

Ostatecznie dostajemy poni»sze twierdzenie, którego poprawno±¢ wynika wprost
z poprawno±ci twierdzenia 7.3.1, lematów 3.2.2, 3.3.2 oraz równo±ci 7.1.

Twierdzenie 7.3.2. Wspóªczynniki wielomianu charakterystycznego ΦA(λ) macierzy
A speªniaj¡ równanie

cl = −
l∑

j=1

cl−j · Kj(Tour(SkewClosure(A)))

i mog¡ one zosta¢ obliczone w czasie Õ(n3.03) bez wykonywania operacji dzielenia.

7.4 Algorytm Csanky'ego

Teraz rozwa»my kolejne uogólnienie poj¦cia cyklu: osªabiamy nasz warunek, »e mar-
szruta musi rozpoczyna¢ si¦ od pojawienia si¦ wierzchoªka o minimalnym numerze.
Jedyne czego b¦dziemy oczekiwa¢ po marszrucie to aby byªa ona zamkni¦t¡ ±cie»k¡,
takie zamkni¦te ±cie»ki nazywa¢ b¦dziemy p¦tlami. Formalnie, p¦tl¡ dªugo±ci k w
wierzchoªku v nazywamy zamkni¦t¡ ±cie»k¦ dªugo±ci k z v do v, tzn. uporz¡dkowany



68 ROZDZIA� 7. ZNANE ALGORYTMY OBLICZANIA WYZNACZNIKA

ci¡g wierzchoªków π = (v0, v1, . . . , vk) taki, »e v = v0 = vk oraz (vi−1, vi) ∈ E, dla
ka»dego i = 1, 2, . . . , k.
Wag¡ p¦tli π nazywamy iloczyn wag tworz¡cych j¡ kraw¦dzi

weight(π, A) = A[v0, v1] · A[v1, v2] · . . . · A[vk−1, vk].

Maj¡c tak osªabione poj¦cie p¦tli wprowadzimy teraz ograniczenia na sposoby w
jakie p¦tle mog¡ by¢ organizowane w ci¡gi. Otó» p¦tle b¦d¡ mogªy by¢ ª¡czone jedynie
z cz¦±ciowymi pokryciami cyklami. Poka»emy nast¦puj¡cy wzór na wspóªczynniki
wielomianu ΦA(λ).

Twierdzenie 7.4.1. Dla ka»dego k = 1, 2, . . . , n

kck +
k∑

j=1

ck−j(
∑

L

weight(L, A)) = 0,

gdzie sumowanie przebiega po wszystkich p¦tlach L dªugo±ci j w gra�e GA.

�atwo zobaczy¢, »e Aj[i, i] to suma wag wszystkich ±cie»ek dªugo±ci j z wierzchoªka
i do i w gra�e GA. A takie ±cie»ki to oczywi±cie p¦tle, st¡d

∑n
i=1 Aj[i, i] to suma wag

wszystkich p¦tli dªugo±ci j w GA. Mamy
n∑

i=1

Aj[i, i] = tr(Aj) = sj,

gdzie tr(Aj) to ±lad macierzy Aj.
A zatem powy»sze twierdzenie jest po prostu innym zapisem lematu Leveriera [18, 26],
który zwykle mo»na znale¹¢ w poni»szej postaci.

Lemat 7.4.1. Wspóªczynniki wielomianu charakterystycznego macierzy A speªniaj¡
nast¦puj¡ce równanie:




1 0 0 . . . 0 0
s1 2 0 . . . 0 0
s2 s1 3 . . . 0 0
...

...
...

...
...

...
sn−2 sn−3 sn−4 . . . n− 1 0
sn−1 sn−2 sn−3 . . . s1 n







c1

c2

c3

...
cn−1

cn




= −




s1

s2

s3

...
sn−1

sn




Dowód. Przedstawimy kombinatoryczny dowód lematu Leveriera. Rozwa»my k-te
równanie

kck +
k∑

j=1

sjck−j = 0,
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gdzie c0 = 1. Skªadniki sumy
∑k

j=1 sjck−j odpowiadaj¡ p¦tl¡ dªugo±ci j oraz cz¦±cio-
wym pokryciom cyklami dªugo±ci k − j. P¦tle wnosz¡ do powy»szej sumy jedynie
wag¦, ale nie znak, podczas gdy cz¦±ciowe pokrycia cyklami zarówno wag¦ jak i znak.
Poka»emy teraz jak nast¦puje skracanie w tym zbiorze.

Niech S b¦dzie p¦tl¡ dªugo±ci j oraz niech C b¦dzie cz¦±ciowym pokryciem cyklami
pokrywaj¡cym k − j wierzchoªków. Mo»liwe s¡ dwa przypadki:

(1) p¦tla S jest cyklem, rozª¡cznym z wszystkimi cyklami z C,
(2) S i C nie mog¡ zosta¢ zª¡czone w cz¦±ciowe pokrycie cyklami dªugo±ci k.

W przypadku (1) S mo»e zosta¢ zª¡czone z C tworz¡c cz¦±ciowe pokrycie cyklami C ′
dªugo±ci k o wadze weight(S, A)weight(C, A) i znaku −sgn(C). A ten skªadnik skróci
si¦ z jedn¡ kopi¡ C ′ pochodz¡c¡ z cz¦±ci kck.
Pozostaje nam jeszcze k−1 kopii C ′. Zauwa»my, »e je±li C ′ = (C1, C2, . . . , Cl), wówczas
ka»dy z cykli Ci dªugo±ci li mo»e zosta¢ wybrany do utworzenia podziaªu na p¦tl¦ S =

Ci i cz¦±ciowe pokrycie cyklami C = C ′−Ci, które b¦dzie odpowiadaªo skªadnikowi z
slick−li .
Co wi¦cej ka»dy cykl Ci mo»na zapisa¢ jako p¦tl¦ na li sposobów w zale»no±ci od wierz-
choªka startowego. A zatem cz¦±ciowe pokrycie cyklami C ′ mo»e zosta¢ przedstawione
na

∑l
i=1 li = k ró»nych sposobów jako para p¦tla-cz¦±ciowe pokrycie cyklami.

W przypadku (2) gdy S i C nie mog¡ zosta¢ zª¡czone w cz¦±ciowe pokrycie cyklami
dªugo±ci k rozpoczynamy przegl¡danie p¦tli S dopóki nie nast¡pi jedna z nast¦puj¡-
cych mo»liwo±ci: (a) p¦tla S zawiera wierzchoªek v z C lub (b) natra�amy na drugie
wyst¡pienie wierzchoªka v w S. Dokªadnie jedna z tych dwóch mo»liwo±ci nast¡pi
jako pierwsza.
Przypu±¢my, »e ma miejsce (a) i niech v znajduje si¦ w cyklu C dªugo±ci l zawartym
w pokryciu C. Rozwa»my now¡ par¦ S ′, C ′, która powstanie w wyniku usuni¦cia cyklu
C z C i doª¡czenia go do S za pierwsz¡ pozycj¡ wierzchoªka v. Taka para wnosi do
sj+lck−j−l skªadnik o takiej samej wadze ale przeciwnym znaku ni» para S, C a zatem
skªadniki im odpowiadaj¡ce w sumie wzajemnie si¦ zredukuj¡.
A teraz niech zachodzi (b), S zawiera cykl C dªugo±ci l który jest rozª¡czny z wszys-
tkimi cyklami z C. Rozwa»my now¡ par¦ S ′, C ′, która powstanie w wyniku usuni¦cia
cyklu C z S i wstawienia go na wªa±ciw¡ pozycj¦ do C. Taka para wnosi do sj−lck−j+l

skªadnik o takiej samej wadze ale przeciwnym znaku ni» para S, C zatem tak jak
poprzednio nast¡pi ich redukcja. �atwo sprawdzi¢, »e operacje wykonywane w przy-
padkach (a) i (b) s¡ operacjami wzajemnie odwrotnymi.
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Ka»dy algorytm obliczania wspóªczynników wielomianu ΦA(λ) u»ywaj¡cy lematu
Leveriera w istocie wykorzystuje opisane powy»ej skracanie pomi¦dzy p¦tlami i cz¦-
±ciowymi pokryciami cyklami do wyznaczenia sumy, która odpowiada dokªadnie sumie
wag cz¦±ciowych pokry¢ cyklami dªugo±ci l. Wprost nasuwaj¡cym si¦ sekwencyjnym
algorytmem jest algorytm, który najpierw dla ka»dego j wyznacza sum¦ sj, wag
wszystkich p¦tli dªugo±ci j w GA u»ywaj¡c do tego celu pot¦gowania macierzy lub
programowania dynamicznego a pó¹niej oblicza c1, c2, . . . , cn w tej kolejno±ci posªu-
guj¡c si¦ opisan¡ powy»ej rekurencj¡. Implementacja Csanky'ego [13] korzysta z
odwrotno±ci macierzy aby wyznaczy¢ wspóªczynniki cj równolegle znaj¡c warto±ci si.
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