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Streszczenie

Umieszczenie grafu w ksigzce jest definiowane przez kolejnosé jego wierz-
chotkéw na grzbiecie ksiazki i przyporzadkowanie jego krawedzi stronom
ksiazki tak, aby na zadnej stronie krawedzie nie przecinaty sie. Umieszczenie
zbioru czeSciowo uporzedkowanego (posetu) P w ksigzce polega na umiesz-
czeniu jego digrafu pokrycia (diagramu Hassego), z elementami zbioru P na
grzbiecie tworzacymi rozszerzenie liniowe zbioru P. Problemem jest umiesz-
czenie posetu P na mozliwie najmniejszej liczbie stron.

Problem liczby stron dla posetéw wydaje sie by¢ znacznie trudniejszy niz
dla graféw. Na dwoch stronach mozna umiescié¢ graf planarny, ktory jest pod-
grafem hamiltonowskiego grafu planarnego, natomiast nie jest znana charak-
teryzacja posetow dajacych sie umieéci¢ na dwoch stronach. Ponadto, kazdy
graf planarny mozna umiesci¢ na co najwyzej czterech stronach, natomiast
przypuszcza sie, ze w przypadku posetow planarnych liczba stron nie jest
ograniczona. Wyniki w pracy dotycza tych dwoéch probleméw.

W Rozdziale 4 zamieszczono algorytm do umieszczania posetow drzewia-
stych na jednej stronie, ktory tworzy ramy dla algorytmoéw umieszczania pose-
tow o rozbudowanej strukturze drzewiastej. W Rozdziale 5 rozwaza sie klase
posetow planarnych, w ktorych kazdy blok jest cyklem. Mimo swej prostoty,
dwie strony nie wystarczaja do ich umieszczenia. Kazdy taki poset moze by¢
umieszczony na trzech stronach i trzy strony czasem sg niezbedne.

Najobszerniejsza czesé pracy stanowia Rozdziaty 6 i 7, poswiecone pose-
tom N-wolnym, pojawiajacym sie w wielu obszarach badan nad posetami.
Rozwazania w tych Rozdziatach bazuja na podejsciu teorio-grafowym, w
ktorym digraf pokrycia posetu N-wolnego jest interpretowany jako digraf
tukowy. Podano wzoér na liczbe stron dla posetéw N-wolnych o struktu-
rze drzewiastej, oszacowano liczbe stron dla dowolnego posetu N-wolnego
i przedstawiono algorytm umieszczania w ksigzce dowolnych posetow, bazu-
jacy na przeksztatceniu posetu do posetu N-wolnego.

W Rozdziale 7 sa rozwazane posety planarne. Podano lokalne warunki
konieczne na to, aby N-wolny poset byt planarny, skad wywnioskowano, ze
N-wolne posety planarne o strukturze drzewiastej mozna umiesci¢ na dwoch
stronach. Ta cze$¢ pracy zawiera najwazniejszy wynik pracy, ze N-wolny
poset planarny, reprezentowany przez swoj do gory ptaski digraf pokrycia,
mozna umiesci¢ na dwoch stronach. Jako dowod tego twierdzenia przedsta-
wiono algorytm o ztozonosci wielomianowej i udowodniono jego poprawnosc.

Rozwazania dotyczace posetow sa prowadzone w jezyku (di)grafow z nimi
zwiazanych oraz z wykorzystaniem technik dowodzenia i konstrukeji algoryt-
micznych pochodzacych z teorii grafow.

Niektore wyniki byly prezentowane na kilku konferencjach [39], [41], [42].
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N-wolny, zbior i digraf planarny, drzewo, umieszczanie posetow w ksiazce



The Page Number Problem for Partially Ordered Sets
Abstract

In this Thesis we deal with the book embedding problem for partially
ordered sets (posets). A book embedding of a graph G consists of two assign-
ments: the vertices of G to the spine of a book in some order and the edges
of GG to the pages of the book so that the edges on the same page do not
intersect. In a book embedding of a poset (P, <), the covering digraph (the
Hasse diagram) of P is embedded with the elements of P on the spine as a
linear extension of P. The objective is to minimize the number of pages used.

The page number problem for posets seems to be more challenging and
difficult than for graphs. It is known that the page number equals 2 for
planar graphs which are subgraphs of Hamiltonian planar graphs, but no
characterization of 2-page posets is known. Moreover, each planar graph can
be embedded in 4 pages and it is conjectured that the page number for planar
posets is unbounded. We focus in the Thesis on these two problems.

In Section 4, an algorithm for 1-page embedding of tree-posets is presented
which in the next sections is extended to run for several tree-structured
posets. In Section 5, one such family of planar posets — tree-combinations
of cycles — is introduced. Despite the simplicity of such posets, it is shown
that in general they need 3 pages.

In Sections 6 and 7, which are the main parts of the Thesis, the page
number problem is considered in the family of N-free posets. Such posets
have been recently investigated in the connection with various problems on
graphs, digraphs, and posets. Our approach is based on the interpretation
of covering digraphs of N-free posets as line digraphs. The page number is
determined exactly for tree-structured N-free posets and some bounds are
provided for arbitrary N-free posets. Moreover a book embedding algorithm
is presented for arbitrary posets which is based on transformation of posets
to N-free posets.

In Section 7, our attention is focused on planar posets. Necessary condi-
tions for an N-free poset to be planar are formulated and as a consequence
we show that the page number of tree-structured N-free planar posets equ-
als 2. Then we present the main result of the Thesis which states that any
N-free planar poset given as its upward plane representation (drawing) can
be embedded into 2 pages. The proof of this result is fully constructive — we
provide a polynomial time algorithm for such embeddings.

The investigations in this Thesis are carried on in the language and terms
of graphs and digraphs related to posets and we use proof and algorithmic
techniques from graph theory.

Some of the results were presented at combinatorial meetings [39], [41],
[42].

MCS 2010: 05C10, 5C62, 05C76, 05C85, 06Axx, 06A06, 06A07, 68Q25
ACM CCS: 6.2.1, 6.2.2

Key words: partially ordered set (poset), digraph, N-free digraph and poset,
planar digraph and poset, tree, page number of graphs, digraphs, and posets
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1. Wprowadzenie

Gtownym przedmiotem pracy jest problem liczby stron, rozwazany w
dziedzinie zbioréow czesciowo uporzadkowanych. Ten problem zostal wpro-
wadzony w dziedzinie grafow (patrz [50]) i pierwsze istotne wyniki uzyskali
Bernhart i Kainen w pracy [7]. Problem skokéw w dziedzinie zbiorow cze-
Sciowo uporzadkowanych pojawit sie na konferencji Algorithms and Order w
Ottawie w 1988 roku, patrz [48]| i pierwsze wyniki w tym zakresie zostaly
uzyskane przez Nowakowskiego i Parkera [49] oraz przez Sysle [63].

Problem liczby stron polega w ogdélnos$ci na umieszczeniu grafu w ksigzce
o mozliwie najmniejszej liczbie stron. Jesli G jest grafem, to jego umiesz-
czenie w ksiazce jest definiowane przez dwa przyporzadkowania. Wierzchotki
grafu G zostaja w wybranej kolejnosci (permutacji) umieszczone na grzbiecie
ksiazki, a krawedzie sa przyporzadkowywane stronom ksigzki, kazda jednej
stronie i w taki sposob, ze na zadnej stronie krawedzie nie przecinajg sie.
Jesli (P, <) jest zbiorem czeSciowo uporzadkowanym, to jego umieszczenie
w ksiazce polega na umieszczeniu w ksiazce jego digrafu pokrycia (diagramu
Hassego), przy czym elementy zbioru P na grzbiecie ksiazki tworzg rozszerze-
nie liniowe zbioru (P, <), a zatem tuki tego digrafu sa skierowane ku gorze.
Oznaczamy przez pn(G) liczbe stron grafu G, a przez pn(P) liczbe stron
czesciowo uporzadkowanego zbioru (P, <).

Problem liczby stron w dziedzinie graféw, digraféw i zbiorow uporzadko-
wanych jest rozwazany réowniez jako problem geometrii obliczeniowej (patrz
np. [20]), na gruncie ktorej uzyskano wiele ciekawych i istotnych rezultatow,
odnoszacych sie do graféw jako obiektow geometrycznych.

Problem liczby stron w dziedzinie zbioréw czesciowo uporzadkowanych
wydaje sie by¢ znacznie trudniejszy niz problem liczby stron rozwazany dla
grafow. W pracy [7| scharakteryzowano grafy G, dla ktorych liczba stron
pn(G) jest rowna 11 2 i chociaz przypuszczano, ze liczba stron grafow planar-
nych nie jest ograniczona, to jednak, jak udowodnil Yannakakis [68], wystar-
czag cztery strony do umieszczenia w ksigzce jakiegokolwiek grafu planarnego,
ale dla niektorych grafow cztery strony sa niezbedne.

W dziedzinie zbioréw czesciowo uporzadkowanych znana jest petna cha-
rakteryzacja zbioréw, ktére mozna umiesci¢ na jednej stronie — sg to po-
rzadki drzewiaste. Natomiast brak jest peilnej charakteryzacji zbioréw, ktore
wymagaja tylko dwoch stron i nie jest znane zadne oszacowanie liczby stron
potrzebnych do umieszczenia w ksigzce dowolnego zbioru planarnego. Podano
natomiast przyklad zbioru, ktory wymaga czterech stron [44] i nadal przy-
puszcza sie, ze liczba stron planarnych zbioréw czesciowo uporzadkowanych
nie jest ograniczona (patrz Punkt 3.5.1).



W pracy zajeto sie tymi dwoma szczegodlnymi przypadkami problemu licz-
by stron dla zbioréw czesciowo uporzadkowanych:

— scharakteryzowaé zbiory, ktére moga by¢ umieszczone na dwoch stronach

w ksiazce,

— okresli¢ liczbe stron planarnych zbioréw uporzadkowanych.

Dotychczasowe badania, na przyklad dotyczace ztozonosci obliczeniowe;j
[20] wskazuja, ze te dwa problemy moga by¢ trudne do rozwiazania w pelne;
ogblnosci, dlatego zajeto sie szczegdlnymi klasami zbioréw cze$ciowo upo-
rzadkowanych.

Znaczna czes¢ pracy jest po$wiecona zbiorom, ktore maja drzewiasta
strukture, dlatego w Rozdziale 4 krotko przedstawiono algorytm stuzacy do
umieszczania zbioréw drzewiastych na jednej stronie. Algorytm jest reku-
rencyjny i jego poprawnosé¢ bazuje na (rekurencyjnej) wlasnosci elementow
zbioru (Twierdzenie 17), dzieki ktorej kazda galaz drzewa moze by¢ niezalez-
nie umieszczona na jednej stronie. W dalszej czesci pracy (w Rozdziatach 5 i
6) ten algorytm tworzy ramy dla algorytméw umieszczania w ksiazce zbiorow
o bardziej rozbudowanej strukturze drzewiaste;j.

W Rozdziale 5 jest rozwazana klasa zbioréw uporzadkowanych, ktére row-
niez maja strukture drzewiasta, ale kazda sktadowa zbioru jest diamentem,
a ogoOlniej — cyklem. Ta klasa zbioréw nie pojawita sie dotychczas w ba-
daniach, ale mimo swej prostoty w budowie i drzewiastej strukturze blokow,
bedacych cyklami, dwie strony nie wystarczaja do umieszczenia tych zbioréw
uporzadkowanych w ksigzce. Zbiér bedacy kombinacja cykli jest planarny.
Udowodniono miedzy innymi, ze kazda kombinacja diamentow (cykli) moze
by¢ umieszczona w ksiazce na trzech stronach (Twierdzenie 18), jednocze-
Snie przedstawiono przyktad takiej kombinacji, ktoérej nie mozna umiesci¢
na dwoch stronach (Rysunek 5.7 i Lemat 7). Kombinacja diamentéow jest
wiec przyktadem rodziny planarnych zbioréw uporzadkowanych o drzewiaste;j
strukturze, dla umieszczenia ktérych w ksiazce nie wystarczaja dwie strony.

Najrozleglejsza cze$é¢ pracy stanowia rozwazania w Rozdziatach 6 1 7, do-
tyczace N-wolnych zbioréw uporzadkowanych. Dla rodziny zbioréw N-wol-
nych otrzymano wczesniej wiele istotnych i ciekawych wynikéw, miedzy inny-
mi w przypadku probleméw, ktore polegaja na znalezieniu rozszerzenia linio-
wego o pewnej wlasnosci. Jednym z takich problemoéw jest problem skokow
(patrz Punkt 3.3, gdzie zamieszczono dolne oszacowanie liczby stron przez
wyrazenie zalezne od liczby skokéw zbioru, Twierdzenie 11). Rozwazania ba-
zuja na podejsciu teorio-grafowym, w ktorym digrafy pokrycia N-wolnych
zbiorow uporzadkowanych sa interpretowane jako digrafy tukowe. Zbior cze-
sciowo uporzadkowany (P, <) jest N-wolny, jesli jego digraf pokrycia, czyli
diagram Hassego, nie zawiera poddigrafu indukowanego, izomorficznego z
digrafem N (patrz Rysunek 6.1).

Na poczatku Rozdzialu 6 jest omdéwiona struktura N-wolnych digrafow
tukowych i charakteryzacje takich digrafow (Twierdzenie 20), z ktorych ko-
rzysta sie w dalszej czedci pracy. Wérod wielu charakteryzacji digrafow tuko-
wych najbardziej pozyteczny okazuje sie warunek, ktory ustanawia, ze digraf
D jest digrafem tukowym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja dwa réwnoliczne



rozklady zbioru jego wierzchotkow takie, ze zbior tukow digrafu D moze by¢
roztozony na sume zbiorow tukéw digrafow dwudzielnych pelych.

W Podrozdziale 6.2 podano doktadny wzor na liczbe stron dla N-wolnych
zbioréw uporzadkowanych o strukturze drzewiastej (Twierdzenie 22). Nastep-
nie podano oszacowanie liczby stron dla dowolnego zbioru N-wolnego (Twier-
dzenie 23), uwzgledniajace strukture zbioréow N-wolnych oraz liczbe cykli
niezaleznych w (di)grafie pokrycia. Nastepnie, podano algorytm stuzacy do
umieszczania w ksiazce dowolnych zbioréw uporzadkowanych, ktory w pierw-
szym kroku sprowadza dowolny zbiér uporzadkowany do zbioru N-wolnego,
a nastepnie korzysta z algorytmu dla zbioréw N-wolnych.

Rozwazania w Rozdziale 7 skupiaja si¢ na planarnych zbiorach uporzad-
kowanych. Podano warunki konieczne o charakterze lokalnym na to, aby
N-wolny zbior uporzadkowany byt planarny (Twierdzenie 24) — istnienie wa-
runkéw koniecznych i dostatecznych bowiem jest mato prawdopodobne, gdyz
problem petnej charakteryzacji takich zbioréw jest NP-zupelny. Z tych wa-
runkéw wywnioskowano, ze planarny N-wolny zbiér uporzadkowany o struk-
turze drzewiastej moze by¢ umieszczony w ksiazce na dwoch stronach.

Najwazniejszym wynikiem pracy jest dowdd, ze planarny N-wolny zbior
uporzadkowany, reprezentowany przez swoj do gory ptaski digraf pokrycia
moze by¢ umieszczony w ksigzce na dwoch stronach. Dowéd ma postaé al-
gorytmu, bazujacego na strukturalnej analizie N-wolnych zbioréw uporzad-
kowanych, z ktorej wynika struktura potgczen miedzy poddigrafami dwu-
dzielnymi pelnymi, na ktére mozna zdekomponowaé¢ digraf pokrycia takiego
zbioru oraz z ptaskiej realizacji tych poddigrafow. Dowod (algorytm) sktada
sie z kilku etapow:

— sprawdzenie warunkéw koniecznych na to, aby dany zbiér uporzadkowany
byt N-wolny i planarny;

— redukcja sktadowych wiszacych i rozmiaréw poddigraféw dwudzielnych
pelnych;

— umieszczenie na dwoch stronach w ksigzce digrafu zredukowanego;

— uzupelnienie otrzymanego wtozenia digrafu zredukowanego do wtozenia
oryginalnego (przed redukcja) digrafu pokrycia.

Algorytm znajduje kolejno$é¢ wierzchotkow digrafu pokrycia na grzbiecie
ksigzki, bedaca rozszerzeniem liniowym zbioru uporzadkowanego, dla ktore-
go digraf zredukowany jest digrafem pokrycia. Ta kolejnos¢ jest znajdowana
podczas przejscia plaskiej reprezentacji zredukowanego digrafu pokrycia, w
ktorym wykorzystuje sie te reprezentacje digrafu (wierzchotki, tuki i Sciany
sa odwiedzane w kolejnosci od prawej) oraz to, ze digraf jest acykliczny i
do gory plaski (wierzchotki sa odwiedzane w kolejnosci topologicznego upo-
rzadkowania w digrafie pokrycia). Umieszczenie digrafu pokrycia na dwoch
stronach jest nastepnie uzupetniane, takze na tych dwoch stronach, fragmen-
tami oryginalnego digrafu pokrycia, wyredukowanymi na poczatku caltego
postepowania.

W algorytmie, tuki digrafu zredukowanego i oryginalnego sg przydzielane
do jednej ze stron w ksiazce, a nastepnie dowodzi sig, ze nie przecinaja sie
na zadnej z nich.

Przedstawione postepowanie ma ztozono$é wielomianows.



W tej pracy, w rozwazaniach dotyczacych zbioréw uporzadkowanych,
istotnie korzysta sie z wtasnosci (di)grafow powiazanych z tymi zbiorami oraz
z technik dowodzenia i konstrukeji algorytmicznych pochodzacych z teorii
grafow.

Niektore wyniki zamieszczone w pracy byty prezentowane na kilku konfe-
rencjach i ich opis znalazt sie w materiatach konferencyjnych [39], [41], [42].

Podziekowania
Szczegblne podziekowania za pomoc przy tworzeniu tej pracy kieruje do
mojego promotora, prof. dra hab. Macieja M. Systy.



2. Podstawowe pojecia

W tym rozdziale wprowadzamy najwazniejsze pojecia i oznaczenia sto-
sowane w dalszych rozdziatach pracy. Pojecia te sa zwiazane z grafami i
zbiorami uporzadkowanymi. Grafy wystepuja w tej pracy w podwojnej roli.
Z jednej strony stanowia reprezentacje zbioréw uporzadkowanych, a z drugiej
— ich wlasnoéci sa wykorzystywane przy rozwiazywaniu probleméw, ktérym
jest poswiecona ta praca.

Niektore szczegolne pojecia i wlasnosci graféw oraz zbioréw uporzadko-
wanych sg wprowadzane w dalszej czesci pracy, w miejscach gdzie sa wyko-
rzystywane.

2.1. Grafy i digrafy

2.1.1. Grafi jego elementy

Graf symetryczny, w skrocie graf, G = (V, E) sktada sie z niepustego
zbioru wierzchotkow V' i zbioru krawedzi E, ktory jest zbiorem podzbioréow
dwuelementowych zbioru wierzchotkéw. Krawedzie, zwane takze potgczenia-
mi grafu, sa wiec symetryczne. Krawedz e € E oznaczamy jako {u, v}, gdzie
u,v € V; wierzchotki u i v nazywamy korncami krawedzi e. Dla uniknie-
cia nieporozumien, zbior wierzchotkéow V' grafu G oznaczamy czasem przez
V(G), a zbior krawedzi E — przez E(G). W tej pracy przyjmujemy, ze zbior
wierzchotkow grafu jest skonczony. Oznaczmy |V| przez n i |E| przez m.

Graf H jest podgrafem gratu G, jesli wszystkie jego wierzchotki i krawe-
dzie naleza do grafu G, czyli V(H) C V(G) i E(H) C E(G). Podgraf H
grafu G jest podgrafem rozpinajgcym, jesli V(H) = V(G). Dla U C V(G)
definiujemy podgraf indukowany przez zbior U, oznaczany przez G[U], jako
podgraf, w ktorym V(G[U]) = U i E(G[U]) zawiera wszystkie krawedzie
grafu G, ktorych oba konce nalezg do U.

Ciag wierzchotkow 7 = (vq, vy, ..., vx) grafu G nazywamy drogq, jesli ko-
lejne w nim pary wierzchotkéw tworza krawedzie w grafie G. Za dtugosé drogi
przyjmuje sie liczbe tworzacych ja krawedzi, czyli droga m ma dtugos$é¢ k — 1.
Jesli £ > 41 vy = vg, to droga jest zamknieta i nazywa sie cyklem — ten
cykl ma réwniez dlugosé k — 1. Graf, ktory nie zawiera cyklu, nazywamy
acyklicznym.

Na zbiorze wierzchotkéw V' grafu G mozna okresli¢ binarna relacje spdj-
no$ci S, ktora definiujemy nastepujaco: uSv wtedy i tylko wtedy, gdy w G
istnieje droga z u do v. Relacja S jest relacja typu réwnowaznosci, dzieli
wiec zbior V' na klasy réwnowaznosci Sy, Ss, ..., S;, | > 1. Podgraf G; gra-
fu G indukowany (generowany) przez podzbior wierzchotkow S; nazywamy
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sktadowq spojnosci grafu G. Graf jest spajny, jesli [ = 1. Wiekszos¢ proble-
mow teorio-grafowych bez utraty ogélno$ci mozna rozwazaé w klasie grafow
spojnych.

Spojny graf acykliczny nazywamy drzewem, a graf acykliczny — nazywamy
lasem, gdyz jest ztozony ze sktadowych, ktore sg drzewami.

Wierzcholek v € V nazywamy wierzchotkiem rozspajajgcym, jesli graf
G’', powstaly przez usuniecie z grafu G wierzchotka v i krawedzi, ktore go
zawieraja — taki graf oznaczamy przez G — {v} — ma wiecej sktadowych
spojnosci niz graf G. Maksymalny podgraf spojny H grafu G, ktéry nie za-
wiera wierzchotkéw rozspajajacych, nazywamy blokiem grafu G. Blok grafu
moze by¢: jednym wierzcholkiem (jesli sktadowa spdjnosci grafu ma tylko
jeden wierzchotek), dwoma wierzchotkami potaczonymi krawedzia, lub pod-
grafem, w ktorym kazde dwa wierzcholki naleza do jakiegos cyklu (taki graf
nazywamy 2-spojnym). Latwo zauwazy¢, ze kazda krawedz grafu nalezy do
doktadnie jednego jego bloku. Podobnie, kazdy wierzchotek, ktory nie jest
wierzchotkiem rozspajajacym grafu, nalezy do dokladnie jednego jego bloku,
a wierzchotek, ktory nalezy do co najmniej dwoch blokow, jest wierzchotkiem
rozspajajacym grafu.

Rozwiazywanie niektorych probleméw teorio-grafowych polega na analizie
grafu, blok po bloku. W tym celu jest wygodnie postugiwaé sie dodatkowym
grafem, w ktorym sa zapisane wzajemne powigzania miedzy wierzchotkami
rozspajajacymi i blokami grafu. Dla grafu G = (V, E) utworzmy graf blokéw i
wierzchotkow rozspajajgcych BC|G], w ktorym zbior wierzchotkow V(BC|G])
odpowiada blokom i wierzchotkom rozspajajacym grafu G i dwa wierzchotki
u,v € V(BC|G]) tworza krawedz, jesli u odpowiada wierzchotkowi rozspaja-
jacemu, a v odpowiada blokowi i u nalezy do tego bloku w grafie G lub na
odwrot, patrz Rysunek 2.1. Jak widaé, graf BC|[G] jest dwudzielny z jedna
klasg dwudzielnosci odpowiadajaca blokom, a drugg — odpowiadajaca wierz-
chotkom rozspajajacym w grafie G. Co wiecej, tatwo uzasadnié¢ nastepujace
Twierdzenie:

Twierdzenie 1. [13] Graf blokéw i wierzchotkow rozspajajgcych BC[G] spdj-
nego grafu G jest drzewem.

2.1.2. Digraf i jego elementy

Graf skierowany, a skrocie digraf, D = (V,A) sklada sie z niepustego
zbioru wierzchotkow V i zbioru skierowanych potagczen, zwanych tukami A,
ktory jest podzbiorem iloczynu kartezjanskiego zbioru wierzchotkéow V', czyli
A CV x V. Luki w digrafie sa wiec potaczeniami skierowanymi. fLuk a € A
oznaczamy jako (u,v), gdzie u, v € V; wierzcholki u i v nazywamy odpowied-
nio poczgtkiem i koricem tuku a. Digraf moze zawieraé petle, czyli tuki (u, u),
u € V; moze zawiera¢ tuki (u,v) i (v,u), lub tylko jeden z nich. Czasem
interpretuje sie krawedz {u,v} w grafie symetrycznym G jako pare tukow
(u,v) 1 (v,u) w symetrycznym digrafie.

Wiegkszos¢ poje¢ i oznaczen zdefiniowanych dla graféw przenosi sie auto-
matycznie lub niemal automatycznie na digrafy. Zwr6émy uwage jedynie na
istotne roznice.
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Rysunek 2.1. Graf i jego drzewo blokéw i wierzchotkéw rozspajajacych

Ciag wierzchotkow m = (vq,vs, ..., v;) digrafu D nazywamy drogq, jesli
kolejne w nim pary wierzchotkow tworza tuki w digrafie D. Jesli £ > 2 i
vy = v, to droga jest zamknieta i nazywa sie cyklem. Zauwazmy, ze petla w
digrafie jest cyklem o dtugosci 1. Digraf, ktéry nie zawiera cyklu, nazywamy
acyklicznym — na Rysunku 2.2 jest pokazany digraf bez cyklu. Digrafy acy-
kliczne odgrywaja wazna role jako reprezentacje zbiorow uporzadkowanych i
jako modele sytuacji reprezentowanych przez takie zbiory — piszemy o tym
w nastepnym podrozdziale.

Rysunek 2.2. Digraf acykliczny

W digrafie na Rysunku 2.2 nie kazda para wierzchotkow jest polaczona
droga, np. nie ma drogi z b do a i drogi z ¢ do b, chociaz ten digraf wyglada
na "spojny". Nie mozna zatem automatycznie przenies¢ definicji spojnosci
z grafow na digrafy, zwlaszcza, ze dla digraféw definiuje sie kilka rodzajow
spojnosci. Poprzestaniemy tutaj na najwazniejszej dla nas definicji spojnosci
digrafow. Dla digrafu D = (V, A), wprowadzmy graf bazowy G|[D] digrafu
D, ktory ma ten sam zbior wierzchotkow co D, czyli V(G[D]) = V(D), i w
ktorym {u,v} jest krawedzia, jesli (u,v) lub (v,u) jest tukiem w D. Teraz
mozemy zdefiniowaé, ze digraf D jest spdjny, jesli jego graf bazowy G[D]) jest
spojny. Korzystajac z grafu bazowego mozna zdefiniowaé¢ w digrafie: wierz-
chotek rozspajajacy, sktadowe spojnosci, blok, graf blokéow i wierzchotkdw
rozspajajacych.
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2.2. Zbiory uporzadkowane

Definiujemy tutaj zbiory uporzadkowane, ich szczegdlne rodzaje i elemen-
ty oraz reprezentacje grafowe takich zbioréw, intensywnie wykorzystywane w
dalszych fragmentach pracy.

2.2.1. Zbiory uporzadkowane

Zbior czesciowo uporzgdkowany (P, <), w skrocie poset od nazwy w jezy-
ku angielskim (ang. partialy ordered set), sktada sie z niepustego zbioru P
i binarnej relacji < na P, zwanej relacjg czesciowego porzqdku, ktora jest:

(i) zwrotna, czyli: p < p dla kazdego elementu p € P;
(i) antysymetryczna, czyli: jesli p < qiq < p, to p=g;
(iii) przechodnia, czyli: jeslip < qiqg<r,top <r.

W dalszej czesci pracy, jesli inaczej nie zaznaczymy, para (P, <) bedzie
oznacza¢ zbior czesciowo uporzadkowany i takie zbiory bedziemy nazywaé
uporzadkowanymi, bez dodawania, ze sa tylko cze$ciowo uporzadkowane.
Przyjmujemy, ze P jest zbiorem skonczonym.

Z relacja < na zbiorze P mozna zwiaza¢ wiele innych relacji. Na przyktad,
mozemy w naturalny sposob zdefiniowaé relacje ‘ostrego porzadku’ <, gdzie
p<gqgdlapqée P,jesli p < qip# q— méwimy wtedy, ze element p jest
mniejszy od q, a element g jest wiekszy od p. Ponadto, dla p # ¢ méwimy, ze
element p jest porownywalny z q, jesli zachodzi jedna z relacji p < g lub p > q.
W przeciwnym przypadku, elementy p i g (p # q) nie s¢ pordwnywalne, co
oznaczamy przez p || q.

Element p € P jest minimalny w P, jesli nie istnieje element ¢ € P,
ktory jest mniejszy od p. Podobnie, element p € P jest maksymalny w P,
jesli nie istnieje element ¢ € P, ktory jest wiekszy od p. Kazdy skonczony
zbioér uporzadkowany ma przynajmniej jeden element minimalny i przynaj-
mniej jeden element maksymalny. Element p € P jest najwiekszy w P, jesli
p jest wickszy od kazdego innego elementu w P. Podobnie, element p € P
jest nagmniejszy w P, jesli jest mniejszy od kazdego innego elementu w P.
Element najwiekszy w zbiorze uporzadkowanym oznacza sie zwykle przez 1,
a najmniejszy przez 0. Zbior czesciowo uporzadkowany moze nie zawiera¢ ani
elementu najmniejszego, ani elementu najwiekszego, np. gdy ma wiecej niz
jeden element minimalny lub gdy ma wiecej niz jeden element maksymalny.

2.2.2. Grafy zwigzane ze zbiorami uporzadkowanymi

Zbior czesciowo uporzadkowany w rozwazaniach teorio-mnogosciowych
jest najczedciej ilustrowany na plaszczyznie w postaci diagramu Hassego,
ktory faktycznie jest reprezentacja relacji pokrycia, zwigzanej z czesciowym
porzadkiem. W zbiorze (P, <), element g pokrywa element p, co oznaczamy
przez p <. q, jesli z relacji p < r < g dla r € P wynika, ze p =r.

Mozna zdefiniowaé¢ symetryczny oraz skierowany graf pokrycia dla da-
nego zbioru uporzadkowanego. Symetryczny graf pokrycia dla zbioru (P, <)
oznaczamy przez cov(P). Jego wierzchotki odpowiadaja elementom zbioru P
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i dwa wierzchotki, odpowiadajace elementom p, g € P, tworza krawedz {p, ¢}
w cov(P), jesli p <. qlub q <. p. Digraf pokrycia dla zbioru (P, <) oznaczamy
przez d-cov(P). Jego wierzcholki réwniez odpowiadaja elementom zbioru P
i dwa wierzcholki, odpowiadajace elementom p,q € P, tworza tuk (p,q) w
d-cov(P), jesli p <. q. Mozna réowniez zdefiniowaé graf poréwnywalnosci. Dla
posetu (P, <) jego graf poréwnywalnosci oznaczany przez comp(P) definiu-
jemy jako graf (P, E), w ktorym {p,q} € E jest krawedzia tego grafu, jesli,
p # qoraz p < q lub ¢ < p. Na Rysunku 2.3 przedstawiono graf i digraf
pokrycia oraz graf poréwnywalnosci zbioru uporzadkowanego, zlozonego z
pieciu elementow X = {a,b,c,d, z} i relacji a,b < z < ¢, d.

a b ¢ d
a c a c

a) b) c)

Rysunek 2.3. Graf pokrycia (a) i digraf pokrycia (b) oraz graf poréwnywalnosci
(c) posetu (X, <)

Diagram Hassego zbioru (P, <) oznaczamy przez H(P) i definiujemy jako
reprezentacje grafu pokrycia cov(P) na plaszczyznie, ktora mozna otrzymac
w nastepujacych dwoch krokach:

— elementy zbioru P umieszczamy na ptaszczyznie w taki sposob, ze wspot-
rzedna y elementu p jest mniejsza od wspotrzednej y elementu ¢, jesli
P <cq;

— krawedz {p, ¢} € E(cov(P)) rysujemy jako odcinek linii prostej i w taki
spos6b, by nie zawieral on zadnego innego elementu zbioru P (spekie-
nie tego warunku wymaga czasem zmiany rozmieszczenia na plaszczyznie
elementéw zbioru P, dokonanego w pierwszym kroku).

Diagram Hassego zbioru uporzadkowanego jest faktycznie pewnym umiesz-
czeniem jego grafu pokrycia na plaszczyznie, w ktérym relacja porzadkujaca
wyznacza kierunek krawedzi grafu z dotu do gory, patrz Rysunek 2.4.

Digraf i graf pokrycia oraz diagram Hassego dla zbioru uporzadkowanego
(P, <) sa definiowane na zbiorze wierzchotkow, ktory odpowiada zbiorowi P,
dla uproszczenia wiec t¢ wspoélna liczbe elementow n(d-cov(P)), n(cov(P)) i
n(H(P)) bedziemy oznaczali przez n(P). Podobnie, liczba potaczen (tukow,
krawedzi) miedzy wierzchotkami w tych grafach jest taka sama i bedziemy
oznaczali ja przez m(P).

Graf pokrycia zbioru uporzadkowanego moze by¢ wykorzystany do prze-
niesienia niektorych pojeé¢ z graféw na zbiory uporzadkowane. Na przyktad,
przyjmujemy, ze zbior uporzadkowany (P, <) jest spdjny, jesli jego graf po-
krycia cov(P) jest spojny. W ten sposob otrzymujemy rowniez sktadowe spdj-
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Rysunek 2.4. Diagram Hassego posetu (X, <) z Rysunku 2.3

no$ci zbioru uporzadkowanego. Podobnie jak w teorii graféw, wiele proble-
moéw na zbiorach uporzadkowanych wystarczy rozwazaé¢ na zbiorach spoj-
nych, gdyz rozwiazanie dla zbioru, ktéry nie jest spojny, moze byé¢ ztozone
z rozwigzan otrzymanych dla poszczegélnych jego sktadowych spojnosci. W
dalszej czesci pracy przyjmujemy, ze rozwazane zbiory uporzadkowane sg
spojne.

2.2.3. Lancuchy, antylanicuchy i rozszerzenia liniowe

Podobnie jak podgraf dla grafu (w wersji podgrafu indukowanego), defi-
niujemy podzbiér uporzadkowany dla zbioru uporzadkowanego. Dla zbioru
uporzadkowanego (P, <) i podzbioru P’ C P okreslamy podzbior uporzqdko-
wany (P, <), w ktorym jesli p,q € P'ip < q w (P, <), to réwniez p < ¢
w (P, <) isa to jedyne relacje w (P’, <). Podzbior uporzadkowany (P’, <)
zbioru (P, <) jest wiec jednoznacznie okreslony przez podzbior P’ zbioru P.

Podzbior () zbioru P nazywamy tancuchem, jesli kazde dwa elementy w
@ sa porownywalne — zatem, taki zbiér uporzadkowany (@, <) stanowi li-
niowy (czyli catkowity) porzadek. Za dtugosé tancucha @ przyjmuje sie jego
moc, czyli |Q|'. Oznaczmy przez ht(P) wysokosé zbioru P, czyli dtugosé
najdtuzszego tancucha w zbiorze P pomniejszona o 1. Podzbiér ) zbioru
P nazywamy antytaricuchem, jesli zadne dwa elementy w () nie sa poréow-
nywalne. Antylaricuch ) nazywa sie czasem niezaleznym podzbiorem zbioru
P.

Najwazniejsza role w tej pracy odgrywaja liniowe rozszerzenia zbiorow
uporzadkowanych. Rozszerzeniem liniowym zbioru uporzadkowanego (P, <)
nazywamy catkowity porzadek L = (pi, po, ..., pn) elementow zbioru P, ktory
zachowuje relacje < ze zbioru (P, <), czyli, jesli p; < p; w (P, <), to 1 < j
w L; patrz Rysunek 2.5. Zbiér wszystkich rozszerzeni liniowych zbioru P
oznaczamy przez L(P).

Rozszerzenia liniowe ustalonego zbioru uporzadkowanego tworza pod-
zbiér zbioru wszystkich permutacji elementéw tego zbioru. W szczegélnym
przypadku, jesli zadne dwa elementy w zbiorze (P, <) nie sa poréwnywalne,
to kazda permutacja jest rozszerzeniem liniowym tego zbioru. W dziedzinie
grafow skierowanych rozszerzenie liniowe wystepuje pod nazwa topologiczne

I Zauwazmy, ze jest roznica miedzy dlugoscig lanicucha w posecie, a dlugoscia drogi
w grafie. W tym drugim przypadku przyjmuje sie, ze jest to liczba krawedzi w drodze.
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L1 =1(a,b,c,d,e 1)

L2 =(a, b, c,e d, )

d e
L3 = (a,c, e b, d,f)
b © Li=(a, e b d e f)
L5 =(a,c, b,e d, )
a

Rysunek 2.5. Poset i wszystkie jego liniowe rozszerzenia

uporzgdkowanie wierzchotkow jako catkowity ich porzadek, ktory zachowuje
skierowanie tukéw od ‘lewej do prawej’. Dla danego digrafu D istnieje to-
pologiczne uporzadkowanie jego wierzchotkow wtedy i tylko wtedy, gdy D
jest acykliczny. W dziedzinie szeregowania zadan, ktére maja by¢ wykonane
na jednej maszynie, rozszerzenie liniowe porzadku topologicznego (ktory od-
powiada porzadkowi technologicznemu), nazywa sie czesto harmonogramem
lub uporzqdkowaniem zadan.

Dowolne rozszerzenie liniowe L = py,ps, ..., pn zbioru uporzadkowanego
(P, <) mozna otrzymaé stosujac nastepujacy algorytm:

Krok 1. Za p; przyjmij element minimalny w (P, <).
Kroki 2, ..., n. Dlat = 2,3, ...,n, za p; przyjmij element minimalny w zbiorze
P — {p17p27 "'api—l}-

Przy rozwiazywaniu niektoérych probleméw na zbiorach uporzadkowanych
pozyteczne jest postugiwanie sie specjalnym typem rozszerzen liniowych. W
ostatnich dwoch dekadach duza popularnoscia cieszyly sie w badaniach za-
chtanne rozszerzenia liniowe. Takie rozszerzenie liniowe jest otrzymywane
zgodnie z zasada ‘idz tak daleko, jak to tylko mozliwe’. Formalnie, zachtanne
rozszerzenie liniowe L = py, pa, ..., p, zbioru uporzadkowanego (P, <) otrzy-
mujemy stosujac nastepujacy algorytm:

Krok 1. Za p; przyjmij element minimalny w (P, <).

Kroki 2, ..., n. Dlat = 2,3, ...,n, za p; przyjmij element minimalny w zbiorze
P — {p1,p2,...,pi—1} 1 jesli to mozliwe zawsze wybieraj taki element p;,
ktory spetnia p; 1 < p;.

Wirod rozszerzen liniowych na Rysunku 2.5, rozszerzenia Ly, Ly i L3 sa
zachtanne.
Kazde rozszerzenie liniowe L zbioru (P, <) mozna przedstawi¢ w postaci

sumy prostej:
L:OO+Cl++Ck7
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gdzie C; (i = 0,1, ..., k) jest tanicuchem w zbiorze (P, <). Liczbe k oznaczamy
przez s(P,L) i nazywamy liczbg skokéw w rozszerzeniu liniowym L zbioru
(P, <). Liczbe skokow zbioru (P, <) definiujemy jako:

s(P) =min{s(P,L): L € L(P)}.

Problem skokow dla zbioru uporzadkowanego (P, <) polega na znalezieniu
liczby skokéw s(P) i rozszerzenia liniowego tego zbioru o najmniejszej liczbie
skokéw. Ten problem jest NP-zupelny nawet dla zbioréw uporzadkowanych
o wysokosci 1 [54].

Bardzo podobny do problemu skokéw jest problem progéw. Progiem w
rozszerzeniu liniowym L = (py, pa, ..., pn) zbioru uporzadkowanego (P, <) na-
zywamy pare p;, p;+1 kolejnych elementéw w L, ktore sa poréwnywalne, czyli
pi < pir1 w (P, <). Oznaczmy przez b(P, L) liczbe progéw w rozszerzeniu
liniowym L zbioru (P, <). Liczbe progéw zbioru (P, <) definiujemy jako:

b(P)=min{b(P,L): L € L(P)}.

Problem progéw dla zbioru uporzadkowanego (P, <) polega na znalezieniu
liczby progow b(P) i rozszerzenia liniowego tego zbioru o najmniejszej liczbie
progow. Zauwazmy, ze b(P, L) =n — 1 — s(P, L), gdzie L jest rozszerzeniem
liniowym zbioru (P, <), a n jest liczba elementéw w zbiorze P, a zatem pro-
blem progéw jest rownowazny problemowi maksymalizacji liczby skokow w
rozszerzeniu liniowym zbioru uporzadkowanego. Okazuje sie, ze problem pro-
géw zbioru uporzadkowanego jest tatwiejszy niz problem skokéw — w pracach
[26] 1 [57] podano niezaleznie algorytmy wielomianowe dla problemu progow.

2.2.4. Wybrane rodzaje zbioréw uporzadkowanych

W dalszej czesci pracy pojawia sie kilka klas zbioréw uporzadkowanych,
dobrze znanych w literaturze przedmiotu. Przytoczymy tutaj ich definicje i
podstawowe wtasnosci.

Dwie klasy zbioréw uporzadkowanych sa definiowane za pomoca zbioru,
ktory jest znany jako N. Sklada sie on z czterech elementow, np. {a,b, ¢, d},
miedzy ktérymi zachodzg tylko nastepujace relacje pokrywania: a < ¢, b < ¢
i b < d. Diagram Hassego zbioru N jest przedstawiony na Rysunku 2.6.

Rysunek 2.6. Diagram Hassego posetu N
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Zbiory szeregowo-réwnolegle

Zbior (P, <) nazywamy szeregowo-réwnoleglym, jesli nie zawiera podzbio-
ru izomorficznego ze zbiorem N, patrz np. [3]. Nazwa tych zbioréw, rozpo-
wszechniona w zastosowaniach zwigzanych z szeregowaniem zadan, pochodzi
od metody ich konstrukcji. Ot6z szeregowo-réwnolegly zbiér uporzadkowany
moze by¢ utworzony z pojedynczych elementéw za pomoca dwoch operacji:
sumy liniowej (szeregowej) i sumy roztacznej (rownolegtej).

Zbiory N-wolne

Zbior (P, <) nazywamy N -wolnym, jesli jego digraf pokrycia jest N-wolny,
czyli nie zawiera poddigrafu indukowanego izomorficznego z digrafem pokry-
cia zbioru N. Zbiory N-wolne zostaly wprowadzone przez Grilleta [24] (patrz
rowniez [55]), a jako digrafy N-wolne pojawily sie w teorii szeregowania za-
dan, jako modele sieci czynnosci bez tzw. czynnosci pozornych, patrz [60].

Na Rysunku 2.7(a) jest pokazany szeregowo-réwnolegty zbior uporzadko-
wany, a zbior na Rysunku 2.7(b) jest N-wolny, nie jest jednak szeregowo-row-
nolegtly, gdyz jego podzbior {a, b, c,d} jest izomorficzny ze zbiorem uporzad-
kowanym N.

a b

a) b)

Rysunek 2.7. Diagram Hassego zbioru szeregowo-rownolegtego (a) i zbioru
N-wolnego (b)

Zbiory szeregowo-réwnolegle wystepuja w niektérych wynikach, cytowa-
nych w dalszej czesci pracy, a zbiory N-wolne sa przedmiotem rozwazan w
Rozdziale 6, gdzie szczegdtowo omawiamy niektére ich wlasnosci, istotne dla
problemu liczby stron takich zbiorow uporzadkowanych.

Kraty

Kraty stanowia jedna z najwazniejszych klas zbiorow uporzadkowanych,
patrz 9], [23|. Zbior uporzadkowany (P, <) jest kratq, jesli dla kazdej pary
elementow p, ¢ € P (lub rownowaznie, dla kazdego podzbioru @ C P) istnieje
w P najmniejsze ograniczenie gorne lub(p, q) i najwieksze ograniczenie dolne
g9lb(p, q).-

Zbior zobrazowany na Rysunku 2.8(b) nie jest krata, gdyz nie istnieje
lub(p, q) dla elementéw p i . Ten zbior odgrywa istotna role w charakteryza-
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a) b)

Rysunek 2.8. Diagramy Hassego zbioréw uporzadkowanych: zbioru, ktory jest kra-
ta (a) 1 zbioru, ktory nie jest krata (b)

cji krat oraz przy ich algorytmicznym rozpoznawaniu. Wprowadzmy jeszcze
dodatkowe pojecie. Zbior (lub podzbior) nazywamy 4-cyklem, jesli zawiera
cztery elementy, miedzy ktorymi zachodza tylko nastepujace relacje: p; < ps,
p1 < D4, P2 < ps3, P2 < pg. Podzbioér bedacy 4-cyklem ma w zbiorze upo-
rzadkowanym P element rozdzielajgcy q, jesli ¢ spelnia z elementami 4-cyklu
nastepujace relacje: p1 < q, p2 < q, ¢ < p3, ¢ < ps. Nastepujace Twier-
dzenie w pelni charakteryzuje zbiory uporzadkowane, bedace kratami (patrz
Podrozdzial 2.2 w [2]).

Twierdzenie 2. Skoriczony zbior uporzgdkowany (P, <), zawierajgcy ele-
ment najmniejszy i element najwiekszy, jest kratg wtedy i tylko wtedy, gdy
kazdy 4-cykl zawiera element rozdzielajgcy.

Planarne zbiory uporzadkowane

W dalszej czedci pracy zajmujemy sie planarnymi zbiorami uporzadko-
wanymi. Zbiér uporzadkowany P jest planarny, jesli ma diagram Hassego, w
ktorego plaskim umieszczeniu zadne dwa odcinki odpowiadajace krawedziom
diagramu nie maja punktoéw wspoélnych, z wyjatkiem odcinkéw odpowiada-
jacych krawedziom o wspolnych koncach, patrz Rysunek 2.9. Sprawdzenie,
czy zbiér uporzadkowany jest planarny, jest problemem NP-zupelnym, patrz
[20], 28], [37] oraz Punkt 3.5.2.

W miare prosto mozna scharakteryzowac planarne zbiory uporzadkowane,
ktore sg kratami.

Twierdzenie 3 (Platt [52|). Krata jest planarna wtedy i tylko wtedy, gdy jej
graf pokrycia uzupetniony o krawedz tgczqcq element naymniejszy z elementem
najwiekszym jest grafem planarnym.

Stad, dzieki istnieniu efektywnych algorytméw badania planarnosci gra-
fow, kraty planarne moga by¢ takze tatwo rozpoznawane.
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a) b)

Rysunek 2.9. Diagram Hassego posetu planarnego (a) i nieplanarnego (b)

Bardzo prosty jest warunek na to, aby planarny zbiér uporzadkowany byt
krata:

Twierdzenie 4. [9] Skoriczony, planarny zbior uporzedkowany (P, <) jest
kratg wtedy 1 tylko wtedy, gdy P zawiera element najmniejszy 0 i element
najwiekszy 1.

Diagram Hassego (planarnego) zbioru uporzadkowanego P jest czasem
nazywany rysunkiem skierowanym do gory (ang. upward drawing) tego zbioru
P, patrz Punkt 3.5.2. Dlatego tematyka (planarnych) zbioréw uporzadkowa-
nych pojawia sie czesto w kontekscie rysowania grafow, patrz np. [12], [14],
[16], [20], [28], [30], [31], [32], [38], [47].



3. Umieszczanie graféow i1 zbiorow
uporzadkowanych w ksigzce

W tym rozdziale, najpierw w Punkcie 3.1 definiujemy problem umieszcza-
nia grafow w ksiazce oraz prezentujemy wazniejsze wyniki otrzymane dla tego
problemu w kilku szczegdlnych przypadkach. Nastepnie, w Punkcie 3.2 defi-
niujemy umieszczanie zbioréw uporzadkowanych w ksiazce i w Punkcie 3.3
przedstawiamy najwazniejsze wyniki zwigzane gtéwnie z dwoma przypadkami
problemu — umieszczaniem zbioréw uporzadkowanych na dwdch stronach i
umieszczaniem w ksiazce zbioréw planarnych. W Punkcie 3.4 omawiamy zto-
zonos¢ obliczeniowa problemoéw umieszczania grafow i zbiordéw uporzadkowa-
nych w ksigzce. Na koricu tego rozdziatu zamieszczamy przyktady zastosowan
problemoéw minimalizacji liczby stron dla graféw i zbiorow uporzadkowanych.

W dalszych rozwazaniach przyjmujemy, ze ksigzka sktada sie z grzbietu,
w interpretacjach graficznych reprezentowanego przez linie prosta, i pewnej
liczby stron — peku potptaszczyzn ograniczonych przez te prosta.

3.1. Umieszczanie graféw w ksigzce

Umieszczeniem grafu G w ksigzce nazywamy takie przyporzadkowanie, w
ktorym wierzchotki grafu G sa umieszczane w réznych miejscach na grzbie-
cie ksiazki, a krawedzie sa umieszczane na stronach ksiazki i zadne dwie
krawedzie lezace na tej samej stronie nie przecinaja sie, patrz Rysunek 3.1.
Umieszczanie grafu w ksiazce nazywamy tez wktadaniem grafu do ksiqzki.

Jeden ze sposobéw umieszczenia grafu G = (V) E) w ksiazce polega na
wykonaniu nastepujacych dwoch krokow:

1. Wybierz permutacje¢ m wierzchotkéow grafu G i w takiej kolejnosci umiesé
je w roznych miejscach na grzbiecie ksigzki.

2. Umies¢ krawedzie grafu G na stronach ksiazki w taki sposob, aby kazda
krawedz lezala na doktadnie jednej stronie i krawedzie lezace na tej samej
stronie nie przecinaty sie.

Umieszczanie grafu w ksiazce moze odbywac sie takze w procesie, w kto-
rym wierzchotki i krawedzie grafu sa umieszczane w ksiazce na przemian,
jedynie spetniony musi by¢ warunek nieprzecinania sie krawedzi umieszczo-
nych na jednej stronie. W tym procesie umieszczania efektem koncowym jest
takze permutacja wierzchotkow na grzbiecie ksiazki. W obu tych podejsciach
do wktadania grafu do ksiazki celem jest umieszczenie grafu na mozliwie naj-
mniejszej liczbie stron. Oznaczmy przez pn(G, ) najmniejsza liczbe stron

22



potrzebnych do umieszczenie grafu G w ksiazce dla ustalonej kolejnosci 7
wierzchotkéw na jej grzbiecie. Liczbe stron pn(G) grafu G definiujemy jako

pn(G) = min{pn(G, ) : © jest permutacja wierzchotkow grafu G}.

Zdefinowa¢ mozna dwa problemy zwiazane z liczbg stron potrzebnych do
umieszczenia grafu w ksiazce. Problemy te maja posta¢ decyzyjna.

Problem liczby stron grafu, wersja I
Dane: graf G, permutacja 7 jego wierzchotkow, liczba naturalna k € N.
Pytanie: czy pn(G,m) < k?

Problem liczby stron grafu, wersja II
Dane: graf G, liczba naturalna k € N.
Pytanie: czy pn(G) < k?

Tych samych nazw tych probleméw decyzyjnych uzywamy réwniez dalej
w odniesieniu do odpowiednich problemoéw optymalizacyjnych, polegajacych
na minimalizacji liczby stron dla ustalonej permutacji wierzchotkow (wersja
I) i po wszystkich permutacjach (wersja IT), odpowiednio.

[N
lon
@

Rysunek 3.1. Graf i jego umieszczenie na dwoch stronach ksigzki

Umieszczaniem grafow w ksiazce zajmowano sie w pracy [50], ale pierwsze
istotne rezultaty otrzymali Bernhart i Kainen [7]. Przytaczamy tutaj naj-
wazniejsze wyniki, odnoszace sie gltéwnie do umieszczania graféw na dwodch
stronach i do umieszczania w ksiazce graféw planarnych, gdyz sa to przypadki
ogb6lnego problemu, ktérymi zajmujemy sie w zasadniczej czesci pracy.

Twierdzenie 5. [7] Zachodzi pn(G) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy G jest
grafem zewnetrznie planarnym, a pn(G) < 2 wtedy i tylko wtedy, gdy G jest
podgrafem hamiltonowskiego grafu planarnego.

Dowod drugiej czesci Twierdzenia 5 ma bardzo proste i intuicyjne uza-
sadnienie. Jesli liczba stron grafu G wynosi 2, to umiesémy graf G na dwoch
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stronach — wtedy oczywiscie graf G jest planarny. Co wiecej, jesli graf G nie
zawiera cyklu Hamiltona, to mozna uzupelnié¢ G krawedziami tak, by otrzy-
many nadgraf G’ byt nadal planarny i zawieral cykl Hamiltona. Wystarczy
w tym celu doda¢ krawedzie miedzy kolejnymi wierzchotkami na grzbiecie
ksiazki i potaczy¢ krawedzia pierwszy z ostatnim wierzchotkiem na grzbiecie,
jesli takich krawedzi nie ma w grafie G. Widac¢, ze graf G’ zawiera cykl Hamil-
tona biegnacy wzdtuz grzbietu ksigzki. Ze wzgledu na ztozonos¢ sprawdzania
warunku w drugiej czesci Twierdzenia 5 (patrz [67]), to kryterium jest rzadko
stosowane. Podobny warunek jest formutowany dla digrafow (patrz Lemat
13) 1 jest wykorzystywany przy umieszczaniu digraféw na dwoch stronach
ksiazki, patrz [46], [47] oraz Punkt 6.6.

Bernhart i Kainen przypuszczali w 7], ze liczba stron w klasie grafow
planarnych jest nieograniczona. Po wielu probach, ostatecznie Yannakakis
[68] udowodnit w 1986 roku, ze pn(G) < 4 dla kazdego grafu planarnego G
i ze tego oszacowania nie mozna poprawié, tzn. istnieje graf planarny, dla
ktorego liczba stron jest réwna 4.

Liczba stron grafu moze byé¢ zredukowana przez podziat jego krawedzi —
takie umieszczanie grafow w ksigzce nazywa sie topologicznym, patrz Punkt
3.5.3. O topologicznym umieszczeniu grafu w ksiazce mozna powiedzieé, ze
niektore jego krawedzie zostaly "zlamane" na grzbiecie ksiazki — krawedz jest
tamana w wierzchotkach, ktore postuzyty do jej podzialu. Podzial krawedzi
w grafie prowadzi na og6t do zmniejszenia liczby potrzebnych stron. Bernhart
i Kainen wykazali:

Twierdzenie 6. [7]/ Dla kazdego grafu G istnieje graf G', otrzymany z G
przez podzial jego krawedzi odpowiedniq liczbe razy, dla ktorego zachodzi

pn(G') < 3.

Ten wynik zostal poprawiony dla graféw planarnych:

Twierdzenie 7. [15] Kazdy graf planarny ma topologiczne umieszczenie na
dwaoch stronach ksigzki, w ktorym kazda jego krawedz jest tamana na grzbiecie
ksiqzki co najwyzej raz.

Odpowiednie wyniki dla zbioréw uporzadkowanych sa zamieszczone w
Punkcie 3.5.3.

3.2. Umieszczanie zbiorow uporzadkowanych w ksigzce

Umieszczenie zbioru uporzgdkowanego (P, <) w ksigzce, czyli wlozenie
takiego zbioru do ksigzki, definiujemy podobnie jak umieszczenie grafu w
ksiazce. Umieszezany jest diagram Hassego H(P) lub rownowaznie graf po-
krycia cov(P) lub digraf pokrycia d-cov(P) zbioru (P, <), a roznica polega
na ograniczeniu permutacji elementéw zbioru P umieszczanych na grzbiecie
ksiazki do zbioru rozszerzen liniowych £(P) zbioru (P, <).

24



Dalej, méwiac o umieszczaniu zbioru uporzadkowanego w ksiazce, zamien-
nie piszemy albo o umieszczaniu jego diagramu jako grafu, albo jego grafu
lub digrafu pokrycia.

Jeden ze sposobéw umieszczenia zbioru uporzadkowanego (P, <) w ksiaz-
ce polega na wykonaniu nastepujacych dwoch krokow:

1. Wybierz rozszerzenie liniowe L zbioru (P, <) i w takiej kolejnosci umiesé
elementy zbioru P na grzbiecie ksiazki.

2. Umies¢ krawedzie diagramu H (P) na stronach ksiazki w taki sposob, ze
kazda krawedz lezy na doktadnie jednej stronie i krawedzie lezace na tej
samej stronie nie przecinajg sie.

Umieszczenie zbioru uporzadkowanego (P, <) w ksiazce jednoznacznie
okresla kierunek krawedzi diagramu H(P), krawedzie za$ moga by¢ kawal-
kami krzywych monotonicznych. Na Rysunku 3.2 sa pokazane dwa rézne
umieszczenia tego samego zbioru uporzadkowanego w ksiazce, na dwoch i na
trzech stronach.

P pn(P,(a, ¢, d, e, h, g, f, b)) =2 pn(P,(a, c,d, e f, g h b)) =3

Rysunek 3.2. Diagram posetu P i jego umieszczenie w ksiazce dla dwoch réznych
rozszerzen liniowych

Umieszczanie zbioru uporzadkowanego w ksiazce moze odbywac sie takze
w procesie, w ktorym wierzchotki i krawedzie diagramu H (P) sa umieszczane
w ksiazce na przemian, jedynie spelniony musi by¢ warunek, by kolejnosé
elementéw zbioru P na grzbiecie ksiazki tworzyta rozszerzenie liniowe zbioru
(P, <) i by krawedzie umieszczone na tej samej stronie nie przecinaly sie. W
tym procesie umieszczania, efektem koncowym jest takze rozszerzenie liniowe
elementow zbioru P na grzbiecie ksigzki.

Wiekszos¢ algorytmow prezentowanych w tej pracy, ktore stuza do umiesz-
czania zbioréw uporzadkowanych w ksigzce, ma charakter naprzemiennego
procesu umieszczania elementoéw zbioréw i relacji (krawedzi diagramu).

25



W obu podejsciach do umieszczania zbioru uporzadkowanego w ksigzce,
podobnie, jak w przypadku graféw, przedmiotem badan jest minimalizacja
liczby uzytych stron ksiazki. Niech pn(P, L) oznacza najmniejsza liczbe stron
potrzebnych do umieszczenia zbioru P w ksigzce przy ustalonej kolejnosci L
elementow zbioru P na grzbiecie ksiazki, gdzie L jest liniowym rozszerzeniem
zbioru P. Liczbe stron pn(P) zbioru uporzedkowanego (P, <) definiujemy jako

pn(P) = min{pn(P,L) : L € L(P) }.

Podobnie jak dla graféw, mozna zdefiniowa¢ dwa problemy decyzyjne,
zwigzane z liczba stron potrzebnych do umieszczenia zbioru uporzadkowane-
go w ksiazce.

Problem liczby stron zbioru uporzadkowanego, wersja I

Dane: zbiér uporzadkowany (P, <), rozszerzenie liniowe L tego zbioru, liczba
naturalna k € N.

Pytanie: czy pn(P, L) < k?

Problem liczby stron zbioru uporzadkowanego, wersja I1
Dane: zbior uporzadkowany (P, <), liczba naturalna k € N.
Pytanie: czy pn(P) < k7

Tych samych nazw tych probleméw decyzyjnych uzywamy rowniez dalej
w odniesieniu do odpowiednich probleméw optymalizacyjnych, polegajacych
na minimalizacji liczby stron dla ustalonego rozszerzenia liniowego (wersja I)
i po wszystkich rozszerzeniach liniowych (wersja II), odpowiednio.

Problemem liczby stron w dziedzinie zbioréw uporzadkowanych zajmo-
wal sie jako pierwszy Nowakowski [48], ktory nastepnie wraz z Parkerem [49|
podat oszacowania liczby stron dla dowolnych i planarnych zbioréw uporzad-
kowanych. Inne oszacowania, zwigzane z zaleznoscia miedzy liczba stron a
liczbg skokéw zbioru uporzadkowanego, otrzymat w tym samym czasie Systo
[63].

3.3. Przeglad wybranych wynikéw dotyczacych liczby
stron zbioré6w uporzadkowanych

W tym podrozdziale zamieszczamy wazniejsze wyniki zwiagzane z umiesz-
czaniem w ksiazce zbioré6w uporzadkowanych, odnoszace sie gtéwnie do dwoch
interesujacych nas w tej pracy przypadkéw — zbioréw, ktoére mozna umiesci¢
na dwoch stronach i planarnych zbiorow uporzadkowanych.

Znana jest pelna charakteryzacja posetow o liczbie stron rownej 1 (|49],
[63]):

Twierdzenie 8. pn(P) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy graf cov(P) nie zawiera
cykli, czyli gdy cov(P) jest lasem.

Dalej, zbior uporzadkowany P, dla ktorego cov(P) jest lasem, nazywamy
drzewiastym. Bez utraty ogolnosci bedziemy zakladaé, ze cov(P) jest grafem
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spojnym. W Rozdziale 4 opisujemy rekurencyjny algorytm umieszczania na
jednej stronie ksigzki dowolnego zbioru uporzadkowanego P, ktoérego graf
pokrycia cov(P) jest drzewem. Ten algorytm stanowi ramy dla algorytmow
przedstawionych w dalszej czesci pracy, stuzacych do umieszczania w ksigzce
zbioréow uporzadkowanych o strukturze drzewiastej. Warto zauwazy¢, ze al-
gorytm przedstawiony w Rozdziale 4 polega na rekurencyjnym definiowaniu
rozszerzenia liniowego, dla ktorego pokazujemy, ze zadne dwie krawedzie dia-
gramu H(P) nie przecinaja sie na jednej stronie, a zatem jest to optymalne
rozszerzenie liniowe.

Nie jest znana pelna charakteryzacja zbiorow uporzadkowanych, ktore
mozna umiesci¢ na dwoch stronach ksiazki. Jest oczywiste, ze takie zbiory
musza by¢ planarne. Znane sg jednak zbiory planarne, ktérych nie mozna
umiesci¢ na dwoch stronach, patrz [49] i [44]. W Punkcie 3.5 piszemy szerzej
o umieszczaniu w ksiazce planarnych zbioréw uporzadkowanych. Jednym z
kierunkéow badan w tej pracy jest identyfikacja rodzin planarnych zbioréw
uporzadkowanych, ktére moga by¢ umieszczone na dwoch stronach.

O trudnosci problemu liczby stron dla zbioréw uporzadkowanych moga
sSwiadczy¢ nastepujace dwie obserwacje.

a b a b
a) b)
X
c d ¢ d
P P’
d b C
d
¢) b ¢ d)
a a
Q R

Rysunek 3.3. Zte zachowanie liczby stron zbioréw uporzadkowanych. Diagramy

Hassego: zbioru uporzadkowanego P, pn(P) = 1 (a) i jego podzbioru P/, pn(P") = 2

(b) oraz dwoch roznych posetow @ (c) i R (d) o izomorficznych grafach poréwny-
walnosci i roznej liczbie stron: pn(Q) = 2, pn(R) =1
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Obserwacja 1. Liczba stron zbioru uporzgdkowanego nie jest monotoniczna,
tzn. jesli P’ jest podzbiorem uporzgdkowanym zbioru uporzgdkowanego P, to
nie musi zachodzi¢ nierownosé pn(P') < pn(P), patrz Rysunki 3.3(a-b).

Obserwacja 2. Liczba stron nie jest niezmiennikiem pordwnywalnosci (patrz
[25]), tzn. dwa zbiory uporzqdkowane o izomorficznych grafach poréwnywal-
nosci mogqg mieé rozne liczby stron, patrz Rysunki 8.3(c-d). Niezmiennikami
porownywalnosci sq na przyktad liczba wszystkich rozszerzen lintowych 1 liczba
skokow zbioru uporzgdkowanego.

Podobnie jak grafy planarne, grafy pokrycia planarnych zbioréw uporzad-
kowanych maja rowniez stosunkowo mato krawedzi. Nawakowski i Parker [49]
udowodnili nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 9. [}9] Jesli (P, <) jest planarnym zbiorem uporzqdkowanym,
to
m(P) < 2(n(P) — 1) — ht(P),

gdzie n(P) oznacza liczbe wierzchotkow w grafie cov(P), m(P) oznacza liczbe
krawedzi w grafie cov(P), a ht(P) oznacza wysokosé zbioru uporzqedkowanego
(P, <).

Korzystajac z tego oszacowania wyprowadzono nastepujgce oszacowanie
gorne dla liczby stron zbioru uporzadkowanego.

Twierdzenie 10. [49] Jesli pn(P) > 1, to

m(P)
(P) —1— ht(P)/2’

P) <
p(P) <
jesli ht(P) jest liczbg parzystq,

m(P) — 2n(P) + 2 + ht(P)
n(P)—1— (ht(P)—1)/2
jesli ht(P) jest liczbg nieparzystq.

pn(P) <

+ 2,

W pracy [49] podano rowniez oszacowania gorne dla liczby stron specjal-
nych zbioréw uporzadkowanych, m.in. wykazano konstrukcyjnie, ze produkt
k tancuchéw moze by¢ umieszczony na 2k — 2 stronach.

Systo [63] badal relacje miedzy liczba stron i liczba skokow zbioru upo-
rzadkowanego (P, <) i wyprowadzil nastepujace dolne oszacowanie dla licz-
by stron zbioru uporzadkowanego. Zacytujemy dowod tego twierdzenia, jako
ilustracje sposobu umieszczania krawedzi na jednej stronie — moga sie tam
bowiem znalezé krawedzie, ktore nie tworza cyklu, a wiec sa krawedziami
drzewa.

Twierdzenie 11. [63] Dla zbioru uporzgdkowanego (P, <) spetniona jest na-
stepujgea nierownosc:
m(P) —n(P) +1
n(P)—1—b(P)

+1 < pn(P),
gdzie b(P) jest liczbg progow zbioru uporzgdkowanego (P, <).
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Dowdd. Rozwazmy umieszczenie zbioru uporzadkowanego (P, <) w ksiazce z
elementami tego zbioru umieszczonymi na grzbiecie ksiazki zgodnie z rozsze-
rzeniem liniowym L, ktére ma nastepujace przedstawienie w postaci sumy
tanicuchow L = Cy + C; + ... + C). Zatem liczba skokéw w rozszerzeniu
liniowym L zbioru P wynosi s(P, L) = k. Krawedz diagramu H(P), ktora
taczy dwa kolejne elementy w tancuchu rozszerzenia liniowego L, nazywamy
krawedzig grzbietowq. Krawedz grzbietowa moze by¢ umieszczona na dowol-
nej stronie ksigzki, w ktorej umieszczono zbior P. Zauwazmy, ze dla dwodch
dowolnych tancuchéw C; i C; rozszerzenia liniowego L, na zadnej stronie nie
lezy wiecej niz jedna krawedz diagramu H(P), ktora laczy elementy tych
taiicuchow. Gdyby tak byto, to niech e; = (u,v) i e = (x,y) beda kra-
wedziami diagramu H(P) lezacymi na tej samej stronie i takimi, ze u i x
naleza do tancucha Cj;, a v i y nalezg do taricucha Cj. Niech u < z. Jesli
y < v, to e; odpowiada tranzytywnej relacji, a jesli v < y, to krawedzie
e 1 es przecinaja sie na jednej stronie. Do podobnych sprzecznosci docho-
dzimy, gdy przyjmiemy, ze x < u. W ogolnosci, krawedzie umieszczone na
jednej stronie wraz z krawedziami grzbietowymi nie moga tworzy¢ cyklu. A
zatem, jesli rozszerzenie liniowe L sktada sie z k + 1 tancuchéw, to na jednej
stronie mozna umiesci¢ co najwyzej k krawedzi, ktére nie sa krawedziami
grzbietowymi. Liczba krawedzi grzbietowych jest rowna n(P) — 1 — k, stad
otrzymujemy nier6wnos¢

m(P) — (n(P)—1—k)
k

<pn(P,L).

Oszacowanie z twierdzenia otrzymujemy biorgc za L rozszerzenie liniowe zbio-
ru uporzadkowanego (P, <) zawierajace najwieksza liczbe skokow k. O]

Zauwazmy, ze wielko$é wystepujaca w liczniku po lewej stronie oszaco-
wania w Twierdzeniu 11, jest liczbg cyklomatyczng grafu cov(P) (zaktadamy,
ze ten graf jest spojny), ktora oznacza liczbe niezaleznych cykli w tym grafie
(nad zbiorem krawedzi z réznica symetryczna). Stad wynika ponownie, ze na
jednej stronie mozna umiesci¢ zbiér P, ktorego graf cov(P) nie zawiera cykli,
a wiec jest drzewem, a ogoélniej — lasem (patrz Twierdzenie 8).

Dla zbioréow uporzadkowanych, ktére mozna umiesci¢ na dwoch stronach
mamy oczywisty wniosek:

Whiosek 1. Jesli pn(P) = 2 dla zbioru uporzedkowanego (P, <), to spetnio-
na jest nastepujqca nierownosc

m(P) < 2(n(P) — 1).

W pracy |63] podano przyktad zbioru uporzadkowanego, dla ktorego osza-
cowanie w Twierdzeniu 11 moze by¢ ostra nieréwnoscia.

Le Tu wykazal w [45], ze zbior uporzadkowany z liczba skokéw 1 moze
by¢ umieszczony na dwoch stronach ksiazki. Natomiast w pracy [63] podano
ciekawy przyklad rodziny zbioréw uporzadkowanych (patrz Rysunek 3.4),
ktore maja liczbe skokow réwng 2, ale nie istnieje oszacowanie liczby ich
stron. Jak zauwazono w 29|, zbiory na Rysunku 3.4 sa nieplanarne, ale ich
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graf pokrycia jest planarny i mozna te zbiory umiesci¢ bez przecie¢ na sferze,
a zatem nie ma oszacowania gérnego na liczbe stron zbioréw sferycznych. W
pracy [4] uogolniono te obserwacje na sferyczne kraty.

Rysunek 3.4. Poset z rodziny nieplanarnych zbioréw uporzadkowanych, ktére maja
liczbe skokéw 2, ale nie maja ograniczenia na liczbe potrzebnych stron do umiesz-
czenia w ksiazce. Posety te mozna umiesci¢ bez przecie¢ na sferze.

W pracy [63| obliczono rowniez liczbe stron dla wybranych klas zbiorow,
np. dla pelnych zbioréw dwu- i trzydzielnych. Wykorzystano w tym celu
oszacowania, ktore sa przedmiotem dwoch nastepnych, bardzo intuicyjnych
lematow.

Najpierw zauwazmy, ze dla kazdego zbioru uporzadkowanego (P, <) na
jednej stronie ksigzki mozna umiesci¢ wszystkie krawedzie incydentne z da-
nym elementem diagramu H(P). Stad otrzymujemy:

Lemat 1. [63] Dla zbioru uporzqdkowanego (P, <) spetniona jest nierownosé:

pn(P) < ¢(P),

gdzie c(P) jest mocg nagmniej licznego pokrycia wierzchotkowego grafu cov(P).

Dla zbioru uporzadkowanego (P, <) i jego rozszerzenia liniowego L, pod-
zbior krawedzi M = {p;,¢;},i = 1,2,...,k diagramu H(P) nazywamy na-
przemiennym skojarzeniem, jeSli w rozszerzeniu liniowym L mamy p; < ps <
e <Pk < q1 < @2 < ... < qg. Oczywisty jest nastepujacy fakt.

Lemat 2. [49], [63] Jesli w rozszerzeniu liniowym L zbioru uporzqadkowanego
(P, <) istnieje naprzemienne skojarzenie w diagramie H(P) o mocy k, to
k < pn(P,L).

Niech Py oznacza petny dwudzielny (tj. o wysokosci 1) zbior uporzad-
kowany zawierajacy k elementéw minimalnych i [ elementéw maksymalnych
(pelny — oznacza, ze p < ¢ dla kazdej pary elementéw, minimalnego p i mak-
symalnego ¢). Podobnie definiujemy petne trdjdzielne zbiory uporzadkowane
Pjy. Z Lematéw 11 2 otrzymujemy

Twierdzenie 12. [63] Zachodzi réwnosé pn(Py) = min {k,}.

30



Twierdzenie 13. [63] Zachodzi réwnosé pn(Pjy) = min{j + [, k}.

Praca doktorska Alzohairi’ego [2] jest najobszerniejsza publikacja na te-
mat umieszczania zbioréw uporzadkowanych w ksigzce. Gtownym wynikiem
w tej pracy jest twierdzenie, ze liczba stron szeregowo-rownoleglego planar-
nego zbioru uporzadkowanego jest réwna co najwyzej 2. Podano rowniez od-
powiedni algorytm o zlozonosci O(n?), gdzie n jest liczba elementéw w zbio-
rze. W dowodzie w istotny sposob korzysta sie z pojecia uzupelnienia zbio-
ru uporzadkowanego do kraty, dowodzac najpierw zasadniczego wyniku dla
szeregowo-rownolegtych krat planarnych. Gléwny wynik pracy zostat opubli-
kowany w [3]. W pracy [14] podano ulepszony, liniowy algorytm umieszczania
szeregowo-rownoleglego planarnego zbioru uporzadkowanego na dwoch stro-
nach.

Problem liczby stron byt takze rozwazany w pewnych podklasach pla-
narnych zbioréw uporzadkowanych. Piszemy o tym szczegétowo w Punkcie
6.6.1.

W pracy [1] podano efektywny algorytm umieszczania dwudzielnych prze-
dzialowych zbioréw uporzadkowanych na najmniejszej mozliwej liczbie stron
oraz zamieszczono oszacowania liczby stron dla dowolnych zbioréw dwudziel-
nych i dla pelnych zbioréw wielodzielnych. Zbior uporzadkowany (P, <) jest
przedziatowy, jesli elementom P mozna przyporzadkowaé na prostej przedzia-
ty {I,} takie, ze p < q wtedy i tylko wtedy, gdy przedzial I, lezy calkowicie
na prawo od przedziatu I,. Otwarty jest problem liczby stron dla dowolnych
zbioréw przedziatowych.

3.4. Zlozonosé obliczeniowa

W tym punkcie przytaczamy wyniki dotyczace ztozonosci obliczeniowe;j
probleméw zwiazanych z wkladaniem graféw i zbioréw uporzadkowanych do
ksiagzki. Wszystkie te problemy sa trudne nawet przy ustalonym rozszerzeniu
liniowym, a w przypadku zbioréw uporzadkowanych — nawet w klasie zbioréow
dwudzielnych.

3.4.1. Zlozonosé obliczeniowa problemu liczby stron grafu

Rozwazmy problem liczby stron grafu w wersji I, czyli dany jest graf
G i permutacja jego wierzchotkéw m. Umie$émy wierzchotki grafu G na
okregu w kolejnosci 7, wtedy krawedzie grafu GG sa cieciwami tego okregu
i dwie krawedzie grafu, ktérym odpowiadaja przecinajace sie (poza wierz-
chotkami na okregu) cieciwy muszg by¢ umieszczone na réznych stronach
przy wlozeniu grafu G do ksigzki dla kolejnosci wierzchotkow na grzbiecie
okreslonej przez permutacje m. Zdefiniujmy teraz graf przecie¢ G (G, ),
w ktorym zbioér wierzchotkéw odpowiada zbiorowi krawedzi grafu G, czyli
V(GH (G, 7)) = E(G) i dwa takie wierzcholki sa potaczone krawedzia w gra-
fie GYH (G, ), jedli odpowiadajace im cieciwy przecinaja sie. Graf GYH (G, )
jest wiec grafem przecieé cieciw okregu — nazywamy go grafem cieciw, [22].
Podobnie, dla danego grafu cieciw F', z odpowiadajacego mu modelu cieciw
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mozna utworzy¢ graf G z permutacja jego wierzchotkoéw dana na okregu m
taki, ze liczba chromatyczna grafu F' jest réwna liczbie stron grafu G przy
permutacji jego wierzchotkéw . Niestety, problem kolorowania graféw cieciw
jest NP-zupelny [18], [22], a zatem problem liczby stron grafu G w wers;ji |
jest réwniez NP-zupelny.

Dla problemu liczby stron grafu w wersji II, sprawdzenie, czy graf mozna
umiesci¢ na jednej stronie, na podstawie Twierdzenia 5 moze by¢ wykonane
w czasie liniowym, korzystajac z algorytmu badania zewnetrznej planarnosci
grafu [58]. Natomiast zbadanie, czy graf mozna umiesci¢ na dwoch stronach
jest problemem NP-zupelnym, gdyz, jak wykazal Wigderson [67|, sprawdze-
nie, czy dany graf jest podgrafem hamiltonowskiego grafu planarnego (patrz
Twierdzenie 5) jest problemem NP-zupelym.

3.4.2. Zlozono$é¢ obliczeniowa problemu liczby stron zbioru
uporzadkowanego

Dla zbioréw uporzadkowanych rozumujemy podobnie, jak w poprzednim
punkcie i otrzymujemy:

Lemat 3. Dla zbioru uporzgdkowanego (P, <) i jego rozszerzenia liniowe-

go L, liczba stron pn(P, L) jest réwna liczbie chromatycznej grafu cieciw
G (cov(P), L).

W dalszej czesci wykorzystamy fakt, ze graf cieciw jest grafem przeci-
nania sie przedzialow (ang. overlap graph) [22], patrz Rysunek 3.5. Graf
G jest grafem przecinania sie przedziatow, jesli wierzchotkom grafu mozna
przyporzadkowaé przedziaty na prostej w taki sposob, ze dwa wierzchotki u
i v tworza krawedZz w G wtedy i tylko wtedy, gdy dla odpowiadajacych im
przedziatow I, i I, mamy I, NI, # (), ale ani I, C I, ani I, C I,.

W pracy (2| (Punkt 3.3) wykazano NP-zupelnosé problemu liczby stron
zbioru uporzadkowanego.

Twierdzenie 14. Problem liczby stron zbioru uporzqdkowanego w wersji [
jest NP-zupelny nawet w rodzinie zbiorow dwudzielnych, czyli zbiorow o wy-
sokosci 1.

Dowdd. Niech G = (V, E) bedzie grafem cieciw, jest wiec takze grafem prze-
cinajacych sie przedziatow {I, : v € V'}. Bez utraty ogdlnosci mozemy przy-
jac, ze te przedzialy sa domkniete, a ich konce nie pokrywaja sie. Zbuduje-
my dla grafu G dwudzielny zbiér uporzadkowany (P, <) i jego rozszerzenie
liniowe L takie, ze graf cieciw G (cov(P),L) jest izomorficzny z G. Za
zbior P przyjmujemy zbior koncow przedzialow {I, : v € V'} uporzadkowa-
nych inf(I,) < sup(l,) dla kazdego przedziatu I,,, v € V. Za$ za rozszerzenie
liniowe L zbioru (P, <) przyjmujemy porzadek, w jakim konice przedzialow
wystepuja na osi.

Na przyktad dla grafu cieciw z Rysunku 3.5(a), mamy:
P={a,d bt ,c,d,d,dece. f [ 9,9},
<={a<d,b<V,ce<dd<de<e f<flg<{},
L= (be,g,a,e, f,q,d f e b, d d a).
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Rysunek 3.5. Przykladowy graf cieciw (a) i jego reprezentacje: za pomoca cieciw
na okregu (b), za pomoca przecinajacych sie przedzialow (c)

Latwo sprawdzi¢, ze dla tak okreslonego zbioru P i porzadku miedzy jego
elementami oraz rozszerzenia liniowego L, graf cieciw GO (cov(P), L) jest

izomorficzny z G.
O

3.5. Umieszczanie w ksigzce planarnych zbioréw
uporzadkowanych

W przeciwienstwie do grafow, ktore w przypadku, gdy sa planarne, mozna
umieszcza¢ w ksiazce na 4 stronach, dla planarnych zbioréw uporzadkowa-
nych nie jest znane oszacowanie liczby potrzebnych stron.
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3.5.1. Liczba stron posetéw planarnych

W roku 1987 Nowakowski sformultowal przypuszczenie (patrz [49]), ze
liczba stron dla planarnych zbioréw uporzadkowanych moze by¢ nieograni-
czona. W 1989 roku Jerzy Czyzowicz [11] opisat nieskoriczona rodzine zbioréw
planarnych i postawit hipoteze, ze liczba stron dla tej rodziny zbioréw jest
nieograniczona. Na Rysunku 3.6 a) jest przedstawiony zbior @, ktory jest
jednoczesnie Q°, pierwszym elementem tej rodziny. Zbiér Q! jest pokazany
na Rysunku 3.6 b), a zbiér Q' otrzymujemy z Q"' zastepujac w nim 15°
"diamentéw" zbiorem Q).

Rysunek 3.6. Posety Czyzowicza Q = Q° (a) i Q' (b)

Le Tu [44] udowodnil, ze zbiory Czyzowicza mozna jednak umiesci¢ na co
najwyzej 6 stronach ksiazki, a dokladniej, ze pn(Q) =4 i pn(Q") < 6 dlai >
0. Zbiér Q° jest najmniejszym znanym planarnym zbiorem uporzadkowanym,
ktory ma liczbe stron réwng 4. Nie jest znany planarny zbiér uporzadkowany,
ktorego nie mozna umiesci¢ na 4 stronach ksigzki.

W pracy [2] (Punkt 4.6) ponownie postawiono przypuszczenie o braku
ograniczenia na liczbe stron dla planarnych zbioréw uporzadkowanych defi-
niujac ciagg zbiorow P,, w ktéorym n-ty zbiér wymaga przynajmniej n stron
na wtozenie do ksigzki. Zbior P, jest diamentem, a kolejny zbiér w tym
ciggu sktada sie z dwoch kopii zbioru poprzedniego w ciggu potaczonych w
jednym z ich elementéow, dwoch dodatkowych elementéw (najmniejszego i
najwiekszego) oraz pewnych dodatkowych poréwnywalnosci.

Problem 1. Czy zbiory uporzqdkowane, zdefiniowane w pracy [2] (Punkt
4.6) mozna umiesci¢ w ksigzce o ograniczonej liczbie stron?
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3.5.2. Rysowanie do gory digraféw na plaszczyznie

Umieszczanie planarnych zbioréw uporzadkowanych w ksiazce jest blisko
zwiazane z rysowaniem do gory (ang. upward) digraféw acyklicznych. Ten
problem jest intensywnie badany w kregach oséb zajmujacych sie geometriag
obliczeniowa i rysowaniem grafow (ang. graph drawing).

Niech G = (V, A) bedzie dowolnym digrafem acyklicznym. Szczegdlnym
przypadkiem takiego digrafu jest digraf pokrycia zbioru uporzadkowanego.
Digraf G jest planarny, jesli moze by¢ umieszczony (narysowany) na plasz-
czyznie bez przecinania sie tukéw poza koncami tukow sgsiednich®, a takie
jego umieszczenie na plaszcezyznie nazywamy digrafem ptaskim. Umieszczenie
digrafu na plaszczyznie jest skierowane do gory (ang. upward), jesli kazdy
jego tuk jest monotonicznie niemalejacy wzgledem wspolrzednej y. Digraf jest
do gory planarny, jesli ma plaskie przedstawienie, ktore jednoczesnie jest do
gory — takie jego przedstawienie nazywamy do gory ptaskim. Digraf, ktory
jest planarny i moze by¢ narysowany do gory nie musi byé¢ do gory planarny,
patrz digraf M na Rysunku 3.7.

a) 6 b) 4
(
4 5
2 3
2 3
1 M 1

Rysunek 3.7. Dwa umieszczenia na plaszczyznie digrafu, ktéry ma umieszczenie
do gory (a) i jest planarny, ale nie jest do gory planarny (b).

Digraf M na Rysunku 3.7 jest diagramem zbioru uporzadkowanego, a za-
tem do gory planarny digraf nie moze zawiera¢ poddigrafu homeomorficznego
z digrafem M. Stad otrzymujemy znany fakt, ze zbior uporzadkowany genero-
wany przez do gory planarny digraf z jednym minimum i jednym maksimum
jest krata [9].

Garg i Tamassia [19] (patrz takze [20]) udowodnili, ze problem badania
do gory planarnosci digrafow jest NP-zupelny. Stad wynika, ze badanie pla-
narnosci zbioréw uporzadkowanych jest rowniez problemem NP-zupelym.
Wynika to z faktu, ze digraf D jest do gory planarny, wtedy i tylko wtedy,
gdy zbior uporzadkowany P, ktorego digraf pokrycia D' powstaje z digrafu D
przez umieszczenie wierzchotka na kazdym tuku przechodnim, jest planarny.

1 Bez utraty ogélnosci mozna przyjaé, ze obrazami tukéw sa odcinki linii prostych.
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W podobny sposob, jesli D jest digrafem pokrycia zbioru uporzadkowane-
go P, umieszczajac dodatkowo wierzchotek na kazdej przekatnej N-ki, czyli
biorac podzial digrafu D (patrz Punkt 6.4.1) otrzymujemy:

Twierdzenie 15. Problem badania planarnosci N-wolnych zbioréw uporzqd-
kowanych jest NP-zupetny.

Inny dowo6d NP-zupeinosci badania planarnosci zbioréw uporzadkowa-
nych zostal podany w pracy [28]. Ten problem staje sie tatwiejszy, gdy zbior
uporzadkowany P jest trojspojny, tzn. gdy jego digraf pokrycia po usunieciu
orientacji tukow jest trojspojny. W takim przypadku, jesli P jest planarny,
to digraf d-cov(P) ma jednoznaczne umieszczenie na plaszczyznie, czyli ja-
kiekolwiek umieszczenie digrafu d-cov(P) ma taki sam zbior Scian — takie
umieszczenia nazywamy podobnymi. W takim przypadku, problem badania,
czy P jest do gory planarny sprowadza sie do badania, czy ptaski digraph
d-cov(P) ma podobne umieszczenie na plaszczyznie, ktore jest do gory pla-
narne. W pracy [6] podano wielomianowy algorytm, ktory stuzy do badania,
czy plaski digraf ma podobne umieszczenie do gory, stad wynika, ze badanie
do gory planarnodci tréjspojnego zbioru uporzadkowanego moze by¢ rowniez
wykonane w czasie wielomianowym, patrz rowniez [37].

7, dotychczasowych rozwazan mozna wywnioskowaé¢, ze problem liczby
stron w rodzinie planarnych zbioréw uporzadkowanych moze by¢ trudny w
pelnej ogdlnoscei, gdyz jest mato prawdopodobne, ze istnieje pelna charakte-
ryzacja (jako warunek wtedy i tylko wtedy) planarnych zbioréw uporzadko-
wanych, ktérej odpowiadatby wielomianowy algorytm sprawdzania planarno-
sci. W szcezegolnosei, moze nie istnieé¢ efektywna charakteryzacja planarnych
zbiorow uporzadkowanych, wymagajacych dwoch stron przy wktadaniu do
ksigzki. Uzasadnia to podejécia, w ktorych klasa planarnych zbioréw upo-
rzadkowanych jest ograniczana do podklasy zbiorow szeregowo-réwnoleglych
w [5] i N-wolnych, jak w Rozdzialach 6 i 7 tej pracy.

3.5.3. Topologiczne umieszczanie posetéw planarnych w ksigzce

Wielu autoréw, zajmujacych sie umieszczaniem graféw i zbioréw upo-
rzadkowanych w ksiazce rozwaza réwniez topologiczne umieszczanie, w kto-
rym krawedzie (luki) moga byé¢ "lamane" na grzbiecie ksiazki — pierwszy
rezultat dla takiego umieszczania przedstawili Bernhart i Kainen w [7], patrz
Twierdzenie 6. Jednym z takich rezultatéow dla zbioréw uporzadkowanych
jest Twierdzenie 19.

W pracy [21] udowodniono odpowiednik Twierdzenia 7 dla digrafow:

Twierdzenie 16. [21] Kazdy digraf do gory planarny ma topologiczne umiesz-
czenie w ksigzce na dwoch stronach, w ktorym kazdy jego tuk jest tamany na

grzbiecie ksiqzki co najwyzej raz.

Dowod tego twierdzenia podany w pracy [21] jest jednoczesnie wielomia-
nowym algorytmem, bedacym realizacja konkluzji tego twierdzenia.
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3.6. Zastosowania

Problem liczby stron grafu pojawia sie w wielu sytuacjach praktycznych,
takich jak: sortowanie permutacji za pomoca rownoleglych stoséw, projekto-
wanie odpornych na uszkodzenia uktadéw VLSI, zwarte kodowanie macierzy,
czy rysowanie (umieszczanie) grafow [16].

Na poczatku lat 70. XX wieku zainteresowano sie nastepujacym proble-
mem [17], [66]: dana jest permutacja 7 liczb {1,2,...,n} i nalezy ja posorto-
waé w naturalny porzadek majac do dyspozycji pewna liczbe stoséw. Mozna
wykonywaé¢ dwie nastepujace operacje: pobra¢ element z poczatku kolejki,
ktora tworzy permutacja m i polozy¢ go na jeden ze stoséw, lub przeniesé
jeden z elementow z goéry stosu na koniec kolejki z wynikiem. Okreslmy teraz
graf H(m), ktory ma zbior wierzchotkow {1,2,...,n} i para {j, k} tworzy w
nim krawedz, jesli istnieje ¢ takie, ze 1 < j < k i 7'(';1 < m !t < w7t Okazu-
je sie [17], ze wérod grafow spojnych, klasa grafow konstruowanych w taki
sposob jest dokladnie klasa graféow cieciw okregu. Ponadto, permutacje
mozna posortowaé¢ w naturalny porzadek za pomoca k rownolegtych stosow
wtedy 1 tylko wtedy, gdy graf H(m) mozna pomalowaé¢ k kolorami, a to, jak
wiemy z Punktu 3.4.2, jest rownowazne umieszczaniu odpowiedniego zbioru
uporzadkowanego na k stronach.

Zainteresowanie problemem umieszczania graféw w ksiazce wyrosto row-
niez na polu projektowania uktadow VLSI, a doktadniej przy projektowaniu
rozmieszczenia wielopoziomowego uktadu ptytek drukowanych w macierzy
procesoréw odpornej na uszkodzenia [56], [10].

Innym zastosowaniem jest planowanie obliczenn numerycznych z uzyciem
jednego procesora [49]. Wierzchotek w diagramie Hassego moze odpowiadac
etapowi obliczen, a tuk prowadzacy z niego do wyzej potozonego wierzchotka,
moze wskazywac na dane potrzebne do wykonania tych obliczenn. Wtedy kaz-
da strona ksiazki reprezentuje stos przechowujacy czesciowe wyniki, a tuki
wyznaczaja kolejno$é, w jakiej sa one na tym stosie umieszczane i usuwane
7z niego.



4. Umieszczania drzewiastych zbioréw
uporzadkowanych w ksigzce

Jedna z pierwszych obserwacji, poczynionych przy rozwazaniu umiesz-
czania zbioréow uporzadkowanych w ksiazce byt fakt, ze zbioér, ktérego graf
pokrycia jest drzewem, mozna umiesci¢ na jednej stronie. Podano wiele for-
malnych uzasadnien tego faktu, patrz Twierdzenie 8. Z tych dowodéw nie
wynika bezposrednio algorytm umieszczania zbioréw drzewiastych na jednej
stronie, chociaz taki algorytm jest do$é oczywisty.

Z drugiej strony, dosé¢ powszechnie stosowanym podejéciem przy rozwia-
zywaniu wielu probleméw na grafach, zwtaszcza tych najtrudniejszych, jest
ograniczenie uwagi do drzew, a nastepnie do grafow, ktore przejawiaja w
pewnym sensie strukture drzewiasta. Takie podejscie jest stosowane rowniez
w nastepnych rozdziatach tej pracy.

Z tych powoddéw, w tym rozdziale przedstawiamy prosty algorytm umiesz-
czania drzewiastych zbioréw uporzadkowanych na jednej stronie ksigzki. W
algorytmie wykorzystuje sie wlasno$¢ umieszczenia drzewiastego zbioru na
jednej stronie, opisang w Twierdzeniu 17. Dowdd tej wlasnodci jest indukeyj-
ny, stad algorytm ma charakter rekurencyjny.

Niech (P, <) bedzie zbiorem uporzadkowanym, ktérego diagram H(P)
jest drzewem. Oznaczmy przez Ny, (v) i przez Ny, (v) dla v € P odpowiednio
podzbiory elementéw zbioru P, ktére sa pokryte przez element v i ktére po-
krywaja element v. Dla ustalonego wlozenia zbioru uporzadkowanego (P, <)
do ksiazki z elementami zbioru P umieszczonymi na grzbiecie ksigzki zgodnie
z rozszerzeniem liniowym L, element w jest dostepny na wybranej stronie, jesli
na tej stronie nie zostala umieszczona krawedz {u,v} diagramu H(P), dla
ktorej u < w 1 w < v w rozszerzeniu liniowym L.

Twierdzenie 17. Niech (P, <) bedzie zbiorem uporzadkowanym, ktorego dia-
gram H(P) jest drzewem. Dla dowolnego elementu w € P istnieje umiesz-
czenie zbioru (P, <) na jednej stronie, w ktorym element w jest dostepny.

Dowaod. Dowdd jest indukcyjny ze wzgledu na liczbe elementéw zbioru P,
ktorym w grafie cov(P) odpowiadaja wierzchotki o stopniu wiekszym niz
jeden. Jesli graf cov(P) zawiera jeden taki wierzchotek, powiedzmy w, to
pozostate elementy zbioru P naleza do zbioréw N;,(w) i Ny (w). W takim
przypadku elementy zbioru N;,(w) umieszczamy na grzbiecie ksiazki ponizej
elementu w, a elementy zbioru N, (w) powyzej elementu w. Przy takim
umieszczeniu zbioru (P, <) w ksiazce element w pozostaje dostepny.
Zatozmy teraz, ze graf cov(P) dla zbioru (P, <) zawiera wigcej niz jeden
wierzchotek o stopniu wiekszym od 1, niech w bedzie takim wierzchotkiem.
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Oznaczmy przez {G;} podgrafy grafu otrzymanego z cov(P) przez usuniecie
wierzchotka w — te podgrafy nie maja wspolnych elementéw. Wsrod nich sg
podgrafy zawierajace wierzchotki odpowiadajace elementom zbioru N;,(w) i
podgrafy odpowiadajace elementom zbioru N, (w). Z zatozenia indukcyjne-
go wynika, ze podgrafy {G;} mozna umiesci¢ na jednej stronie w taki sposob,
by wszystkie elementy ze zbiorow N, (w) i Ny (w) byly dostepne. Umiesz-
czenie cov(P) na jednej stronie otrzymujemy teraz umieszczajac: element w w
dowolnym miejscu na grzbiecie ksiazki, wszystkie podgrafy {G;} zawierajace
wierzchotki odpowiadajace elementom w zbiorze Ny, (w) ponizej elementu w,
wszystkie podgrafy {G;} zawierajace wierzchotki odpowiadajace elementom
w zbiorze Ny, (w) powyzej elementu w i dokladajac na tej samej stronie kra-
wedzie taczace element w z elementami w zbiorach Ny, (w) i Ny (w). Ponie-
waz podgrafy {G;} sa rozltaczne i ich wierzchotki odpowiadajace elementom
w zbiorach N;,(w) i Ny (w) sa dostepne, zadne dwie krawedzie grafu cov(P)
nie przecinaja sie na jednej stronie.

Zauwazmy, ze w kroku indukcyjnym, za element w moze by¢ wybrany
dowolny element zbioru P. O]

Ponizszy algorytm jest rekurencyjna realizacja indukcyjnego rozumowa-
nia z dowodu powyzszego Twierdzenia. Za element w, od ktérego rozpoczyna
sie tworzenie rozszerzenia liniowego L, mozna wybra¢ dowolny element zbioru

P.

procedure Numeracja_Drzewo({N;,(v)},{Now(v)};var L);
procedure dfs(v:integer);
begin

label, :=true;
for u € Ny, (v) do
if not label, then dfs(u);
m:=m+1;
L,:=m;
for u € Ny (v) do
if not label, then dfs(u)
end {dfs};

begin
for u € P do label,:=false;
m:=0;
dfs(w)

end;

Na Rysunku 4.1 jest pokazany przyktad drzewiastego zbioru uporzadko-
wanego i jego umieszczenie na jednej stronie, wygenerowane przez program
bedacy komputerows realizacja przedstawionego w dowodzie algorytmu.
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Rysunek 4.1. Drzewiasty zbiér uporzadkowany i jego umieszczenie na jednej stronie
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5. Umieszczanie kombinacji cykli w
ksiazce

W tym Rozdziale rozwazamy rodzine planarnych zbioréw uporzadkowa-
nych, ktérych graf pokrycia jest kombinacja krawedziowo roztacznych cykli.
Zbior uporzadkowany P jest cyklem, jesli sktada sie z dwoch maksymalnych,
ze wzgledu na zawieranie, lancuchéw o dtugosci réwnej co najmniej 3, ktore
maja doktadnie dwa wspolne elementy: element minimalny i element maksy-
malny. Cykl zbudowany z taricuchow Cy i C; nazywamy (k,l)-diamentem, a
(3,3)-diament, nazywamy po prostu diamentem.

7\

C; fancuch, [ > 3

Ck laﬂcucl[?)/

Rysunek 5.1. (k,l)-diament (a) i kombinacja cykli (b)

stojacy cykl koncowy

.

\

boczny wierzcholek rozspajajacy wiszacy cykl
koricowy

Element cyklu, ktory nie jest ani elementem maksymalnym ani minimal-
nym, nazywamy elementem bocznym. Kazdy cykl zawiera co najmniej dwa
elementy boczne, w kazdym tancuchu Cj i C} przynajmniej jeden.

Zbior uporzadkowany P jest kombinacjq cykli, jesli kazdy blok jego grafu
pokrycia cov(P) jest cyklem, odpowiadajacym cyklowi w P, patrz Rysunek
5.1. Jedli kazdy cykl w kombinacji cykli P jest diamentem, to P nazywamy
kombinacjq diamentow.

Zauwazmy, ze w przyjetym sensie cykl mozna uwazaé za topologiczne
rozszerzenie diamentu przez umieszczenie nowych elementéw w tanicuchach
tworzacych cykl. Jednak kombinacja cykli moze nie byé¢ topologicznym roz-
szerzeniem kombinacji diamentéw, gdyz cykle w kombinacji cykli moga by¢
dotaczane w wiecej niz jednym elemencie bocznym cyklu.

I Przypomnijmy, ze dtugoscig taricucha jest liczba jego elementow.
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Bez utraty ogoélnosci przyjmujemy, jak w catej pracy, ze zbiory uporzad-
kowane, grafy i digrafy wystepujace w tym Rozdziale sa spdjne.

Graf pokrycia cov(P) kombinacji cykli P jest zbiorem blokéw, z ktorych
kazdy jest cyklem. Wiadomo, ze graf blokow grafu spojnego jest drzewem [13],
oznaczmy to drzewo przez T'(P) — wierzchotki w tym drzewie, dla odréznienia
od wierzchotkéw w innych grafach, nazywamy weztami.

W kombinacji cykli P, cykl jest cyklem koricowym, jesli odpowiadajacy mu
wezel w grafie blokow T'(P) grafu cov(P) jest weztem wiszacym (koricowym).
Cykl konncowy w P ma dokladnie jeden wspoélny element, odpowiadajacy
wierzchotkowi rozspajajacemu w cov(P), z pozostala kombinacja cykli P.
Wierzchotek ten moze byé wspdélny dla wielu cykli koicowych — méwimy
wtedy o peku cykli konicowych.

Zbiér uporzadkowany bedacy kombinacja cykli ma wiec, w sensie okre-
Slonym powyzej, budowe drzewiasta. Ta wlasnosé jest dalej wykorzystywana
w dowodach indukcyjnych oraz w innych rozwazaniach dotyczacych takich
zbiorow.

Kazdy cykl @@ w kombinacji cykli P, sktadajacej sie z co najmniej dwoch
cykli, zawiera co najmniej jeden element ¢, ktory jest wierzchotkiem roz-
spajajacym w cov(P) — q nazywamy elementem rozspajajgcym cyklu ¢ lub
wierzchotkiem rozspajajacym cyklu (). Wierzcholek rozspajajacy g w cyklu
() moze by¢ jego elementem minimalnym, maksymalnym lub bocznym. Jesli
wierzchotek rozspajajacy ¢ cyklu @ jest jego elementem minimalnym, to @)
nazywamy cyklem stojgcym, a jesli q jest jego elementem maksymalnym, to
@ nazywamy cyklem wiszgcym, patrz Rysunek 5.1.

Zauwazmy, ze element rozspajajacy w kombinacji cykli P, ktory jest na
przyktad elementem bocznym w jednym cyklu, moze by¢ elementem minimal-
nym lub maksymalnym w innym cyklu. Patrzac jednak z pozycji ustalonego
cyklu, elementy rozspajajace i cykle w takim zbiorze P maja jednoznacznie
okreslony status. Zatem, przy ustalonym cyklu w kombinacji cykli P, wezty
w drzewie blokow T'(P) grafu cov(P) moga by¢ jednoznacznie oznaczone w
nastepujacy sposob:

1. b, m, n — wezty odpowiadajace odpowiednio bocznym, maksymalnym,
minimalnym wierzchotkom rozspajajacym w ustalonym cyklu;

2. B, M, N — wezly odpowiadajace cyklom dotaczonym do innego cyklu
odpowiednio bocznym, maksymalnym, minimalnym swoim elementem.

Na Rysunku 5.2 jest pokazane oznaczone w ten sposob drzewo blokow
grafu cov(P) dla kombinacji cykli P przedstawionej na Rysunku 5.1. Korzen
tego drzewa odpowiada cyklowi oznaczonemu przez C.

Drzewo T'(P) ma nastepujace wlasnosci, wynikajace z ogdlnych wlasnosci
drzewa blokow:

1. Wezly na co drugim poziomie odpowiadaja elementom rozspajajacym w
P, ana co drugim — blokom, czyli cyklom w P. Wezel w korzeniu drzewa
oraz wezly wiszace odpowiadaja cyklom w P.

2. Nastepnikami wezta odpowiadajacego cyklowi sa wezty odpowiadajace
elementom rozspajajacym w tym cyklu, oznaczone zgodnie z ich statusem
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w tym cyklu: b — element boczny, m — element maksymalny, n — element
minimalny.

3. Nastepnikami wezta odpowiadajacego elementowi rozspajajacemu w P sa
wezly odpowiadajace cyklom w P, doczepionym w tym elemencie swo-
im elementem bocznym (cykl oznaczony jako B), maksymalnym (cykl
oznaczony jako M) lub minimalnym (cykl oznaczony jako N).

Rysunek 5.2. Drzewo blokéw odpowiadajace kombinacji cykli z Rysunku 5.1 z cy-
klem C' umieszczonym w korzeniu.

Z Twierdzenia 8 wynika, ze dla umieszczenia w ksiazce cyklu, w szczegol-
nosci diamentu, potrzeba przynajmniej dwoch stron. Wszystkie, z doktadno-
$cia do symetrii (odbicia) wzgledem grzbietu ksiazki, mozliwe umieszczenia
diamentu na dwoch stronach sa pokazane na Rysunku 5.3.

0O oS

Rysunek 5.3. Wszystkie umieszczenia diamentu na dwoch stronach ksiazki z do-
ktadnoscia do symetrii (odbicia) wzgledem grzbietu ksigzki.

Mozna tatwo zaobserwowac, ze:

Lemat 4. Niech P bedzie kombinacjg diamentow (w ogélnosci cykli) umiesz-
czong w ksigzce (na dwdch lub wiekszej liczbie stron). Jakikolwiek stojgcy lub
wiszqcey diament (cykl) koricowy dotgczony do P moze byé umieszczony na
dowolnych dwdch stronach.

Dowaod. Wynika to z faktu, ze dla kazdego umieszczenia zbioru P w ksiaz-
ce, na wszystkich stronach jest wolna przestrzen powyzej i ponizej kazdego
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elementu (zobacz Rysunek 5.3). Mozna wiec umiesci¢ w tej przestrzeni, na
dowolnych dwoch stronach, stojacy cykl koncowy (powyzej elementu) lub
wiszacy cykl koricowy (ponizej elementu). Faktycznie, mozna w ten sposob
umiesci¢ dowolng liczbe (pek) stojacych cykli koncowych i dowolna liczbe
(pek) wiszacych cykli koricowych, zobacz Rysunek 5.4. H

Rysunek 5.4. Przyklad wiszacego peku diamentéw (a) i ich umieszczenia na dwoch
stronach w ksiazce (b)

Dotgczenie do kombinacji cykli P umieszczonej w ksiazce diamentu (cy-
klu), ktory ma z P wspolny swoj boczny element, juz nie jest takie proste. W
poprzednim Rozdziale okredlilismy, kiedy element w umieszczony na grzbiecie
ksigzki jest dostepny na jednej wybranej stronie. Wprowadzimy teraz podob-
ne pojecie dla dwoch stron. Element w jest dostepny na dwdch wybranych
stronach, jesli na grzbiecie ksiazki istnieje punkt r powyzej elementu w i
punkt s ponizej elementu w (punkty r i s nie musza by¢ bezposrednio nad i
pod elementem w) takie, ze mozna poprowadzi¢ krawedzie, nie przecinajace
innych krawedzi, z w do r na obu wybranych stronach i z w do s na przy-
najmniej jednej z tych stron, lub na odwrét, z w do s na obu wybranych
stronach i z w do r na przynajmniej jednej z tych stron.

Lemat 5. Niech P bedzie kombinacjq diamentow (w ogélnosci cykli) umiesz-
czong w ksigzce na dwdch stronach. Niech P’ oznacza zbior uporzqdkowany,
otrzymany z P przez dotgczenie do P diamentu D, ktory ma z P wspolny
swoj boczny element v. Umieszczenie zbioru P na dwoch stronach mozna
rozszerzyé do umieszczenia zbioru P na tych samych dwdch stronach, jesli
element v jest dostepny na tych dwoch stronach.

Dowdd. Dowdd wynika z obserwacji, ze aby umieszczenie zbioru P’ na dwoch
stronach ksiazki mozna bylo otrzymaé¢ z umieszczenia zbioru P na dwoch
stronach, na obu stronach powinno byé mozliwe poprowadzenie krawedzi z
elementu v do punktu powyzej v i z tego punktu powyzej powinien byé
dostepny punkt ponizej elementu v, lub na odwroét, gdyz v jest elementem
bocznym w doczepianym diamencie, a umieszczenie kazdego takiego diamen-
tu wymaga miejsca na dwoch stronach powyzej lub ponizej elementu v oraz
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przestrzeni na przynajmniej jednej stronie, dla krawedzi biegnacych z tej
przestrzeni odpowiednio ponizej lub powyzej elementu v. O

Cykl jako graf mozna umiesci¢ na jednej stronie. Podobnie liczba stron
grafu, ktory jest kombinacja cykli, jest rowna 1, gdyz jest to graf zewnetrznie
planarny, patrz Twierdzenie 5. Liczba stron cyklu (w szczegolnosci diamentu)
traktowanego jako zbiér uporzadkowany jest rowna 2, mozna wiec przypusz-
czaé 63|, ze zbior uporzadkowany, ktory jest kombinacja cykli ma rowniez
liczbe stron réwna 2. Przypuszczenie to nie jest jednak prawdziwe. Ponizej
wykazemy najpierw, ze kazda kombinacja diamentéw, a w ogdélnosci kazda
kombinacja cykli, moze by¢ umieszczona na trzech stronach. Nastepnie po-
damy przyktad kombinacji diamentow, dla ktorej liczba stron jest réwna 3.

Twierdzenie 18. Zbior uporzgdkowany, ktory jest kombinacjg diamentow,
moze bycé umieszczony w ksigzce na trzech stronach.

Dowod. Niech P bedzie kombinacjg diamentéw. Umieszczenie zbioru P na
trzech stronach konstruujemy uzywajac wtozen diamentéw jedynie typu I,
patrz Rysunek 5.3. Takie umieszczenie zbioru P tworzymy w trakcie przecho-
dzenia drzewa blokow T'(P) grafu cov(P) metoda wszerz poczawszy od wezta
odpowiadajacego wybranemu diamentowi w zbiorze P. Faktycznie, drzewo
blokow T'(P) grafu cov(P) zakorzenione w wybranym diamencie zbioru P
traktujemy, jakby byto konstruowane podczas wykonywania ponizszego al-
gorytmu.

Niech @ oznacza kolejke tych weztow drzewa T'(P), ktore zostaly prze-
gladniete, ale jeszcze nie zostaly zbadane i odpowiadaja diamentom w grafie
cov(P). Badanie takiego wezta bedzie polegac¢ na przejrzeniu wszystkich za-
wieszonych pod nim weztéw — odpowiadaja one wierzchotkom rozspajajacym
w grafie cov(P) — 1 rozszerzeniu tworzonego wlozenia o diamenty zaczepione
w tych wierzchotkach rozspajajacych oraz dotaczeniu do kolejki ) weztow
odpowiadajacych tym diamentom. Wezly w drzewie T'(P), ktore odpowia-
daja wierzchotkom rozspajajacym w grafie cov(P), nie sa wlaczane do kolejki
Q.

Algorytm stuzacy do umieszczenia kombinacji diamentéw P na trzech
stronach ma nastepujaca postac¢ (pamietamy, ze wszystkie diamenty zbioru
P sg umieszczane zgodnie z uktadem krawedzi typu I, patrz Rysunek 5.3).
Krok poczgtkowy

Niech Cj bedzie dowolnym diamentem w zbiorze P, a T'(P) bedzie drze-
wem blokéw grafu cov(P) zakorzenionym w wezle odpowiadajacym diamen-
towi Cy. Umieszczamy diament Cy na dwoch stronach. Jesli zbior P sktada
sie tylko z diamentu C), to algorytm konczy dziatanie. W przeciwnym razie,
kolejke @ tworzy na poczatku wezet drzewa T'(P) odpowiadajacy diamentowi
Co.

Krok iteracyjny

Dopoki kolejka () nie jest pusta, to niech v bedzie kolejnym czotowym
wezlem w kolejce @) i niech C' oznacza diament w zbiorze P odpowiadajacy
weztowi v. Usuwamy v z @), i je$li v nie jest weztem wiszacym w drzewie
T(P), to przegladamy kolejne jego nastepniki odpowiadajace wierzchotkom
rozspajajacym w grafie cov(P). Niech w oznacza aktualnie rozwazany wezet
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drzewa T'(P) bedacy nastepnikiem wezta v. Weztowi w odpowiada wierzcho-
tek rozspajajacy w grafie cov(P) — oznaczamy go w taki sam sposob jako w
—w ktéorym do diamentu C' jest doczepiony inny diament zbioru P, ktoéry nie
zostal jeszcze umieszczony w ksiazce, lub wiele diamentéw doczepionych w
tym wierzchotku. Postepujemy w zaleznosci od statusu wezta w w drzewie
T'(P) — moze to by¢ wezet boczny (oznaczony przez b), maksymalny (oznaczo-
ny przez m) lub minimalny (oznaczony przez n). Kazdy napotkany diament,
ktory jest wstawiany do drzewa T'(P), jest jednoczesnie wstawiany do kolejki

Q.

1. Zaltozmy, ze w jest elementem bocznym (oznaczenie b w drzewie) w C.
W diamencie zaczepionym w w, ktéry nie zostal jeszcze umieszczony w
ksiazce, wierzchotek w moze odpowiadaé¢ elementowi bocznemu, minimal-
nemu lub maksymalnemu. dalej postepujemy w zaleznosci od typu tego
wierzchotka.

a)

Wszystkie diamenty, zaczepione w wierzchotku w, ktore nie zostaly
jeszcze umieszczone w ksiazce, w ktorych element zbioru P odpowia-
dajacy wierzchotkowi w jest boczny, umieszczamy w ksiazce zgodnie ze
sposobem przedstawionym na Rysunku 5.5(a) — wystarczaja wtedy 2
strony ksiazki. Jednoczesnie kazdemu takiemu diamentowi odpowiada
w drzewie T'(P) wezet oznaczony jako B, podlaczony pod wezel w.
Wszystkie diamenty wiszace, zaczepione w wierzchotku w, ktére nie
zostaly jeszcze umieszczone w ksiazce, mozna zgodnie z Lematem 4
umiesci¢ na dwoch stronach. Kazdemu takiemu diamentowi odpowia-
da w drzewie T'(P) wezel oznaczony jako M, podtaczony pod wezet
w.

Wszystkie diamenty stojace, zaczepione w wierzchotku w, ktore nie
zostaly jeszcze umieszczone w ksigzce, mozna rowniez zgodnie z Le-
matem 4 umiesci¢ na dwoch stronach. Kazdemu takiemu diamentowi
odpowiada w drzewie T'(P) wezel oznaczony jako N, podlaczony pod
wezel w.

2. Zalozmy, ze w jest elementem maksymalnym (m) lub minimalnym (n) w
C. W diamencie zaczepionym w w, ktory nie zostaly jeszcze umieszczony
w ksiazce, wierzchotek w moze odpowiadaé elementowi bocznemu, mini-
malnemu lub maksymalnemu. Dalej postepujemy w zaleznosci od typu
tego wierzchotka.

a)

Wszystkie diamenty, zaczepione w wierzchotku w, ktore nie zostaly
jeszcze umieszezone w ksiazce, w ktorych element zbioru P odpowia-
dajacy wierzchotkowi w jest boczny, wktadamy do ksiazki zgodnie ze
sposobem przedstawionym na Rysunku 5.5(b) — uzywamy stron 1 i
3, jesli wszystkie krawedzie diamentu C' sa umieszczone na stronach
11 2 lub uzywamy stron 1 i 2, jesli diament C' jest umieszczony na
stronach 1 i 3. Jednocze$nie kazdemu takiemu diamentowi odpowiada
w drzewie T'(P) wezel oznaczony jako B, podlaczony pod wezel w.

Wszystkie diamenty wiszace, zaczepione w wierzchotku w, ktére nie
zostaly jeszcze umieszczone w ksigzce, mozna zgodnie z Lematem 4
umiesci¢ na dwoch stronach, patrz Rysunek 5.5(c). Kazdemu takie-
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mu diamentowi odpowiada w drzewie T'(P) wezel oznaczony jako M,
podtaczony pod wezet w.

c) Wszystkie diamenty stojace, zaczepione w wierzchotku w, ktére nie
zostaly jeszcze umieszczone w ksigzce, mozna zgodnie z Lematem 4
umiesci¢ na dwoch stronach, patrz Rysunek 5.5(c). Kazdemu takie-
mu diamentowi odpowiada w drzewie T'(P) wezel oznaczony jako N,
podtaczony pod wezet w.

[]

a) é;
b) : é >§
c) w g

Rysunek 5.5. Umieszczenie kombinacji diamentéw na 3 stronach. Pogrubionymi
liniami jest oznaczony diament C' z dowodu Twierdzenia 18.
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Latwo mozna zmodyfikowa¢ algorytm opisany w dowodzie Twierdzenia 18
tak, aby mogl by¢ uzyty do umieszczenia na 3 stronach kombinacji dowolnych
cykli, niekoniecznie diamentéw. Mozemy wiec sformutowaé¢ Wniosek:

Whniosek 2. Zbior uporzqdkowany, ktory jest kombinacjqa cykli moze byé
umieszczony w ksigzce na trzech stronach.

Z dowodu Twierdzenia 18 wynika, ze diamenty, ktore zawieraja element
boczny bedacy elementem minimalnym lub maksymalnym innego diamentu
(jest to przypadek 2a) w dowodzie) powoduja, iz zastosowany w dowodzie
algorytm uzywa trzeciej strony. Mamy stad nastepny Wniosek:

Whniosek 3. Jesli w kombinacji cykli P, w zadnym cyklu jego element bocz-
ny nie jest elementem minimalnym lub maksymalnym innego cyklu, to zbior
uporzgdkowany P moze byé umieszczony w ksigzce na dwdch stronach.

Dowod. Wynika to wprost z dowodu Twierdzenia 18, jesli ominiemy czes¢
2a), ktora dotyczy wktadania diamentow dotaczonych tak, jak to opisano
w sformutowaniu tego Wniosku. W pozostatych krokach sa wykorzystywane
tylko dwie te same strony. ]

O innej kombinacji diamentéow (cykli), ktéra mozna réwniez umiesci¢ w
ksigzce na dwoch stronach jest mowa w nastepnym Lemacie.

Lemat 6. Jesli w kombinacji diamentow (cykli), kazdy diament kazdy swdj
element boczny dzieli z co najwyzej jednym innym diamentem (cyklem), to ta-
kq kombinacje diamentow (cykli) mozna umiescié¢ na dwdch stronach ksigzki.

Dowdd. Umieszczenie na dwoch stronach kombinacji diamentéw spetniajace;
warunki tego Lematu jest zilustrowane na Rysunku 5.6. [

d
gl

Rysunek 5.6. Sposoby umieszczania w ksigzce kombinacji diamentéw speliajacej
zalozenia Lematu 6.
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Wykazemy teraz, ze przedstawiona na Rysunku 5.7 kombinacja diamen-
tow nie moze by¢ umieszczona na dwoch stronach ksiazki, a zatem Twierdze-
nia 18 nie mozna poprawi¢ w ogélnym przypadku kombinacji diamentow.

Rysunek 5.7. Kombinacja diamentéw, ktora wymaga trzech stron ksiazki.

Lemat 7. Kombinacja diamentow, przedstawiona na Rysunku 5.7, nie moze
byé umieszczona w ksigzce na dwdch stronach.

Dowad. Postugujac sie mozliwymi umieszczeniami diamentu na dwoch stro-
nach (patrz Rysunek 5.3), tatwo mozna sprawdzi¢ nastepujace wlasnosci
umieszczen wielu diamentéw na dwoch stronach.

— jesli pek co najmniej dwoch diamentéw, majacych wspoélny element
boczny v, ma by¢ umieszczony na dwoch stronach, to diamenty z peku
musza by¢ umieszczone w sposob zaglebiajacy sie jeden w drugim;

— przy umieszczeniu peku diamentow o wspolnym elemencie bocznym na
dwoch stronach, krawedzie tych diamentow potrzebuja przestrzeni na obu
stronach powyzej i ponizej elementu v;

— dla jakiegokolwiek umieszczenia diamentu na dwoch stronach, istnieja
doktadnie trzy jego elementy, do ktorych mozna doczepi¢ peki ztozone z
co najmniej dwoch diamentéw, majacych wspolny element boczny — na
Rysunku 5.7 oznaczylismy je jako 1, 2 i 3. W dwoch przypadkach (1 i
2), przestrzen potrzebna do umieszczenia pekow diamentow znajduje sie
bezposrednio nad i pod elementami diamentu, a w jednym (3) — powyzej
i ponizej calego diamentu.
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Wykorzystajmy wiec te trzy elementy diamentu 1, 2 i 3, by doczepi¢ do
nich peki co najmniej dwoch diamentéw ich bocznymi elementami. Umiesz-
czenie takiej kombinacji diamentéw jest przedstawione na Rysunku 5.7. W
wierzchotku 4 diamentu doczepiamy teraz do tej kombinacji diamentéw ko-
lejny diament, réwniez jego elementem bocznym — zgodnie z Lematem 5, na
dwoch stronach jest przestrzen, aby rozszerzyé o ten diament umieszczenie
dotychczasowej kombinacji diamentéw, patrz Rysunek 5.7. Z tego samego
Lematu wynika, ze nie ma juz jednak przestrzeni na tych dwoch stronach,
aby w wierzchotku 4 mozna byto doczepi¢ kolejny diament jego wierzchotkiem
bocznym. Zatem zbioru uporzadkowanego przedstawionego na Rysunku 5.7
nie mozna umiesci¢ na dwoch stronach. O

Na zakoniczenie tego Rozdzialu podajemy dla zbioréw uporzadkowanych,
bedacych kombinacja cykli, odpowiednik Twierdzenia 7, ktore zawiera po-
dobny wynik dla grafow.

Twierdzenie 19. Dla kombinacji cykli P, istnieje zbior uporzqgdkowany P,
otrzymany z P przez podzial niektdrych jego krawedzi w cov(P), tyle razy, ile
jest to konieczne taki, ze pn(P') < 2.

Dowadd. Postepujemy indukcyjnie ze wzgledu na liczbe cykli w kombinacji
cykli P. Jesli zbior uporzadkowany P sklada sie z jednego cyklu, to kon-
kluzja jest oczywista. Zalézmy, ze to Twierdzenie zachodzi dla kombinacji
cykli P, ktora po odpowiedniej liczbie podziatow krawedzi w cov(P), jesli
to niezbedne, zostala umieszczona na dwoch stronach. Niech v bedzie ele-
mentem w P, w ktorym chcemy dotaczy¢ dodatkowy cykl koncowy C', patrz
Rysunek 5.8. Jesli C jest cyklem stojacym lub wiszacym, to na mocy Lematu
4, umieszczamy go w wolnej przestrzeni powyzej lub ponizej elementu v na
dwoch stronach. Jesli zas v jest elementem bocznym w C, to wykonujemy po-
dzial krawedzi grafu pokrycia cov(P) tak, jak pokazano na Rysunku 5.8, aby
otrzymac¢ wolna przestrzen na obydwu stronach powyzej i ponizej wierzchotka
v, potrzebna do umieszczenia cyklu C' na tych samych dwoch stronach. [

W pracy [21] wykazano, ze kazdy do gory planarny digraf ptaski moze
by¢ umieszczony w ksiazce na dwoch stronach w taki sposob, ze kazdy jego
tuk jest dzielony co najwyzej jeden raz, lub innymi stowy, kazdy tuk przecina
grzbiet ksiazki co najwyzej raz.



Rysunek 5.8. Lokalny podzial zbioru krawedzi dla umieszczenia kombinacji cykli
na dwoch stronach.
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6. Umieszczanie w ksigzce N-wolnych
zbiorow uporzadkowanych

W Rozdziatach 6 i 7 zajmujemy sie problemem liczby stron, ograniczonym
do rodziny N-wolnych zbioréw uporzadkowanych. Najpierw badamy liczbe
stron dla dowolnych N-wolnych zbioréw uporzadkowanych (Rozdziat 6), a
nastepnie ograniczamy uwage do N-wolnych planarnych zbiorow uporzadko-
wanych (Rozdzial 7).

W tym Rozdziale przedstawiamy ogolne wlasnosci takich zbiorow (Pod-
rozdziat 6.1), wykorzystywane przy rozwigzywaniu problemu liczby stron.
Nastepnie podajemy doktadny wzor na liczbe stron prostych N-wolnych zbio-
row uporzadkowanych o strukturze drzewiastej (Podrozdziat 6.2) i uogolnia-
my ten rezultat w postaci oszacowania (Podrozdziat 6.3) i algorytmu (Pod-
rozdziat 6.4) umieszczania w ksiazce dowolnych zbioréw uporzadkowanych
na mozliwie najmniejszej liczbie stron.

Rodzine N-wolnych zbioréw uporzadkowanych mozna uwazaé za rozsze-
rzenie rodziny zbioréw szeregowo-réwnolegtych, dla ktorych problem liczby
stron byl intensywnie badany. W szczegolnosci, w pracy [3| podano wielo-
mianowy algorytm, stuzacy do umieszczania na dwoch stronach szeregowo-
réwnoleglych planarnych zbioréw uporzadkowanych, patrz rowniez [14], gdzie
podano bardziej efektywny algorytm dla tego problemu.

Przyjete w Rozdziatach 6 i 7 podejscie nie bylo dotychczas stosowane do
problemu liczby stron zbioréw uporzadkowanych. Prowadzone rozwazania
bazuja na grafowej interpretacji N-wolnych zbioréw uporzadkowanych jako
zbioréow, dla ktorych digraf pokrycia jest digrafem tukowym innego digrafu
(patrz Podrozdziat 6.1). Taka interpretacja digraféw pokrycia jako digrafow
tukowych przyniosta wiele ciekawych i nietrywialnych resultatéw w odnie-
sieniu do problemu liczby skokow, m.in. wzor na liczbe skokéw dla zbiorow
N-wolnych [61] i efektywny algorytm rozwiazywania problemu skokow dla
dowolnych zbiorow uporzadkowanych [62| oraz algorytm przyblizony z osza-
cowaniem jakosci rozwigzania dla uporzadkowanych zbiorow przedziatowych
[64].

6.1. Posety N-wolne i ich charakteryzacja

6.1.1. Posety N-wolne

Przypomnijmy, ze uporzadkowany zbiér N sktada sie z czterech elemen-
tow, np. {a,b,c,d}, miedzy ktorymi zachodza jedynie nastepujace relacje

02



pokrycia: a <. ¢, b <. ¢ i b <. d. Diagram Hassego H(N) zbioru N jest
przedstawiony na Rysunku 6.1.

Zbior uporzadkowany (P, <) jest N-wolnym, jesli jego digraf pokrycia
d-cov(P) jest N-wolny, czyli jesli digraf d-cov(P) nie zawiera indukowanego
poddigrafu izomorficznego z digrafem pokrycia d-cov(N) zbioru N.

Uporzadkowane zbiory N-wolne stanowia istotna nadklase uporzadko-
wanych zbioréw szeregowo-réwnolegtych. Zbior uporzadkowany (P, <) jest
szeregowo-rownolegty, jesli nie zawiera podzbioru izomorficznego ze zbiorem
N lub inaczej, jesli digraf, bedacy przechodnim domknieciem digrafu pokry-
cia d-cov(P) zbioru (P, <) jest N-wolny. Na Rysunku 6.2 jest przedstawiony
zbior uporzadkowany, ktory jest N-wolny, ale nie jest szeregowo-réwnolegty,
gdyz zawiera zbior N = ({a, b, ¢,d}, <) jako podzbior.

Rysunek 6.1. Diagram Hassego zbioru uporzadkowanego N

Rysunek 6.2. Diagram Hassego N-wolnego zbioru uporzadkowanego, ktéry nie jest
szeregowo-rownolegty

Uporzadkowane zbiory N-wolne po raz pierwszy zdefiniowal Grillet [24],
jako zbiory uporzadkowane majace wlasno$é¢ C.A.C. to znaczy takie, w kto-
rych kazdy maksymalny taricuch przecina kazdy maksymalny antytanicuch.
Nastepnie zbiory te byly rozwazane w pracy [43|, patrz rowniez [53].

Zbioér uporzadkowany N odgrywa wazng role w wielu problemach algo-
rytmicznych [55], patrz rowniez [61]. Zbiory N-wolne znajduja rowniez wiele
zastosowan w teorii i praktyce szeregowania zadan, patrz np. [60]

N-wolny digraf pokrycia moze by¢ zdefiniowany jako digraf tukowy innego
digrafu. Digraf tukowy jest na ogédt definiowany dla dowolnego multidigrafu,
czyli dla grafu skierowanego, ktory moze zawieraé¢ tzw. tuki wielokrotne (row-
nolegte). Digraf tukowy L(E) dla multidigrafu E zostal wprowadzony przez
Harary’go i Normana w pracy [27] i jest definiowany w nastepujacy sposob.
Kazdemu tukowi a w E przyporzadkowujemy wierzchotek {(a) w L(E) a zbiér
tukow w L(E) tworza pary wierzchotkow (I(ay),(az)) dla kazdej pary tukow
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aj 1 ay w E, ktore maja posta¢ a; = (u,v) i ay = (v, w), czyli tuki te tworza
w E droge (aj,a3) = (u,v,w) dlugosci 2. Zauwazmy, ze tak zdefiniowany
digraf tukowy nie zawiera wielokrotnych tukéw. Digraf D jest digrafem tu-
kowym, jesli istnieje multidigraf E, taki ze D = L(E) — w tym przypadku
multidigraf F nazywamy digrafem Zrodtowym digrafu D. Na Rysunku 6.3 jest
przedstawiony multidigraf i jego digraf hukowy.

Rysunek 6.3. Multidigraf F (a) i jego digraf tukowy L(E) (b)

6.1.2. Charakteryzacja posetéw N-wolnych

Zmanych jest wiele charakteryzacji zbioréw N-wolnych. Najwazniejsze z
nich, do ktérych odwolujemy sie w tej pracy, sa zebrane w nastepujacym
Twierdzeniu. Warunki 3 — 5 odnosza sie do zbioréw N-wolnych poprzez od-
powiadajace im digrafy pokrycia.

Twierdzenie 20. Niech D = (P, A) oznacza digraf pokrycia uporzqdkowa-
nego zbioru P. Nastepujgce sformutowania sq rownowazne dla zbioru P:

1. P jest N-wolny.

2. P ma wtasnos¢ C. A. C.

3. D jest digrafem tukowym.

4. Istniejg dwa rozktady {P;}; 1 {Q;}r zbioru P na podzbiory (rozktady
te mogq byé niewtasciwe w tym sensie, zZe niektore zbiory P; i (QQ; mogq
byc puste), takie ze zbior tukow A digrafu D mozna przedstawi¢ w postaci
sumy

A= U Py x Q)
iel
gdzie X oznacza iloczyn kartezjanski zbiorow.
5. Dla kazdych dwdch elementow p,q € P,

N*(p) N N*(q) #0 = N"(p) = N*(q),

gdzie NT(p) oznacza zbior wszystkich elementow zbioru P, ktdore pokry-
wajg p w P. Rownowaznie mamy:

(p,7) € AN(q,r) € AN (p,s) € A= (q,5) € A.
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Dowaod. Dowody rownowaznos$ci powyzszych warunkéw znajduja sie w roz-
nych pracach i w réznych kontekstach. Dowod rownowaznodci 11 2 jest chyba
najstarszy, zostal podany przez Grilleta w [24]. Jak wspomnielismy, digraf
tukowy zostal wprowadzony w pracy [27|, w ktorej scharakteryzowano go
rownowaznoscia 3 i 4, patrz rowniez [59]. Rownowaznosé 3 i 5 wykazat Heu-
chenne w pracy [34], patrz rowniez [65] i [60].

O

Charakteryzacje i wtasnosci digrafow tukowych zostaty zebrane w pracy
[33].

Na podstawie rownowaznoéci 1 z 3, rozwazania dotyczace N-wolnych zbio-
row uporzadkowanych moga by¢ réwnowaznie prowadzone na ich N-wolnych
digrafach pokrycia, co tez czynimy w wielu dalszych miejscach pracy.

Rozktady, o ktérych jest mowa w punkcie 4, nie sa jednoznaczne dla
ustalonego digrafu D. Jesli D zawiera wiecej niz jeden wierzchotek, do ktérego
nie wchodzi zaden tuk, to dla kazdego takiego wierzchotka v mozna utworzy¢
jedna pare (P, Q;), gdzie P, = () i Q; = {v}. Jesli nalozymy warunek, ze co
najwyzej jeden ze zbiorow w {P;} oraz co najwyzej jeden ze zbiorow {Q;}
jest pusty, to ten rozkltad staje si¢ jednoznaczny.

W pracy [59] przedstawiono liniowy algorytm, stuzacy do sprawdzania,
czy dany digraf jest digrafem tukowym, bazujacy na charakteryzacji 4. Jesli
odpowied? jest pozytywna, to wynikiem tego algorytmu jest roéwniez digraf
zrodtowy badanego digrafu. Stad wynika, ze zbiory N-wolne moga by¢ roz-
poznawane w czasie liniowym wzgledem liczby elementow i liczby poréwny-
walnosci badanego zbioru.

Przyjrzyjmy sie blizej strukturze uporzadkowanych zbioréw N-wolnych,
opisanej warunkiem 4 w Twierdzeniu 20 (dalej ten warunek oznaczamy cza-
sem przez Twierdzenie 20.4). Zal6zmy, ze N-wolny zbior P jest reprezento-
wany przez digraf pokrycia D = (P, A). Istnieja zatem dwa podzialy {P;}; i
{Q;}1 zbioru P, takie ze A = U;c; P; X Q;. Jesli oba zbiory P; i Q); sa niepuste,
to P; x @; jest zbiorem tukéw w pelnym dwudzielnym poddigrafie digrafu
D. Zatem zbior tukéw A digrafu D moze by¢ rozlozony na zbiory tukéw w
pelnych dwudzielnych poddigrafach B; = (P,UQ;, P; x Q;) (i € I) digrafu D
— zbiér P; nazywamy dolnym zbiorem w B; a Q; nazywamy gornym zbiorem
poddigrafu B;. Dla dwoch takich réznych poddigrafow B; i B; (i # j), na
podstawie warunku z Twierdzenia 20.4, ich zbiory dolne sa roztaczne, jak
rowniez ich zbiory goérne sa roztaczne. Jednakze dolne i gérne zbiory réznych
poddigrafow B; i B; (i # j) moga zawierac¢ wspolne elementy. Niektore relacje
miedzy poddigrafami {B;}, zilustrowano na Rysunku 6.4.

Wtasnosci poddigrafow B; w N-wolnym digrafie D wykorzystamy w do-
wodzie nastepujacego Twierdzenia, ktére zachodzi dla dowolnych digraféow.
Przypomnijmy niektére okreslenia odnoszgce sie do digrafow. Petlg w digra-
fie nazywamy tuk postaci (v,v), gdzie v jest wierzchotkiem digrafu. Petla
jest cyklem dhugosci 1. Digraf jest acykliczny, jesli nie zawiera skierowanych
cykli, w tym takze petli. Luk (u,v) w digrafie D nazywamy przechodnim,
jesli digraf D zawiera droge z u do v o dtugosci co najmniej 2. Luki digrafu
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Rysunek 6.4. ITlustracja warunku 4 w Twierdzeniu 20

(faktycznie multidigrafu), nazywamy wielokrotnymi lub réwnolegltymi, jesli
maja identyczne wierzcholki poczatkowe i identyczne wierzchotki koricowe.

Twierdzenie 21. Niech D = (P, A) bedzie digrafem tukowym a E niech
oznacza jego digraf Zrodtowy, czyli D = L(E). Digrafy D i E majg nastepu-
Jjace wtasnosci:

1. Digraf D nie zawiera petli wtedy @ tylko wtedy, gdy jego digraf Zrodtowy
E nie zawiera petl.

2. Digraf D jest acykliczny wtedy 1 tylko wtedy, gdy E jest acykliczny.

3. Jesli digraf E jest acykliczny, to digraf D nie zawiera tukow przechod-
nich. Jesli digraf D zawiera tuk przechodni, to digraf E zawiera cykl (w
szczegolnosci petle) C' i wierzchotek v w tym cyklu oraz dwa tuki e i f,
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ktore nie nalezq do cyklu C, z ktorych jeden wchodzi do wierzchotka v, a
drugt wychodzi z wierzchotka v.

4. Niech {P;}; i {Q;}; beda dwoma rozktadami zbioru P spetniajocymi
warunek z Twierdzenia 20.4. Wtedy, jesli E nie zawiera wielokrotnych
(réwnolegtych) tukow, to

Jesli istniejg i,j € I, i # j takie, Ze | Q; N P; |> 1 oraz | P, |[> 11
| Q; |> 1, to digraf E zawiera wielokrotne tuksi.

Dowdd. 1. Jesli digraf E zawiera petle a = (v,v), to z konstrukeji digrafu
tukowego wynika, ze wierzchotek w digrafie D odpowiadajacy tukowi a jest
potaczony sam ze soba, bo koniec tuku a jest rowniez poczatkiem tuku a.
Podobnie wnioskujemy w druga strone — jesli digraf D ma petle w wierzchotku
w, to stad wynika, ze tuk w digrafie F, ktoremu odpowiada wierzchotek w
w digrafie D, zaczyna si¢ i koriczy w tym samym wierzchotku, a zatem jest
petla.

2. Ta wtasno$¢ wynika z wzajemnej odpowiednio$ci miedzy drogami w
digrafie D, traktowanymi jako ciagi wierzchotkéow, a drogami w digrafie F
traktowanymi jako ciagi tukéow. Uwaga: drodze w E ztozonej z jednego tuku
odpowiada trywialna droga w D zlozona z jednego wierzchotka.

3. Przypusémy, ze digraf D zawiera tuk przechodni (u,v), a zatem w D
istnieje réwniez droga (v = ug,uy,...,u; = v), gdzie [ > 1. Stad wynika, ze
tuki w E odpowiadajace wierzchotkom u = ug i w1 w D tworza wraz z tu-
kiem odpowiadajacym wierzchotkowi u; drogi dtugosci 2, a zatem ciag tukow
w E odpowiadajacy ciaggowi wierzchotkow (uq,...,u;—1) w D tworzy cykl w
E (dla [ = 2 ten cykl jest petla). A zatem, jesli digraf £ nie zawiera cyklu,
to digraf D nie zawiera przechodniego tuku. W drugiej czesci tego warunku
opisano lokalna strukture w digrafie F, ktora powoduje, ze digraf D zawie-
ra przechodni tuk. Jest nim tuk miedzy wierzchotkami, ktére odpowiadaja
tukom e i f w digrafie E, a droge miedzy tymi wierzchotkami dtugosci co
najmniej dwa tworza wierzchotki w D odpowiadajace tukom cyklu C' w E.

4. Jesli | Q;NPj|<1dlai# jw D, tow E z wierzcholka ¢ wychodzi
co najwyzej jeden tuk do wierzchotka j, a zatem E nie zawiera rownolegtych
tukow. Jesli natomiast u,w €| Q; NP |iu#voraz | P |>11]Q;|> 1, to
w digrafie D istnieja drogi (z,u) i (z,v) dla € P; oraz drogi (u,y) i (v,y)
dla y € Qj, a zatem luki w digrafie & odpowiadajgce wierzchotkom v i v w
D sa rownolegte w E. Warunki | P, |[> 11| @; |[> 1 sa niezbedne, gdyz w
przeciwnym razie tuki u i w mogtyby wchodzi¢ do tego samego wierzchotka
nie majac wspolnego wierzchotka poczatkowego, lub wychodzi¢ z tego samego
wierzchotka nie majac wspolnego wierzchotka koncowego.

O

W dalszych rozwazaniach bedziemy wykorzystywaé nastepujaca wlasnosé
N-wolnym zbioréw uporzadkowanych.

Whniosek 4. Jesli P jest N-wolnym zbiorem uporzgdkowanym, to digraf Zro-
dtowy jego digrafu pokrycia jest acykliczny.
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A zatem, acyklicznosé digrafu zrodtowego digrafu pokrycia zbioru P za-
pewnia brak cykli, w szczegélnosci petli, i tukéw przechodnich w samym
digrafie pokrycia zbioru P.

W niektorych dalszych rozwazaniach zaktadamy, ze digraf zrodtowy E
digrafu pokrycia D N-wolnego zbioru uporzadkowanego P nie zawiera réw-
nolegtych (wielokrotnych) tukéw, czyli spelniona jest nier6wnosé:

gdzie {P;}; i {Q;}r sa dwoma rozkladami zbioru P spelniajacymi warunek z
Twierdzenia 20.4. Taki N-wolny zbior uporzadkowany P bedziemy nazywaé
prostym N -wolnym zbiorem uporzqdkowanym.

6.2. Liczba stron prostych poseté6w N-wolnych, gdy
digraf Zzrodlowy posetu jest drzewem

W Rozdziale 3.3 przytoczyliémy wyniki dotyczace liczby stron pelnych
dwudzielnych zbioréw uporzadkowanych. Przypomnijmy, ze zgodnie z Twier-
dzeniem 12, jesli Py, jest pelnym dwudzielnym zbiorem uporzadkowanym
z k elementami minimalnymi i [ elementami maksymalnymi, to pn(Py,;) =
man{k,l}. Wynika to z istnienia naprzemiennego skojarzenia o mocy min{k,l}
w dowolnym rozszerzeniu liniowym zbioru Py, patrz Lemat 2. Dla uprosz-
czenia mozemy przyjaé¢, ze w tym przypadku optymalne wlozenie zbioru
Py, do ksiazki jest wyznaczone przez pokrycie wierzchotkowe digrafu po-
krycia cov(Py;), czyli polega na umieszczeniu na kolejnych stronach tukow
{p, N*(p)} dla kolejnych elementéw minimalnych p € Py, jesli min{k,l} =k
lub tukéw {N~(q),q} dla kolejnych elementéw maksymalnych g € Py, jesli
min{k,l} = [. Takie umieszczenie zbioru Py ; w ksiazce nazywamy kanonicz-
nym. Ma ono nastepujaca wlasnosé, ktora wynika z symetrycznosci struktury
zbioru P .

Lemat 8. Dla zbioru Py; © dowolnych jego elementow minimalnego p © mak-
symalnego q istnieje kanoniczne umieszczenie Py w ksigzce, w ktérym p po-
przedza na grzbiecie wszystkie pozostate elementy minimalne w Py, a q na-
stepuje na grzbiecie ksiqgzki po wszystkich innych elementach maksymalnych
w Pk,l~

Twierdzenie 12, dotyczace optymalnego umieszczania w ksiazce pelnych
dwudzielnych zbioréw uporzadkowanych uogélnimy teraz na proste N-wolne
zbiory uporzadkowane, ktore sa kombinacja pelnych dwudzielnych zbioréow
uporzadkowanych o drzewiastej strukturze. Skorzystamy przy tym ze sposo-
bu umieszczania drzew na jednej stronie (Rozdzial 4). Na Rysunku 6.5 jest
przedstawiony przyklad takiego zbioru uporzadkowanego oraz jego digraf
zrodtowy.

Okreslimy najpierw $cisle, co to znaczy, ze kombinacja pelnych dwudziel-
nych zbioréw uporzadkowanych, czyli N-wolny zbiér uporzadkowany, ma
drzewiasta strukture. Generalnie, w wielu kontekstach, struktura drzewia-
sta grafow umozliwia formutowanie faktow i wykonywanie obliczert w sposob
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Rysunek 6.5. Prosta N-wolna drzewiasta kombinacja pelnych dwudzielnych zbio-
row uporzadkowanych (a) i jej digraf zrodtowy (b)

rekurencyjny (jak na drzewach — patrz Rozdziat 4). W przypadku N-wolnych
zbiorow uporzadkowanych bedzie ponadto mozliwe, aby dla danego poddi-
grafu B; kolejnos¢ jego wierzchotkow P;UQ); na grzbiecie ksigzki oraz przypo-
rzadkowanie tukéw do stron nie bylto zmieniane przez umieszczenie w ksiazce
innego poddigrafu B;, i # j.

Niech P bedzie prostym N-wolnym zbiorem uporzadkowanym, a {P;};
i {Q;}r beda dwoma rozktadami zbioru P. Niech T' = (V, E) oznacza di-
graf zrodtowy digrafu pokrycia d-cov(P). Bez utraty ogolnosci zalozmy, ze
digraf T jest spojny. Zbior uporzadkowany P ma strukture drzewiastq, jesli
dla kazdego elementu p € P, ktory nie jest ani elementem minimalnym ani
elementem maksymalnym, digraf d-cov(P) — {v,}, powstaly przez usuniecie
wierzchotka v, z digrafu d-cov(P), nie jest spojny, gdzie v, jest wierzcholkiem
odpowiadajacym elementowi p.

Rownowaznie, P ma strukture drzewiasta, jesli dla kazdego tuku e € E|
digraf T' — {e}, powstaly przez usuniecie tuku e z digrafu 7' (usuwamy tyl-
ko tuk, a jego koncowe wierzcholtki pozostaja), nie jest spojny. Jesli zbior
uporzadkowany P ma strukture drzewiasta, to o jego digrafie zrédtowym
bedziemy moéwic, ze jest drzewem. Zauwazmy, ze zalozenie, iz N-wolny zbior
uporzadkowany jest prosty, jest tutaj istotne, gdyz inaczej usuniecie jakiego-
kolwiek tuku réwnoleglego nie powodowatoby rozspojenia digrafu T'. Przyj-
mujemy tutaj, ze dwa tuki réwnolegte tworza cykl.

Na Rysunku 6.6 sa przedstawione dwa digrafy Zzrodtowe E i F', ktore nie
maja struktury drzewiastej. Pierwszy z tych przyktadow jest do$é¢ oczywisty,
natomiast drugi z nich ilustruje fakt, ze w definicji struktury drzewiastej nie
mozna zastapi¢ usuwania tuku z digrafu Zréodtowego przez usuwanie wierz-
chotka stopnia wiekszego niz 1 — usuniecie jakiegokolwiek wierzchotka stopnia
wiekszego niz 1 z digrafu F' rozspaja ten digraf, natomiast usuniecie jakiego-
kolwiek tuku z poddigrafu pelnego Koo tego digrafu nie rozspaja go.

Z definicji zbioru P o strukturze drzewiastej wynika nastepujacy oczywi-
sty fakt, ktory dalej bedzie wykorzystany w algorytmie.

Lemat 9. Jesl prosty N-wolny zbior uporzqdkowany P ma strukture drze-
wiastq, to kazdy jego podzbior, odpowiadajgcy sktadowej spojnosci digrafu
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Rysunek 6.6. Digrafy Zzroédtowe, ktore nie maja struktury drzewiastej

d-cov(P —{p}) dla dowolnego elementu p € P, jest prostym N -wolnym zbio-
rem uporzgdkowanym o strukturze drzewiastey.

Z definicji zbioru P o strukturze drzewiastej wynika rowniez, ze dla kaz-
dego elementu p € P, ktory nie jest ani minimalnym ani maksymalnym ele-
mentem P, digraf d-cov(P)—{p} sktada sie z co najmniej dwoch sktadowych
(zakladamy, ze digraf d-cov(P) jest spojny).

Teraz mozemy sformutowaé¢ odpowiednie Twierdzenie i podaé¢ jego kon-
struktywny dowod, bedacy jednoczesnie algorytmem umieszczania prostych
N-wolnych zbioréw uporzadkowanych o strukturze drzewiastej na najmniej-
szej liczbie stron w ksigzce.

Twierdzenie 22. Niech P bedzie prostym N-wolnym zbiorem uporzgdkowa-
nym i niech {P;}; i {Q;}r bedg dwoma rozktadami zbioru P. Jesli digraf
Zrodtowy digrafu pokrycia zbioru P jest drzewem, to mamy:

pn(P) = mazieymind| F; [,] Qi [}.

Dowdd. Dla uporzadkowanego zbioru P, ktory spelnia zatozenia Twierdze-
nia, przedstawimy sposob jego umieszczenia w ksiazce na podanej liczbie
stron. W tym celu wykazemy, ze drzewiasta struktura i charakter potaczen
miedzy pelnymi dwudzielnymi poddigrafami B; w digrafie pokrycia d-cov(P)
N-wolnego zbioru uporzadkowanego P umozliwia takie umieszczenie zbioru
P w ksigzce, w ktorym te poddigrafy dwudzielne sa wktadane do ksigzki w
pewnym sensie niezaleznie, tzn. liczba stron uzytych do umieszczenia jednego
takiego pelnego dwudzielnego poddigrafu w ksigzce nie ma wptywu na licz-
be stron potrzebnych do umieszczenia innego takiego poddigrafu. Korzysta-
my przy tym z nastepujacych wlasnosci poddigrafow B; w digrafie pokrycia
d-cov(P) N-wolnego zbioru uporzadkowanego P o strukturze drzewiastej:

1. Poniewaz {P;}; i {Q;} sa rozktadami zbioru P, wiec dwa rézne poddi-
grafy B; oraz B; nie maja wspolnych elementéw ani w zbiorach dolnych,
ani w zbiorach gornych, czyli P, P; = () oraz Q; N Q; = 0 dla i # j.
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2. Poniewaz P jest prostym N-wolnym zbiorem uporzadkowanym, wiec
| QiN P; |< 1dlai # j, ale moze istnie¢ wiele poddigrafow B;, ktore
maja niepusty przekrdj z poddigrafem B;. Na podstawie 1, zadne dwa
poddigrafy Bj, i Bj,, ktore maja niepusty przekroj z B;, nie majg wspol-
nego elementu.

3. Larncuchem nazywamy ciag poddigrafow By = By, By,..., By dlak > 1
taki, ze Q; NPy A0 dlai=1,2,...,k— 1.

a) Dla kazdego taricucha By, k > 2, zachodzi Qp N P, = 0, gdyz digraf
pokrycia d-couv(P) jest acykliczny.

b) Dla kazdych dwoch tancuchéw By i By, k > 2 lub [ > 2, w ktorych
B, = B, zachodzi B, # B,, gdyz ma strukture drzewiasta.

Wilasnosci 11 2 opisuja charakter powiazan (w pewnym sensie sasiedztwo)
miedzy dwoma pelnymi poddigrafami dwudzielnymi, a wtasnos¢ 3 dotyczy
postaci ciagéw takich poddigraféw i mozliwych powigzan miedzy takimi cia-
gami.

Dwudzielne poddigrafy B; digrafu d-cov(P) bedziemy wkladali w sposob
kanoniczny (jak opisano na poczatku tego Punktu), przy tym kolejnosé ele-
mentéw ze zbioru P; oraz elementéw ze zbioru (); na grzbiecie ksiazki bedzie
definiowana w zaleznosci od struktury drzewa, bedacego digrafem zroédtowym
digrafu d-couv(P).

Algorytm umieszczania w ksiazce prostego N-wolnego zbioru uporzadko-
wanego P o strukturze drzewiastej bazuje na rekurencyjnym umieszczaniu
jego digrafu Zrodlowego, bedacego drzewem, przy tym jednoczesnie jest wy-
znaczane optymalne rozszerzenie liniowe L zbioru P. Prosty N-wolny zbior
uporzadkowany P o strukturze drzewiastej jest dany jako digraf Zzrodlowy T’
digrafu d-cov(P), reprezentowany przez zbiory bezposrednich poprzednikow i
zbiory bezposrednich nastepnikoéw poszczegdlnych wierzchotkéw, czyli przez
zbiory elementow pokrywanych {N~(¢) : t € V(T)} i zbiory elementéow po-
krywajacych {N*(t) : t € V(T)}. Kazdy wierzchotek w T' z incydentnymi
z nim tukami odpowiada pelnemu poddigrafowi dwudzielnemu w d-cov(P),
a doktadniej, dla ustalonego ¢ € V(T'), zbiory N~ (t) i NT(t) tworza dolny
i gorny zbiéor pelnego poddigrafu dwudzielnego, generowanego w P przez
wierzchotek t drzewa T

Wktadanie zbioru P rozpoczynamy od dowolnego wierzchotka w w drze-
wie T' i rekurencyjnie przeszukujemy drzewo T' zaczynajac w wierzchotku
w. Podczas tego przeszukiwania sa numerowane tuki drzewa T, a wiec od-
powiadajace im elementy zbioru P. Poruszamy sie metoda zglebiania (pro-
cedura dfs w programie ponizej). Niech B, = (P, U Q¢, P, X Q) oznacza
pelny dwudzielny poddigraf digrafu d-cov(P), odpowiadajacy przegladanemu
wierzchotkowi ¢ w drzewie T'. Kolejno$¢ przegladania wierzchotkéw sasiednich
z t w drzewie T' jest nastepujaca:

1. Najpierw sa przegladane wierzchotki s w zbiorze { N~ (¢)} i tuk (s, t) jest
numerowany po przejrzeniu catego poddrzewa drzewa T’ zaczepionego w
s, a zatem, elementy zbioru P zwigzane z tym poddrzewem sa umiesz-
czane w budowanym rozszerzeniu liniowym przed (s,t); to oznacza, ze
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element (s,t) jest najdalej polozonym w L elementem maksymalnym w
poddigrafie By;

2. Nastepnie sa przegladane wierzchotki s w zbiorze {N*(¢)} i tuk (¢,s)
jest numerowany zanim zostanie przejrzane poddrzewo drzewa T zacze-
pionego w s, a zatem, elementy zbioru P zwigzane z tym poddrzewem sg
umieszczane w budowanym rozszerzeniu liniowym po (t, s); to oznacza, ze
element (t,s) jest najwczesniej polozonym w L elementem minimalnym
w poddigrafie By;

Poprawnos¢ prezentowanego algorytmu wynika z zalozenia, ze powigzania
poddigrafow petnych w digrafie pokrycia d-cov( P) maja drzewiasta strukture,
moga wiec by¢ wktadane do ksiazki niezaleznie jeden od drugiego. Ponadto,
na podstawie Lematu 8, kazdy taki poddigraf pelny moze byé¢ kanonicznie
umieszczony na najmniejszej liczbie stron z wyréznionymi elementami mini-
malnym i maksymalnym, lezacymi odpowiednie ponizej i powyzej wszystkich
pozostatych elementéw tego poddigrafu — tym elementom odpowiadaja tuki
(s,t) i (t, s) opisane odpowiednio w punktach 1 i 2 powyzej. ]

Algorytm naszkicowany w dowodzie ma bardzo prosta posta¢ w pseudo-
jezyku programowania, gtéwnie dzigki zastosowaniu rekurencji.

procedure Numeracja Prosty_ N-Wolny Drzewiasty(var a);

Dane: N~ (t) i N*(t) dla t € V(T)

Wynik: Uporzadkowanie tukdéw drzewa 7', a wiec elementdw
zbioru P, dla ktérego T jest digrafem Zrodtowym jego
digrafu pokrycia. Dane i wyniki sj umieszczone w tablicy
all..n,1..n], gdzie n jest liczba wierzchotkdéw w drzewie 7'.
Jako dane, ali,jl=-1, jesli (i,j) jest tukiem w 7', a jako
wynik a[i,j] jest numerem }uku (i,j) w uporzadkowaniu
liniowym elementdédw zbioru P, dla ktdérego zbidér P ma
umieszczenie na najmniejszej liczbie stron.

var nrk,w:integer;

procedure dfs(vp,t:integer);

var s:integer;
begin
for s:=1 to n do
if a[s,t] < O then begin
dfs(t,s);
nrk:=nrk+1;
als,t]:=nrk
end;
for s:=1 to n do
if (alt,s] < 0) and (s<>vp) then begin
nrk:=nrk+1;
alt,s]:=nrk;
dfs(t,s)
end;
end;
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begin

nrk:=0;

read(w) ;

dfs(-1,w)

{Przeglad drzewa 7' od dowolnego wierzchotka w }
end;

Na Rysunku 6.7 jest zamieszczony przyktad prostego N-wolnego zbio-
ru uporzadkowanego, jego digraf zrédtowy oraz umieszczenie wygenerowane
przez program bedacy realizacja przedstawionego powyzej algorytmu.

Zatozenie, ze Twierdzenie 22 dotyczy prostych N-wolnych zbioréw upo-
rzadkowanych, jest istotne. Jesli dopuécimy, ze w N-wolnym zbiorze upo-
rzadkowanym P o strukturze drzewiastej mamy | Q; N P; |> 1 dla pewnych i
oraz j, 1 # j, to wzor na liczbe stron pn(P) podany w tym Twierdzeniu moze
nie by¢ prawdziwy. Na przyktad, jesli relacje pokrycia w zbiorze P mozna
przedstawi¢ jako sume dwoch dwudzielnych pelnych digrafow By = Ky i
By = Ky oraz | Q1N Py |= k, dla k > 2, to na podstawie Twierdzenia
22 mamy pn(P) = 1, a faktycznie pn(P) = 2 na podstawie Twierdzenia 13.
Zauwazmy ze zbior P jest planarny.

Szczegblnym przypadkiem N-wolnego zbioru uporzadkowanego jest k-dziel-
ny pelny zbiér uporzadkowany (P, <) Zalézmy, ze w kolejnych klasach dziel-
nosci tego zbioru znajduje sie Iy, ls, ..., [x+1 elementow. Zbiér tukow jego di-
grafu pokrycia rozklada sie na dwudzielne petne zbiory uporzadkowane B; =
(P“Qi), gdzie | B |: li; | Qz |: li+1 dla 7 = 1,2, ,k? oraz | Qz N Pi+1 |: li-l—l
dlai=1,2,...,k—1. Struktura przecie¢ zbioréw B; tworzy wiec ciag (droge),
a wiec przypomina drzewo, jednak jego digraf Zrodlowy zawiera wielokrot-
ne tuki. Dla £ > 3 znane sa jedynie oszacowania z gory liczby stron dla
k-dzielnych pelnych zbioréw uporzadkowanych, patrz [1].

Te kontrprzyktady dla Twierdzenia 22 w rodzinie wszystkich N-wolnych
zbioréw uporzadkowanych stanowig uzasadnienie ograniczenia niektorych na-
szych rozwazan tylko do prostych N-wolnych zbioréw uporzadkowanych.

Zauwazmy, ze dowolny N-wolny zbiér uporzadkowany mozna przetrans-
formowacé do prostego zbioru N-wolnego zastepujac kazdy element z € @); N
P;, jesli | Q; N Pj |> 1, przez dwa elementy 2z’ i 2” pozostajace w relacji
pokrycia 2’ < x” 1 zastepujac element x w @); przez 2’ oraz element x w P,
przez x”. Ta transformacja wprowadza cykle w digrafie zrodtowym w miejsce
tukéw rownoleglych 1 rownosci w Twierdzeniu 22 nie daje sie zachowaé. W
nastepnym Podrozdziale podajemy oszacowanie liczby stron dla dowolnych
N-wolnych zbioréw uporzadkowanych.

6.3. Oszacowanie liczby stron dla dowolnych posetow
N-wolnych

W tym Podrozdziale podajemy oszacowanie liczby stron dla dowolnych
N-wolnych zbioréw uporzadkowanych. Oszacowanie w tym przypadku wyni-
ka z faktu, ze kazdy N-wolny zbiér uporzadkowany zawiera prosty N-wolny
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Rysunek 6.7. Prosty N-wolny drzewiasty zbior uporzadkowany (b), jego digraf
zrodlowy (a) i umieszczenie tego zbioru na minimalnej liczbie stron réownej 3 (c)

podzbiér uporzadkowany, ktory ma strukture drzewiasta, mozemy zatem sko-
rzysta¢ z wynikow Podrozdziatu 6.2.

Jesli N-wolny zbiér uporzadkowany P nie ma drzewiastej struktury, to
zgodnie z definicja takiej struktury, digraf zrodtowy T = (V, E) digrafu po-
krycia d-cou(P) zawiera tuk e € F taki, ze digraf T' — e, powstaly przez
usuniecie tuku e z digrafu T, pozostaje spojny. (Caly czas zakltadamy, ze
digraf T jest spojny.) Jesli za§ N-wolny zbior uporzadkowany ma strukture
drzewiasta, ale nie jest prosty, to w drzewie T" wystepuja tuki rownolegle (wie-
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lokrotne), czyli taczace te same wierzchotki — dwa tuki rownolegte traktujemy
jako cykl. Stad wynika, ze aby N-wolny zbior uporzadkowany P zredukowaé
do prostego N-wolnego zbioru uporzadkowanego P’ o strukturze drzewiastej,
nalezy usuna¢ z jego digrafu zrodtowego T' tuki, ktoére rozspajaja wszystkie
cykle w T'. Liczba takich tukéw jest znana jako liczba cyklomatyczna i wy-
nosi m(T) —n(T) + 1, gdzie m(T) jest liczba tukow w T a n(T) jest liczba
wierzchotkéw w T'. Stad otrzymujemy nastepujace Twierdzenie i oszacowanie
liczby stron dla dowolnego N-wolnego zbioru uporzadkowanego.

Twierdzenie 23. Niech P bedzie N-wolnym zbiorem wuporzgdkowanym i
niech {P;}r 1 {Qi}r bedg dwoma rozktadami zbioru P. Niech T = (V,E)
oznacza digraf Zrodtowy digrafu pokrycia d-cov(P) zbioru P. Wtedy spetniona
jest nierownosc:

pn(P) < maziermin{| P |,| Qi |} +m(T) —n(T) + 1
lub réwnowaznie:

pn(P) < maxiermin{| B || Qi |} + |P| — [ + L.

Dowdd. Przedstawimy sposéb umieszczenia zbioru uporzadkowanego P, spet-
niajacego zalozenia Twierdzenia, w ksiazce o liczbie stron nie wigkszej niz
wartos¢ wyrazenia po prawej stronie nierownosci. Jesli T' nie jest drzewem,
to usuwamy z niego m(7") —n(7T')+1 tukéw — oznaczmy ten zbior tukow przez
F —tak, aby digraf 7" = (V, E — F') byt drzewem. Usuniecie tukéw ze zbioru
F odpowiada usunieciu wierzchotkéw odpowiadajacych tym tukom z digrafu
pokrycie d-cov(P) zbioru P — oznaczmy ten zbior wierzchotkow przez W, a
otrzymany digraf — przez D. Teraz umieszczamy w ksiazce digraf D, czyli
digraf pokrycia d-cov(P) z usunietymi wierzchotkami ze zbioru W. Poniewaz
digraf zrodtowy 1" digrafu D jest drzewem, wiec na podstawie Twierdzenia
22 do jego umieszczenia w ksiazce potrzeba max;eymin{| P; |,| Q; |} stron, a
faktycznie co najwyzej tyle stron, gdyz niektoére zbiory P; i (); mogty zostaé
zredukowane, jesli ich elementy znalazty sie w zbiorze W. Dla umieszczenia
w ksiazce tukéw usunietych wraz z wierzchotkami ze zbioru W potrzeba nie
wiecej niz |W| stron — na kazdej z tych stron umieszczamy wszystkie tuki
incydentne z danym wierzchotkiem ze zbioru W. To konczy dowdd pierwszej
nieréwnoéci w Twierdzeniu. By uzasadni¢ druga nieréwnos$¢ wystarczy za-
uwazy¢, ze tukom w digrafie T" odpowiadaja elementy zbioru P, a wierzchot-
kom w digrafie T odpowiadajg dwudzielne digrafy pelne w digrafie pokrycia
d-cov(P) zbioru P. O

W og6lnym przypadku powyzszego oszacowania nie mozna poprawié¢. Na
Rysunku 6.8(a) jest pokazany digraf zrodtowy zbioru uporzadkowanego, dla
ktorego oszacowanie w Twierdzeniu 23 wynosi 2 i tyle wynosi liczba stron
tego zbioru, gdyz jego diagram zawiera cykl, a zatem liczba stron jest wiek-
sza niz jeden. Z drugiej strony, oszacowanie w powyzszym Twierdzeniu moze
by¢ dowolnie zte, gdy umieszczenie tukéw wraz z wierzchotkami ze zbioru W
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nie wymaga az tylu nowych stron. Odpowiedni przyktad digrafu zrodtowe-
go jest pokazany na Rysunku 6.8(b). W tym przypadku warto$¢ wyrazenia
po prawej stronie nieréwnosci wynosi 1 4+ 2(k + 1) — (kK +4) + 1 = k, ale
zbiér moze by¢ umieszczony na dwoch stronach, co pokazano na Rysunku
6.8(d), gdyz wszystkie tuki incydentne z wierzchotkami ze zbioru W moga
byé¢ umieszczone na dwoch tych samych stronach.

Ten ostatni przyklad sugeruje, ze w opisanym w dowodzie ostatniego
Twierdzenia algorytmie umieszczania w ksiazce dowolnego zbioru N-wolnego,
liczbe potrzebnych stron mozna zmniejszy¢ wybierajac do zbioru F' w pierw-
szej kolejnosci te tuki, ktérych jeden z koricow ma stopien 2 w digrafie T

Rysunek 6.8. Digrafy zrodtowe N-wolnych zbioréw uporzadkowanych, dla ktoérych

oszacowanie w Twierdzeniu 23 jest napiete (a) i moze by¢ dowolnie zte (b). Zbior

uporzadkowany, dla ktorego digraf (b) jest zrodlowy, jest pokazany na Rysunku
(c), a jego umieszczenie na dwoch stronach jest przedstawione na Rysunku (d).
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6.4. Umieszczanie w ksigzce dowolnych posetow

Problem umieszczania dowolnych zbioréw uporzadkowanych w ksiazce
moze by¢ sprowadzony do problemu umieszczania zbioréw N-wolnych i sko-
rzystania z dotychczasowych wynikéw dla zbioréw N-wolnych. W tym celu
nalezy najpierw przetransformowaé¢ dany zbior uporzadkowany P do zbioru
N-wolnego z zachowaniem relacji na oryginalnych elementach zbioru P. Takie
transformacje sa znane — podane zostaly na przyktad w pracy [60], w powia-
zaniu z problemem minimalizacji liczby czynnosci pozornych w sieciach typu
PERT. Idea tych transformacji jest zlikwidowanie wszystkich poddigrafow
tworzacych N-ki. W cytowanej pracy zastosowano dwie operacje i przedsta-
wiono dwa bazujace na nich algorytmy. Pierwsza operacja polega na podziale
tukow, ktore sa przekatnymi N-ek, a druga — jest uogdlnieniem tej pierwszej
w tym sensie, ze wprowadzane sa pojedyncze wierzchotki dla pewnych pod-
zbiorow N-ek. W obu przypadkach korzysta sie z warunku 5 w Twierdzeniu
20.

6.4.1. Podzialy tukéw

Jegli digraf D = (P, A), bedacy digrafem pokrycia uporzadkowanego
zbioru P nie jest N-wolny, to nie spelnia warunku 5 w Twierdzeniu 20 dla
pewnych elementéw p,q € P. Aby przetransformowaé¢ digraf D do digrafu
N-wolnego, dzieli si¢ pojedynczymi wierzchotkami wszystkie tuki (r,s) wy-
chodzace z takich piq, czyli r = p lub r = ¢, z wyjatkiem tych, dla ktorych r
ma tylko jeden nastepnik, lub s ma tylko jeden poprzednik, czyli |[N*(r)| = 1
lub |[N~(s)| = 1. Digraf z podzielonymi tukami nazywamy podziatem digrafu.

Zauwazmy, ze operacji podziatu tuku w digrafie odpowiada przy wktada-
niu digrafu do ksigzki "ztamanie" tego tuku na grzbiecie ksiazki, czyli ten
tuk moze przeciaé¢ grzbiet ksiazki w punkcie, ktory nie jest elementem zbioru
P przechodzac miedzy dwoma stronami ksigzki. Jest to wiec topologiczne
umieszczanie digraféow i grafow w ksigzce, patrz Punkt 3.5.3.

Na Rysunku 6.9(a) jest pokazany digraf, jego podzial i umieszczenie po-
dziatu na dwoch stronach w ksigzce.

6.4.2. Uogoéblnione podzialy tukéw

W przyktadzie na Rysunku 6.9(a) zostaly podzielone niemal wszystkie
tuki. Starajac sie zmniejszy¢ liczbe dzielonych tukow, w pracy [60] zapropono-
wano uogolniony podzial tukow polegajacy na dotaczeniu nowego wierzchotka
miedzy podzbiorami wierzchotkéw. Na Rysunku 6.9(b) jest pokazany uogdl-
niony podziat digrafu, ktorego podzial jest przedstawiony na Rysunku 6.9(a)
— zamiast dzielenia niemal wszystkich tukéw wystarczy wprowadzié¢ tylko
jeden nowy wierzchotek. Pokazane jest rowniez umieszczenie uogélnionego
podziatu na dwoch stronach w ksiazce. W tym przypadku mamy do czynie-
nia z uogénionym "tamaniem" tukow — tuki (1,5) i (1,6) zostaly ztamane w
jednym wierzchotku z.
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Rysunek 6.9. Podzial digrafu i jego umieszczenie w ksiazce (a). Uogolniony podziat
tego samego digrafu i jego umieszczenie w ksiazce (b).

6.4.3. Algorytm umieszczania w ksigzce dowolnych posetow

Przedstawione w tym Podrozdziale algorytmy sprowadzania dowolnych
zbiorow uporzadkowanych do N-wolnych zbioréw uporzadkowanych prowa-
dza do algorytmu umieszczania w ksiazce dowolnych zbioréw uporzadkowa-
nych, przy czym te umieszczenia w ogbélnym przypadku moga by¢ topolo-
giczne, to znaczy niektore poréwnywalnosci sa zachowane za posrednictwem
elementow, o ktore zbior jest powiekszany w procesie sprowadzania do zbioru
N-wolnego. Algorytm ma nastepujaca postac:

Dane: Digraf D = (P, A) — digraf pokrycia uporzadkowanego zbioru P.
Wynik: Umieszczenie (w ogdlnosci, uogolnione topologiczne) digrafu D
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w ksigzce na mozliwie matej liczbie stron.
Algorytm:
jesli D jest N-wolny
to DN +~ D
W przeciwnym razie
Dy < podziat lub uogélniony podziat digrafu D;
jesli Dy ma strukture drzewiastg
to znajdz optymalne umieszczenie Dy w ksiazce
W przeciwnym razie
zastosuj do Dy algorytm z dowodu nieréwnosci w Twierdzeniu 23

Tylko w przypadku, gdy digraf D odpowiada prostemu zbiorowi N-wol-
nemu o strukturze drzewiastej, algorytm generuje optymalne wtozenie D do
ksigzki. W pozostalych przypadkach wtozenie do ksiazki moze by¢ topologicz-
ne lub uogolnione topologiczne i liczba zajmowanych stron ksigzki moze nie
by¢ minimalna. W ogélnym przypadku trudno jest podaé¢ oszacowanie licz-
by zajmowanych stron, gdyz nie jest znane oszacowanie liczby dodatkowych
elementow, dodawanych by uzyskac zbior N-wolny. Wyniki innych prac (np.
[21]) sugeruja, ze topologiczne wlozenie do ksigzki na ogét wymaga mniejsze]
liczby stron niz wlozenie bez podziatu tukow.



7. Umieszczanie w ksigzce N-wolnych
planarnych zbioré6w uporzadkowanych

W tym Rozdziale zajmujemy sie umieszczaniem w ksigzce N-wolnych
planarnych zboréw uporzadkowanych i dowodzimy Twierdzenia 27, ktore jest
glownym wynikiem pracy, ze jesli taki zbior jest dany w postaci digrafu po-
rownywalnosci jako ptaski rysunek skierowany do gory, to taki zbiér mozna
umiesci¢ w ksigzce na dwoch stronach. Dowod tego Twierdzenia ma postaé
algorytmu umieszczania, ktorego ztozonosé jest wielomianowa.

Zalozenie o postaci, w jakiej jest dany N-wolny planarny zbiér uporzad-
kowany, jest rezultatem Twierdzenia 15, z ktérego wynika, ze istnienie pelnej
charakteryzacji (czyli w postaci warunku "wtedy i tylko wtedy") N-wolnych
planarnych zbioréw uporzadkowanych, ktora bytaby tatwa do sprawdzenia,
czyli za pomoca algorytmu wielomianowego, jest malo prawdopodobne. A
zatem jest malto prawdopodobne istnienie algorytmu sprawdzania, czy zbior
uporzadkowany (P, <) jest do gory planarny, i tworzenia jego plaskiego ry-
sunku skierowanego do gory.

W Podrozdziale 7.1, zamieszczamy opis struktury digraféw poréwnywal-
nosci N-wolnych planarnych zbioréw uporzadkowanych, a w Podrozdziale 7.2
badamy zwiazek miedzy planarnoscia digraféw poréwnywalnosci N-wolnych
zbioréw uporzadkowanych a planarnoscig ich digraféw Zzrodlowych. Podroz-
dzial 7.3 zawiera gtéwny wynik pracy.

Tam, gdzie piszemy, ze zbioér uporzadkowany P jest dany w postaci swo-
jego digrafu poréwnywalnosci D jako ptaski rysunek skierowany do gory to
zaktadamy, ze wierzchotki digrafu D sa przyporzadkowane réznym punk-
tom plaszczyzny, tuki sa fragmentami krzywych prostych, monotonicznych
wzgledem osi pionowej, i zadne dwa tuki nie przecinaja si¢ poza ewentualnie
wspOlnymi koricami. Umieszczenie digrafu na ptaszczyznie reprezentuje kla-
s¢ umieszczen, ktore definiujg ten sam zbior $cian (czyli spojnych obszarow
plaszczyzny), lub réwnowaznie — cykli, ktore ograniczaja $ciany, z zewnetrzna
Sciana wilacznie.

7.1. Struktura N-wolnych planarnych zbioréw
uporzadkowanych

Niech (P, <) bedzie N-wolnym zbiorem uporzadkowanym i niech D =
(P, A) oznacza digraf pokrycia d-cov(P) zbioru P. Zgodnie z Twierdzeniem
20, istnieja dwa rozktady {P;}r i {Q;} zbioru P na podzbiory takie, ze zbior
tukéw A digrafu D mozna przedstawi¢ w postaci sumy
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A= U E(B;)
iel

gdzie B; = (P,UQ;, P, x Q;) (i € I) jest poddigrafem dwudzielnym pelnym
digrafu D; rozktady te moga by¢ niewtasciwe w tym sensie, ze niektore zbiory
P; i QQ; moga by¢ puste. Bedziemy zaktadac, ze rozklady {P;}; i {Q;}; zbioru
P sa elementarne, tzn. ze jesli w parze (P;, ;) jeden ze zbioréw jest pusty, to
drugi zbior zawiera doktadnie jeden element. Jesli ten warunek nie jest spel-
niony, to nalezy odpowiednio zmodyfikowaé¢ dany rozktad, "rozdrabniajgc"
takie pary.

Jesli N-wolny zbior uporzadkowany (P, <) jest planarny, to zgodnie z
Twierdzeniem Kuratowskiego digraf D nie moze zawiera¢ pelnego dwudziel-
nego poddigrafu B; = (P,UQ;, P, xQ;), w ktorym oba zbiory P; i Q; zawieraja
co najmniej trzy elementy kazdy. Stad otrzymujemy nastepujacy lemat:

Lemat 10. Jesli D = (P, A) jest digrafem pokrycia N-wolnego planarnego
zbioru uporzadkowanego (P, <), to zbior tukéw A jest sumaq tukowo roztgcz-
nych zbioréw tukéw poddigrafow dwudzielnych petnych B; = (P,UQ;, P; X Q;),
dla ktorych jest spetniony jeden z warunkow: s=141t>1lubs>1it=1
lubs=2it>21Iubs>2it=2, gdzie s = |P| t =|Qil.

Dwudzielne digrafy pelne, wystepujace w powyzszym lemacie, oznaczamy
odpowiednio: K¢, K1, Koy, K2, patrz Rysunek 7.1. Przyjmijmy dla dwu-
dzielnego digrafu (posetu) pelnego B, ze P(B) oznacza "dolny" zbior wierz-
chotkow w B, a Q(B) oznacza "gorny" zbior wierzchotkow w B. Oznaczmy
ponadto P(Ks;) = {a,b}, a takze Q(K;2) = {a,b}.

Biorac pod uwage, ze D = (P, A) jest digrafem pokrycia N-wolnego pla-
narnego zbioru uporzadkowanego P, te digrafy pelne maja ograniczong liczbe
przedstawien na plaszczyznie.

VAN WA

Kit Kg1 Kot 5,2

Rysunek 7.1. Dwudzielne digrafy peilne B;, dopuszczalne w digrafach pokrycia
N-wolnych planarnych zbioréw uporzadkowanych

Lemat 11. Jesli D = (P, A) jest digrafem pokrycia N-wolnego planarnego
zbioru uporzgdkowanego (P, <), to mozliwe umieszczenia na pltaszczyinie je-
go poddigrafow dwudzielnych petnych Ky, Ks1, Koy, Kso sq takie, jak na
Rysunku 7.2, z doktadnoscig do liczby wierzchotkow w klasach dwudzielnosci,
ktore mogq zawierac wiecej niz dwa wierzchotki.
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Rysunek 7.2. Mozliwe umieszczenia na plaszczyznie poddigrafow dwudzielnych
pelnych w N-wolnym planarnym digrafie pokrycia

Dowadd. Umieszczenie digrafow K, i K1 na plaszczyznie nie wymaga uza-
sadnienia. W przypadku digrafow Ky, i K2 rozumowanie jest podobne, roz-
wazmy wiec jeden z tych digrafow, np. Ks;. Wierzchotki a i b albo leza na
prostej poziomej, albo np. a lezy powyzej b, patrz Rysunek 7.3. W pierwszym
przypadku, kazdy wierzcholek ze zbioru Q(Ks:) lezy powyzej tej prostej i,
aby tuki nie przecinaty sie, boki trojkatow utworzonych przez wierzchotki ze
zbioru Q(Ks,) i tuki taczace te wierzchotki z wierzchotkami a i b powinny
tworzy¢ ciag zaglebiajacy sie. W drugim przypadku, wierzchotki ze zbio-
ru Q(Ks.) leza powyzej prostej poziomej przechodzacej przez wierzcholek
a oraz na lewo albo na prawo od prostej przechodzacej przez wierzchotki
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a i b. Podzbiory wierzchotkow na lewo i na prawo od tej prostej generuja
zaglebiajace sie boki trojkatow z tukami idacymi od wierzchotkéw a i b. [

Rysunek 7.3. Mozliwe umieszczenia na plaszczyznie digrafu Ko

Dalej oznaczamy przez B jeden z digrafow peinych K, K1, Koy, Kso.

Lemat 12. Niech P bedzie N-wolnym planarnym zbiorem uporzgdkowanym.
Jesli B = Ky jest jednym z poddigrafow dwudzielnych petnych w digrafie po-
krycia d-cov(P) zbioru P, to jest spetniony co najwyzej jeden z nastepujgcych
wykluczajgeych sie warunkow:

— istnieje x € P, x ¢ B, taki ze x < a ix <b,
— istniejey € P, y & B, taki ze ¢ < y i d < y, gdzie ¢,d € Q(B) oraz
c#d.

Jesli B = K, 5 jest jednym z poddigrafow dwudzielnych petnych w digrafie
pokrycia d-cov(P) zbioru P, to jest spetniony co najwyzej jeden z nastepujg-
cych wykluczajgcych sie warunkow:

— istniejey € P,y ¢ B, taki Zea <y 1 b <y,
— istnieje x € P, x ¢ B, taki ze v < ¢ i x < d, gdzie ¢,d € P(B) oraz

c#d.
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Dowdd. Rozwazmy przypadek gdy B = Ky;. W przypadku drugiego typu
poddigraféw rozumowanie jest podobne. Odwotajmy sie do Rysunkéw 7.2 i
7.3. W przypadku z Rysunku 7.3(a), moze istnie¢ poza B element z, kto-
ry jest jednoczesnie mniejszy od a i b, natomiast nie moze istnie¢ element
y, ktory jest wiekszy od dwoch réznych elementéow w zbiorze Q(B). Zas w
przypadku z Rysunku 7.3(b), moze istnie¢ element y, ktory jest wiekszy od
dwoch réznych elementoéw w zbiorze Q(B), ale wtedy zaden element poza B
nie jest jednocze$nie mniejszy od a i b. O

Uogolnieniem Lematow 11 i1 12 jest nastepne Twierdzenie, ktore okresla
mozliwe powigzania miedzy pelnymi dwudzielnymi poddigrafami w digrafie
pokrycia N-wolnego planarnego zbioru uporzadkowanego. Przypomnijmy, ze
dla dowolnego N-wolnego zbioru uporzadkowanego (P, <), rozktady {P;}; i
{Q;}; zbioru P spelniaja warunki: dla dwoch poddigraféw pelnych By, oraz
By, k # 1, mamy P(By) N P(B;) = 0 oraz Q(By) NQ(B;) = 0, a dopuszczalne
jest jedynie, by P(By) N Q(B;) # 0 albo P(B;) N Q(By) # 0.

Twierdzenie 24. Jesli D = (P, A) jest digrafem pokrycia N-wolnego pla-
narnego zbioru uporzgdkowanego (P, <), to mozliwe umieszczenia na ptasz-
czyinie jego poddigrafow dwudzielnych petnych K., Ks1, Koy, Kso 1 ich
wzajemne powigzania sq takie, jak na Rysunku 7.4, gdzie zaciemniony owal
oznacza, ze wierzchotek, w ktorym jest zaczepiony ten owal, musi byé wierz-
chotkiem rozspajajgcym digrafu, a wierzchotki, w ktorych sq doczepione owale
otwarte, mogq, ale nie muszq by¢ wierzchotkamsi rozspajajgcymia.

Dowdd. Na Rysunku 7.4 przedstawiono konfiguracje mozliwych umieszczen
na plaszczyznie poddigraféw dwudzielnych pelnych uzupetlione owalami.
Dopuszczalne miejsce i sposob doczepienia owalu (poddigrafu dwudzielnego
pelego) wynika z dopuszczalnosci powiazan miedzy poddigrafami pelnymi
w digrafie pokrycia N-wolnego planarnego zbioru uporzadkowanego P.

W kazdym wierzchotku moze by¢ doczepiony poddigraf dwudzielny pelny
wierzchotkiem z przeciwlegtego zbioru w dwudzielnej partycji i tylko jeden
taki poddigraf. Doczepiony poddigraf dwudzielny pelny moze zawieraé¢ inny
wierzchotek w tym samym swoim zbiorze w dwudzielnej partycji, wspolny z
tym samym lub z innym poddigrafem dwudzielnym peilnym — owal otwarty
oznacza tak dotaczony poddigraf dwudzielny petny. Wierzchotek, w ktorym
jest on doczepiony, nie musi by¢ rozspajajacy.

Pewne wierzchotki w ptaskich umieszczeniach poddigraféw dwudzielnych
pelnych znajduja si¢ w obszarach "zamknietych", z ktorych nie ma dostepu
do wierzchotkéw w innych poddigrafach dwudzielnych pelnych, nalezacych
do tego samego typu zbioru w dwudzielnej partycji (tj. dolnego lub gornego) —
wynika to z Lematu 12. W tej sytuacji, poddigraf dwudzielny pelny moze byé
doczepiony tylko w tym wierzchotku, zatem jest to wierzcholek rozspajajacy
digrafu. Takie wierzchotki oznaczono owalem wypelnionym.

]

W tym Rozdziale, N-wolny planarny zbior uporzadkowany (P, <) nie mu-
si by¢ prosty, a wiec dwa poddigrafy dwudzielne pelne B; moga zawieraé
wiecej niz jeden wierzchotek wspolny, jednak na podstawie Twierdzenia 24,

74



Ks,2 Ks,2

Rysunek 7.4. Mozliwe ptaskie konfiguracje poddigraféw dwudzielnych pelnych w
digrafach pokrycia N-wolnych planarnych zbioréw uporzadkowanych

ograniczona jest liczba wierzchotkéw w poddigrafach B;, ktére moga nie by¢
rozspajajace. Oznaczmy przez B; : Bj, © # j i,j € I pare réznych pod-
digraféw dwudzielnych pelnych, ktére maja przynajmniej jeden wierzchotek
wspolny, czyli | Q; N P; |> 1. Mamy nastepujacy Wniosek.

Wnhiosek 5. Jesli para B; : Bj, © # j i, € I ma wiecej niz dwa wierzchotk:
wspolne to By = K14, t > 31 Bj = Ky1, s > 3, a w pozostatych przypadkach
taka para moze mieé jeden lub dwa wierzchotki wspolne.

Zauwazmy, ze jedyny wierzchotek wspolny w parze B; : Bj, i # j i,j €
I nie musi by¢ wierzchotkiem rozspajajacym w digrafie D(P). Na rysunku
7.5 zaprezentowano mozliwe potgczenia dwoch poddigraféw dwudzielnych
pelnych, ktére maja dwa wierzchotki wspolne.
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Rysunek 7.5. Potaczenia dwoch poddigraféw dwudzielnych pelnych, ktore maja

dwa wierzchotki wspdlne, w digrafach pokrycia N-wolnych planarnych zbioréw

uporzadkowanych. W kolejnych wierszach umieszczono: w pierwszym — Ky ; : Koy,

Kii: Ko, K1t Ksp, wdrugim — K5, K1, K3y Ko, K340 Koy, w trzecim —
KS,Q : KS,17 Ks,2 : KQ,ta Ko ;12~

)

Z kolei, na Rysunku 7.6 jest przedstawiony digraf bedacy digrafem po-
krycia N-wolnego zbioru uporzadkowanego, w ktérym poddigrafy dwudzielne
pelne spetniaja warunki Lematu 10 oraz Twierdzenia 24, ale ten digraf nie
jest do gory planarny, czyli zboér uporzadkowany nie jest planarny. Zawiera on
bowiem podzbiodr, ktorego diagram jest izomorficzny z digrafem pokazanym
na Rysunku 3.7(a).

7.2. Planarno$¢é N-wolnych zbioréw uporzadkowanych i
ich digraféw zZrodtowych

W tym Podrozdziale zajmujemy sie planarnoscia digraféw pokrycia N-wol-
nych zbioréw uporzadkowanych i ich digraféw zrédtowych. Rozwazania nie
maja bezposredniego zwiazku z liczba stron planarnych zbioréw uporzadko-
wanych, dotycza jedynie ich planarnosci.

Poszukujac warunkéw na to, aby N-wolny zbior uporzadkowany (P, <)
byt planarny, mozna postawié¢ pytanie, jakie warunki powinien spetnia¢ di-
graf zrodlowy digrafu pokrycia zbioru P, aby digraf pokrycia byl planarny,
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Rysunek 7.6. Przykladowe powiazania miedzy poddigrafami dwudzielnymi pelny-
mi w N-wolnym zbiorze uporzadkowanym, ktéry nie jest planarny

a doktadniej — do goéry planarny. To podejscie, podobnie jak szukanie pelnej
charakteryzacji N-wolnych planarnych zbioréw uporzadkowanych, ma réw-
niez male szanse powodzenia, gdyz zaleznos¢ miedzy N-wolnymi zbiorami
uporzadkowanymi i digrafami Zrodtowymi ich digraféw pokrycia jest bijekcja
z doktadnoscig do utozsamiania wierzchotkéw bez poprzednikéw i wierzchot-
kéw bez nastepnikow w digrafach zrodtowych.

Na Rysunku 7.7 jest pokazany digraf do gory ptaski (a), ktorego digraf
tukowy (b) nie jest do gory planarny. Stad wynika w ogolnosci, ze jesli jakikol-
wick digraf F' zawiera wierzcholek v taki, ze indeg(v) > 2, outdeg(v) > 2 oraz
przynajmniej dwa wierzchotki w N*(v) maja wspolny nastepnik i przynaj-
mniej dwa wierzchotki w N~ (v) maja wspolny poprzednik, to digraf tukowy
L(F) nie jest do gory planarny.

Z drugiej strony, bez dodatkowych warunkéw nie jest prawda, ze jesli
digraf tukowy L(F') jest do gory planarny, to jego digraf zrodlowy F' jest
takze do gory planarny. Na Rysunku 7.8(a) jest pokazany nieplanarny digraf
F' (zawiera poddigraf Kj33), ktorego digraf tukowy D = L(F') jest do gory
planarny (b) — wierzchotki w digrafie D oznaczono parami koncow tukow w
digrafie F', ktéorym odpowiadaja. Jednak ten sam digraf tukowy D ma inny
digraf zrodlowy F”, ktory jest do gory planarny (c). Aby wyjasni¢, jak to
jest mozliwe, wystarczy odwolaé¢ sie do zalezno$ci miedzy digrafem, a jego
digrafem zrodlowym — istnieje wzajemna odpowiednio$¢ miedzy wierzchot-
kami w digrafie Zzrodtowym, a parami zbioréw (P;, Q);) w rozktadach {P;}; i
{Q;}1 zbioru wierzchotkow digrafu N-wolnego. W przykladzie na Rysunku
7.8, digraf Zzrodtowy F' odpowiada digrafowi N-wolnemu D, w ktérym mamy
P =01i@Q = {12,13,14}, Ps = {26,36,46} i Q¢ = 0, Ps = {58,78} i
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Rysunek 7.7. Do gory ptaski digraf zrodlowy (a) i jego digraf tukowy (b), ktory
nie jest do géry planarny

Qs = (0. Natomiast digraf zrodlowy F’ odpowiada digrafowi N-wolnemu D',
izomorficznemu z D, w ktorym, jesli w parze (P;, Q);) jeden ze zbiorow jest
pusty, to drugi zbior zawiera tylko jeden element. Zatem, rozktady {F;}; i
{Q;}r w digrafie D’ sa elementarne.

Wykazemy teraz nastepujace Twierdzenie.

Twierdzenie 25. Jesli tukowy (czyli N-wolny) digraf D jest do gory plaski,
to istnieje jego digraf Zrodtowy F', czyli D = L(F'), ktory jest rowniez do gory
ptaski.

Dowdd. Niech D bedzie digrafem tukowym, czyli D jest digrafem N-wolnym,
a wiec istnieje jego digraf Zzrodtowy F', czyli D = L(F’). Na podstawie charak-
teryzacji digrafow N-wolnych (Twierdzenie 20), istnieja dwa rozktady {P;};
i {Q;}r zbioru wierzchotkow V(D) digrafu D takie, ze zbior tukow E(D)
digrafu D mozna przedstawié¢ jako sume tukowo rozlgcznych poddigrafow
dwudzielnych pelnych B; = (P,UQ;, P; x Q;). Mozna zalozy¢, ze te rozktady
sa elementarne. Na podstawie definicji digrafu tukowego, istnieje bijekcja mie-
dzy zbiorem poddigraféw {B;}; oraz zbiorem wierzchotkow V(F') = {v;};.

Zatozmy, ze digraf D jest do gory ptaski. Bez utraty ogélnosci mozna za-
tozy¢, ze digraf D nie zawiera wierzchotkéw rozspajajacych. Jesli D zawiera
takie wierzchotki, to mozemy przeprowadzi¢ redukcje digrafu D do digrafu,
ktory nie zawiera wierzchotkéw rospajajacych poshugujac sie na przyktad
drzewem blokow (taka procedura jest doktadnie opisana w Punkcie 6.6.2)
i do usunietych sktadowych zastosowaé ponizsze postepowanie, a nastepnie
otrzymane ptaskie umieszczenia sktadowych potaczy¢ tukami z umieszcze-
niem zredukowanego digrafu.

Na podstawie plaskiego umieszczenia digrafu D konstruujemy ptlaskie
umieszczenie digrafu F', bedacego digrafem zZrodtowym digrafu D, czyli D =
L(F). W tym celu, kazdemu wierzchotkowi v; (i € I) digrafu F' przyporzad-
kowujemy miejsce na ptaszczyznie w zaleznosci od typu odpowiadajacego mu
poddigrafu B; (i € I) w digrafie D:
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Rysunek 7.8. Nieplanarny digraf F' (a), ktorego digraf tukowy D = L(F) jest do
gory plaski (b) i inny jego digraf zrodlowy F', ktory jest do gory ptaski (c¢) oraz
jego digraf tukowy D’ = L(F") (d), rowniez do gory ptaski

— Jesli B; = (P;,q;) 1 P; # (), to umie$¢ v; w miejscu elementu g;.

— Jesli B; = (p;, Q;) 1 Q; # 0, to umies¢ v; w miejscu elementu p;.

— Jesli B; = (P, Q;) oraz | P, |> 21| Q; |> 2, to umies¢ v; w dowolnym
miejscu obszaru zajmowanego na plaszczyznie przez B;.

W tym przyporzadkowaniu wierzchotkow v; digrafu F' poddigrafom B;
digrafu D na tym etapie nie uwzgledniliémy poddigraféow, w ktorych jeden
ze zbioréw jest pusty, a wiec w postaci B; = (0,¢;) lub B; = (p;, ). Takim
poddigrafom odpowiadaja w digrafie F' wierzcholki stopnia 1, a zatem, ze
wzgledu na zachowanie ptaskosci digrafu F'; ich umieszczenie na plaszczyznie
moze byé¢ dowolne pod warunkiem, ze nie psuja ptaskosci umieszczenia.

Po umieszczeniu na plaszczyznie wierzchotkow, do digrafu F' dodajemy
tuki (jako odcinki linii prostych) (v;, v;), jesli @Q; N P; # 0, gdzie v; odpowiada
poddigrafowi B; = (F;, Q;) a v; odpowiada poddigrafowi B; = (P}, Q;) i w
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tych poddigrafach oba zbiory w parach sg niepuste. Poniewaz digraf D jest
ptaski, tuki w digrafach B; i B; nie przecinajg si¢. Rozwazmy dwa tuki w
digrafie F', a = (v;,v;) 1 @’ = (v, v;). Z rozmieszczenia na plaszczyznie wierz-
chotkéw, bedacych koricami tukéw a i @’ 1 relacji miedzy plaskimi umiesz-
czeniami réznych poddigraféw B; wynika, ze te tuki rowniez nie przecinajg
sie.

Pozostato uwzglednienie w digrafie F' wierzchotkéow i tukéw odpowiada-
jacych poddigrafom B; = (0,¢;) 1 B; = (p;,0). Dla kazdego B; = (0,q;),
poddigrafu dolaczamy tuk (v;,v;), gdzie v; jest wierzchotkiem w F', odpo-
wiadajacym poddigrafowi B; = (p;, ) takiemu, ze ¢; € P;, za$ wierzchotek
v; jest tak umieszczony na plaszczyznie, by ten dotaczony tuk nie przeci-
nal innych tukéw. To zawsze jest mozliwe, bo wierzchotek v; jest stopnia 1.
Podobnie dotaczam tuki dla poddigrafow B; = (p;, ().

A zatem zdefiniowane umieszczenie digrafu F' na plaszczyznie jest plaskie.

]

Wniosek 6. Digrafy zZrodtowe planarnych N-wolnych zbioréw uporzgdkowa-
nych wystarczy rozwazaé w klasie digrafow planarnych.

7.3. Umieszczanie w ksigzce do goéry ptaskich
N-wolnych zbioréw uporzadkowanych

W tym Podrozdziale przedstawiamy zasadniczy wynik pracy — algorytm,
ktory umieszcza na dwoch stronach w ksiazce dowolny planarny N-wolny
zbior uporzadkowany (P, <), dany w postaci do gory ptaskiego umieszcze-
nia jego digrafu pokrycia. Dalej, piszac digraf ptaski mamy na mysli jego
skierowany do gory rysunek.

7.3.1. Wczesniejsze rezultaty

Problem liczby stron w klasie N-wolnych planarnych zbioréw uporzadko-
wanych byl rozwazany w pracach [5] i [47], w obu przypadkach rozwazane w
tych pracach rodziny zbioréw N-wolnych nie pokrywaja sie z klasa wszyst-
kich N-wolnych zbioréw uporzadkowanych zdefiniowanych w tej pracy, po-
wszechnie przyjmowanych w teorii graféw i teorii zbioréw uporzadkowanych
za digrafy N-wolne.

Przypomnijmy za Punktem 2.2.4, ze 4-cyklem jest (pod)zbior uporzad-
kowany zlozony z czterech elementoéw, np. a,b,c,d, i nastepujacych relacji
miedzy tymi elementami: a < ¢, a < d, b < ¢, b < d. Taki zbior jest 4-cyklem
pokrycia, jesli podane poréwnywalnosci miedzy czterema elementami sg rela-
cjami pokrycia. Jest to wiec pelny dwudzielny zbiér uporzadkowany o dwoch
elementach w kazdej z klas dwudzielnosci.

Alzohairi [5] udowodnil nastepujace Twierdzenie.

Twierdzenie 26. /5] Liczba stron N-wolnego planarnego zbioru uporzqdko-
wanego, ktory nie zawiera 4-cyklu pokrycia, jest nie wieksza niz dwa.

Dowod tego Twierdzenia polega na rozszerzeniu zbioru P, spelniajacego
zatozenia Twierdzenia, do N-wolnej kraty planarnej @) takiej, ze diagram
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zbioru P jest poddiagramem kraty (). Nastepnie korzysta sie z faktu, ze
N-wolna krata planarna moze by¢ umieszczona na dwoch stronach ksigzki.

Zauwazmy, ze digrafy Ko (s > 2) 1 Ky, (t > 2) zawierajg 4-cykl pokrycia,
a zatem Twierdzenia 26 nie mozna zastosowaé¢ do N-wolnych planarnych
zbioréw uporzadkowanych, ktérych digrafy pokrycia zawieraja poddigrafy
Ko (s> 2) lub Ky, (t > 2).

Z kolei w pracy [47] rozwaza sie N-wolne zbiory uporzadkowane defi-
niowane w odniesieniu do ich ptaskich reprezentacji. Ptaski zbioér uporzad-
kowany jest N-wolny [47], jesli nie zawiera ptaskiego N lub/i lustrzanego
odbicia plaskiego N. A zatem w tym sensie, digrafy K7, i K3, umieszczone
na ptaszczyznie tak, jak pokazano na Rysunku 7.4, nie sa N-wolne. Z drugiej
strony, w pracy [47] podano przyktad digrafu, ktory nie zawiera plaskiego
N, ale nie jest N-wolny w sensie przyjetym w tej pracy. A zatem wynik z
pracy [47] dotyczy klasy zbiorow uporzadkowanych, ktora nie pokrywa sie z
rodzing wszystkich zbiorow N-wolnych, zdefiniowana w tej pracy.

Podobnie, jak w przypadku umieszczania graféw w ksiazce na dwoch stro-
nach (patrz Twierdzenia 5), z umieszczaniem digrafu na dwoch stronach moz-
na zwiazaé¢ naddigraf D digrafu pokrycia D, ktory zawiera droge Hamiltona.
Jesli bowiem liczba stron digrafu D wynosi 2, to umie$émy digraf D na dwoch
stronach — wtedy oczywiscie digraf D jest plaski (planarny). Jesli digraf D
nie zawiera drogi Hamiltona, to mozna uzupeti¢ D tukami tak, by otrzy-
many naddigraf D byl nadal ptaski i zawieral droge Hamiltona. Wystarczy
w tym celu doda¢ tuki miedzy kolejnymi wierzchotkami na grzbiecie ksiazki,
jedli takich tukéw nie ma w digrafie D. Otrzymany naddigraf D zawiera
droge Hamiltona biegnaca wzdluz grzbietu ksiazki. Takie podejsécie zostato
wprowadzone w pracy [46] i wykorzystane w pracy [47|. Dla naszych celow
przyjmijmy, ze digraf D jest do gory plaskim digrafem acyklicznym. Wtedy
zachodzi:

Lemat 13. Jesli do gory ptaski digraf acykliczny D mozna umiescié w ksigzce
na dwdch stronach, to istnieje naddigraf D digrafu D otrzymany przez doda-
nie takich tukow, ze D jest do gory ptaskim digrafem acyklicznym i zawiera
droge Hamiltona.

[ustracje tego Lematu znajduja sie na Rysunkach 7.10(c) i 7.11(a) oraz
na Rysunku 7.12(c). Liniami przerywanymi zaznaczono tuki dodane do ory-
ginalnego digrafu pokrycia.

7.3.2. Umieszczanie na dwéch stronach w ksigzce do goéry
plaskich N-wolnych zbioréw uporzadkowanych

Zacznijmy od Wniosku.

Whniosek 7. Jesli w digrafie pokrycia D N -wolnego planarnego zbioru upo-
rzadkowanego (P, <) kazdy wierzchotek nalezqcy do dwdoch dwudzielnych pod-
digrafow petnych jest wierzchotkiem rozspajajgcym, to

pn(P) <2
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1 odpowiednie umieszczenie zbioru P na dwoch stronach w ksigzce moze byc
znalezione w czasie lintowym w zaleznosci od liczby elementow 1 liczby relacji
pokrycia w zbiorze P, czyli liczby wierzchotkow i liczby tukow w digrafie D.

Dowdd. Na podstawie Twierdzenia 24 i przy zalozeniach tego Wniosku wy-
nika, ze N-wolny digraf D ma strukture drzewiasta, mozna wiec zastosowaé
do digrafu D Twierdzenie 22. Poniewaz dla N-wolnego planarnego zbioru
P, kazdy dwudzielny poddigraf pelny w digrafie pokrycia D ma w jednej z
klas dwudzielnosci co najwyzej dwa wierzchotki, stad otrzymujemy teze tego
Whiosku. O

W dalszej czesci tego Punktu przyjmujemy:

Zalozenie. Digraf pokrycia D = (P, A) planarnego zbioru uporzadkowanego
(P, <) jest dany jako digraf do gory ptaski.

Jak w calej pracy zaktadamy, ze digraf D jest spdjny.

Przed zasadniczym algorytmem sprawdzamy, czy digraf D jest N-wolny,
W tym celu mozna zastosowaé algorytm podany w pracy [59]. Jesli digraf
D nie jest N-wolny, to konczymy obliczenia. Jesli digraf D jest N-wolny, to
w wyniku dziatania tego algorytmu otrzymujemy rodzine poddigraféw dwu-
dzielnych pelnych B = {B;}; = {(F;, Q) }1, bedaca rozktadem zbioru tukow
digrafu D. Ten rozklad moze by¢ przeksztalcony na elementarny rozktad
przez rozbicie poddigrafow (0, Q;) oraz (P;,0) tak, aby zbiory @; i P; byty
jednoelementowe.

Jesli digraf D jest N-wolny, to z Lematu 10 wynika, ze spelniony jest
warunek:

[PI<2 vV [QiI<2, Viel

Natomiast status wierzchotkéw rozspajajacych w digrafie D jest okreslony
na podstawie Twierdzenia 24. Dla B; = (P;, Q;) € B mamy:

— Jesli B; = K1 (s > 2) lub B, = Ky, (t > 2), to kazdy wierzcholek w
zbiorze P;,UQ); moze by¢ rozspajajacy, ale zaden nie musi by¢ rozspajajacy.
— Jesli w B; mamy | Q; |= 2, to P; zawiera co najwyzej dwa wierzcholki,
ktore nie sa rozspajajace.
— Jesli P; zawiera dwa wierzchotki, ktoére nie sg rozspajajace, to co naj-
wyzej jeden z dwoch wierzchotkow w (); moze nie by¢ rozspajajacy.
— Jesli P; zawiera co najwyzej jeden wierzchotek, ktory nie jest rozspa-
jajacy, to oba wierzchotki w (); moga nie by¢ rozspajajace.
— Jesli w B; mamy | P, |= 2, to Q; zawiera co najwyzej dwa wierzcholki,
ktore nie sa rozspajajace.
— Jesli Q; zawiera dwa wierzchotki, ktoére nie sa rozspajajace, to co naj-
wyzej jeden z dwoch wierzchotkow w P; moze nie by¢ rozspajacy.
— Jesli Q; zawiera co najwyzej jeden wierzchotek, ktéry nie jest rozspa-
jajacy, to oba wierzchotki w P; moga nie by¢ rozspajajace.
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Szkic algorytmu

Zanim doktadnie opiszemy algorytm umieszczania do gory ptaskiego N-wol-
nego digrafu D na dwodch stronach ksigzki, krotko przedstawimy idee tego
algorytmu. Sktada sie on z trzech krokow.
Krok 1. Na poczatku digraf D poddajemy redukeji tworzac digraf zreduko-
wany D,. Pierwsza redukcja polega na usunieciu poddigraféw doczepionych
w wierzchotkach rozspajajacych tak, aby pozostaly digraf nie zawieral wierz-
choltkéw rozspajajacych. Druga zas redukcja sprowadza poddigrafy K1 K3,
do K 5 oraz poddigraty Ky, i K3, do Kj;.
Krok 2. W tym kroku umieszczamy zredukowany digrafu D, na dwoch stro-
nach ksiazki — jest to zasadniczy krok algorytmu
Krok 3. W ostatnim kroku, do umieszczenia zredukowanego digrafu D, w
ksiazce na dwoch stronach sa doktadane na tych samych dwoch stronach
zredukowane w Kroku 1 fragmenty oryginalnego digrafu D.

Dalej szczegbotowo omawiamy realizacje tych trzech krokow.

Krok 1: Redukcja digrafu D

Definiujemy dwie redukcje oryginalnego digrafu D, wykonywane jedna po

drugiej.
Redukcja 1.

Dopoki digraf D zawiera wierzchotki rozspajajace, usun z D poddigraf,
ktory zawiera jeden wierzchotek rozspajajacy. Ta redukcja odpowiada re-
dukcji drzewa blokéw grafu pokrycia zbioru P, w ktorej sa odrywane z tego
drzewa wezty wiszace. Zauwazmy, ze wierzchotek rozspajajacy w D nalezy do
doktadnie dwoch poddigraféw dwudzielnych petnych, wynika to z mozliwych
powiazan miedzy soba poddigraféw dwudzielnych pelnych. Jesli w digrafie
D pozostaje tylko jeden wierzchotek rozspajajacy i dwa poddigrafy, ktore go
zawieraja, to usuwamy jeden z tych poddigrafow.

Dalej zaktadamy, ze digraf D nie zawiera wierzchotkoéw rozspajajacych, a
zatem nie zawiera fragmentéw, oznaczonych na Rysunku 7.4 wypelnionymi
owalami.

Redukcja 2.

Zredukuj digraf D tak, jak pokazano to na Rysunku 7.9 w pierwszych
dwoch kolumnach. Ideg tej redukcji jest sprowadzenie ptaskich poddigrafow
dwudzielnych petnych Ko i K3, oraz Ko, i K7, (s > 2, t > 2) do postaci
K, lub K, 1, odpowiednio — te digrafy sg oznaczone na Rysunku pogrubio-
nymi liniami.

Przyktadowy efekt redukcji N-wolnego digrafu do gory ptaskiego jest po-
kazany na Rysunkach 7.10(a) i (b) oraz 7.12(a) i (b). Zastosowano jedynie
Redukcje 2, gdyz dane digrafy nie zawieraja wierzchotkéow rozspajajacych.

Oznaczmy przez D, digraf otrzymany w wyniku zastosowania obu reduk-
cji do digrafu D. Ten digraf spetnia nastepujacy lemat.

Lemat 14. Zredukowany digraf D,., otrzymany z N-wolnego digrafu D jest
rowniez N-wolny. Ponadto, stopien wejsciowy kazdego wierzchotka nie prze-
wyzsza 2, z wyjatkiem wierzchotkow v spetniajgcych Ksy1 = (P;,{v}) dla
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Rysunek 7.9. Redukcje poddigraféw dwudzielnych pelnych w N-wolnym ptaskim

digrafie pokrycia. W pierwszej kolumnie znajdujg sie ptaskie poddigrafy dwudzielne

pelne, w drugiej — ich zredukowana posta¢, a w trzeciej i czwartej — umieszczenie

w ksiazce na dwoch stronach poddigrafow zredukowanych (pogrubione linie) i uzu-
pelnienie poddigrafami, ktore zostaly wyredukowane

s > 3, 1 stopien wyjsciowy kazdego wierzchotka nie przewyzsza 2, z wyjgtkiem
wierzchotkow v spetniajgcych Ky, = ({v}, Q) dlat > 3.

Dowdd. Redukcje 1 i 2 usuwaja wierzchotki z digrafu D i wszystkie tuki
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incydentne z usuwanymi wierzchotkami. Zadne inne tuki nie sa usuwane z
digrafu D, a zatem pozostaja spetnione warunki na to, aby otrzymany digraf
zredukowany D, byl tez N-wolny (Twierdzenie 20).

Przesledzmy teraz, jaki efekt ma zastosowanie Redukcji 2 do réznych
typow poddigraféw dwudzielnych pelnych, patrz réwniez Rysunek 7.9. Niech
B; = (P;,Q;) i przyjmijmy | P; |= si| Q; |= t. Zauwazmy, ze poddigraf B; w
petni okresla stopienn wyjsciowy wierzchotkow nalezacych do zbioru P; oraz
stopien wejsciowy wierzchotkéw nalezacych do zbioru );. Wynika to stad, ze
rodzina poddigrafow (B;); stanowi rozktad zbioru tukéw digrafu digrafu D,
a rodziny podzbioréw (P;)r i (Q;); stanowia rozklady wierzchotkow digrafu
D. Rozpatrzmy mozliwe postacie poddigrafow B;.

— Jesli s =1 1lub t =1, to poddigrafy B; nie ulegaja redukcji i mamy do
czynienia z wyjatkami w tym Lemacie.

— Jesli B; = Ky, to po Redukeji 2 mamy outdeg(a) = outdeg(b) = 1,
gdzie P, = {a,b}, i nadal indeg(z) = 2 dla wierzcholka x, ktéry po
redukcji pozostaje w Q;.

— Jesli B, = K5, to po Redukcji 2 mamy indeg(a) = indeg(b) = 1, gdzie
Q; = {a,b} 1 nadal outdeg(x) = 2 dla wierzchotka z, ktory po redukcji
pozostaje w P;.

— Jesli B; = K},, to po Redukcji 2 mamy outdeg(r) = outdeg(y) = 1 dla
dwoch wierzchotkow z iy, ktore pozostaja w P, oraz indeg(a) = 2 dla
jedynego wierzchotka, ktory po redukeji pozostaje w @);.

— Jesli B; = Kj,, to po Redukcji 2 mamy outdeg(a) = 2 dla jedy-
nego wierzchotka, ktory po redukcji pozostaje w P;, oraz indeg(z) =
indeg(y) = 1 dla dwoch wierzchotkow x i y, ktore pozostaja w Q.

A zatem we wszystkich przypadkach, poza dwoma wyjatkami okreslonymi
w sformutowaniu Lematu, nastepuje redukcja stopni wejéciowych i wyjscio-
wych wierzchotkow do 1 lub do 2 w zredukowanych poddigrafach B;. O]

Dalej zaktadamy, ze dany do goéry ptaski digraf D zostal zredukowany
do digratu D, w wyniku zastosowania najpierw Redukcji 1, a pézniej Re-
dukcji 2. Zauwazmy, ze w wyniku zastosowania Redukcji 2 mogty pojawié
sie wierzchotki rozspajajace, ale tych wierzchotkéw juz nie usuwamy. Mamy
wiee, patrz Rysunki 7.10(b) i 7.12(b):

Whniosek 8. W zredukowanym digrafie D,, ptaskie poddigrafy dwudzielne
petne majg postac¢ Ky (s > 1) lub Ky, (t > 1).

Redukcja 2 znacznie upraszcza umieszczanie N-wolnego do gory plaskiego
digrafu D na dwoch stronach ksiazki, jesli tylko istnieje numeracja wierz-
chotkéw w digrafie zredukowanym D,., spelniajaca warunek z nastepujacego
lematu.

Lemat 15. Jesli zredukowany digraf D, N -wolnego digrafu ptaskiego D moze
by¢ umieszczony na dwdoch stronach w taki sposob, ze w kazdym digrafie zredu-
kowanym (druga kolumna na Rysunku 7.9) korice jednego z tukow sq kolejny-
mi elementami na grzbiecie ksigzki, to umieszczenie digrafu zredukowanego
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D, na dwoch stronach moze byc¢ rozszerzone do umieszczenia oryginalnego
digrafu D na dwdch stronach.

Dowadd. Sposoby uzupehienia digrafu zredukowanego D,, umieszczonego na
dwoch stronach, z usunietymi w Redukcji 2 wierzchotkami i tukami, sg zi-
lustrowane w kolumnach 3 i 4 na Rysunku 7.9. Latwo sie przekonaé¢, ze w
zadnym przypadku przywracanie usunietych tukéw nie wprowadza przecie¢
z hukami w digrafie D,. Korzystamy przy tym z wnioskéw z Lematu 14, ze
w digrafie D, wierzchotki digraféw zredukowanych maja stopnie wejsciowe i
wyjsciowe rowne 1 lub 2. O]

W algorytmie, przedstawionym ponizej, generowana jest numeracja wierz-
chotkow spetiajaca warunki z Lematu 15 — patrz uzasadnienie w Podpunkcie
Krok 3.1.

Krok 2: Umieszczanie zredukowanego digrafu D, na dwéch
stronach w ksigzce

Ten zasadniczy krok algorytmu jest wykonywany na do gory ptaskiej re-
prezentacji digrafu zredukowanego D,.. Dla danego digrafu D, w takiej repre-
zentacji, jest okre$lona jednoznacznie kolejnosé tukéw wokot wierzchotkow,
co jednoznacznie okresla rowniez Sciany do gory plaskiego digrafu D, oraz ich
kolejno$¢ wokot wierzchotkéw. Na tej podstawie, odwotujac sie do potozenia
Scian, mozna jednoznacznie okresli¢ wierzchotki i tuki lezace najbardziej na
prawo.

W Algorytmie przyjeto dwie naturalne dla rozwazanego problemu zasady
postepowania:

1. Digraf D, jest przegladany i umieszczany w ksigzce od prawej do lewej
strony. Ta zasada moze by¢ realizowana dzieki ptaskiej reprezentacji di-
grafu D,.

2. Wierzchotkom sa nadawane numery podczas przeszukiwania zredukowa-
nego digrafu D, metoda w gtab z zachowaniem kolejnosci przegladania
tukéw i wierzchotkow od prawej do lewej, wynikajacej z ptaskiej repre-
zentacji digrafu D,.

W Algorytmie tuki sg przydzielane do strony 1 (lewej) lub 2 (prawej).
Luk (v,w) jest rysowany miedzy numerami przydzielonymi przez algorytm
wierzchotkom v i w.

W opisie Algorytmu ponizej, okreslenie wierzchotek minimalny odnosi sie
do wierzchotka minimalnego (czyli bez poprzednikow) wérod wierzchotkow,
ktorym algorytm nie nadal jeszcze numeréw. A zatem, jednoznacznie mozna
okresli¢ minimalny wierzchotek w, znajdujacy sie¢ najbardziej na prawo w
Scianie, do ktorej nalezy wierzchotek v, gdyz Sciany, do ktorych nalezy wierz-
chotek v, oraz ich kolejnos¢ wokot wierzchotka v, sa rowniez jednoznacznie
okreslone.

Algorytm
1 =1;
niech v bedzie wierzchotkiem minimalnym w $cianie zewnetrznej,
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lezacym najbardziej na prawo;
nadaj wierzchotkowi v numer 1;
Numeruj(v);

Rekurencyjna procedura Numeruj ma nastepujaca postac:

procedure Numeruj(v);
jesli v jest maksymalny w D, to
jesli zostaly ponumerowane wszystkie wierzchotki to koniec algorytmu
W przeciwnym razie
(1)  przejdz do minimalnego wierzchotka w, ktory znajduje sie
najbardziej na prawo w $cianie, do ktorej nalezy v;
zwieksz 1 =i + 1;
nadaj wierzchotkowi w numer ¢;
(2)  jesli w wierzchotku w koriczy sie tuk (u,w), ktory nie zostat
umieszczony w ksiazce to umiesé (u, w) na stronie 2;
wywolaj Numeruj(w)
W przeciwnym razie:
(3) jesli v jest dolnym wierzchotkiem w digrafie K 5 zredukowanym
z Kgp lub K3, to
niech w oznacza prawy wierzchotek w tym K o;
zwieksz 1 =1 + 1;
nadaj wierzchotkowi w numer i;
umies¢ tuk (v, w) na stronie 1
wywolaj Numeruj(w)
W przeciwnym razie
dla kolejnego od prawej tuku (v, u) o poczatku w wierzchotku v
wykonaj
(4) jesli wszystkie pozostate tuki wchodzace do u zostaty juz
umieszczone w ksiazce to
zwieksz 1 =1+ 1;
nadaj wierzchotkowi u numer i;
umies¢ tuk (v, u) na stronie 2
wywolaj Numeruj(u)
W przeciwnym razie
(5) umiesé tuk (v, u) na stronie 1 (wierzchotkowi u zostanie nadany
numer pozniej);
przejdz do minimalnego wierzchotka w, ktory znajduje sie
najbardziej na prawo w $cianie, do ktorej nalezy v;
zwieksz 1 =1 + 1;
nadaj wierzchotkowi w numer ¢;
(2) jesli w wierzchotku w konczy sie tuk (u, w), ktory nie zostal
umieszczony w ksiazce to umiesé (u, w) na stronie 2;
wywolaj Numeruj(w)

Objasnijmy przebieg algorytmu i jego najwazniejsze kroki. Algorytm roz-
poczyna dziatanie od minimalnego wierzchotka v lezacego najbardziej na pra-
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wo w Scianie zewnetrznej, numeruje kolejno osiggane wierzchotki i umieszcza
na stronach 1 i 2 tuki incydentne z numerowanymi wierzchotkami. Przypi-
sanie tukow do stron odbywa sie zgodnie z zasada: ostatni od prawej tuk
wchodzacy do danego wierzchotka jest umieszczany na stronie 2, a wezesniej-
sze tuki (w sensie kolejnosci od prawej do lewej) sa umieszczane na stronie 1.
Wyjatkiem od tej zasady jest krok (3) algorytmu, w ktorym jest numerowany
dolny wierzcholek digrafu Ko zredukowanego z digrafow Ko lub K3, W
tym przypadku stopnie wejsciowe wierzchotkéw gérnych w K o sg réwne 1 i
zgodnie z ogdlna zasada tuki ponizej nich incydentne z nimi, jako ostatnie tuki
wchodzace do swoich wierzchotkéw koricowych, powinny byé przydzielone do
strony 2. Jednak dla zapewnienia mozliwosci zastosowania Lematu 15, oba
tuki nie moga by¢ na tej samej stronie i pierwszy z nich jest przydzielany do
strony 1, a jego numerami sg kolejne liczby.

Kroki algorytmu (1) i (5) odpowiadaja sytuacji, gdy nalezy przej$¢ do
wierzchotka minimalnego, gdyz v nie ma nastepnika albo do najbardziej na
prawo nastepnika wierzchotka v wchodzi jeszcze inny tuk. Nastepuje wte-
dy przejécie Algorytmu do wierzchotka minimalnego w, zawartego w $cianie
najbardziej na prawo, do ktorej nalezy wierzcholek v. Jednoczesnie, jesli w
wierzchotku w koriczy sie tuk (ostatni dochodzacy do w), to zgodnie z przyje-
ta zasada, zostaje umieszczony na stronie 2 (Kroki (2) w Algorytmie). Krok
algorytmu (4) odpowiada sytuacji, gdy mozna kontynuowaé przeszukiwanie
w glab.

Latwo zauwazy¢ nastepujaca wtasno$é kolejnosci wierzchotkéw, genero-
wanej przez Algorytm.

Lemat 16. Kolejnosé wierzchotkow digrafu D,., generowana przez Algorytm,
odpowiada zachtannemu rozszerzeniu liniowemu zbioru uporzgdkowanego (P, <
), ktorego digrafem pokrycie jest zredukowany digraf D,.. Rozszerzenie to za-
wiera wszystkie elementy zbioru P.

Dowad. Jesli znajdujemy sie w wierzchotku v, to przenosimy sie do jego na-
stepnika u tylko wtedy, gdy zostaly wyczerpane tuki wchodzace do u. Z kolei,
jesli nie mozemy przejs¢ do nastepnika wierzchotka v, to przenosimy sie do
wierzcholtka minimalnego w digrafie, ktory pozostal do przejrzenia przez Al-
gorytm.

Aby uzasadnié, ze generowana kolejnosé wierzchotkow zawiera wszystkie
wierzcholtki digrafu D, wystarczy zauwazy¢, ze kazdy wierzchotek jest albo
minimalny w D, albo jest nastepnikiem wierzchotka minimalnego. A ponie-
waz digraf D, jest przegladany od prawej do lewej, zaden wierzchotek nie
zostanie pominiety. O

Oznaczmy przez D, naddigraf otrzymany z digrafu D, przez dolaczenie
tukéw miedzy dwoma kolejnymi wierzchotkami generowanego rozszerzenia
liniowego, jesli te wierzchotki nie sa potaczone tukiem w digrafie D,. Te tuki
odpowiadaja skokom w generowanym rozszerzeniu liniowym — na Rysunkach
sa oznaczone linig przerywana ze strzatkami. Naddigraf D, zawiera wiec droge
Hamiltona, odpowiadajaca generowanemu rozszerzeniu liniowemu.

Rysunki 7.10(c) i 7.11(a) ilustruja dziatanie Algorytmu na zredukowanym
digrafie D, digrafu D z Rysunku 7.10(a).
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Rysunek 7.10. Przyklad dziatania algorytmu. Dany ptaski digraf pokrycia D
N-wolnego zbioru uporzadkowanego (a), jego zredukowana posta¢ D, (b), oraz
naddigraf D, (c) — wynik dzialania Algorytmu

W dwoch kolejnych lematach wykazujemy, ze Algorytm rzeczywiscie umiesz-
cza na dwoch stronach bez przecieé¢ digraf zredukowany D,.

Lemat 17. Luki umieszczone na stronie 2 przez Algorytm tworzq las rozpi-
najgcy w digrafie D, © nie przecinajq sie na stronie 2.

Dowdd. Zgodnie z przebiegiem Algorytmu (Kroki (2) i (4)), na stronie 2 sa
umieszczane ostatnie tuki wchodzace do poszczegolnych wierzchotkow, z wy-
jatkiem sytuacji z Kroku (3), gdy jedyny tuk wchodzacy do wierzchotka w jest
umieszczany na stronie 1. Zatem w digrafie utworzonym z tych tukéw stopien
wejsciowy kazdego wierzchotka, z wyjatkiem wierzchotkow minimalnych, jest
rowny 1. Poniewaz jest to digraf acykliczny, tuki umieszczone na stronie 2
tworza poddigraf digrafu G, bedacy lasem (dopuszczamy, ze drzewo w tym
lesie moze zawiera¢ tylko jeden wierzchotek) — oznaczmy ten las przez T
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Rysunek 7.11. Dla digrafu D z Rysunku 7.10(a), umieszczenie na dwoch stronach
zredukowanego digrafu D, (a) i umieszczenie na dwoch stronach oryginalnego di-

grafu D (b)

Przechodzenie kolejnej sktadowej lasu T w Algorytmie jest wersja algo-
rytmu umieszczania na jednej stronie digrafu pokrycia bedgcego drzewem,
opisanego w Rozdziale 4. Tutaj ten algorytm uwzglednia dodatkowo upo-
rzadkowanie tukéw wokot wierzchotkow, wynikajace z ptaskiego przedstawie-
nia digrafu D,., zgodnie z ktérym tuki sa umieszczane w ksiazce od prawej
do lewej. Z ptaskiej reprezentacji lasu T, jako poddigrafu ptaskiego digrafu
D, wynika, ze sktadowe lasu albo leza w obszarach zawierajacych sie, albo
roztacznych. Stad wynika, ze numery nadane przez Algorytm wierzchotkom
w poszczegblnych sktadowych lasu T naleza do przedziatow, ktore sa albo
roztaczne, albo zawieraja sie w sobie. O

Lemat 18. fuki umieszczone przez Algorytm na stronie 1 nie przecinajq sie.

Dowadd. Na stronie 1 sg umieszczane tuki, ktore podcezas dziatania Algorytmu
nie sg ostatnimi tukami wchodzacymi do poszczegdlnych wierzchotkow, albo
sa to tuki umieszczane na stronie 1 w Kroku (3) Algorytmu. W tym drugim
przypadku wierzchotki takiego tuku sa numerowane kolejnymi liczbami, a
wiec taki tuk nie przecina zadnych innych tukéw. Pozostaje do rozpatrzenia
tylko ten pierwszy przypadek.
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Jesli stopien wejsciowy jakiego$ wierzchotka v jest wiekszy lub réwny 2,
to tuki umieszczone na stronie 1, ktére wchodza do tego wierzchotka, tworza
pek tukow ze wspolnym wierzchotkiem koncowym v — takie tuki ewidentnie
nie przecinaja si¢ miedzy soba na stronie 1.

Niech wiec k = (u,v) i I = (z,y) beda dwoma tukami umieszczonymi
na stronie 1, ktore nie maja wspolnego wierzchotka. Zgodnie z Algorytmem,
wierzchotki v i y zostaly ponumerowane w momencie umieszczania na stronie
2 ostatnich tukéw wchodzace do tych wierzchotkéw. Przypusémy, ze numer
wierzchotka u jest mniejszy od numeru wierzchotka x. Oznacza to, ze wierz-
chotek u zostal wcze$niej osiagniety niz wierzchotek x. Jesli numer wierz-
chotka x jest wiekszy niz numer wierzchotka v, to tuki k i [ nie przecinaja
sie.

Niech wiec numer wierzchotka x bedzie mniejszy niz numer wierzchotka v.
To oznacza, ze wierzcholtek x zostal osiagniety, zanim nie zostal umieszczony
w ksiazce ostatni tuk wchodzacy do wierzchotka v, ktory jest umieszczany na
stronie 2.

Z tego, ze umieszczany digraf jest plaski wynika, wszystkie nastepniki
wierzchotka x otrzymuja swoj numer przed umieszczeniem tuku (u,v) na
stronie 1, a wiec wierzcholek y otrzymuje numer mniejszy od numeru wierz-
chotka v, czyli tuki k = (u,v) il = (z,y) nie przecinaja si¢.

O

Krok 3: Uzupelnienie umieszczenia zredukowanego digrafu
usunietymi elementami

Po umieszczeniu zredukowanego digrafu D, w ksigzce na dwoch stronach,
usuniete fragmenty oryginalnego digrafu D sg z powrotem dokladane do di-
grafu D, w nastepujacy sposob.

Krok 3.1: Przywrécenie elementéw digrafu D usunietych przez Re-
dukcje 2.

Umies¢ wierzcholtki i tuki usuniete w trakcie Redukcji 2 z poddigrafow
pelnych K51 K7, (s > 2) oraz Ky, i K3, (t > 2) tak, jak to zilustrowano w
trzeciej i w czwartej kolumnie na Rysunku 7.9. Jest to mozliwe na podsatwie
Lematu 15, gdyz w kazdym wierzchotku o stopniu wejsciowym wiekszym niz 1
konczy sie tuk, ktorego koncom zostaty przydzielane kolejne numery. Podob-
nie w digrafach K, konce jednego z tukéw zostaja numerowane kolejnymi
liczbami (Krok (3) Algorytmu).

W tym kroku moze nastapi¢ zmiana ptaskiej reprezentacji digrafu D, po-
legajaca na tym, ze w przypadku poddigraféw dwudzielnych pelnych K7, (s >
2) 1 K3, (t > 2), wszystkie poddigrafy zawarte wewnatrz zewngtrznego Kj o
sa umieszczane w jednym z "ogonéw", prawym lub lewym — patrz trzecia
kolumna na Rysunku 7.9 oraz Rysunek 7.11(b). Ta modyfikacja nie psuje
plaskosci digrafu D, chociaz w ksigzce jest umieszczany nieco inna ptaska
reprezentacja digrafu D.

Na Rysunku 7.11(b) zilustrowano uzupelnienie umieszczenia digrafu zre-
dukowanego D,, pokazanego na Rysunku 7.11(a) do umieszczenia oryginal-
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nego digrafu D z Rysunku 7.10(a).

Krok 3.2: Przywrécenie elementéw digrafu D usunietych przez Re-
dukcje 1.

Poddigrafy usuwane w Redukcji 1 dotaczaj w kolejnosci odwrotnej do
kolejnosci usuwania.

Stosujac opisany algorytm (Redukcja 2 i Krok 2), dotaczaj kolejne pod-
digrafy usuniete podczas Redukcji 1, umieszczajac je na dwoch stronach tak,
aby wierzchotki rozspajajace, ktorymi sa doczepione do odbudowywanego
oryginalnego digrafu, byly najwyzszymi lub najnizszymi wierzchotkami na
grzbiecie ksigzki, w zaleznosci od tego, czy doczepiany digraf jest wiszacy
czy stojacy w oryginalnym digrafie D.

W przypadku niektérych poddigrafow, Algorytm w Kroku 2 musi ulec
niewielkiej zmianie, gdyz ten Algorytm rozpoczyna umieszczanie digrafu od
najbardziej prawego wierzchotka minimalnego, a moze sie tak zdarzy¢, ze
poddigraf jest potgczony w oryginalnym digrafie w wierzchotku rozspaja-
jacym, ktory nie jest najbardziej prawym wierzchotkiem minimalnym (lub
maksymalnym) w doczepianym poddigrafie.

Przyktad takiego doczepianego poddigrafu jest pokazany na Rysunku
7.12(a) — zakladamy, ze digraf E z Rysunku jest doczepiony do digrafu D
w wierzchotku rozspajajacym x. W takim przypadku modyfikacja Algorytmu
polega na rozpoczeciu numerowania wierzchotkow od wierzchotka z i jak naj-
szybszym znalezieniu si¢ w najbardziej na prawo wierzchotku minimalnym,
lezacym w Scianie zewnetrznej. To przejscie jest zilustrowane na Rysunku
7.12(c). Polega ono na przejsciu do najbardziej na prawo lezacego wierzchotka
minimalnego, przy tym, jesli wierzchotek minimalny v jest dolnym wierzchot-
kiem w K 2 zredukowanym z K3 lub K3, to najpierw jako nastepne nalezy
ponumerowaé prawy wierzchotek w tym K o oraz kolejne jego nastepniki o
stopniu wejéciowym 1.

Zastosowanie tak zmodyfikowanego Algorytmu jest zilustrowane na Ry-
sunkach 7.121 7.13

Jesli doczepiany poddigraf jest wiszacy w oryginalnym digrafie, czyli jest z
nim potaczony swoim wierzchotkiem maksymalnym, to stosujemy opisane tu-
taj postepowanie do poddigrafu z odwroconym kierunkiem tukéw. Zauwazmy,
ze jesli digraf jest N-wolny, to digraf otrzymany przez odwrécenie kierunku
jego tukow jest réwniez N-wolny.

Wszystkie etapy postepowania, zastosowane do digrafu pokrycia D =
(P, A) zbioru uporzadkowanego (P, <), danego jako digraf ptaski: spraw-
dzanie, czy zbior jest N-wolny, redukcje, wlasciwy Algorytm i uzupelnienie
wtozenia digrafu zredukowanego do wtozenia oryginalnego digrafu, moga by¢é
wykonane w czasie wielomianowym, przy zalozeniu, ze digraf D jest dany
jako digraf do gory ptaski.

Ten Rozdzial mozemy podsumowaé¢ Twierdzeniem, stanowigcym gtowny
wynik pracy:
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Rysunek 7.12. Przyktad dzialania algorytmu w przypadku, gdy najnizszy numer

ma uzyskaé¢ wierzchotek minimalny digrafu, ktory niekoniecznie lezy najbardziej

na prawo — jest nim wierzchotek = w digrafie ' (a); zredukowany digraf E, (b);
naddigraf E, otrzymany w wyniku dzialania zmodyfikowanego Algorytmu (c)

Twierdzenie 27. Przedstawiony w tym punkcie algorytm uwmieszcza ptaski
N-wolny digraf pokrycia D zbioru uporzgdkowanego (P, <) na dwdch stro-
nach w ksigzce. Czas dziatania algorytmu jest wielomianowy wzgledem liczby
elementow 1 liczby relacji pokrycia w zbiorze P, czyli wzgledem liczby wierz-
chotkow n 1 liczby tukow m w digrafie D.

Latwo zauwazy¢, ze wszystkie kroki postepowania, majace na celu umiesz-
czenie danego do gory ptaskiego digrafu pokrycia na dwoch stronach, moga
by¢ wykonane w czasie O(m + n).



19 19

18 18
17 17

d) b)
16 16
15 15
14 14
13 13
12 12
11 11
10 10
9 9
8 8
7 7
6 6
5 5
4 4
3 3
2 2
1 1

Rysunek 7.13. Dla digrafu E z Rysunku 7.12(a), umieszczenie na dwoch stronach
zredukowanego digrafu E, (a) i umieszczenie na dwoch stronach oryginalnego di-
grafu E (b)



8. Podsumowanie

Praca jest poswiecona problemowi liczby stron w dziedzinie zbioréw upo-
rzadkowanych. Gtéwna uwage skupiono na dwéch problemach w tym obsza-
rze badan, ktore dotychczas nie doczekaty sie pelnego rozwiazania:

— scharakteryzowaé zbiory, ktére moga by¢ umieszczone na dwoch stronach
w ksiazce,
— okresli¢ liczbe stron planarnych zbioréw uporzadkowanych.

Najwazniejsze wyniki osiggnicto dla klasy N-wolnych zbioréw uporzad-
kowanych korzystajac z interpretacji takich zbiorow jako digraféow tukowych.
Dla tej klasy zbiorow uporzadkowanych otrzymano wczesniej czesciowe wy-
niki i ta klasa zbiorow wystepuje czesto w badaniach trudnych problemdéw
kombinatorycznych, dajac szanse na otrzymanie przynajmniej czesciowych
wynikow. Tak tez sie stalo w tej pracy. Najwazniejszy wynik pracy, to al-
gorytmiczny dowod twierdzenia, ze kazdy N-wolny planarny zbiér uporzad-
kowany mozna umieéci¢ w ksiazce na dwoch stronach pod warunkiem jed-
nak, ze digraf pokrycia takiego zbioru jest dany jako digraf do goéry ptaski,
gdyz badanie do gory planarnosci zbioréw uporzadkowanych jest problemem
NP-zupelnym.

Wymienione powyzej dwa problemy pozostaja nada otwarte w calej swej
og6lnosci.
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