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Streszczenie

W rozprawie rozwa»ane s¡ tylko grupy sko«czone, zwane dalej grupami. Ce-

lem rozprawy jest opisanie pewnych grup z punktu widzenia wªasno±ci krat ich

podgrup. Motywacj¡ do naszych bada« byªy uogólnienia krat modularnych,

inspirowane udanymi próbami rozszerzenia poj¦cia wymiaru jednolitego (wy-

miaru Goldiego), znanego wcze±niej dla krat modularnych, na istotnie szersze

klasy krat. Kraty te nazwano silnie zrównowa»onymi i dualnie silnie zrów-

nowa»onymi, a grupy o takich kratach podgrup, odpowiednio grupami silnie

zrównowa»onymi i dualnie silnie zrównowa»onymi.

W pierwszym rozdziale rozprawy przypominamy i uzupeªniamy potrzebne

dalej wiadomo±ci o kratach sko«czonych.

W drugim rozdziale przedstawiamy peªn¡ klasy�kacj¦ grup silnie zrównowa-

»onych. Wykorzystuj¡c opis minimalnych grup prostych dowodzimy najpierw,

»e s¡ one superrozwi¡zalne, nast¦pnie charakteryzujemy silnie zrównowa»one

p-grupy i {p, q}-grupy i w ko«cu uzyskujemy nast¦puj¡ce twierdzenie struk-

turalne: Sko«czona grupa G jest silnie zrównowa»ona wtedy i tylko wtedy,
gdy jest iloczynem prostym p-grup i {p, q}-grup silnie zrównowa»onych o rz¦-
dach parami wzgl¦dnie pierwszych. Z opisu czynników tego iloczynu wynika,

»e algebraiczna struktura grup silnie zrównowa»onych formalnie przypomina

struktur¦ grup modularnych, chocia» klasa grup silnie zrównowa»onych jest

istotnie wi¦ksza.

W rozdziale trzecim opisujemy grupy dualnie silnie zrównowa»one. Po-

dobnie jak grupy silnie zrównowa»one rozkªadaj¡ si¦ one na iloczyny proste

pewnych p-grup i {p, q}-grup, których rz¦dy s¡ parami wzgl¦dnie pierwsze.

W tym jednak przypadku zarówno p-grupy, jak i {p, q}-grupy dualnie silnie

zrównowa»one maj¡ opis znacznie ró»ni¡cy si¦ od opisu p-grup i {p, q}-grup
modularnych. Z podanych charakteryzacji wynika, »e cz¦±ci¡ wspóln¡, klas

grup silnie zrównowa»onych i dualnie silnie zrównowa»onych jest klasa grup

modularnych.

Na koniec, korzystaj¡c z tego, »e w silnie zrównowa»onej kracie jest do-

brze okre±lony silny wymiar jednolity, de�niujemy silny wymiar i kowymiar

jednolity w grupach odpowiednio silnie zrównowa»onych i dualnie silnie zrów-

nowa»onych. Podajemy te» metody obliczania tych wymiarów. Pokazujemy,

»e zarówno silny wymiar jednolity jak i silny kowymiar jednolity grupy ma

±cisªy zwi¡zek z moc¡ pewnego zbioru generatorów tej grupy.

S�OWA KLUCZOWE: grupa sko«czona, grupa rozwi¡zalna, sko«czona

grupa prosta, krata modularna, wymiar jednolity, krata podgrup, grupa mo-

dularna
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Abstract

In this work we consider only �nite groups which we call simply groups. The

aim of the dissertation is to describe certain �nite groups from the point of

view of properties of subgroup lattices. The motivation of our study was to

generalize of the notion of a modular lattice. This was inspired by a successful

attempt to extend the notion of a uniform dimension (Goldie dimension) from

the class of modular lattices to essentially larger classes. These lattices are

called strongly balanced and dually strongly balanced. Groups with such sub-

group lattices are called strongly balanced groups and dually strongly balanced

groups respectively.

In the �rst chapter we remind and complet necessary informations about

�nite lattices.

In the second chapter we present a classi�cation of strongly balanced gro-

ups. Using the known description of minimal simple groups �rst we show

that they are supersolvable. Next, we describe strongly balanced p-groups and

{p, q}-groups. Finally we obtain the structural theorem which gives a complete

characterization of all strongly balanced groups: A �nite group G is strongly
balanced if and only if G is a direct product of strongly balanced p-groups and
{p, q}-groups with pairwise relatively prime orders. It follows from our descrip-

tion of direct factors that the algebraic structure of �nite strongly balanced

groups is very similar to the structure of �nite modular groups, although the

class of strongly balanced groups is essentially larger.

In the third chapter we describe dually strongly balanced groups. Similarly

as in the previous case, they are the direct products of dually strongly balanced

p-groups and {p, q}-groups with pairwise relatively prime orders. But in this

case p-groups and {p, q}-groups are essentially di�erent from p-groups and

{p, q}-groups in the modular case. It follows from our characterization that

the intersection of the class of �nite strongly balanced groups and the class

of �nite dually strongly balanced groups is the class of �nite modular groups,

though the intersection of related classes of lattices is essentially bigger than

the class of modular lattices.

At the end of the work we study dimensions of strongly balanced and dually

strongly balanced groups which can be de�ned on the basis of the notion of

the strong uniform dimension of strongly balanced lattices. In particular we

prove that both dimensions of such groups are strictly related to number of

elements in their certain minimal generating set.

KEYWORDS: �nite group, solvable group, �nite simple group, modular

lattice, uniform dimension, subgroup lattice, modular group
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Wst¦p

Pocz¡tki teorii krat si¦gaj¡ pierwszej poªowy XIX wieku, a systematyczne ba-

dania tej dziedziny rozpocz¦ªy si¦ prawie sto lat pó¹niej, w latach trzydziestych

XX wieku. Jednym ze ¹ródeª motywacji dla tych bada« byªo zapotrzebowanie

z innych dziaªów matematyki w tym z teorii pier±cieni, sk¡d m.in. wywodzi

si¦ poj¦cie krat modularnych, sformuªowane jeszcze w dziewi¦tnastym wieku

przez R. Dedekinda. Z czasem okazaªo si¦, »e kratowe podej±cie przynosi wiele

korzy±ci równie» teorii grup, a zwa»ywszy, »e kraty podgrup mog¡ mie¢ dowol-

nie bogat¡ struktur¦, teoria grup dostarczyªa znacznie wi¦cej motywacji ni»

teoria pier±cieni.

Wzajemne zwi¡zki wªasno±ci grupy z wªasno±ciami kraty jej podgrup maj¡

charakter swego rodzaju sprz¦»enia zwrotnego. Nas interesowa¢ b¦d¡ kratowe

motywacje w teorii grup wyrosªe z klasycznych zagadnie« si¦gaj¡cych poj¦cia

krat modularnych.

Grupy, których kraty podgrup nale»¡ do wa»nych klas krat, takich jak

wªa±nie kraty modularne lub rozdzielne byªy skutecznie badane ju» w latach

trzydziestych XX-go wieku. W 1938 r. O. Ore ([17]) udowodniª, »e grupa

ma rozdzieln¡ krat¦ podgrup wtedy i tylko wtedy, gdy jest lokalnie cykliczna.

W latach 1941-43 K. Iwasawa ([10, 11]) scharakteryzowaª modularne grupy lo-

kalnie sko«czone i modularne grupy zawieraj¡ce element niesko«czonego rz¦du.

Klasy�kacj¦ grup modularnych zako«czyª R. Schmidt dopiero w 1986 roku opi-

sem modularnych grup torsyjnych ([21]), co byªo mo»liwe dzi¦ki konstrukcjom

grup Tarskiego uzyskanym przez A. Olshanskii'ego na pocz¡tku lat osiemdzie-

si¡tych XX wieku.

Przegl¡d najwa»niejszych wyników uzyskanych przed rokiem 1994 i doty-

cz¡cych relacji mi¦dzy wªasno±ciami grup i krat ich podgrup mo»na znale¹¢

w obszernej (bo licz¡cej prawie 600 stron) monogra�i R. Schmidta po±wi¦co-

nej tej tematyce ([22]).

Badania te s¡ kontynuowane do chwili obecnej. Jednym z interesujacych

kierunków rozwoju jest opis grup, których kraty podgrup nie zawieraj¡ pew-

nych szczególnych rodzajów krat. Tak¡ wªasno±¢ maj¡ na przykªad kraty roz-

dzialne i modularne. W ramach bada« w tym obszarze, R. Schmidt opisaª

m.in. sko«czone grupy z planarn¡ krat¡ podgrup ([24, 25]) oraz sko«czone
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grupy, których kraty podgrup nie zawieraj¡ podkraty izomor�cznej z krat¡

podgrup grupy diedralnej rz¦du 8 ([26]).

Jak wspomnieli±my, struktura sko«czonych grup modularnych, czyli grup,

których krata wszystkich podgrup jest modularna, jest znana ju» od lat czter-

dziestych ubiegªego wieku. W niniejszej pracy zajmowa¢ si¦ b¦dziemy sko«czo-

nymi grupami nale»¡cymi do klas istotnie szerszych, ni» klasa grup modular-

nych. S¡ to klasy grup z silnie zrównowa»on¡ i z dualnie silnie zrównowa»on¡

krat¡ podgrup.

Motywacja dla opisu tych klas si¦ga do zagadnie« z teorii pier±cieni i mo-

duªów, które przeniesione do teorii krat daªy w nast¦pstwie interesuj¡cy im-

puls do bada« w teorii grup. Poj¦cie kraty silnie zrównowa»onej pojawiªo si¦

w zwi¡zku z udan¡ prób¡ uogólnienia poj¦cia wymiaru Goldiego (zwanego te»

wymiarem jednolitym) dla moduªów, podj¦tej w latach osiemdziesi¡tych przez

P. Grzeszczuka i E. Puczyªowskiego. W [7] rozszerzyli oni to poj¦cie na kraty

modularne z zerem i wykazali, »e wymiar jednolity dowolnego moduªu jest

równy wymiarowi kraty wszystkich podmoduªów tego moduªu. W pracy [13]

J. Krempa i B. Terlikowska-Osªowska pokazali, »e wymiar jednolity jest dobrze

okre±lony w znacznie szerszej klasie krat, nazwanych tam �permutable�, a obec-

nie nazywanych kratami zrównowa»onymi. Tam te» wprowadzono poj¦cie krat
silnie zrównowa»onych (�globally permutable�) i ich silnego wymiaru jednoli-

tego. W pracy [13] zostaªa tak»e podana charakteryzacja tych krat analogiczna

do klasycznej charakteryzacji krat modularnych, czy rozdzielnych:

Sko«czona krata jest silnie zrównowa»ona wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera
podkraty izomor�cznej z jedn¡ z dwóch minimalnych krat niezrównowa»onych
(tzw. krat testowych).

Warto odnotowa¢, »e niezale»nie od [13], klasa krat zrównowa»onych poja-

wiªa si¦ w pracy Zolotareva ([35]).

W przeciwie«stwie do krat modularnych i rozdzielnych, które charaktery-

zuj¡ si¦ tym, i» kraty do nich dualne s¡ odpowiednio modularne i rozdzielne,

krata dualna do kraty silnie zrównowa»onej na ogóª nie jest silnie zrównowa-

»ona. Zatem kraty dualnie silnie zrównowa»one tworz¡ now¡ klas¦ krat, która

równie» posiada kraty testowe i s¡ one dualne do testowych krat dla klasy krat

silnie zrównowa»onych.

W niniejszej pracy przedstawiamy opis grup sko«czonych, których kraty

podgrup s¡ silnie zrównowa»one lub dualnie silnie zrównowa»one. W oparciu

o wspomniane wy»ej zwi¡zki z wymiarem Goldiego moduªów, badamy równie»

wªasno±ci wymiarów ( jednolitego i silnie jednolitego), wprowadzonych w klasie

tych grup.

Wszystkie rozwa»ane w rozprawie kraty i grupy s¡ sko«czone, aczkolwiek

cz¦±¢ z uzyskanych wyników mo»na przenie±¢ na znacznie szersz¡ klas¦ obiek-
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tów. Pierwszy rozdziaª zawiera wprowadzenie do problematyki z punktu wi-

dzenia teorii krat. Podajemy tu charakteryzacj¦ krat silnie zrównowa»onych

(dualnie silnie zrównowa»onych), jako tych, które nie zawieraj¡ w charakterze

podkrat dwóch testowych krat T1 i T2 (odpowiednio D1 i D2). De�niujemy

ponadto, poj¦cia silnego wymiaru jednolitego i silnego kowymiaru jednolitego

oraz przedstawiamy ich podstawowe wªasno±ci wa»ne dla dalszej cz¦±ci pracy.

Rozdziaª 1 jest oparty gªównie na wynikach uzyskanych w pracach [13] i [35].

W rozdziale 2 przedstawiamy kompletn¡ klasy�kacj¦ grup sko«czonych

z silnie zrównowa»on¡ krat¡ podgrup, czyli grup silnie zrównowa»onych. Oka-
zuje si¦, »e grupa sko«czona jest silnie zrównowa»ona wtedy i tylko wtedy,

gdy rozkªada si¦ na iloczyn prosty p-grup modularnych i pewnych {p, q}-grup,
których rz¦dy s¡ parami wzgl¦dnie pierwsze (Twierdzenie 2.3.10). Silnie zrów-

nowa»one {p, q}-grupy na ogóª nie s¡ modularne, ale ich algebraiczna struk-

tura bardzo przypomina struktur¦ grup modularnych. Podajemy ich opis za

pomoc¡ generatorów i relacji. Dowód jest do±¢ skomplikowany i »mudny. Naj-

pierw, na podstawie klasy�kacji minimalnych sko«czonych grup prostych do-

wodzimy, »e ka»da grupa silnie zrównowa»ona jest rozwi¡zalna. Nast¦pnie

pokazujemy, »e s¡ one superrozwi¡zalne, co w dalszej kolejno±ci prowadzi do

uzyskania wspomnianego wy»ej rozkªadu na iloczyn prosty i postaci jego czyn-

ników. Przedstawione w tym rozdziale wyniki pochodz¡ z pracy [2], która

daªa impuls do dalszych uogólnie« uzyskanych przez R. Schmidta w [23]. Cha-

rakteryzacj¦ silnie zrównowa»onych grup lokalnie sko«czonych mo»na znale¹¢

w [20].

Rozdziaª 3 po±wi¦cony jest grupom, których krata podgrup jest dualnie

silnie zrównowa»ona, czyli grupom dualnie silnie zrównowa»onym. Podobnie

jak grupy silnie zrównowa»one, one równie» s¡ rozwi¡zalne, poniewa» rozkªa-

daj¡ si¦ na iloczyn prosty p-grup i {p, q}-grup dualnie silnie zrównowa»onych,

których rz¦dy s¡ parami wzgl¦dnie pierwsze. Tutaj równie» klasy�kacja mi-

nimalnych grup prostych okazaªa si¦ u»yteczna. Jednak»e opis skªadników

prostych jest ju» zupeªnie inny. Po pierwsze p-grupy dualnie silnie zrówno-

wa»one stanowi¡ klas¦ szersz¡ ni» p-grupy modularne. Dla p > 2, podobnie

jak w przypadku modularnym, p-grupa G nie jest dualnie silnie zrównowa-

»ona wtedy i tylko wtedy, gdy najmniejsza grupa, która nie jest dualnie silnie

zrównowa»ona (któr¡ mo»naby nazwa¢ p-grup¡ testow¡), zanurza si¦ w grup¦

G. Dla p = 2 taki przejrzysty opis dotyka wyj¡tkowo trudnych zagadnie«

zwi¡zanych z klasy�kacj¡ 2-grup rangi 2, która od lat stanowi jedno z wa»-

nych nierozwi¡zanych zagadnie« teorii sko«czonych p-grup. Po drugie, opis

{p, q}-grup dualnie silnie zrównowa»onych jest równie» kompletnie inny ni»

ich odpowiedników silnie zrównowa»onych.

Wa»n¡ konsekwencj¡ otrzymanych charakteryzacji grup silnie zrównowa»o-

nych i dualnie silnie zrównowa»onych jest fakt, »e cz¦±ci¡ wspóln¡ klasy grup
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z silnie zrównowa»on¡ i dualnie silnie zrównowa»on¡ krat¡ podgrup jest klasa

grup modularnych. Jest to o tyle interesuj¡ce, »e krata zwana pieciok¡tem,

jest zarówno silnie zrównowa»ona, jak i dualnie silnie zrównowa»ona, ale nie

jest modularna. Wyniki tego rozdziaªu s¡ oparte na pracy [3].

W rozdziale 4 na bazie rezultatów z rozdziaªów 2 i 3 przedstawiamy spo-

sób wyznaczania wymiarów jednolitych i kowymiarów jednolitych krat pod-

grup grup silnie zrównowa»onych i dualnie silnie zrównowa»onych. Pokazujemy

m.in., »e zarówno jednolity, jak i silnie jednolity wymiar grup silnie zrówno-

wa»onych jest monotoniczny (jego warto±¢ dla sekcji nie jest wi¦ksza, ni» dla

grupy) i w pewnym sensie jest addytywny (wymiar iloczynu póªprostego jest

sum¡ wymiarów czynników). Ka»da grupa silnie zrównowa»ona, podobnie jak

sko«czone p-grupy, charakteryzuje si¦ tym, »e wszystkie jej minimalne zbiory

generatów s¡ równoliczne. Dowodzimy, »e w grupach silnie zrównowa»onych

wªa±nie moce tych zbiorów s¡ równe obu wymiarom, jednolitemu i silnie jed-

nolitemu (Twierdzenia 4.1.11, 4.2.5), z wyj¡tkiem grup, które zawieraj¡ grup¦

kwaternionów jako czynnik prosty. W szczególno±ci, wi¦c w klasie tych grup,

poza wskazanym wyj¡tkiem, oba wymiary si¦ pokrywaj¡.

Inaczej wygl¡da sytuacja z kowymiarami, jednolitym i silnie jednolitym.

Nawet w klasie grup dualnie silnie zrównowa»onych te kowymiary nie po-

krywaj¡ si¦. Pokazujemy m.in., »e w klasie tych grup kowymiar jednolity

jest równy mocy maksymalnego zbioru g-niezale»nego generuj¡cego grup¦, na-

tomiast silny kowymiar jednolity jest równy mocy maksymalnego zbioru g-

niezale»nego zawartego w grupie. Te wyniki maj¡ bezpo±redni zwi¡zek z ba-

daniami J. Whistona z jego rozprawy doktorskiej [33] i prac [32], [34].

Warto odnotowa¢, »e próby liczenia wymiarów jednolitych byªy podejmo-

wane przez innych autorów równie» w innych klasach grup, ni» silnie zrówno-

wa»one. Pewne wyniki na ten temat mo»na znale¹¢ np. w pracach [1, 16].

Cze±¢ przedstawionych w tym rozdziale wyników pochodzi z publikacji [12].

Pragn¦ podzi¦kowa¢ Promotorowi rozprawy Panu Profesorowi Czesªawowi

Bagi«skiemu za zaanga»owanie, oferowan¡ pomoc w czasie pisania niniejszej

rozprawy, a tak»e za czas po±wi¦cony licznym dyskusjom. Podzi¦kowania kie-

ruj¦ tak»e do Pana Profesora Jana Krempy za wprowadzenie w interesuj¡c¡

tematyk¦ i za kilkuletni¡ opiek¦ naukow¡.
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Rozdziaª 1

Kraty

W tym rozdziale przedstawimy terminologi¦ i rezultaty teorii krat wykorzy-

stywane w nast¦pnych rozdziaªach. Poj¦cia u»ywane w pracy, które tutaj nie

zostaªy zde�niowane, mo»na znale¹¢ w monogra�ach [4, 6, 22].

W pracy rozwa»amy wyª¡cznie kraty sko«czone, zatem istnieje w nich ele-

ment najmniejszy oznaczany symbolem 0 i element najwi¦kszy oznaczany sym-

bolem 1. Ponadto wszystkie takie kraty s¡ atomowe i koatomowe.

0-podkrat¡ kraty L nazywamy podkrat¦, która zawiera element najmniejszy

kraty L a 1-podkrat¡ je±li zawiera ona element najwi¦kszy kraty L. Niech

a ≤ b ∈ L. Podzbiór {x ∈ L | a ≤ x ≤ b} kraty L nazywamy przedziaªem
i oznaczamy [a, b]L lub [a, b], je±li nie b¦dzie to prowadziªo do nieporozumie«.

Dowolny przedziaª kraty jest jej podkrat¡, ale stwierdzenie odwrotne na ogóª

nie jest prawdziwe. Na przykªad, je±li L jest krat¡ tak¡, »e |L| ≥ 3, to zbiór

{0, 1} ⊂ L jest podkrat¡, ale nie jest przedziaªem kraty L.

Je±li L jest krat¡ z porz¡dkiem ≤, to na zbiorze wszystkich elementów kraty

L mo»emy wprowadzi¢ porz¡dek dualny ≤̂ taki, »e dla dowolnych elementów

x, y ∈ L, x ≤̂ y wtedy i tylko wtedy, gdy y ≤ x. Zbiór elementów kraty L

z porz¡dkiem ≤̂ b¦dziemy nazywa¢ krat¡ dualn¡ do L i oznacza¢ L̂. �atwo

jest wykaza¢, »e krata L jest modularna (rozdzielna) wtedy i tylko wtedy, gdy

L̂ jest modularna (rozdzielna).

1.1 Kraty zrównowa»one

Niech L b¦dzie krat¡. Zbiór X ⊂ L \ {0} nazywamy niezale»nym, je±li dla

dowolnego i, 1 ≤ i ≤ n,

xi ∧ (
∨
k 6=i

xk) = 0.
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Zbiór ten nazywamy ci¡gowo niezale»nym je±li dla dowolnego k < n,

(
k∨

j=1

xj) ∧ xk+1 = 0.

Z powy»szych de�nicji bezpo±rednio wida¢, »e w dowolnej kracie ka»dy

zbiór niezale»ny jest ci¡gowo niezale»ny. Zbiór wszystkich atomów kraty T1 lub

T2 (patrz Rysunek 1.2, str. 13) jest ci¡gowo niezale»ny, ale nie jest niezale»ny,

zatem implikacja odwrotna nie jest prawdziwa.

Krat¦ L nazywamy zrównowa»on¡, je±li ka»dy trzyelementowy ci¡gowo nie-

zale»ny podzbiór kraty L jest zbiorem niezale»nym. W my±l powy»szych de-

�nicji krata L jest zrównowa»ona wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych

niezerowych elementów x, y, z ∈ L,

(x ∧ y) ∨ ((x ∨ y) ∧ z) = 0 =⇒ ((y ∨ z) ∧ x) ∨ ((z ∨ x) ∧ y) = 0. (1.1)

Wa»ne klasy krat, jak klas¦ krat rozdzielnych czy modularnych, mo»na

scharakteryzowa¢ na podstawie nieobecno±ci w niej pewnych konkretnych krat.

Dokªadniej, krata L jest rozdzielna wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera pod-

kraty izomor�cznej ani z krat¡ M3, ani z krat¡ N5 (patrz Rysunek 1.1); L

jest modularna wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera podkraty izomor�cznej

z krat¡ N5. W [13] i [35] udowodniono, »e kraty zrównowa»one maj¡ podobn¡

charakteryzacj¦. Poniewa» rozpatrywane w tej pracy kraty s¡ sko«czone, wi¦c

przedstawimy j¡ wraz z dowodem wykorzystuj¡cym t¦ umow¦.
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Rysunek 1.1:

Lemat 1.1.1. Niech L b¦dzie krat¡ i x, y, z b¦d¡ niezerowymi elementami kraty
L takimi, »e (x ∨ y) ∧ z = 0, (y ∨ z) ∧ x = 0, (x ∨ z) ∧ y = y. Wówczas krata
generowana przez elementy x, (x ∨ y) ∧ (y ∨ z), z jest izomor�czna z krat¡ T2.
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Rysunek 1.2:

Dowód. Niech x, y, z ∈ L b¦d¡ takie jak w zaªo»eniach lematu. Przyjmijmy

y1 = (x ∨ y) ∧ (y ∨ z). Wówczas

(x ∨ y1) ∧ z = (x ∨ ((x ∨ y) ∧ (y ∨ z))) ∧ z
≤ (x ∨ x ∨ y) ∧ (x ∨ y ∨ z) ∧ z = (x ∨ y) ∧ z = 0.

Podobnie (z ∨ y1) ∧ x = 0. Ponadto

(x ∨ y1) ∧ (y1 ∨ z) =

(x ∨ ((x ∨ y) ∧ (y ∨ z))) ∧ (((x ∨ y) ∧ (y ∨ z)) ∨ z) ≤
(x ∨ x ∨ y) ∧ (x ∨ y ∨ z) ∧ (x ∨ y ∨ z) ∧ (y ∨ z ∨ z) =

(x ∨ y) ∧ (x ∨ y ∨ z) ∧ (z ∨ y) = (x ∨ y) ∧ (y ∨ z) = y1.

Z drugiej strony ªatwo wida¢, »e y1 ≤ (x ∨ y1) ∧ (y1 ∨ z). St¡d otrzymujemy

y1 = (x∨y1)∧(y1∨z). Zauwa»my dalej, »e y1∧(x∨z) > (y1∧x)∨(y1∧z) = y1

i y1 6 y1 ∧ (x ∨ z) 6 y1, czyli (x ∨ z) ∧ y1 = y1. St¡d x ∨ y1 ≤ x ∨ z. Je±li

x∨y1 = x∨z, to 0 = (x∨y1)∧z = (x∨z)∧z = z, co daje sprzeczno±¢. Zatem

x∨y1 < x∨z i podobnie z∨y1 ≤ z∨x. Oczywi±cie mamy te» y1∨x∨z = z∨x.
Zatem krata generowana przez elementy x, y1, z jest izomor�czna z T2.

Twierdzenie 1.1.2. Niech L b¦dzie krat¡. L jest zrównowa»ona wtedy i tylko
wtedy, gdy nie zawiera 0-podkraty izomor�cznej ani z T1, ani z T2.

Dowód. Przypu±¢my, »e L nie jest krat¡ zrównowa»on¡. Zatem istniej¡ ele-

menty x, y, z ∈ L takie, »e x∧ y = 0, (x∨ y)∧ z = 0, ale (x∨ z)∧ y 6= 0. Niech

y1 < (x ∨ z) ∧ y b¦dzie atomem kraty L. Wówczas (x ∨ z) ∧ y1 = y1. Je±li

(y1 ∨ z) ∧ x = 0, to na mocy Lematu 1.1.1 elementy x, (x ∨ y1) ∧ (z ∨ y1), z

generuj¡ krat¦ izomor�czn¡ z T2. Zaªó»my zatem, »e (y1 ∨ z) ∧ x 6= 0. Niech

x1 ≤ (y1 ∨ z) ∧ x b¦dzie atomem kraty L. Rozwa»my teraz krat¦ generowan¡

przez elementy x1, y1, z. Oczywiste jest, »e (x1 ∨ y1)∧ z = 0, x1 = (y1 ∨ z)∧x1
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oraz (x1 ∨ z) ∧ y1 ≤ y1. Je±li (x1 ∨ z) ∧ y1 = 0, to na podstawie Lematu 1.1.1

elementy y1, (y1 ∨ x1) ∧ (z ∨ x1), z generuj¡ krat¦ izomor�czn¡ z T2. Niech

zatem (x1 ∨ z) ∧ y1 = y1. Teraz ªatwo mo»na sprawdzi¢, »e elementy x1, y1, z

generuj¡ krat¦ izomor�czn¡ z T1.

Powy»sza charakteryzacja krat zrównowa»onych na podstawie nieobecno±ci

pewnych 'maªych' 0-podkrat niesie informacj¦ o wewn¦trznej strukturze kraty

w 'otoczeniu' jej zera, dopuszczaj¡c du»¡ nieokre±lono±¢ wªasno±ci tych krat

w podkratach niezawieraj¡cych zera kraty.

Przykªad 1.1.3. Niech M b¦dzie krat¡, która posiada dokªadnie jeden atom

a. Ponadto niech [a, 1] b¦dzie przedziaªem izomor�cznym z krat¡ T1 lub T2.

Wówczas oczywiste jest, »e M jest krat¡ zrównowa»on¡, ale jej podkrata [a, 1]

nie jest zrównowa»ona. Ponadto ªatwo mo»na sprawdzi¢, »e odwzorowanie

f : M −→ [a, 1] dane wzorem f(x) = x ∨ a, dla x ∈ M jest homomor�zmem

kraty M na [a, 1]. Zatem obraz kraty M w tym homomor�zmie, nie jest krat¡

zrównowa»on¡.

Stosuj¡c podobny zabieg, mo»na udowodni¢, »e ka»d¡ krat¦ daje si¦ zanu-

rzy¢ w krat¦ zrównowa»on¡. To oznacza, »e warunek zrównowa»ono±ci opisany

wzorem (1.1) nie implikuje istotnych 'lokalnych' ogranicze« na krat¦ i nie na-

rzuca kracie swego rodzaju jednorodno±ci strukturalnej. Ograniczymy zatem

rozwa»ania do krat, które tak¡ 'lokaln¡' jednorodno±¢ maj¡. Krat¦ nazywamy

silnie zrównowa»on¡, gdy ka»dy jej przedziaª jest krat¡ zrównowa»on¡ ([13]).

Wprost z de�nicji i Twierdzenia 1.1.2 wynika nast¦puj¡ca charakteryzacja

tych krat:

Twierdzenie 1.1.4. Krata L jest silnie zrównowa»ona wtedy i tylko wtedy,
gdy nie zawiera podkraty izomor�cznej ani z T1, ani z T2.

Oczywi±cie dowolna krata silnie zrównowa»ona jest zrównowa»ona. Po-

nadto, z faktu, i» krata N5 wyst¦puje jako podkrata w testowych kratach T1

i T2 otrzymujemy

Wniosek 1.1.5. Je±li L jest krat¡ modularn¡, to L jest krat¡ silnie zrówno-
wa»on¡.

Klasa krat silnie zrównowa»onych jest istotnie wi¦ksza od klasy krat modu-

larnych, poniewa» jak wynika z Twierdzenia 1.1.2 niemodularna krata N5, jest

silnie zrównowa»ona. Jednocze±nie wiele wa»nych i interesuj¡cych wªasno±ci

krat modularnych zachowuj¡ równie» kraty silnie zównowa»one. Na przykªad:

Twierdzenie 1.1.6 ([13]). Niech L b¦dzie dowoln¡ podkrat¡ kraty silnie zrów-
nowa»onej i X b¦dzie podzbiorem L \ {0L}. Wówczas nast¦puj¡ce warunki s¡
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równowa»ne:
(a) Dla dowolnych rozª¡cznych podzbiorów Y, Z ⊂ X, (

∨
Y ) ∧ (

∨
Z) = 0L.

(b) X jest niezale»ny.
(c) X jest ci¡gowo niezale»ny.

Dowód. Udowodnimy implikacj¦ (c) ⇒ (a). Niech X = {x1, . . . , xn} i niech
Y i Z b¦d¡ niepustymi rozª¡cznymi podzbiorami zbioru X. Bez zmniejszenia

ogólno±ci rozwa»a« mo»emy przyj¡¢, »e xn /∈ Y . U»ywaj¡c zasady indukcji

poka»emy, »e (
∨
Y ) ∧ (

∨
Z) = 0.

Dla n = 2 jest to oczywiste. Zaªó»my zatem, »e n > 2. Je±li xn /∈ Z,

to na mocy zaªo»enia indukcyjnego otrzymujemy tez¦. Przypu±¢my wi¦c, »e

xn ∈ Z. Je±li Z = {xn}, to poniewa»X jest zbiorem ci¡gowo niezale»nym, wi¦c

xn ∧ (
∨
Y ) = (

∨
Z) ∧ (

∨
Y ) = 0. Zaªó»my zatem, »e Z 6= {xn} i przyjmijmy

a =
∨
Y , b =

∨
(Z \ {xn}) i c = xn. Na mocy zaªo»enia indukcyjnego, mamy

a∧ b = 0. Poniewa» X jest zbiorem ci¡gowo niezale»nym, wi¦c (a∨ b)∧ c = 0.

Wobec tego, »e L jest krat¡ zrównowa»on¡, otrzymujemy 0 = (b ∨ c) ∧ a =

(
∨
Y ) ∧ (

∨
Z).

Implikacje (a)⇒ (b) i (b)⇒ (c) wynikaj¡ bezpo±rednio z de�nicji zbiorów

niezale»nych i ci¡gowo niezale»nych.

Twierdzenie to przy zaªo»eniu modularno±ci kraty L, zostaªo udowodnione

w [4, 6]. Dodatkowo pokazano tam, »e zbiór X jest niezale»ny wtedy i tylko

wtedy, gdy dla dowolnych podzbiorów Y, Z ⊂ X, (
∨
Y ) ∧ (

∨
Z) =

∨
(Y ∩ Z).

Przykªad 1.5 z pracy [13] pokazuje, »e ten fakt nie jest prawdziwy w kratach

zrównowa»onych.

Klasy krat rozdzielnych i modularnych, jako rozmaito±ci, s¡ zamkni¦te ze

wzgl¦du na podkraty, iloczyny proste i obrazy homomor�czne. Bezpo±rednio

z de�nicji kraty silnie zrównowa»onej wynika, »e klasa takich krat jest tak»e

zamkni¦ta na iloczyny proste i podkraty. Nie wiadomo natomiast, czy jest

to klasa zamkni¦ta na obrazy homomor�czne. Wiemy tylko, na podstawie

Przykªadu 1.1.3, »e obrazy homomor�czne krat zrównowa»onych cz¦sto nie s¡

kratami zrównowa»onymi.

Niniejszy paragraf zako«czymy jedn¡ obserwacj¡ techniczn¡, przydatn¡

w dalszych rozdziaªach. Jej dowód wynika bezpo±rednio z dowodu Twierdzenia

1.1.2.

Twierdzenie 1.1.7. Niech L b¦dzie krat¡. Je±li L zawiera 0-podkrat¦ izomor-
�czn¡ z T1, to L zawiera 0-podkrat¦ izomor�czn¡ z T2 lub 0-podkrat¦ izomor-
�czn¡ z T1 zawieraj¡c¡ dwa atomy kraty L.

15



1.2 Kraty dualnie zrównowa»one

Krata dualna do kraty modularnej (rozdzielnej) jest modularna (rozdzielna).

Dualizacja kraty zrównowa»onej (lub silnie zrównowa»onej) na ogóª nie daje

kraty zrównowa»onej (silnie zrównowa»onej): na przykªad kraty D1 i D2 (patrz

Rysunek 1.3) s¡ silnie zrównowa»one, a kraty do nich dualne nie s¡ nawet zrów-

nowa»one. Zatem przez dualizacj¦ poj¦cia kraty silnie zrównowa»onej otrzy-

mujemy now¡ klas¦ krat, która podobnie, jak klasa krat silnie zrównowa»onych,

zawiera klas¦ krat modularnych i jest od niej wi¦ksza. Ponadto kraty nale»¡ce

do niej zachowuj¡ pewne interesuj¡ce wªasno±ci krat modularnych.

Krata L jest dualnie zrównowa»ona, je±li dla dowolnych ró»nych od 1 ele-

mentów x, y, z ∈ L ,

(x ∨ y) ∧ ((x ∧ y) ∨ z) = 1 =⇒ ((y ∧ z) ∨ x) ∧ ((z ∧ x) ∨ y) = 1. (1.2)

Najmniejszymi kratami, które nie s¡ dualnie zrównowa»one s¡ kraty przed-

stawione na Rysunku 1.3.
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Rysunek 1.3:

Jak wida¢, D1 jest krat¡ dualn¡ do T1, a D2 jest krat¡ dualn¡ do T2. Ponadto

kraty D1 i D2 peªni¡ podobn¡ rol¦ w klasie krat dualnie zrównowa»onych, jak

kraty T1 i T2 w klasie krat zrównowa»onych.

Twierdzenie 1.2.1. Niech L b¦dzie krat¡. L jest dualnie zrównowa»ona wtedy
i tylko wtedy, gdy nie zawiera 1-podkraty izomor�cznej ani z D1, ani z D2.

Powy»szy fakt mo»na udowodni¢ 'dualizuj¡c' rozwa»ania przeprowadzone

w dowodzie Twierdzenia 1.1.2, dlatego nie zamieszczamy dowodu. Z tych sa-

mych powodów pominiemy dowody wªasno±ci krat dualnie (silnie) zrównowa-

»onych wynikaj¡cych tylko z dualizacji krat (silnie) zrównowa»onych ograni-

czaj¡c si¦ jedynie do wyszczególnienia wybranych wªasno±ci, które b¦d¡ istotne

w dalszych rozwa»aniach.
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Krata L jest dualnie silnie zrównowa»ona, gdy ka»dy jej przedziaª jest krat¡
dualnie zrównowa»on¡. Klasa krat dualnie silnie zrównowa»onych jest oczy-

wi±cie zamkni¦ta ze wzgl¦du na podkraty i iloczyny proste. Nie wiadomo

natomiast, czy jest zamkni¦ta na obrazy homomor�czne.

Odnotujmy jeszcze, »e niemodularna krata N5 z Rysunku 1.1 jest zarówno

krat¡ silnie zrównowa»on¡, jak i dualnie silnie zrównowa»on¡, zatem przekrój

obu rozwa»anych klas jest istotnie wi¦kszy od klasy krat modularnych. Ana-

lizuj¡c diagramy krat mocy co najwy»ej 6, na podstawie Twierdzenia 1.1.4

otrzymujemy, »e ka»da z tych krat jest albo silnie zrównowa»ona, albo dualnie

silnie zrównowa»ona. Przykªadem minimalnej kraty, która nie jest ani silnie

zrównowa»ona, ani dualnie silnie zrównowa»ona, jest 7-elementowa krata na

Rysunku 1.4.
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Rysunek 1.4:

Opis krat dualnie silnie zrównowa»onych zako«czymy charakteryzacj¡, uªa-

twiaj¡c¡ ich rozpoznawalno±¢, analogiczn¡ do tej z Twierdzenia 1.1.4 dotycz¡c¡

klasy krat silnie zrównowa»onych.

Twierdzenie 1.2.2. Niech L b¦dzie krat¡. L jest dualnie silnie zrównowa»ona
wtedy i tylko wtedy, gdy L nie zawiera podkraty izomor�cznej ani z krat¡ D1,
ani z krat¡ D2.

1.3 Wymiary i kowymiary jednolite krat

W pierwszej cz¦±ci tego paragrafu skoncentrujemy si¦ na wymiarach jedno-

litych krat. Wªasno±ci wymiaru jednolitego w kratach modularnych s¡ opi-

sane w [7]. Podane tutaj fakty pokazuj¡, »e wymiar jednolity istnieje równie»

w opisanych w poprzednim paragra�e kratach zrównowa»onych i szereg jego

wªasno±ci mo»na przenie±¢ z krat modularnych na kraty zrównowa»one.

Jak w [7] powiemy, »e element a ∈ L jest istotny w L, je±li x ∧ a 6= 0

dla dowolnego 0 6= x ∈ L oraz element u ∈ L jest jednolity je±li u 6= 0
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i dowolny niezerowy element nale»¡cy do przedziaªu [0, u] jest istotny w [0, u].

Przykªadem elementu istotnego w kracie jest element najwi¦kszy, a dowolny

atom jest przykªadem elementu jednolitego.

Lemat 1.3.1 ([7]). Niech a, b ∈ L. Wówczas:
(a) Je±li a jest istotnym elementem w przedziale [0, b] i b jest istotny w L,

to a jest istotny w L.
(b) Je±li a jest istotny w L i b 6= 0, to a ∧ b jest istotny w przedziale [0, b].

Lemat 1.3.2 ([13]). Niech L b¦dzie krat¡ zrównowa»on¡ i a, b, c ∈ L takimi
elementami, »e a ≤ b i b ∧ c = 0. Wówczas a jest elementem istotnym w [0, b]

wtedy i tylko wtedy, gdy a ∨ c jest istotny w [0, b ∨ c].

Bezpo±redni¡ konsekwencj¡ Lematów 1.3.1 i 1.3.2 jest nast¦puj¡cy fakt.

Lemat 1.3.3. Niech L b¦dzie krat¡ zrównowa»on¡. Niech a, b ∈ L b¦d¡ nie-
zerowymi elementami takimi, »e a ∧ b = 0. Je±li a1 jest istotnym elementem
w [0, a] oraz b1 jest istotnym elementem w [0, b], to a1 ∨ b1 jest istotnym ele-
mentem w [0, a ∨ b].

Podzbiór B ⊂ L nazywamy baz¡ kraty L je±li B jest niezale»nym zbiorem

elementów jednolitych i element
∨
B jest istotny w L.

Twierdzenie 1.3.4 ([13]). Niech L b¦dzie krat¡ zrównowa»on¡.
(a) W L istnieje baza.
(b) Ka»dy niezale»ny zbiór elementów jednolitych kraty L mo»na rozszerzy¢

do bazy.
(c) Dowolne dwie bazy kraty L s¡ równoliczne.

Cz¦±¢ (a) tego twierdzenia wynika bezpo±rednio ze sko«czono±ci krat, do

których ograniczamy nasze rozwa»ania. Cz¦±¢ (b) jest kratow¡ wersj¡ Lematu

Steinitza o bazie z bardzo podobnym dowodem i wreszcie cz¦±¢ (c) jest bezpo-

±redni¡ konsekwencj¡ (b). Szczegóªowy dowód mo»na znale¹¢ w [13].

Niech B b¦dzie baz¡ w L. Tak jak w [7, 13] ilo±¢ elementów zbioru B

nazywamy wymiarem jednolitym lub wymiarem Goldiego kraty L i oznaczamy

przez u(L). Twierdzenie 1.3.4 pokazuje, »e w kratach zrównowa»onych wymiar

jednolity istnieje i jest dobrze okre±lony.

Stwierdzenie 1.3.5. Niech L b¦dzie krat¡ zrównowa»on¡.
(a) Element a ∈ L jest jednolity w L wtedy i tylko wtedy, gdy u([0, a]) = 1.
(b) Je±li K jest 0-podkrat¡ kraty L, to u(K) ≤ u(L).
(c) u(L) = u([0, a]) wtedy i tylko wtedy, gdy a jest istotnym elementem

kraty L.
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Dowód. (a) Wynika bezpo±rednio z de�nicji elementu jednolitego i bazy.

(b) Niech u(K) = n i X = {x1, . . . , xn} b¦dzie baz¡ kraty K. Wówczas

X jest niezale»nym podzbiorem kraty L. Poniewa» L jest sko«czona, wi¦c

w przedziale [0, xi]L istnieje atom ai, dla i = 1, . . . , n. �atwo jest pokaza¢, »e

{a1, . . . , an} jest równie» niezale»nym zbiorem elementów jednolitych kraty L

i na mocy Twierdzenia 1.3.4 mo»na go rozszerzy¢ do bazy L. St¡d otrzymujemy

u(K) ≤ u(L).

(c) Zaªó»my, »e a jest istotnym elementem kraty L. Niech u([0, a]) = n

i X = {x1, . . . , xn} b¦dzie baz¡ przedziaªu [0, a]. Wówczas X jest zbiorem ele-

mentów jednolitych L. Ponadto
∨
X jest elementem istotnym w [0, a] i z za-

ªo»enia a jest istotne w kracie L. St¡d na mocy Lematu 1.3.1,
∨
X jest ele-

mentem istotnym w kracie L i tym samym X jest baz¡ kraty L.

Zaªó»my, »e a nie jest elementem istotnym kraty L. Wówczas istnieje

element x ∈ L taki, »e a∧x = 0. Bez zmniejszenia ogólno±ci rozwa»a« mo»emy

zaªo»y¢, »e x jest atomem. Oczywi±cie x /∈ [0, a]. Niech B b¦dzie baz¡ [0, a].

Otrzymujemy wtedy, »e
∨
B ∧ x = 0, a w konsekwencji B ∪ {x} jest zbiorem

ci¡gowo niezale»nym w kracie L. Wobec tego, »e L jest krat¡ zrównowa»on¡,

B∪{x} jest równie» niezale»ny. Ponadto B skªada si¦ z elementów jednolitych.

St¡d u(L) > u([0, a]). Ta sprzeczno±¢ ko«czy dowód.

Lemat 1.3.6. Niech L b¦dzie krat¡ zrównowa»on¡ i a, b ∈ L. Je±li a ∧ b = 0

i a ∨ b jest istotnym elementem w L, to u(L) = u([0, a]) + u([0, b]).

Dowód. Niech a, b ∈ L b¦d¡ elementami speªniaj¡cymi zaªo»enia lematu.

Przyjmijmy u([0, a]) = n i u([0, b]) = k. Wówczas istniej¡ niezale»ne zbióry

elementów jednolitych takie, »e {x1, . . . , xn} ⊂ [0, a] i {xn+1, . . . , xn+k} ⊂ [0, b].

Wiemy, »e

(xn+1 ∨ . . . ∨ xi−1) ∧ xi = 0

dla i ∈ {n+ 2, . . . , n+ k} oraz

(x1 ∨ . . . ∨ xn) ∧ ((xn+1 ∨ . . . ∨ xi−1) ∨ xi) ≤ a ∧ b = 0.

Wobec tego, »e L jest krat¡ zrównowa»on¡, to

(x1 ∨ . . . ∨ xn ∨ xn+1 ∨ . . . ∨ xi−1) ∧ xi = 0,

dla i ∈ {n+1, . . . , n+k}. Poniewa» zbiór {x1, . . . , xn} jest niezale»ny z zaªo»e-

nia, wi¦c otrzymujemy, »e zbiór {x1, . . . , xn+k} jest ci¡gowo niezale»ny. Jako,

»e L jest zrównowa»ona to na podstawie Twierdzenia 1.1.6 {x1, . . . , xn+k} jest
równie» zbiorem niezale»nym. Wobec tego, »e elementy jednolite w przedziale

[0, c] s¡ jednolite w L, to otrzymujemy u(L) ≥ n+ k.

Przyjmijmy teraz a1 = x1 ∨ . . . ∨ xn i b1 = xn+1 ∨ . . . ∨ xn+k. Wówczas

a1 jest istotny w [0, a] i b1 jest istotny w [0, b]. St¡d na mocy Lematu 1.3.3,
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element a1∨b1 jest istotny w a∨b. Poniewa» a∨b jest istotny w L, to z Lematu

1.3.1, a1 ∨ b1 jest istotny w L. Otrzymujemy wi¦c u(L) = n + k, co ko«czy

dowód.

Wniosek 1.3.7. Je±li L1, L2 s¡ kratami zrównowa»onymi, to u(L1 × L2) =

u(L1) + u(L2).

Twierdzenie 1.3.8. Niech L b¦dzie krat¡ zrównowa»on¡. W L istnieje n-
elementowy zbiór niezale»ny wtedy i tylko wtedy, gdy w L istnieje zbiór A =

{a1, . . . , an} taki, »e
a1 ∧ . . . ∧ an = 0

oraz
a1 ∧ . . . ∧ ai−1 ∧ ai+1 ∧ . . . ∧ an 6= 0

dla i = 1, . . . , n.

Dowód. Niech {x1, . . . , xn} ⊂ L \ {0} b¦dzie zbiorem niezale»nym. Rozwa»my

elementy

x̄i = x1 ∨ . . . ∨ xi−1 ∨ xi+1 ∨ . . . ∨ xn

dla i = 1, . . . , n. Poka»emy, »e

x̄1 ∧ . . . ∧ x̄n = 0

oraz dla i, i = 1, . . . , n

x̄1 ∧ . . . ∧ x̄i−1 ∧ x̄i+1 ∧ . . . ∧ x̄n 6= 0.

W tym celu zauwa»my, »e x2 ∧ x̄2 = 0 i zaªó»my przez indukcj¦, »e dla

k < n prawdziwa jest to»samo±¢:

(x2 ∨ . . . ∨ xk) ∧ x̄2 ∧ . . . ∧ x̄k = 0.

Przyjmijmy oznaczenia a = xn, b = x̄2 ∧ . . . ∧ x̄n i c = x2 ∨ . . . ∨ xn−1.

Wówczas

a ∧ b = xn ∧ x̄2 ∧ . . . ∧ x̄n = xn ∧ x̄n = 0.

Ponadto

(a ∨ b) ∧ c = (xn ∨ (x̄2 ∧ . . . ∧ x̄n)) ∧ (x2 ∨ . . . ∨ xn−1) ≤
(xn ∨ x̄2) ∧ . . . ∧ (xn ∨ x̄n) ∧ (x2 ∨ . . . ∨ xn−1) =

x̄2 ∧ . . . ∧ x̄n−1 ∧ (x2 ∨ . . . ∨ xn−1) = 0

na mocy zaªo»enia indukcyjnego. Poniewa» L jest krat¡ zrównowa»on¡, wi¦c

0 = (a ∨ c) ∧ b = (x2 ∨ . . . ∨ xn−1 ∨ xn) ∧ x̄2 ∧ . . . ∧ x̄n = x̄1 ∧ . . . ∧ x̄n
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Gdyby

x̄1 ∧ . . . ∧ x̄i−1 ∧ x̄i+1 ∧ . . . ∧ x̄n = 0

dla pewnego i, to poniewa» xk < x̄i dla i 6= k otrzymujemy, »e xk = 0 co jest

sprzeczne z zaªo»eniem. Zatem

x̄1 ∧ . . . ∧ x̄i−1 ∧ x̄i+1 ∧ . . . ∧ x̄n 6= 0

Niech teraz {a1, . . . , an} b¦dzie podzbiorem kraty L takim, »e a1∧. . .∧an =

0 oraz a1∧ . . .∧ai−1∧ai+1∧ . . .∧an 6= 0 dla i = 1, . . . , n. Rozwa»my elementy

āi = a1 ∧ . . . ∧ ai−1 ∧ ai+1 ∧ . . . ∧ an

dla i = 1, . . . , n. Je±li i 6= k, to āi < ak. St¡d

āk ∧ (
∨
i 6=k

āi) < āk ∧ (
∨
i 6=k

ak) = āk ∧ ak = 0

Zatem zbiór {ā1, . . . , ān} jest niezale»ny.

Niech L b¦dzie krat¡ silnie zrównowa»on¡. Najmniejsz¡ liczb¦ α tak¡, »e

u([a, b]) ≤ α dla dowolnego [a, b] ⊆ L nazywamy silnym wymiarem jednolitym
lub silnym wymiarem Goldiego kraty L i oznaczamy przez us(L).

Poniewa» dowolny przedziaª kraty sko«czonej jest krat¡ sko«czon¡, wi¦c

na mocy Twierdzenia 1.3.4 dla ka»dego takiego przedziaªu mo»na wyznaczy¢

wymiar jednolity. A zatem mo»emy sformuªowa¢ nast¦puj¡cy fakt:

Twierdzenie 1.3.9 ([13]). Niech L b¦dzie krat¡ silnie zrównowa»on¡. Wów-
czas w L istnieje silny wymiar jednolity i jest dobrze okre±lony.

Przytoczymy na koniec jeszcze dwie wªasno±ci silnego wymiaru jednolitego,

które b¦d¡ istotne w dalszych rozwa»aniach.

Lemat 1.3.10. Niech L b¦dzie krat¡ silnie zrównowa»on¡. Je±li K jest pod-
krat¡ L, to us(K) ≤ us(L).

Dowód. Je±li us(K) = n, to istnieje przedziaª [a, b]K taki, »e u([a, b]K) = n.

Przedziaª [a, b]K jest 0-podkrat¡ w przedziale [a, b]L. A zatem na mocy Stwier-

dzenie 1.3.5 u([a, b]K) ≤ u([a, b]L). Z de�nicji silnego wymiaru jednolitego

otrzymujemy u([a, b]L) ≤ us(L).

Wobec tego, »e dowolny przedziaª iloczynu prostego krat jest iloczynem pro-

stym przedziaªów z poszczególnych czynników prostych, wi¦c na mocy Wniosku

1.3.7 prawdziwe jest
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Stwierdzenie 1.3.11. Niech L1, L2 b¦d¡ kratami silnie zrównowa»onymi.
Wówczas istnieje us(L1 × L2) i

us(L1 × L2) = us(L1) + us(L2).

Kowymiar jednolity kraty odpowiada wymiarowi jednolitemu kraty do niej

dualnej. W zwi¡zku z tym wªasno±ci kowymiaru jednolitego s¡ analogiczne do

wªasno±ci wymiaru jednolitego. Zatem tutaj przytaczamy tylko najwa»niejsze

z nich.

Jak w [7] powiemy, »e element a ∈ L jest koistotny w L je±li x ∨ a 6= 1 dla

dowolnego 1 6= x ∈ L oraz element u ∈ L jest kojednolity je±li u 6= 1 i dowolny

ró»ny od 1 element nale»¡cy do przedziaªu [u, 1] jest koistotny w [u, 1]. Przykªa-

dem elementu koistotnego w kracie jest jej element najmniejszy, a przykªadem

elementu kojednolitego jest dowolny koatom.

Powiemy, »e zbiór X = {x1, . . . , xn} ⊂ L \ {1} jest dualnie niezale»ny
je±li dla ka»dego 1 ≤ i ≤ n mamy xi ∨ (

∧
k 6=i xk) = 1. Powiemy wówczas, »e

podzbiór B ⊂ L jest baz¡ dualn¡ kraty L, je±li B jest dualnie niezale»nym

zbiorem elementów kojednolitych i element
∧
B jest koistotny w L.

Niech B b¦dzie baz¡ dualn¡ w L. Ilo±¢ elementów zbioru B nazywamy

kowymiarem jednolitym kraty L i oznaczamy przez û(L).

Twierdzenie 1.3.12. Niech L b¦dzie krat¡ dualnie zrównowa»on¡.
(a) W L istnieje baza dualna.
(b) Ka»dy dualnie niezale»ny zbiór elementów kojednolitych L mo»na roz-

szerzy¢ do bazy dualnej.
(c) Dwie dowolne bazy dualne L s¡ równoliczne.

Niech L b¦dzie krat¡ dualnie silnie zrównowa»on¡. Najmniejsz¡ liczb¦ α

tak¡, »e u([a, b]) ≤ α dla dowolnego [a, b] ⊆ L nazywamy silnym kowymiarem
jednolitym kraty L i oznaczamy przez ûs(L).

Dualizuj¡c Twierdzenie 1.3.9 otrzymujemy.

Twierdzenie 1.3.13 ([13]). Niech L b¦dzie krat¡ dualnie silnie zrównowa»on¡.
Wówczas w L istnieje silny kowymiar jednolity i jest dobrze okre±lony.

Wpodobny sposób mo»emy otrzyma¢ odpowiedniki Lematu 1.3.10 i Stwier-

dzenia 1.3.11 dla krat dualnie silnie zrównowa»onych.
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Rozdziaª 2

Grupy silnie zrównowa»one

Koncepcja opisu grup na podstawie wªasno±ci kraty ich podgrup wywodzi si¦

z lat trzydziestych dwudziestego wieku. Z tego okresu pochodzi m.in. opis

grup z rozdzieln¡ krat¡ podgrup podany przez O. Orego i pocz¡tki prac nad

grupami z modularn¡ krat¡ podgrup, uwie«czone prawie peªnym opisem takich

grup na pocz¡tku lat czterdziestych i uzupeªnione przez R. Schmidta w 1986

roku. Ró»ne aspekty kratowej modularno±ci przewijaj¡ si¦ w wi¦kszo±ci bada«

nad kratami podgrup ([22]). Taki charakter maj¡ równie» badania stanowi¡ce

podstawowy cel niniejszej rozprawy, tzn. opis grup, których kraty podgrup s¡

takie, jak wprowadzone w poprzednim rozdziale uogólnienia krat modularnych.

Zaczniemy od opisu grup z silnie zrównowa»on¡ krat¡ podgrup. Z konieczno-

±ci, po±wi¦cimy troch¦ uwagi grupom z modularn¡ krat¡ podgrup. Pierwszy

paragraf tego rozdziaªu jest wprowadzeniem do tej tematyki.

2.1 Wybrane elementy teorii krat podgrup

Wszystkie grupy rozwa»ane w tym i w nast¦pnych rozdziaªach b¦d¡ sko«czone.

Podobnie jak w [22, 27], do pewnych poj¦¢ dotycz¡cych krat podgrup b¦dziemy

stosowa¢ uproszczon¡ terminologi¦. Grup¦, której krata wszystkich podgrup

jest modularna, (dualnie) zrównowa»ona, (dualnie) silnie zrównowa»ona b¦-

dziemy nazywa¢ odpowiednio modularn¡, (dualnie) zrównowa»on¡, (dualnie)
silnie zrównowa»on¡. De�nicje poj¦¢ z teori grup u»ywanych w pracy mo»na

znale¹¢ w [5, 18], a z teorii krat podgrup w [22, 27]. Przypomnimy tylko

niektóre z nich.

Je±li G jest grup¡, to przez L(G) b¦dziemy oznacza¢ krat¦ wszystkich pod-

grup grupy G. L(G) jest oczywi±cie krat¡ sko«czon¡. Je±li H1, . . . , Hn s¡ pod-

grupami G, to przez L(H1, . . . , Hn) b¦dziemy oznaczali podkrat¦ kraty L(G)

generowan¡ przez H1, . . . , Hn. Je±li H jest podgrup¡ normaln¡ w K, to prze-

dziaª [H,K] b¦dziemy nazywa¢ sekcj¡ grupy G. Wówczas [H,K] ' L(K/H).
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Grup¦ G nazywamy L-rozkªadaln¡, je±li krata L(G) jest iloczynem prostym

swoich nietrywialnych podkrat. W przeciwnym przypadku mówimy, »e G jest

L-nierozkªadalna. Automor�zm ϕ grupy G nazywamy automor�zmem pot¦-
gowym, je±li ka»da podgrupa grupy G jest niezmiennicza ze wzgl¦du na jego

dziaªanie, innymi sªowy, je±li dla dowolnego elementu g ∈ G istnieje liczba

caªkowita n taka, »e ϕ(g) = gn. W p-grupie abelowej G wykªadnik n jest

wspólny dla wszystkich g ∈ G (patrz [18, 13.4.3]). Jest jasne, »e ka»dy auto-

mor�zm grupy indukuje automor�zm kraty jej podgrup. Ponadto, jak wynika

bezpo±rednio z de�nicji, wszystkie automor�zmy pot¦gowe grupy G indukuj¡

na L(G) przeksztaªcenia to»samo±ciowe.

Punktem wyj±cia do charakteryzacji grup silnie zrównowa»onych jest opis

sko«czonych grup modularnych. Peªny opis tych grup wraz z dowodami mo»na

znale¹¢ w [22, 27].

Lemat 2.1.1 ([22]). Niech G b¦dzie p-grup¡. G jest grup¡ modularn¡ wtedy
i tylko wtedy, gdy ka»da sekcja rz¦du p3 w G jest modularna.

Twierdzenie 2.1.2 ([22]). Niech G b¦dzie p-grup¡. G jest modularna wtedy
i tylko wtedy, gdy G jest:

(a) abelow¡ p-grup¡,
(b) iloczynem prostym grupy kwaternionów rz¦du 8 i elementarnej abelowej

2-grupy,
(c) zawiera normaln¡ abelow¡ podgrup¦ A tak¡, »e G = A〈b〉 i istnieje

liczba naturalna s taka, »e b−1ab = a1+ps dla dowolnego a ∈ A, przy czym
s ≥ 2 w przypadku, gdy p = 2.

Grup¦ G nazywamy P ∗-grup¡, je±li G = A o 〈t〉 gdzie A jest elementarn¡

abelow¡ p-grup¡, normaln¡ w G, natomiast 〈t〉 jest q-grup¡, dla pewnej liczby

pierwszej q, p 6= q, przy czym t dziaªa na A przez automor�zm pot¦gowy

rz¦du q.

Twierdzenie 2.1.3 ([22]). Niech G b¦dzie grup¡. G jest modularna wtedy
i tylko wtedy, gdy G jest izomor�czna z jeden¡ z nast¦puj¡cych grup:

(a) modularn¡ p-grup¡;
(b) P ∗-grup¡;
(c) iloczynem prostym grup danych w (a) i (b), których rz¦dy s¡ parami

wzgl¦dnie pierwsze.

Przykªad 2.1.4. Przy ustalonej liczbie pierwszej p, najmniejsze nieabelowe

p-grupy maj¡ rz¡d p3. Dla p = 2 spo±ród dwóch nieabelowych grup tego rz¦du

jedyn¡ niemodularn¡ jest dihedralna grupa

D8 = 〈a, b | a4 = b2 = e, b−1ab = a3〉.
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Dla zbadania, czy jest ona silnie zrównowa»ona rozwa»my podgrupy A = 〈ab〉,
B = 〈b〉 i C = 〈a2〉 w tej grupie. Wówczas |A| = |B| = |C| = 2, |A ∨ C| =

|B ∨C| = 4, A∨B = A∨B ∨C = D8 i oczywi±cie A∧B = A∧C = B ∧C =

{e}. Zatem L(A,B,C) jest izomor�czna z T2, co na mocy Twierdzenia 1.1.4

oznacza, »e D8 nie jest silnie zrównowa»ona.

Dla p > 2 tak»e istniej¡ dwie nieabelowe grupy rz¦du p3 i tylko jedna z nich

jest niemodularna. Jest to grupa

N = 〈a, b, c | ap = bp = cp = e, ab = bac, ac = ca, cb = bc〉.

Podobnie jak w poprzednim przypadku, nie jest to grupa silnie zrównowa»ona.

Dla dowodu rozwa»my jej podgrupy: A = 〈a〉, B = 〈b〉 i C = 〈c〉. Wówczas

A ∧B = A ∧ C = B ∧ C = {e} i (A ∨ C) ∧B = (B ∨ C) ∧ A = {e}. Ponadto
|A| = |B| = |C| = p, |A ∨ C| = p2 = |B ∨ C|, A ∨B = A ∨B ∨ C = N . St¡d

mamy, »e L(A,B,C) jest izomor�czna z T2.

W ±wietle Lematu 2.1.1, grupy D8 i N s¡ testowe dla p-grup modularnych

w tym sensie, »e nieistnienie izomor�cznej kopii w±ród sekcji grupy G jest

równowa»ne jej modularno±ci. Dokªadnie to samo kryterium mo»na zastosowa¢

dla p-grup silnie zrównowa»onych.

Lemat 2.1.5. Niech G b¦dzie p-grup¡. G jest silnie zrównowa»ona wtedy
i tylko wtedy, gdy G jest modularna.

Dowód. Implikacja � ⇐ � w oczywisty sposób wynika z Wniosku 1.1.5.

Przejd¹my do implikacji w stron¦ przeciwn¡. Zaªó»my, »e G jest niemodulan¡

p-grup¡. Wówczas na mocy Lematu 2.1.1 w G istnieje niemodularna sekcja

rz¦du p3, czyli sekcja izomor�czn¡ z grup¡ D8 lub z grup¡ N . Zatem z Przy-

kªadu 2.1.4 w kracie L(G) istnieje podkrata izomorfczna z krat¡ T2. St¡d na

mocy Twierdzenia 1.1.4, G nie jest silnie zrównowa»ona.

Powy»sz¡ obserwacj¦ mo»na ªatwo uogólni¢ na przypadek sko«czonych grup

nilpotentnych. Jak wiadomo s¡ one iloczynami prostymi swoich p-podgrup

Sylowa (patrz [18, 5.2.4]). Struktura kratowa takich iloczynów prostych ma

naturalny opis.

Twierdzenie 2.1.6 ([22]). Niech G i H b¦d¡ grupami. Wówczas

L(G×H) ' L(G)× L(H)

wtedy i tylko wtedy, gdy rz¦dy G i H s¡ wzgl¦dnie pierwsze.

Zatem otrzymujemy

Twierdzenie 2.1.7. Niech G b¦dzie grup¡ nilpotentn¡. G jest silnie zrówno-
wa»ona wtedy i tylko wtedy, gdy G jest modularna.
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Rysunek 2.1:

Taki opis dla grup nienilpotentnych nie jest mo»liwy.

Przykªad 2.1.8. Niech G b¦dzie grup¡ rz¦du 20 opisan¡ nast¦puj¡co:

G = 〈a, b | a5 = b4 = e, b−1ab = a2〉.

Na Rysunku 2.1 przedstawiamy diagram kraty jej podgrup. Jak wida¢ L(G)

nie zawiera podkraty izomor�cznej ani z krat¡ T1, ani z krat¡ T2, ale podgrupy

oznaczone kwadracikami generuj¡ krat¦ izomor�czn¡ z krat¡ N5. Zatem L(G)

jest silnie zrównowa»ona, ale nie jest modularna.

Zanim przejdziemy do opisu nienilpotentnych grup silnie zrównowa»onych

podamy jeszcze fakty przydatne w tym i w nast¦pnych rozdziaªach.

Twierdzenie 2.1.9 (Prawo Modularno±ci Dedekinda, [18]). Niech G b¦dzie
grup¡ i niech K ≤ N,M b¦d¡ podgrupami G. Wówczas

N ∧MK = (N ∧M)K.

W szczególno±ci je±li MK i (N ∧M)K s¡ podgrupami G, to mo»emy zapisa¢

N ∧ (M ∨K) = (N ∧M) ∨K.

Rola podgrup A, B i C wyst¦puj¡cych w poni»szym lemacie jest zgodna

z oznaczeniami z Rysunków 1.2 i 1.3
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Lemat 2.1.10. Niech G b¦dzie grup¡, a A,B,C podgrupami grupy G.
(a) Je±li L(A,B,C) ' T1, to AC 6= A ∨ B ∨ C 6= BC. W szczególno±ci

podgrupy A,B,C nie s¡ normalne w A ∨B ∨ C.
(b) Je±li L(A,B,C) ' T2, to AB 6= A ∨ B ∨ C. W szczególno±ci podgrupy

A,B nie s¡ normalne w A ∨B ∨ C.
(c) Je±li L(A,B,C) ' D1, to (A ∧ B)C 6= A ∨ B ∨ C. W szczególno±ci

podgrupy A ∧B,C nie s¡ normalne w A ∨B ∨ C.
(d) Je±li L(A,B,C) ' D2, to AB 6= A ∨B ∨C. W szczególno±ci podgrupy

A ∧ C,B ∧ C,A,B nie s¡ normalne w A ∨B ∨ C.

Dowód. (a) Niech L(A,B,C) ' T1. Je±li AC = A ∨ B ∨ C, to na mocy

Twierdzenia 2.1.9

A ∨B = (A ∨ C) ∧ (A ∨B) = AC ∧ (A ∨B) = (C ∧ (A ∨B))A = A,

co jest sprzeczne z ksztaªtem kraty T1. Zatem AC 6= A∨B∨C. Je±li podgrupa
A lub C jest normalna to oczywi±cie AC = A∨C i z ksztaªtu kraty T1 wynika,

»e AC = A ∨B ∨ C. Ta sprzeczno±¢ ko«czy dowód.

Dowód punktu (a) przy zaªo»eniu, »e BC 6= A ∨ B ∨ C, jak i dowódy po-

zostaªych punktów jest bardzo podobny do przedstawionego powy»ej, dlatego

je pomijamy.

2.2 Grupy proste

W dalszych rozwa»aniach wa»n¡ rol¦ odegraj¡ minimalne grupy proste tj.

grupy proste, których ka»da podgrupa wªa±ciwa jest rozwi¡zalna. Przedsta-

wiamy zatem ich opis:

Twierdzenie 2.2.1 ([28, 29, 30, 31]). Ka»da minimalna grupa prosta jest
izomor�czna z jedn¡ z nast¦puj¡cych grup:

(a) PSL(2, 2p), p jest dowoln¡ liczb¡ pierwsz¡;
(b) PSL(2, 3p), p jest dowoln¡ nieparzyst¡ liczb¡ pierwsz¡;
(c) PSL(2, p), p jest liczb¡ pierwsz¡ tak¡, »e p > 3 i p2 + 1 ≡ 0 (mod 5);
(d) Sz(2p), p jest dowoln¡ nieparzyst¡ liczb¡ pierwsz¡;
(e) PSL(3, 3).

Niech G b¦dzie grup¡ Suzukiego Sz(2p), gdzie p = 2m+ 1. Niech

F =

〈(
1 0 0 0
a 1 0 0
b aθ 1 0

a2+θ+ab+bθ a1+θ+b a 1

)
| a, b ∈ GF (2p)

〉
,

gdzie θ jest automor�zmem ciaªa GF (2p) takim, »e θ2 = 1 i θ 6= 1. Wówczas

F jest 2-podgrup¡ Sylowa grupy Sz(2p). Niech ponadto

H =

〈(
c1+2m 0 0 0

0 c2
m

0 0
0 0 c−2m 0
0 0 0 c−1−2m

)
| 0 6= c ∈ GF (2p)

〉
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oraz

t =

(
0 0 0 1
0 0 1 0
0 1 0 0
1 0 0 0

)
Wówczas Sz(2p) = 〈F,H, t〉, na podstawie [9, 11.3.2]. Ponadto z [9, 11.3.12],

ªatwo otrzymujemy:

Twierdzenie 2.2.2 ([9]). Maksymalna podgrupa grupy Sz(2p) jest sprz¦»ona
z jedn¡ z nast¦puj¡cuch podgrup:

(a) FH = NG(F )

(b) NG(H), która jest izomor�czna z dihedraln¡ grup¡ rz¦du 2(q − 1);

(c) Bi = 〈Ui, ti〉, gdzie dla i = 1, 2, Ui jest grup¡ cykliczn¡ rz¦du q±2m+1+1.
Ponadto dla ka»dego u ∈ Ui, u

ti
i = uq oraz |Bi : Ui| = 4

(d) Sz(2s), gdzie 2p jest pot¦g¡ 2s.

Okazuje si¦, »e silnie zrównowa»onymi grupami prostymi s¡ jedynie cy-

kliczne grupy rz¦du p. Wykazaniu tego posªu»y Twierdzenie 2.2.1.

Twierdzenie 2.2.3. Je±li G jest nieabelow¡ grup¡ prost¡, to L(G) zawiera
podkrat¦ izomor�czn¡ z krat¡ D1 i z krat¡ D2.

Dowód. Niech G = SL(∗, ∗) b¦dzie jedn¡ z grup SL(2, p), SL(2, 2p), SL(2, 3p)

lub SL(3, 3). Niech A b¦dzie podgrup¡ grupy G macierzy unitrójk¡tnych gór-

nych UTg(∗, ∗), B podgrup¡ macierzy unitrójk¡tnych dolnych UTd(∗, ∗) grupy
G, a C podgrup¡ G macierzy diagonalnych D(∗, ∗). Wówczas A∨C jest pod-

grup¡ macierzy górnotrójk¡tnych Tg(∗, ∗), a B ∨ C jest podgrup¡ macierzy

dolnotrójk¡tnych Td(∗, ∗). Poniewa» wszystkie transwekcje grupy G nale»¡

albo do podgrupy A albo do podgrupy B, to A ∨ B = SL(∗, ∗) (patrz [18,

3.2.10]). Ponadto A∧B = A∧C = B∧C = (A∨C)∧B = (B∨C)∧A = {e}.
Zatem podkrata L(A,B,C) jest izomor�czna z T2.

Rozwa»my epimor�zm L(SL(∗, ∗)) w L(PSL(∗, ∗)) indukowany przez na-

turalny epimor�zm SL(∗, ∗) w PSL(∗, ∗). Obraz podkraty L(A,B,C) w tym

epimor�zmie jest z ni¡ izomor�czny. Zatem L(PSL(∗, ∗)) zawiera podkrat¦

izomor�czn¡ z T2.

Niech teraz G b¦dze grup¡ Suzukiego Sz(2p). Przyjmijmy A = F , B =

F T i C = H. Na mocy Twierdzenia 2.2.2, A ∨ B = G. Przeprowadzaj¡c

rozumowanie podobne jak w pierwszej cz¦±ci dowodu mamy L(A,B,C) ' T2.

Niech ponownie G = PSL(2, q), gdzie q = 2p lub 3p. Przyjmijmy

a = ( 1 x
0 1 ) , b =

(
1 y
0 1

)
, c =

(
t 0
0 t−1

)
,

gdzie x, y ∈ GF (q) i t jest generatorem multyplikatywnej grupy ciaªa GF (q).

Wówczas ªatwo jest pokaza¢, »e 〈a〉〈c〉 = 〈b〉〈c〉 = UT (2, q) oraz 〈a, b〉 jest
elementarn¡ abelow¡ grup¡ rz¦du 4, je±li q = 2p lub rz¦du 9, je±li q = 3p.
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Ponadto 〈c〉 jest cykliczn¡ grup¡ rz¦du 2p − 1. St¡d widac, »e podgrupy A =

〈a〉, B = 〈b〉 i C = 〈c〉 generuja podkrat¦ izomor�czn¡ z T1.

We¹my G = PSL(3, 3). Przyjmijmy

a =
(

1 2 0
0 1 1
0 0 1

)
, b =

(
1 2 0
0 1 2
0 0 1

)
, c =

(
2 0 0
0 2 0
0 0 1

)
.

Wówczas mamy a3 = e = b3, c2 = e i ac = b. Ponadto elementy a, b generuj¡

grup¦ rz¦du 27 o wykªadniku 3. Z prostych rachunków wynika, »e podgrupy

A = 〈a〉, B = 〈b〉 i C = 〈c〉 generuj¡ podkrat¦ izomor�czn¡ z T1.

Niech teraz G = PSL(2, p). Przyjmijmy

a =
(

t 0
0 t−1

)
, b = ( 1 1

0 1 ) , c = ( 1 1
1 0 ) .

gdzie t jest generatorem multyplikatywnej grupy ciaªa GF (q). Poniewa»

ac−1ac =
(

1 0
1−t2 1

)
i acac−1 =

(
1 1−t2

0 1

)
, wi¦c grupa 〈a, c〉 zawiera wszystkie

transwekcje grupy G, zatem 〈a, c〉 = G. Podobnie bc = ( 1 0
1 1 ), wi¦c grupa 〈b, c〉

równie» zawiera wszystkie transwekcje grupy G, zatem 〈b, c〉 = G. Ponadto

ªatwo wida¢, »e 〈a, b〉 = T (2, p) 6= G. St¡d otrzymujemy, »e podgrupy A = 〈a〉,
B = 〈b〉 i C = 〈c〉 generuja podkrat¦ izomor�czn¡ z T1.

Je±li G = Sz(2p), to we¹my

a =

(
1 0 0 0
0 1 0 0

xxθ 0 1 0
x2xθ xxθ 0 1

)
, c =

 y1+2m 0 0 0

0 y2m 0 0

0 0 y−2m 0

0 0 0 y−1−2m

 , b =

(
1 0 0 0
0 1 0 0

yx(yx)θ 0 1 0

y2x2(yx)θ yx(yx)θ 0 1

)

gdzie x ∈ GF (2p), θ jest automor�zmem ciaªa GF (2p) takim, »e θ2 = 1 i θ 6= 1

oraz GF (2p)∗ = 〈y〉. Wówczas mo»na sprawdzi¢, »e 〈a〉〈c〉 = 〈b〉〈c〉 = F 2H.

Natomiast 〈a, b〉 jest elementarn¡ abelow¡ grupa rz¦du 4. Ponadto 〈c〉 jest
cykliczn¡ grup¡ rz¦du 2p − 1. St¡d wida¢, »e podgrupy A = 〈a〉, B = 〈b〉
i C = 〈c〉 generuj¡ podkrat¦ izomor�czn¡ z T1.

Ostatecznie otrzymujemy, »e krata dowolnej minimalnej grupy prostej za-

wiera zarówno podkrat¦ izomor�czn¡ z T1 jak i z T2.

2.3 Grupy rozwi¡zalne

Z poprzedniego paragrafu wiemy, »e »adna grupa prosta nie jest silnie zrówno-

wa»ona. W tym paragra�e skupimy si¦ wi¦c na badaniu grup rozwi¡zalnych.

Lemat 2.3.1. Je±li G jest grup¡ rozwi¡zaln¡ i silnie zrównowa»on¡, to G jest
superrozwi¡zalna.

Dowód. Niech G b¦dzie minimalnym kontrprzykªadem i niech

{e} = G0 ≤ G1 ≤ G2 ≤ · · · ≤ Gn = G

29



b¦dzie ci¡giem normalnym o ilorazach abelowych, którego nie mo»na zag¦±ci¢.

Wówczas przynajmniej jeden z ilorazów nie jest cykliczny, gdy» G nie jest

superrozwi¡zalna. Poniewa» jednak z zaªo»enia G jest rozwi¡zalna, wi¦c G1

jest elementarn¡ abelow¡ p-grup¡. Je±li G1 jest cykliczna, to G/G1 nie jest

superrozwi¡zalna, co jest sprzeczne z wyborem G. Zatem G1 nie jest cykliczna.

Ponadto 〈gG〉 = G1 dla dowolnego elementu g ∈ G1, g 6= e, poniewa» G1 jest

minimaln¡ podgrup¡ normaln¡ w G. Wobec tego istnieje element y ∈ G \G1

taki, »e dla pewnego x ∈ G1 mamy 〈xy〉∧〈x〉 = {e}. Rozwa»my teraz podgrupy

A = 〈x〉, B = 〈xy〉 i C = 〈y〉. Je±li A ∧ C 6= {e}, to 〈x〉 ≤ 〈y〉, a wówczas

xy = x, sprzeczno±¢. Zatem A∧C = {e} i podobnie B∧C = {e}. St¡d wida¢,

»e L(A,B,C) ' T1. Poniewa» A∨B∨C 6= G, otrzymujemy sprzeczno±¢, która

ko«czy dowód.

Lemat 2.3.2. Niech G = PH b¦dzie iloczynem póªprostym normalnej elemen-
tarnej abelowej p-grupy P i cyklicznej p′-grupy H = 〈y〉. Je±li G jest silnie
zrównowa»ona, to y indukuje automor�zm pot¦gowy na P . Ponadto istnieje
liczba pierwsza q < p taka, »e |G/CG(P )| = qn.

Dowód. Niech h ∈ H i x ∈ P . Je±li xh /∈ 〈x〉, wówczas L(〈xh〉, 〈x〉, 〈h〉) ' T1.

Zatem wszystkie cykliczne podgrupy grupy P s¡ normalne w G, czyli y indu-

kuje automor�zm pot¦gowy na P . St¡d na mocy [18, 13.4.3], otrzymujemy, »e

istnieje liczba caªkowita k taka, »e xy = xk dla dowolnego x ∈ P .
Zaªó»my teraz, »e istniej¡ ró»ne liczby pierwsze q, r takie, »e qr dzieli

|G/CG(P )|. Bez zmniejszenia ogólno±ci rozwa»a«, mo»emy zaªo»y¢, »e

CG(P ) = {e}. Wówczas istniej¡ elementy y1, y2 ∈ 〈y〉 i liczby caªkowite m1,m2

takie, »e o(y1) = q, o(y2) = r, m1≡/ 1 (mod p) m2≡/ 1 (mod p) i xy1 = xm1 ,

xy2 = xm2 , dla wszystkich x ∈ G. Rozwa»my podgrupy A = 〈y1〉, B = 〈x〉
i C = 〈xy2〉, gdzie x jest ustalonym elementem podgrupy P , x 6= e. Otrzy-

mujemy wówczas |A ∨ B| = pq, |B ∨ C| = pr, A ∨ C = A ∨ B ∨ C
i A ∧ B = A ∧ C = B ∧ C = {e}. Zatem krata L(A,B,C) jest izomor�czna

z T2. Wynika st¡d, »e |G/CG(P )| = qn dla pewnej liczby pierwszej q.

Wobec tego, »e G/CG(P ) = NG(P )/CG(P ) ' AutP (patrz [18, 1.6.13])

oraz tego, »e grupa automor�zmów pot¦gowych jest cykliczna (patrz [22, 1.5.6])

otrzymujemy nast¦puj¡cy wniosek:

Wniosek 2.3.3. Niech p b¦dzie najwi¦ksz¡ liczb¡ pierwsz¡ dziel¡c¡ rz¡d grupy
G i niech P b¦dzie elementarn¡ abelow¡ p-podgrup¡ Sylowa grupy G. Je±li G
jest silnie zrównowa»ona, to G/CG(P ) jest cykliczna.

Lemat 2.3.4. Niech p b¦dzie najwi¦ksz¡ liczb¡ pierwsz¡ dziel¡c¡ rz¡d grupy G
i niech P b¦dzie p-podgrup¡ Sylowa G. Je±li G jest silnie zrównowa»ona i P
nie jest czynnikiem prostym w G, to P jest elementarna abelowa.
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Dowód. Niech G b¦dzie minimalnym kontrprzykªadem dla tego lematu.

Z Twierdzenia 2.2.3 i Lematu 2.3.1 wiemy, »e G jest superrozwi¡zalna. Za-

tem P jest normaln¡ podgrup¡ w G na podstawie [8, 6.9.1], Poniewa» P

nie jest czynnikiem prostym w G, to istnieje element y /∈ CG(P ) rz¦du qn,

gdzie q jest liczb¡ pierwsz¡ tak¡, »e q < p. Ponadto z wyboru G wynika,

»e G = 〈P, y〉 = P 〈y〉. Wobec tego, »e podgrupa Frattiniego Φ(P ) jest cha-

rakterystyczna w P , a P jest normalna w G wiemy, »e Φ(P ) jest normalna

w G. Zatem Φ(P )〈y〉 jest podgrup¡ w G i z minimalno±ci G wynika, »e Φ(P )

jest elementarna abelowa. Rozwa»my zatem grup¦ 〈Φ(P ), y〉. Z Lematu 2.3.2

wynika, »e y indukuje automor�zm pot¦gowy na Φ(P ). Poniewa» Φ(P ) jest

abelowa, wi¦c z [18, 13.4.3], istnieje liczba caªkowita k taka, »e dla wszystkich

z ∈ Φ(P )

zy = zk (2.1)

Rozwa»my teraz grup¦ ilorazow¡ Ḡ = G/Φ(P ). Ḡ jest iloczynem póªpro-

stym elementarnej abelowej p-grupy i cyklicznej q-grupy. Zatem dla dowolnego

g ∈ P istnieje z ∈ Φ(P ) takie, »e

gy = gmz, (2.2)

na mocy Lematu 2.3.2 i Twierdzenia 13.4.3 z [18]. Je±li P nie jest abelowa,

to jako p-grupa silnie zrównowa»ona zawiera element x rz¦du p2 (patrz Twier-

dzenie 2.1.2). Poniewa» Φ(P ) jest elementarna abelowa, wi¦c x /∈ Φ(P ). Za-

tem xy = xmz dla pewnego elementu z ∈ Φ(P ). Z (2.1) i (2.2) wynika, »e

podgrupa 〈x, z〉 jest normalna w G. Ponadto z Twierdzenia 2.1.2 wynika,

»e p2 ≤ |〈x, z〉| ≤ p3. Je±li |〈x, z〉| = p2, to z ∈ 〈x〉 czyli 〈x〉 jest pod-

grup¡ normaln¡ w G. Wówczas podgrupy A = 〈y〉, B = 〈xy〉, C = 〈xp〉
generuj¡ podkrat¦ kraty L(G) izomor�czn¡ z T2, co jest sprzeczne z zaªo»e-

niem. Zatem |〈x, z〉| = p3. Wówczas Φ(〈x, z〉) = 〈xp〉. W grupie ilorazo-

wej 〈x, y, z〉/〈xp〉 rozwa»my podgrupy A = 〈x′〉, B = 〈z′〉 i C = 〈y′〉, gdzie
x′ = x〈xp〉, y′ = y〈xp〉, z′ = z〈xp〉. Wówczas L(A,B,C) ≤ L(〈x, y, z〉/〈xp〉)
i L(A,B,C) jest izomor�czna z T2. Ta sprzeczno±¢ ko«czy dowód.

Lemat 2.3.5. Niech p b¦dzie najwi¦ksz¡ liczb¡ pierwsz¡ dziel¡c¡ rz¡d grupy G
i niech P b¦dzie p-podgrup¡ Sylowa tej grupy. Je±li G jest silnie zrównowa»ona
i P nie wydziela si¦ jako czynnik prosty grupy G, to istnieje liczba pierwsza q
i q-podgrupa Sylowa Q grupy G taka, »e PQ wydziela si¦ jako czynnik prosty
w G.

Dowód. Niech G b¦dzie grup¡ silnie zrównowa»on¡. Niech {p1, p2, ..., pt} b¦-
dzie zbiorem wszystkich liczb pierwszych mniejszych od p dziel¡cych |G| i niech
p1 > p2 > ... > pt. Na mocy Twierdzenia 2.2.3 i Lematu 2.3.1, G jest super-

rozwi¡zalna. Z [8, 6.2.3] grupa G posiada wi¦c system Sylowa {P, P1, ..., Pt}
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pi-podgrup. Dodatkowo z superrozwi¡zalno±ci wynika, »e P jest podgrup¡ nor-

maln¡ w G i istnieje p′-podgrupa H w G taka, »e G = PH, H = P1P2 . . . Pt.

Ponadto P1P2...Pi jest dzielnikiem normalnym w H dla i = 1, ..., t. Ponie-

wa» P nie wydziela si¦ jako czynnik prosty w G, wi¦c istnieje liczba pierwsza

q ∈ {p1, p2, ..., pt} taka, »e q-podgrupa Sylowa Q grupy G nie nale»y do cen-

tralizatora P . Niech q = ps b¦dzie najwi¦ksz¡ tak¡ liczb¡.

Oznaczmy K = P1P2...Ps−1. Z wyboru q wynika, »e K ≤ CG(P ), a zatem

PK = P ×K jest podgrup¡ normaln¡ w G. Niech Q = Ps b¦dzie q-podgrup¡

Sylowa G.

Je±li Q � CG(K), to istnieje i ∈ N, 1 ≤ i ≤ s − 1 takie, »e Q � CG(Pi).

Poniewa» PQ i PiQ s¡ silnie zrównowa»one, wi¦c P i Pi s¡ elementarne

abelowe na mocy Lematu 2.3.4. Niech y ∈ Q \ (CG(P ) ∪ CG(K)) i niech

x1 ∈ P, x2 ∈ Pi, x1, x2 6= e. Z Lematu 2.3.2, istniej¡ liczyby caªkowite

k1, k2 takie, »e y−1x1y = xk1
1 y−1x2y = xk2

2 . Wówczas, jak ªatwo sprawdzi¢,

L(〈y〉, 〈x1〉, 〈yx1x2〉) ' T2, co daje sprzeczno±¢. Wiemy wi¦c, »e Q ≤ CG(K),

a w konsekwencji PKQ = PQ × K. Przyjmijmy T = Ps+1...Pt. Poniewa»

H = (K ×Q)T , zatem otrzymujemy G = ((PQ)×K)T .

Zaªó»my teraz, »e istnieje liczba pierwsza r = pj, r < q, taka, »e r-podgrupa

Sylowa R = Pj nie jest zawarta w CG(PQ). We¹my z ∈ R \ CG(PQ). Je±li

z ∈ CG(Q), to z /∈ CG(P ) i dla pewnego y ∈ Q \ CG(P ) i e 6= x ∈ P otrzy-

mujemy L(〈y〉, 〈x〉, 〈xz〉) ' T2. Zatem z /∈ CG(Q). Poniewa» QR jest silnie

zrównowa»ona i speªnia zaªo»enia Lematu 2.3.4, to Q jest grup¡ elementarn¡

abelow¡. Ponadto istnieje liczba caªkowita k taka, »e dla dowolnego a ∈ Q,

z−1az = ak. Przypu±¢my, »e y ∈ Q jest elementem, który nie centralizuje

P . Je±li z ∈ CG(P ), to podgrupy A = 〈xy〉, B = 〈z〉, C = 〈y〉 generuj¡
podkrat¦ izomor�czn¡ z T2. Zatem z /∈ CG(P ). Wówczas w grupie ilorazowej

G/CG(P ) obrazy elementów y, z s¡ nietrywialne. Wobec tego, »e o(y) = q

i yz = yk, gdzie k 6= 1, mamy y−1yz /∈ CG(P ). Zatem grupa 〈zCG(P ), yCG(P )〉
nie jest abelowa, co jest sprzeczne z Wnioskiem 2.3.3. Zatem T ≤ CG(PQ),

a w konsekwencji G = (PQ)× (KT ) .

Lemat 2.3.6 ([2]). Niech p i q b¦d¡ liczbami pierwszymi i p > q. Niech
G b¦dzie iloczynem póªprostym normalnej p-podgrupy Sylowa P i q-podgrupy
Sylowa Q. Je±li G jest silnie zrównowa»ona i Q � CG(P ), to Q jest cykliczna.

Dowód. Przypu±¢my, »e Q nie jest cykliczna. Rozwa»my grup¦ ilorazow¡

QCG(P )/CG(P ) ≤ G/CG(P ), która na mocy Wniosku 2.3.3 jest cykliczna.

Wtedy QCG(P )/CG(P ) ' Q/(Q ∧ CG(P )) jest równie» cykliczna. Zatem

Q′ ≤ Q ∧ CG(P ) ≤ CG(P ). Podgrupa Q′ jest wi¦c normalna w G, jako

podgrupa charakterystyczna w CG(P ). Mo»emy zatem przyj¡¢, »e Q′ = {e}.
W przeciwnym razie G mo»emy zast¡pi¢ przez G/Q′. We¹my e 6= x ∈ P ,

y ∈ Q\CQ(P ) i e 6= z ∈ CQ(P )\〈y〉. Bez zmniejszenia ogólno±ci rozumowania
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mo»emy równie» zaªo»y¢, »e y i z s¡ rz¦du q. Wówczas przyjmuj¡c A = 〈y〉,
B = 〈yx〉 i C = 〈yxz〉 otrzymujemy L(A,B,C) ' T2, co jest sprzeczne z zaªo-

»eniem o silnej zrównowa»ono±ci grupy G. Zatem Q jest cykliczna.

Nieabelow¡ grup¦ G b¦dziemy nazywa¢ P#-grup¡, je±li G jest iloczynem

póªprostym normalnej elementarnej abelowej p-podgrupy Sylowa P i cyklicznej

q-podgrupy Sylowa Q. Ponadto je±li Q = 〈y〉, to gy = gk dla wszystkich g ∈ P
i kqm ≡ 1 (mod p).

Z de�nicji P#-grupa G ma nast¦puj¦c¡ prezentacj¦:

G = 〈y, x1, x2, ..., xn|
yqm = xp

i = e, [xi, xj] = e, y−1xiy = xk
i , i, j = 1, 2, ..., n〉 (2.3)

W celu uproszczenia dalszych rozwa»a«, podajemy kilka wªasno±ci P#-

grup.

Niech zatem G b¦dzie P#-grup¡ z prezentacj¡ 2.3. Niech P =

〈x1, x2, . . . , xn〉. Wówczas P jest normaln¡ p-podgrup¡ Sylowa G. Je±li H

jest dowoln¡ podgrup¡ G, to przez PH b¦dziemy oznacza¢ p-podgrup¦ Sylowa

grupy H. Wtedy oczywi±cie PH = P ∧H.

Lemat 2.3.7. (a) Je±li H ≤ G, to istnieje x ∈ P oraz liczba caªkowita i,
0 ≤ i ≤ m taka, »e H = 〈yqix, PH〉.

(b) Je±li r jest liczb¡ naturaln¡ tak¡, »e kqr ≡ 1 (mod p) i kqr−1 ≡/ 1

(mod p), to Z(G) = 〈yqr〉.
(c) Podgrupa H grupy G nie jest normalna w G wtedy i tylko wtedy, gdy

PH 6= P i q-podgrupa Sylowa grupy H zawiera element niecentralny.
(d) Podgrupa H grupy G jest normalna w G wtedy i tylko wtedy, gdy

H ≤ PZ(G) lub P ≤ H.

Dowód. (a) Niech H b¦dzie podgrup¡ grupy G. Wówczas ªatwo wida¢, »e

H jest elementarn¡ abelow¡ p-podgrup¡, cykliczn¡ q-grup¡ lub iloczynem póª-

prostym normalnej elementarnej abelowej p-podgrupy i cyklicznej q-grupy. Za-

ªó»my, »e yqix nie jest p-elementem. Wówczas

(yqix)qm = yqi+mx1+k+...+kq
m−1

= x1+k+...+kq
m−1

.

Poniewa» k≡/ 1 (mod p) i

kqm − 1 = (1 + k + . . .+ kqm−1)(1− k) ≡ 0 (mod p),

wi¦c 1 + k + . . . + kqm−1 ≡ 0 (mod p). St¡d otrzymujemy, »e rz¡d elementu

yqix dzieli qm, czyli yqix jest q-elementem. Zatem H = 〈yqix, PH〉.
(b) Z prezentacji grupy P# wynika, »e ka»dy p-element jest nieprzemienny

z elementem y. Zatem Z(G) ∧ P = {e}. Poniewa» y−qrxyqr = xkq
r

i kqr ≡ 1
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(mod p), to Z(G) = 〈yqr〉.
(c) Przypu±¢my, »e q-podgrupa Sylowa grupyH zawiera niecentralny q-element

xyqi i PH 6= P . Niech x1 b¦dzie p-elementem, który nie nale»y do PH . Wów-

czas (xyqi)x1 ∈ H, je»eli istnieje element x2 ∈ PH taki, »e (xyqi)x1x−1
2 = (xyqi).

Wobec tego »e, xyqi nie jest centralny, to otrzymujemy x1 = x2, co daje sprzecz-

no±¢. Zatem H nie jest podgrup¡ normaln¡ w G.

Przypu±¢my, »e jedynymi q-elementami w podgrupie H s¡ elementy cen-

tralne. Z prezentacji grupy P# wynika, »e ka»da podgrupa grupy P jest nor-

malna w G. Wobec tego, »e Hg = 〈yqix, PH〉
g

= H dla dowolnego elementu

g ∈ G, Hg = H.

(d) Wynika bezpo±rednio z (c).

W kolejnym lemacie obowi¡zuj¡ wy»ej ustalone oznaczenia.

Lemat 2.3.8. (a) Je±li H i K s¡ q-podgrupami grupy G takimi, »e H � K

i K � H, to H ∧K = Z(G).
(b) Je±li H i K nie s¡ normalnymi podgrupami grupy G, to Z(G) ≤ H∧K.
(c) Je±li H i K s¡ podgrupami G takimi, »e H ∧K nie jest podgrup¡ nor-

maln¡ w G, to pewna q-podgrupa Sylowa H jest zawarta w K lub pewna q-
podgrupa Sylowa grupy K jest zawarta w H.

(d) Je±li H,K ≤ G, to PH ∧ PK = PH∧K.

Dowód. (a) Przypu±¢my, »e H ≤ 〈yx1〉 i K ≤ 〈yx2〉, gdzie x1 6= x2. Poniewa»

H � K i K � H, wi¦c H,K � Z(G). Wówczas je»eli g ∈ H ∧ K, to

g = (yi)x1 = (yj)x2 . St¡d ªatwo otrzymujemy, »e [yi, x2x
−1
1 ] = yi−j ∈ Q ∧ P

Zatem [yi, x2x
−1
1 ] = yi−j = e, czyli yi ∈ Z(G) i yj = yi. DlategoH∧K ≤ Z(G).

Poniewa» Z(G) jest zawarte w ka»dej q-podgrupie Sylowa G, wi¦c z wyboru

H i K otrzymujemy Z(G) ≤ H ∧K.

(b) Niech H i K b¦da podgrupami G, które nie s¡ normalne. Wobec tego

H i K zawieraj¡ niecentralne q-elementy. Poniewa» q-podgrupy generowane

przez te elementy zawieraj¡ Z(G), wi¦c Z(G) ≤ H ∧K.

(c) Je±li H ∧ K nie jest normalna w G, to H ∧ K zawiera niecentralny q-

element y′. Zatem istniej¡ q-podgrupa Sylowa QH w H i q-podgrupa Sylowa

QK w K takie, »e y′ ∈ QH i y′ ∈ QK . Poniewa» cz¦±ci¡ wspóln¡ dowolnych

dwóch q-podgrupy Sylowa grupy G jest Z(G) lub s¡ one sobie równe, to QH

i QK s¡ podgrupami tej samej q-podgrupy Sylowa G. St¡d QH ≤ QK lub

QK ≤ QH .

(d) Wynika bezpo±rednio z wprowadzonych oznacze«.

Stwierdzenie 2.3.9. Je±li G jest P#-grup¡, to G jest silnie zrównowa»ona.

Dowód. Niech G b¦dzie grup¡ opisan¡ prezentacj¡ 2.3 i przypu±¢my, »e G

jest minimalnym kontrprzykªadem. Zatem G zawiera podkrat¦ L(A,B,C)
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izomor�czn¡ z krat¡ T1 lub T2. Niech podgrupy A,B,C b¦d¡ takie, jak na

Rysunku 1.2. Wówczas, z wyboru grupy G, A ∨ B ∨ C = G oraz A ∧ B ∧ C
nie jest podgrup¡ normaln¡ w G lub A ∧ B ∧ C = {e}. Na mocy Lematu

2.1.10, co najwy»ej jedna z podgrup A,B,C jest normalna. Zatem z Lematu

2.3.8 (b), Z(G) ≤ A ∧ B ∧ C. Poniewa» Z(G) jest podgrup¡ normaln¡ w G

i L(A,B,C) ≤ [Z(G), G], wi¦c mo»emy zaªo»y¢, »e Z(G) = {e}. Ponadto, na
mocy Lematów 2.3.7, 2.3.8, mo»emy przyj¡¢

A = 〈yqix, PA〉, B = 〈yqjx′, PB〉, C = 〈yql , PC〉

gdzie x, x′ ∈ P .
I Zaªó»my na pocz¡tek, »e A ∧B ∧ C = {e}.
I.1. Niech L(A,B,C) ' T1. Z Lematu 2.1.10 »adna z podgrup A,B,C nie

jest normalna. St¡d yqi , yqj , yql 6= e. Poniewa» A,B s¡ uªo»one symetrycznie

w kracie L(A,B,C), to mo»emy zaªo»y¢, »e i ≤ j. Niech z ∈ P b¦dzie

takim elementem, »e (yqix)qj−iz = yqjx′. Wówczas z = xtx′ dla pewnej liczby

naturalnej t. St¡d

A ∨B = 〈yqix, z, PA, PB〉

〈yqmin{i,l}
, x, PA, PC〉 = A ∨ C = B ∨ C = 〈yqmin{j,l}

, x′, PB, PC〉.

Ponadto x 6= e 6= x′. Je±li x ∈ PA ∨ PC , to istniej¡ a ∈ PA i c ∈ PC takie, »e

x = ac. Wówczas xa−1 = c i yqixa−1 = yqic. Niech 1 6= y′ ∈ 〈yqi〉∧〈yqj〉∧〈yql〉
i d ∈ N b¦dzie taki, »e (yqi)d = y′. St¡d (yqixa−1)d = (yqic)d = y′c′ ∈ A∧C =

A∧B∧C i y′c′ /∈ P , co jest sprzeczne z zaªo»eniem o A∧C = A∧B∧C. Zatem
x /∈ PA∨PC i podobnie mo»emy pokaza¢, »e x′ /∈ PB∨PC . Otrzymujemy zatem

z = xtx′ ∈ A ∨ C = A ∨ B ∨ C, a to znaczy, »e istniej¡ a ∈ A, c ∈ C i liczba

caªkowita v taka, »e xtx′ = xvac.

Je±li v ≡ 0 (mod p), to za−1 = c ∈ (A∨B)∧C = A∧B∧C = {e}. Zatem
z = a ∈ A a wówczas yqjx′ = (yqix)qj−iz ∈ A ∧ B, co daje sprzeczno±¢. Je±li

v ≡ t (mod p), to x′a−1 = c i dlatego yqjc = yqjx′a−1 ∈ A ∨ B. Ponownie

niech e 6= y′ ∈ 〈yqj〉 ∧ 〈yql〉 i (yqj)d = y′. St¡d (yqjx′a−1)d = (yqjc)d = y′c′ ∈
(A ∨ B) ∧ C, sprzeczno±¢. Zatem mo»emy zaªo»y¢, »e v≡/ 0 (mod p) i v≡/ t

(mod p). We¹my liczb¦ caªkowit¡ w tak¡, »e uw ≡ −1 (mod p). Wówczas

cw = (x−vza−1)w = xzwa−w i A ∨ B 3 ((yqix)zwa−w)d = (yqicw)d = y′c′ ∈ C
dla pewnego d takiego, »e (yqi)d = y′ 6= e. Co ponownie daje sprzeczno±¢

i ko«czy dowód cz¦±ci I.1.

I.2. Niech teraz L(A,B,C) ' T2. Z Lematu 2.1.10 wynika, »e tylko

podgrupa C mo»e by¢ normalna w G. Ponadto, skoro A ∨ B = G i podgrupy

A,B odgrywaj¡ symetryczn¡ rol¦, to mo»emy przyj¡¢, »e A = 〈yx, PA〉.
I.2.a. Zaªó»my »e C C G. Wówczas z Lematu 2.3.7 (c), C ≤ P lub P ≤ C.

Niech na pocz¡tek P ≤ C. Otrzymujemy zatem:

A = 〈yx, PA〉, B = 〈yqjx′, PB〉, C = 〈yql , P 〉.
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St¡d A ∨ C = 〈yx, PA, y
ql , P 〉 = 〈y, P 〉 = G, sprzeczno±¢.

Zatem C ≤ P , tzn. C = PC . Wówczas

A ∨ C = 〈yx, PA, PC〉, A ∨B = 〈yx, yqjx′, PA, PB〉.

Niech z b¦dzie elementem podgrupy P takim, »e (yxz)qj = yqjx′. St¡d

A ∨B = 〈yx, z, PA, PB〉.

Poniewa» PC � PA (w przeciwnym razie C ≤ A), wi¦c istnieje element c ∈
PC \ PA. We¹my a ∈ PA i b ∈ PB takie, »e c = zdab jako, »e c ∈ A ∨ B.
Je±li d ≡ 0 (mod p), to ca−1 = b ∈ (A ∨ C) ∧ B = A ∧ B ∧ C. Zatem

c = (ca−1)a ∈ A. Wi¦c d≡/ 0 (mod p) i mo»emy przyj¡¢, »e d = e (Je±li

d 6= e to mo»emy w miejsce elementu c przyj¡¢ jego odpowiedni¡ pot¦g¦).

St¡d (yx)ca−1 = (yxz)b i

(yxca−1)qj = yqjx′b′ ∈ (A ∨ C) ∧B = A ∧B ∧ C.

Zatem C nie mo»e by¢ podgrup¡ normaln¡.

I.2.b. Niech A,B,C nie b¦d¡ podgrupami normalnymi w G, to znaczy

y, yqj , yql 6= e na mocy Lematu 2.3.7(c). Niech e 6= y′ ∈ 〈y〉∧〈yqj〉∧〈yql〉. St¡d

A ∨B = 〈yx, yqjx′, PA, PB〉, A ∨ C = 〈yql , x, PA, PC〉,

B ∨ C = 〈yqmin{j,l}
, x′, PB, PC〉.

Poniewa» B ∨ C,A ∨ C < A ∨B, to

A ∨B = 〈y, yqj , x, x′, PA, PB〉,

x, x′ /∈ PA ∨ PB.

Je±li x ∈ PA ∨ PB, to istniej¡ elementy a ∈ PA, b ∈ PB takie, »e x = ab.

A wówczas yxa−1 = yb ∈ A. St¡d otrzymujemy, »e dla d ∈ N takiego, »e

e 6= yd ∈ 〈y′〉, czyli e 6= (yxa−1)d = (yb)d ∈ (B ∨ C) ∧ A, sprzeczno±¢. Zatem
x /∈ PA ∨ PB i podobnie x′ /∈ PA ∨ PB. Dlatego PA∨B = 〈x, x′, PA, PB〉.
Niech c ∈ PC b¦dzie dowolnym elementem. Wtedy c = xw(x′)vab dla pewnych

a ∈ PA, b ∈ PB, w, v ∈ N . St¡d x−wca−1 = (x′)vb ∈ (A ∨ C) ∧ (B ∨ C) = C.

To znaczy »e istnieje c′ ∈ PC i b′ pot¦ga b takie, »e x′b′ = c′. Dlatego yqjx′b′ =

yqjc′. St¡d dla pewnego t ∈ N takiego, »e e 6= (yqj)t ∈ 〈y′〉 otrzymujemy

e 6= (yqjx′b′)t = (yqjc′)t ∈ C ∧B = A ∧B ∧ C, co jest sprzeczne z zaªo»eniem,

»e A ∧B ∧ C = {e}.
II. Zaªó»my na koniec, »e A ∧ B ∧ C nie jest podgrup¡ normaln¡ w G.

Poniewa» A ∧ B ∧ C = A ∧ B = B ∧ C = A ∧ C > {e}, to na mocy Lematu
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2.3.8(c) istniej¡ q-podgrupy Sylowa grup A,B,C, które s¡ parami porówny-

walne, a zatem tworz¡ ªa«cuch. Dlatego mo»emy przyj¡¢

A = 〈yqi , PA〉, B = 〈yqj , PB〉, A = 〈yql , PC〉.

Poniewa» w obu przypadkach podgrupy A,B s¡ poªo»one symetrycznie, wi¦c

mo»emy zaªo»y¢, »e i ≤ j. Zaªó»my teraz, »e L(A,B,C) ' T1. Poniewa» P

jest grup¡ modularn¡ oraz PA∨C = PA ∨ PC i PA∨B = PA ∨ PB, to

PA∨B = PA∨B ∧ (PA ∨ PC) = PA ∨ (PA∨B ∧ PC) = PA ∨ P(A∨B)∧C = PA.

St¡d PB < PA i B < A.

Je±li L(A,B,C) ' T2, to podobnie

PA∨C = PA∨C ∧ (PA ∨ PB) = PA ∨ (PA∨C ∧ PB) = PA ∨ P(A∨C)∧B = PA.

St¡d PC ≤ PA, a dalej PA = PC ∧PA = PA ∧PB. Zatem PB ≤ PA i B ≤ A, co

jest sprzeczne z wyborem podgrup A,B.

Podsumowaniem tego rozdziaªu jest nast¦puj¡ca charakteryzacja grup sil-

nie zrównowa»onych.

Twierdzenie 2.3.10. Niech G b¦dzie grup¡. G jest silnie zrównowa»ona wtedy
i tylko wtedy, gdy G jest izomor�czna z jedn¡ z nast¦puj¡cych grup:

(a) modularn¡ p-grup¡;
(b) P#-grup¡;
(c) iloczynem prostym grup danych w (a) i (b), których rz¦dy s¡ parami

wzgl¦dnie pierwsze.

Z rozdziaªu 1 wiemy, »e iloczyn prosty krat silnie zrównowa»onych jest

krat¡ silnie zrównowa»on¡. Zatem z Twierdzenia 2.1.6 i Stwierdzenia 2.3.9

wynika, »e wszystkie grupy wymienione w powy»szym twierdzeniu s¡ silnie

zrównowa»one. Implikacja w drug¡ stron¦ jest bezpo±redni¡ konsekwencj¡

Lematów 2.3.1�2.3.6.

Warto zwróci¢ uwag¦ na analogi¦ tego twierdzenia z Twierdzeniem 2.1.3

opisuj¡cym struktur¦ sko«czonych grup modularnych.
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Rozdziaª 3

Grupy dualnie silnie

zrównowa»one

Przejdziemy teraz do opisu grup dualnie silnie zrównowa»onych. Jak wspo-

mnieli±my w rozdziale 1, klasa krat dualnie silnie zrównowa»onych jest równie

naturalnym rozszerzeniem klasy krat modularnych, co klasa krat silnie zrów-

nowa»onych. Opis grup dualnie silnie zrównowa»onych jest jednak trudniejszy

i nie da si¦ go uzyska¢ przez zwykª¡ 'dualizacj¦' rozumowa« zastosowanych dla

opisu grup silnie zrównowa»onych. Ju» w ramach p-grup ta klasa jest istotnie

wi¦ksza od klasy grup modularnych.

3.1 p-grupy

Wiemy z paragrafu 1.2, »e grupa jest dualnie silnie zrównowa»ona wtedy i tylko

wtedy, gdy jej krata nie zawiera podkrat izomor�cznych ani z krat¡ D1, ani

z krat¡ D2. Poni»szy lemat pokazuje, »e w przypadku p-grup mo»emy te

warunki poprawi¢.

Lemat 3.1.1. Niech G b¦dzie p-grup¡. G jest dualnie silne zrównowa»ona
wtedy i tylko wtedy, gdy L(G) nie zawiera podkraty izomor�cznej z D2.

Dowód. Implikacja '⇒' wynika bezpo±rednio z Twierdzenia 1.2.2. Dla dowodu

lematu w przeciwn¡ stron¦ zaªó»my, »e G nie jest dualnie silnie zrównowa»ona.

Zatem na podstawie Twierdzenia 1.2.2, L(G) zawiera podkrat¦ izomor�czn¡

z D1 lub D2.

Je±li L(G) zawiera podkrat¦ izomor�czn¡ z D1, to istniej¡ podgrupy H <

K ≤ G takie, »e przedziaª [H,K] zawiera 1-podkrat¦ izomor�czn¡ z D1. Na

mocy Twierdzenia 1.1.7, [H,K] zawiera 1-podkrat¦ izomor�czn¡ z D2 lub 1-

podkrat¦ izomor�czn¡ z D1, ale zawieraj¡c¡ dwa koatomy. Poniewa» K jest

p-grup¡, wi¦c koatomy przedziaªu [H,K] s¡ podgrupami normalnymi w grupie
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K. Zatem otrzymujemy sprzeczno±¢ z Lematem 2.1.10. Wobec tego w L(G)

istnieje podkrata izomor�czna z D2. To ko«czy dowód.

Stwierdzenie 3.1.2. Niech G b¦dzie p-grup¡. Je±li |G′| = p, to L(G) nie
zawiera podkraty izomor�cznej z D1.

Dowód. Niech G b¦dzie minimalnym kontrprzykªadem. Wówczas w G istniej¡

podgrupy A, B, C takie, »e L(A,B,C) ' D1 oraz A ∨ B ∨ C = G. Rola

podgrup A,B,C jest zgodna z oznaczeniami z Rysunku 1.3. St¡d na mocy

Lematu 2.1.10 podgrupa C nie zawiera komutanta G′ oraz jedna z podgrup A

lub B nie zawiera G′. Poniewa» |G′| = p, wi¦c je±li podgrupa G nie zawiera

komutanta to jest ona abelowa. Zatem C jest grup¡ abelow¡ i zaªó»my, »e A

jest abelowa. Wówczas A ∧ C jest podgrup¡ normaln¡ w A ∨ C = G. Zatem

z Lematu 2.1.10 i minimalno±ci G wynika, »e A ∧C = {e}. Je±li B jest grup¡

abelow¡, to A ∧ B jest podgrup¡ normaln¡ w A ∨ B = G, co jest sprzeczne

z Lematem 2.1.10. Zatem B jest nieabelow¡ podgrup¡ grupy G, a wi¦c zawiera

G′ i tym samym jest podgrup¡ normaln¡.

Z drugiej strony wiemy, »e podgrupa G′C jest normalna w G, czyli G =

(A ∧B)G′C. Stosuj¡c dwukrotnie Twierdzenie 2.1.9 otrzymujemy:

B = B ∧ (A∧B)G′C = (A∧B)(B ∧G′C) = (A∧B)G′(B ∧C) = (A∧B)G′.

Poniewa» G′ ≤ Z(G), wi¦c B = (A ∧ B) × G′. Zatem B jest grup¡ abelow¡.

Ta sprzeczno±¢ ko«czy dowód.

Poni»szy przykªad pokazuje, »e klasa p-grup, których kraty podgrup nie

zawieraj¡ D1 jest wi¦ksza od klasy p-grup nie zawieraj¡cych D2.

Przykªad 3.1.3. Niech p b¦dzie nieparzyst¡ liczb¡ pierwsz¡ i

GT = 〈x1, x2, x3, y |
xp

1 = xp
2 = xp

3 = yp = e, [x1, y] = x2, [x2, y] = e, [x3, y] = e, [xi, xj] = e〉.

Przyjmijmy A = 〈x3, y〉, B = 〈x1x2, x1x3〉, C = 〈x1, y〉. Wówczas A i B s¡

abelowymi grupami rz¦du p2, a C jest grup¡ rz¦du p3 i wykªadniku p. �atwo

mo»na sprawdzi¢, »e A∧C = 〈y〉, A∧B = {e} oraz (B∧C)∨A = GT . Ponie-

wa» xy
1 = x1x2, wi¦c B ∧ C = 〈x1x2〉. Ponadto mamy (x1x3)y(x1x2)−1 = x3,

czyli (A ∧ C) ∨ B = GT . Zatem L(A,B,C) ' D2. Jak ªatwo wida¢, grupa

GT jest izomor�czna z iloczynem prostym nieabelowej grupy rz¦du p3 o wy-

kªadniku p i cyklicznej grupy rz¦du p. Na mocy Stwierdzenia 3.1.2, krata

L(GT ) nie zawiera podkraty izomor�cznej z D2. Z opisu grup rz¦du p4 i nie-

sk¡plikowanych rachunków wynika, »e GT jest jedyn¡ grup¡ rz¦du p4, której

krata zawiera podkrat¡ izomor�czn¡ z D2 oraz »adna z tych grup nie zawiera

podkraty izomor�cznej z D1.
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Przykªad 3.1.4. Niech p b¦dzie nieparzyst¡ liczb¡ pierwsz¡ i

G = 〈x1, x2, x3, x4, y | xp
1 = xp

2 = xp
3 = xp

4 = yp = e, [x1, y] = x2,

[x2, y] = e, [x3, y] = x4, [x4, y] = e, [xi, xj] = e〉.

Podgrupa 〈x1, x2, x4, y〉 jest izomor�czna z grup¡ GT . Zatem krata L(G)

zawiera podkrat¦ izomor�czn¡ z D2.

Przyjmijmy A = 〈x1, y〉, B = 〈x3, y〉, C = 〈x1x4, x2x3〉. Wówczas ªatwo

jest pokaza¢, »e A∧B = 〈y〉 i B∧C = A∧C = {e}. Poniewa» (x1x4)y = x1x2x4

i (x2x3)y = x2x3x4, wi¦c (A∧B)∨C = 〈y, x1x4, x2x3〉 = 〈y, x1, x2〉 = A∨B =

G. Zatem L(A,B,C) ' D1.

W dalszych rozwa»aniach wa»n¡ rol¦ b¦d¡ odgrywaªy p-grupy pot¦gowe.

Ich wªasno±ci i rola w teorii p-grup zostaªy opisane w pracy [15] i monogra�i

[14]. Powiemy, »e p-grupa jest pot¦gowa, je±li G′ ≤ Gp dla p > 2 i G′ ≤ G4

dla p = 2. Klasa p-grup pot¦gowych jest w pewnym sensie uogólnieniem klasy

p-grup modularnych, tzn. dla p > 2, p-grupa jest modularna wtedy i tylko

wtedy, gdy ka»da jej podgrupa jest pot¦gowa oraz 2-grupa jest pot¦gowa wtedy

i tylko wtedy, gdy ka»da jej podgrupa jest pot¦gowa lub jest 2-grup¡ Hamiltona

(patrz [15]). Inn¡ istotn¡ dla nas wªasno±¢ p-grup pot¦gowych przytaczamy

w nast¦pnym twierdzeniu.

Twierdzenie 3.1.5 ([15]). Niech G b¦dzie p-grup¡ pot¦gow¡. Je±li mini-
malny zbiór generatorów grupy G ma moc d i G = 〈g1, g2, . . . , gd〉, to G =

〈g1〉〈g2〉 . . . 〈gd〉.

Lemat 3.1.6. Niech G b¦dzie p-grup¡ pot¦gow¡. Niech H,K b¦d¡ podgrupami
grupy G. Je±li H ∨K = G, to HK = G.

Dowód. Niech H i K b¦d¡ takie, »e H = 〈h1, . . . , hs〉 oraz K = 〈k1, . . . , kr〉.
Wówczas G = H ∨ K = 〈h1, . . . , hs, k1, . . . , kr〉. Z powy»szego zbioru gene-

ratorów wybieramy minimalny. Niech zatem {hi1 , . . . , hin , kj1 , . . . , kjm} b¦dzie
minimalnym zbiorem generatorów grupy G. Poniewa» grupa G jest pot¦gowa,

wi¦c na mocy Twierdzenia 3.1.5, otrzymujemy

G = 〈hi1〉 . . . 〈hin〉〈kj1〉 . . . 〈kjm〉 ≤ 〈hi1 , . . . , hin〉〈kj1 , . . . , kjm〉 ≤ HK.

Bezpo±rednio z Lematów 2.1.10 i 3.1.6 otrzymujemy:

Lemat 3.1.7. Je±li G jest p-grup¡ pot¦gow¡, to L(G) nie zawiera 1-podkraty
izomor�cznej z D2.
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Stwierdzenie 3.1.8. Niech G b¦dzie p-grup¡. Je±li dowolna niepot¦gowa pod-
grupa grupy G ma co najwy»ej dwa generatory, to G jest dualnie silnie zrów-
nowa»ona.

Dowód. Niech G b¦dzie minimalnym kontrprzykªadem. Z Lematu 3.1.1 ist-

niej¡ podgrupy A,B,C grupy G takie, »e L(A,B,C) ' D2. Ponadto, na

podstawie minimalno±ci G mamy, »e A ∨ B ∨ C = G, tzn. L(A,B,C) jest

1-podkrat¡ w L(G). St¡d na mocy Lematu 3.1.7, wynika, »e G nie jest grup¡

pot¦gow¡. Zatem G ma dwa generatory, czyli |G/Φ(G)| = p2.

Niech podgrupy A, B, C b¦d¡ takie jak na Rysunku 1.3. Ponadto niech

A1 b¦dzie podgrup¡ maksymaln¡ w G zawieraj¡c¡ podgrup¦ A i C1 podgrup¡

maksymaln¡ w G zwieraj¡c¡ podgrup¦ C. Wówczas A∧C ≤ A1∧C1 = Φ(G).

Zatem G = 〈A ∧ C,B〉 = 〈Φ(G), B〉 = B, co jest sprzeczne z ksztaªtem kraty

L(A,B,C).

Lemat 3.1.9. Niech G b¦dzie p-grup¡ (p>2) tak¡, »e G′ 
 Gp. Je±li mini-
malny zbiór generatorów G ma co najmniej trzy elementy, to G zawiera sekcj¦
izomor�czn¡ z grup¡ GT (patrz Przykªad 3.1.3).

Dowód. Bez zmniejszenia ogólno±ci rozwa»a« mo»emy przyj¡¢, »e minimalny

zbiór generatorów grupy G ma dokªadnie trzy elementy. Niech N b¦dzie pod-

grup¡ normaln¡ grupy G tak¡, »e |G′ : N | = p. Grupa ilorazowa Ḡ = G/GpN

jest grup¡ o wykªadniku p, |Ḡ| = p4 i |Ḡ′| = p. Zatem w G istnieje sekcja

izomor�czna z grup¡ GT (patrz Przykªad 3.1.3).

Z Przykªadu 3.1.3 wiemy, »e je±li grupa zawiera sekcj¦ izomor�czn¡ z grup¡

GT , to nie jest dualnie silnie zrównowa»ona. Poniewa» grupa GT nie jest

pot¦gowa i ma 3 generatory, to na podstawie Stwierdzenia 3.1.8 i Lematu

3.1.9 otrzymujemy:

Twierdzenie 3.1.10. Niech G b¦dzie p-grup¡ i p > 2. Nast¦puj¡ce warunki
s¡ równowa»ne:

(a) G jest dualnie silnie zrównowa»ona;
(b) G nie zawiera sekcji izomor�cznej z grup¡ GT ;
(c) dowolna podgrupa grupy G jest albo pot¦gowa, albo 2-generowana.

Na podstawie powy»szego twierdzenia i opisu p-grup pot¦gowych o co naj-

wy»ej trzech generatorach, który mo»na znale¹¢ w [15], mo»emy sformuªowa¢:

Wniosek 3.1.11. Niech G b¦dzie p-grupa pot¦gow¡. Je±li minimalny zbiór
generatorów G ma co najwy»ej trzy elementy, to G jest dualnie silnie zrówno-
wa»ona.

Nast¦pny przykªad pokazuje, »e w Twierdzeniu 3.1.10 istotne jest zaªo»enie

o nieparzysto±ci liczby p.
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Przykªad 3.1.12. Niech G b¦dzie iloczynem centralnym grupy kwaternionów

rz¦du 8 i cyklicznej grupy rz¦du 4.

G = 〈x, y, z | x4 = y4 = z4 = e, [x, y] = x2, x2 = y2 = z2, [x, z] = e, [y, z] = e〉

Grupa G ma 3 generatory. Poniewa» G4 = {e} oraz G′ = 〈x2〉, wi¦c G nie

jest grup¡ pot¦gow¡. Ponadto ªatwo mo»na sprawdzi¢, »e L(G) nie zawiera

podkraty izomor�cznej z D2.

Przykªad 3.1.13. Niech G b¦dzie iloczynem prostym grupy dihedralnej rz¦du

8 i cyklicznej rz¦dy 2.

G = 〈x, y, z | x4 = y2 = z2 = e, [x, y] = x2, [x, z] = e, [y, z] = e〉

Rozwa»my podgrypy A = 〈y, z〉, B = 〈xy, x2z〉, C = 〈x, y〉. Wówczas A,C

s¡ abelowymi grupami rz¦du 4, a B ' D8. St¡d A ∧ B = {e}, A ∧ C = 〈y〉
oraz B ∧C = 〈xy〉. Zatem ªatwo wida¢, »e krata L(A,B,C) jest izomor�czna

zD2. Nieabelowe grupy rz¦du 8 maj¡ dwa generatory, wi¦c s¡ one dualnie silnie

zrównowa»one. Korzystaj¡c z klasy�kacji grup rz¦du 16 mo»na wywnioskowa¢,

»e G jest jedyn¡ grup¡ rz¦du 16, której krata zawiera podkrat¦ izomor�czn¡

z D2.

Za [19] powiemy, »e p-grupa ma rang¦ r, je±li jej najwi¦ksza elementarna

abelowa podgrupa ma rz¡d pr. Je±li G jest p-grup¡, to rang¦ grupy G b¦dziemy

oznacza¢ przez rank(G).

Lemat 3.1.14. Niech G b¦dzie 2-grup¡ tak¡, »e ka»da niepot¦gowa podgrupa
grupy G jest 2-generowana. Wówczas dla dowolnych podgrup H CK grupy G,
Ω1(K/H) jest abelowa lub rank(K/H) = 2.

Dowód. Niech H C K b¦d¡ podgrupami G. Poniewa» K jest pot¦gowa lub

2-generowana, to równie» ka»da sekcja K/H jest pot¦gowa lub 2-generowana.

Przyjmijmy K̄ = K/H. Zaªó»my, »e Ω1(K̄) jest pot¦gowa. Wówczas Ω1(K̄)′ ≤
Ω1(K̄)4. Niech Ω1(K̄) = 〈a1, . . . , an〉. St¡d na mocy [15, 4.1.9], Ω1(K̄)4 =

〈a4
1, . . . , a

4
n〉. Zatem Ω1(K̄)4 = {e}, wi¦c równie» Ω1(K̄)′ = {e}. Wobec tego

grupa Ω1(K̄) jest abelowa. Zaªó»my teraz, »e Ω1(K̄) nie jest pot¦gowa, a zatem

na mocy zaªo»e« lematu ma dwa generatory. Wiadomo, »e generatory grupy

Ω1(K̄) s¡ rz¦du 2. Wobec tego mo»emy przyj¡c, »e Ω1(K̄) = 〈a, b〉 i o(a) =

o(b) = 2. Poniewa» Ω1(K̄) nie jest abelowa, wi¦c [a, b] 6= e. St¡d wynika, »e

Ω1(K̄) jest izomor�czna z grup¡ dihedraln¡ rz¦du 2n. Zatem rank(Ω1(K̄)) = 2,

co ko«czy dowód.

Lemat 3.1.15. Niech G b¦dzie 2-grup¡. Je±li Ω1(G) jest nieabelowa i
rank(G) ≥ 3, to G zawiera sekcj¦ izomor�czn¡ z grup¡ D8 × C2.
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Dowód. Niech H b¦dzie maksymaln¡ elementarn¡ abelow¡ podgrup¡ w Ω1(G).

Na poczatek poka»emy, »e w Ω1(G) istnieje element rz¦du 2, który normali-

zuje podgrup¦ H. Przypu±¢my zatem, »e tak nie jest. Przyjmijmy oznacze-

nia H1 = NΩ1(G)(H) i Hi+1 = NΩ1(G)(Hi) dla i ∈ {1, . . . , n + 1}. Wówczas

H = H0 < H1 < H2 < . . . < Hn < Hn+1 = Ω1(G). Niech i b¦dzie naj-

mniejsz¡ liczb¡ naturaln¡ dla której istnieje element y ∈ Hi+1 \ Hi taki, »e

o(y) = 2. Wówczas dla k ≤ i mamy Ω1(Hk) = H. Poniewa» Ω1(Hi) jest

charakterystyczn¡ podgrup¡ w Hi, wi¦c Ω1(Hi) jest normalna w Hi+1. Za-

tem y ∈ NΩ1(G)(H), co jest sprzeczne z przyj¦tym zaªo»eniem. We¹my za-

tem element y ∈ NΩ1(G)(H) \ H taki, »e o(y) = 2. Je±li y ∈ CG(H), to

〈H, y〉 jest elementarn¡ abelow¡ podgrup¡ Ω1(G), co jest sprzeczne z wybo-

rem grupy H. Zatem y /∈ CG(H) i wobec tego istnieje element h ∈ H taki,

»e [h, y] 6= e. Rozwa»my podgrup¦ K = 〈H, y〉. Poniewa» o(h) = 2 = o(y)

i [h, y] 6= e, wi¦c istnieje naturalne n ≥ 3 takie, »e 〈h, y〉 ' D2n . Rozwa»my

homomor�zm f : H → H dany wzorem f(h) = [h, y]. �atwo wida¢, »e

Kerf = Z(K) ∧ H = Z(K) i Imf = K ′. Przyjmijmy |H| = 2s. Wówczas

|K| = 2s+1. Je±li |Kerf | = 2, to |Imf | = 2s−1. Tym samym |K ′| = 2s−1

i K jest generowane przez dwa elementy rz¦du 2, które s¡ nieprzemienne

(poniewa» |K/K ′| = 4). Zatem K jest izomor�czne z nieabelow¡ grup¡ di-

hedraln¡, wi¦c rank(K) = 2, co jest sprzeczne z przyj¦tym zaªo»eniem, »e

rank(H) ≥ 3. Zatem |Z(K)| = |Kerf | ≥ 4. Wówczas istnieje h1 ∈ H takie,

»e h1 ∈ CG(〈h, y〉) \ 〈h, y〉 gdy» |Z(〈h, y〉)| = 2. Zatem 〈h, y〉 × 〈H1〉 zawiera
podgrup¦ izomor�czn¡ z D8 × C2, co ko«czy dowód.

Twierdzenie 3.1.16. Niech G b¦dzie dualnie silnie zrównowa»on¡ 2-grup¡.
Wówczas dla dowolnych podgrup H C K, Ω1(K/H) jest abelowa lub
rank(K/H) = 2.

3.2 Grupy proste

W tym paragra�e pokazujemy, »e krata podgrup dowolnej grupy prostej za-

wiera zarówno podkrat¦ D1, jak i D2. To oznacza, »e je±li grupa G jest dualnie

silnie zrównowa»ona, to G jest rozwi¡zalna. Jest jasne, »e nasze rozwa»ania,

podobnie jak w przypadku grup silnie zrównowa»onych, wystarczy przeprowa-

dzi¢ tylko dla minimalnych grup prostych.

Poni»szy lemat jest bezpo±redni¡ konsekwencj¡ [8, 2.8.27].

Lemat 3.2.1. Niech p b¦dzie nieparzyst¡ liczb¡ pierwsz¡ i k liczb¡ caªkowit¡
dodatni¡, przy czym je±li p = 3, to zakªadamy, »e k > 1. Grupa PSL(2, pk) za-
wiera podgrup¦ izomor�czn¡ z S4 wtedy i tylko wtedy, gdy p2k−1 ≡ 0 (mod 16).

Na podstawie wyników rozdziaªu II.8 z [8] mo»emy sformuªowa¢:
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Lemat 3.2.2. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ wi¦ksz¡ od 3 lub p = 3k, gdzie k
jest liczb¡ pierwsz¡. Niech ponadto G = PSL(2, p). Je»eli M jest maksymaln¡
podgrup¡ grupy G, to M jest izomor�czna z jedn¡ z nast¦puj¡cych grup:

(a) dihedraln¡ grup¡ rz¦du p− 1;
(b) dihedraln¡ grup¡ rz¦du p+ 1;
(c) grup¡ A4 permutacji parzystych stopnia 4;
(d) iloczynem póªprostym p-podgrupy Sylowa grupy G i cyklicznej grupy

rz¦du p−1
2
.

Wniosek 3.2.3. Niech G b¦dzie tak¡ grup¡, jak w poprzednim lemacie. Za-
ªó»my ponadto, »e |G| nie dzieli si¦ przez 8, tzn. 16 - p2 − 1. Je»eli H jest
wªa±ciw¡ podgrup¡ grupy G o rz¦dzie podzielnym przez 4, to dowolne dwie 2-
podgrupy Sylowa grupy H maj¡ nietrywialne przeci¦cie.

Lemat 3.2.4. Kraty L(S4), wszystkich podgrup grupy permutacji stopnia 4

oraz L(A5), wszystkich podgrup grupy permutacji parzystych stopnia 5, zawie-
raj¡ podkraty izomor�czne z kratami D1 i D2.

Dowód. Niech A, B, C b¦d¡ podgrupami grupy S4 takimi, »e A =

〈(1 2), (1 2 3)〉, B = 〈(1 2), (1 3 2 4)〉 i C = 〈(1 2 3 4)〉. Wówczas A jest

nieabelow¡ podgrup¡ rz¦du 6, B nieabelow¡ podgrup¡ rz¦du 8 i C cykliczn¡

grup¡ rz¦du 4. Zauwa»my teraz, »e A ∧ B = 〈(1 2))〉 jest podgrup¡ rz¦du

2, B ∧ C = 〈(1 3)(2 4)〉 jest równie» podgrup¡ rz¦du 2 i obie generuj¡ pod-

grup¦ B. Ponadto A i C maj¡ trywialne przeci¦cie, a ka»de dwie spo±ród

podgrup A, B, C generuj¡ S4. Zatem krata generowana przez A, B i C jest

izomor�czna z D2.

Do konstrukcji kraty izomor�cznej z D1 we¹my A jak w poprzednim

przykªadzie, B = 〈(1 2), (3, 4)〉 niech b¦dzie niecykliczn¡ grup¡ rz¦du 4

i C = 〈(1 2 3 4)〉 � grup¡ cykliczn¡ rz¦du 4. Zauwa»my, »e A ∧ B = 〈(1 2)〉
i A ∧ C = B ∧ C = {e}, a wobec tego, »e (1 2) · (1 2 3 4) = (2 3 4), mamy

(A∧B)∨C = S4. Poniewa» jest jasne, »e A∨B = S4, wi¦c krata generowana

przez A, B i C jest izomor�czna z D1.

Przejd¹my teraz do grupy A5. Niech
A = {1, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (1 4)(2 3)}
B = 〈(1 2)(3 4), (3 4 5)〉
C = {1, (1 2)(3 5), (1 3)(2 5), (1 5)(2 3)}
Bezpo±rednio wida¢, »e B jest nieabelow¡ grup¡ rz¦du 6, A ∧ B =

〈(1 2)(3 4)〉, B ∧ C = 〈(1 2)(3 5)〉 i (A ∧ B) ∨ (B ∧ C) = B. Grupa A ∨ B
zawiera elementy rz¦du 2 i 3, co jest oczywiste, jak równie» elementy rz¦du 5,

poniewa» (1 3)(2 4) · (3 4 5) = (1 3 2 4 5). Jedyn¡ podgrup¡ grupy A5, która

ma t¦ wªasno±¢ jest caªa grupa, zatem A∨B = A5. Analogicznie B ∨C = A5.

�atwo sprawdzaln¡ rzecz¡ jest równie» to, »e dwie ró»ne 2-podgrupy Sylowa
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grupy A5 generuj¡ A5. To oznacza, »e krata generowana przez podgrupy A, B

i C jest izomor�czna z D2

Je»eli w powy»szym ukªadzie podgrup, C zostanie zast¡piona przez pod-

grup¦ C1 = 〈(1 2 3 4 5)〉, to otrzymamy ukªad generuje podkrat¦ izomor�czn¡

z D1. Dla dowodu wystarczy zauwa»y¢, »e (A ∧ B) ∨ C1 = A5, co ªatwo wy-

nika z faktu, »e (1 2)(3 4) · (1 2 3 4 5) = (2 4 5) i argumentu u»ytego wy»ej

o istnieniu w (A ∧B) ∨ C1 elementów rz¦dów 2, 3 i 5.

Twierdzenie 3.2.5. Je±li G jest nieabelow¡ grup¡ prost¡, to L(G) zawiera
podkrat¦ izomor�czn¡ z krat¡ D1 i z krat¡ D2.

Dowód. Jak wspominali±my na pocz¡tku tego paragrafu, dla dowodu wystar-

czy rozwa»y¢ minimalne grupy proste. Niech wi¦c G b¦dzie minimalna grup¡

prost¡. Rozpoczniemy od przypadku, gdy G = PSL(3, 3). Rozwa»my ele-

menty a, b, c ∈ PSL(3, 3) takie, »e

a =
(

1 1 0
0 1 0
0 0 1

)
, b =

(
1 0 1
0 1 0
0 0 1

)
, d =

(
2 0 0
0 2 0
0 0 1

)
.

Niech A = 〈a, d〉, B = 〈b, d〉, C = 〈ab〉. Wówczas grupa A jest abelowa rz¦du

6, B jest elementarna abelowa rz¦du 4 oraz C jest podgrup¡ rz¦du 3. Zatem

A ∧ B = 〈d〉. Ponadto poniewa» da2 = (ab)d(ab), wi¦c 〈d, ab〉 = 〈a, b, d〉.
Zatem (A ∧B) ∨ C = A ∨ C = B ∨ C. Wobec tego mamy L(A,B,C) ' D1.

Przyjmijmy teraz

a1 =
(

2 0 0
0 2 0
0 0 1

)
, b1 =

(
1 0 0
0 1 1
0 0 1

)
, a2 =

(
1 0 0
0 2 0
0 0 2

)
, b2 =

(
1 1 0
0 1 0
0 0 1

)
.

Wówczas podgrupy H1 = 〈a1, b1〉, H2 = 〈a2, b2〉 s¡ izomor�czne z grup¡

S3. We¹my d =
(

1 0 1
0 1 0
0 0 1

)
. Podgrupa 〈d〉 jest normalna w G. Wobec tego,

»e [a1, a2] = e, [a1, b2] = e, [a2, b1] = e oraz [b1, b2] = d, otrzymujemy, »e

〈H1, H2〉/〈d〉 jest izomor�czna z S3 × S3. Przyjmijmy Ḡ = G/〈d〉. Rozwa»my

podgrupy Ā = 〈ā1, ā2〉, B̄ = 〈b̄1ā1, b̄2ā2〉, C̄ = 〈ā1, b̄1〉. Poniewa» Ā i B̄ s¡

izomor�czne z elementarn¡ abelow¡ grup¡ rz¦du 4 i C̄ jest izomor�czna z S3,

to Ā ∧ C̄ = 〈ā1ā2〉 oraz C̄ ∧ B̄ = 〈b̄1ā1b̄2ā2〉. Rozwa»my teraz podgrup¦

(Ā ∧ C̄) ∨ B̄ = 〈ā1ā2, b̄1ā1, b̄2a2〉 oraz jej element b̄1ā1(ā1ā
−1
2 ) = b̄1ā

−1
2 . Ponie-

wa» (b̄1ā
−1
2 )2 = b̄2

1, to otrzymujemy, »e b̄1 ∈ (Ā ∧ C̄) ∨ B̄. Podobnie mo»emy

wykaza¢, »e b̄2 ∈ (Ā ∧ C̄) ∨ B̄. A zatem (Ā ∧ C̄) ∨ B̄ = Ḡ. Ponadto wida¢, »e

Ā ∨ (C̄ ∧ B̄) = Ḡ, wi¦c L(Ā, B̄, C̄) ' D2.

Niech teraz G = PSL(2, 2p), gdzie p jest nieparzyst¡ liczb¡ pierwsz¡.

Przyjmijmy A = {( 1 a
0 1 ) , a ∈ GF (2p)}, B = {( 1 0

c 1 ) , c ∈ GF (2p)}. Wówczas

A ∧ B = {e} oraz A ∨ B = G. Ponadto niech C = 〈( 1 1
0 1 ), ( 1 0

1 1 )〉. Wów-

czas C jest dihedraln¡ grup¡ rz¦du 6 i otrzymujemy A ∧ C = 〈( 1 1
0 1 )〉 oraz

B∧C = 〈( 1 0
1 1 )〉. �atwo zauwa»y¢, »e C = (A∧C)∨(B∧C), (A∧C)∨B = C∨B

i (B ∧ C) ∨ A = C ∨ A. Ponadto, wobec tego, »e dla dowolnego a ∈ F
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i dla ( 0 1
1 0 ) ∈ B mamy ( 0 1

1 0 ) ( 1 a
0 1 ) ( 0 1

1 0 ) = ( 1 0
a 1 ), to A ∨ C = G. Analogicznie

B ∨ C = G. Zatem L(A,B,C) ' D2.

Niech teraz A =
{(

d a
0 d−1

)
, a ∈ GF (2p), d ∈ GF (2p)∗

}
, B ={(

d 0
a d−1

)
, a ∈ GF (2p), d ∈ GF (2p)∗

}
i C = 〈( 1 1

1 0 )〉 . Wobec tego

A ∧ B =
〈(

d 0
0 d−1

)〉
oraz A ∧ C = B ∧ C = {e}. Niech t = ( 1 1

1 0 ) i

s =
(

d 0
0 d−1

)
. Wówczas st−1st =

(
1 1+d−2

0 1

)
i stst−1 =

(
1 0

1+d2 1

)
. �atwo jest

sprawdzi¢, »e powy»sze macierze generuj¡ G. Zatem L(A,B,C) ' D1.

Rozwa»my teraz G = PSL(2, p), gdzie p jest liczb¡ pierwsz¡ wi¦ksz¡ od 2

lub p = 3k, gdzie k jest liczb¡ pierwsz¡. Na mocy Lematów 3.2.4 i 3.2.1 mo»emy

zaªo»y¢, »e 16 - p2−1, tzn. |PSL(2, p)| nie dzieli si¦ przez 8 lub jeszcze inaczej

� 2-podgrupy Sylowa tej grupy s¡ izomor�czne z czwórkow¡ grup¡ Kleina.

Poniewa» p jest liczb¡ nieparzyst¡, wi¦c dokªadnie jedna spo±ród liczb p−1
2
, p+1

2

jest liczb¡ nieparzyst¡. Oznaczmy t¦ liczb¦ przez q. Niech Q b¦dzie ustalon¡

cykliczn¡ podgrup¡ tego rz¦du. Jej istnienie wynika bezpo±rednio z [8, 2.8.27].

Z tego twierdzenia wynika równie», »e podgrupa C = NG(Q) jest dihedraln¡

grup¡ rz¦du 2q. Na mocy Lematu 3.2.2 jest ona maksymaln¡ podgrup¡ w G.

Niech x, y ∈ C b¦d¡ elementami rz¦du 2 takimi, »e Q = 〈xy〉. Niech teraz A

b¦dzie 2-podgrup¡ Sylowa grupy G zawieraj¡c¡ element x, natomiast B � 2-

podgrup¡ Sylowa grupy G zawieraj¡c¡ element y. Zauwa»my, »e A∧B = {e}.
Istotnie, gdyby byªo inaczej, to dla pewnego elementu t rz¦du 2 mieliby±my

A = 〈x, t〉 i B = 〈y, t〉. Element t, jako przemienny z x i y, byªby przemienny ze

wszystkimi elementami grupy C, tzn. grupa 〈C, t〉 = C×〈t〉 byªaby podgrup¡

wªa±ciw¡ w G, co przeczy maksymalno±ci podgrupy C.

Z maksymalno±ci podgrupy C oraz Wniosku 3.2.3 wynika teraz, »e A∨B =

A∨C = B∨C. Ponadto mamy A∧C = 〈x〉 i B∧C = 〈y〉. Wszystkie te argu-

menty razem oznaczaj¡, »e podgrupy A, B i C generuj¡ podkrat¦ izomor�czn¡

z D2.

Poniewa» grupa PSL(2, 5) jest izomor�czna z A5, wi¦c na podstawie Le-

matu 3.2.4 mo»emy dodatkowo zaªo»y¢, »e p > 5. Zatem z tego, »e 8 - |G|,
istnieje liczba nieparzysta wzgl¦dnie pierwsza z pq dziel¡ca |G|. Niech r b¦dzie
najwi¦ksz¡ z takich liczb (z zaªo»e« wynika, »e je±li q = p−1

2
, to r = p+1

4
, je±li

natomiast q = p+1
2
, to r = p−1

4
; ten drugi przypadek wymaga wªa±nie zaªo»enia,

»e p > 5). Niech teraz A b¦dzie podgrup¡ dihedraln¡ rz¦du 4r (jej istnienie

wynika z Lematu 3.2.2), B = NG(Q) niech b¦dzie takie, »e |A∧B| = 2. Niech

ponadto C b¦dzie cykliczn¡ podgrup¦ rz¦du r tak¡, »e A∧C = {e}. Wówczas,

nietrudno sprawdzi¢, »e krata generowana przez A, B i C jest izomor�czna

z D1.

Na koniec niech G = Sz(2p), gdzie p = 2m+ 1. Wówczas rz¡d grupy |G| =
(22p + 1)22p(2p − 1). Niech A b¦dzie 2-podgrup¡ Sylowa zawieraj¡c¡ element

t. Niech C b¦dzie 2 podgrup¡ Sylowa zawierajac¡ element tx, gdzie x ∈ G \A
oraz niech B = 〈t, tx〉. Poniewa» dwie ró»ne 2-podgrupy Sylowa przecinaj¡ sie
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trywialnie, to A∧C = {e}. Wobec tego, »e 〈A, t〉 oraz 〈C, tx〉 nie zawieraj¡ si¦
w »adnej podgrupie maksymalnej grupy Sz(2p), wi¦c A ∨ (B ∧ C) = G oraz

B ∨ (A ∧ C) = G. St¡d otrzymujemy, »e L(A,B,C) ' D2.

Niech teraz A = FH i B = F tH, gdzie F t jest podgrup¡ macierzy trans-

ponowanych do wszystkich macierzy z podgrupy F (patrz konstrukcja grupy

Suzukiego str. 27). Ponadto niech C = St, gdzie St jest 2-podgrup¡ Sylowa

G zawieraj¡c¡ element t. Poniewa» ró»ne 2-podgrupy Sylowa maj¡ trywialne

przeci¦cie, to A∧C = B∧C = {e}. Dodatkowo, z wªasno±ci grupy G, przedsta-
wionych powy»ej wynika, »e A∧B = H. Wobec tego, »e elementy t i tm, gdzie

m ∈ H, s¡ rz¦du 2, a element ttm jest rz¦du nieparzystego, to t i tm nale»¡ do

ró»nych 2-podgrup Sylowa grupy G. Zatem m /∈ NG(St), czyli H nie zawiera

si¦ w NG(St). Poniewa» podgrupa 〈H,St〉 nie zawiera si¦ w »adnej podgrupie

maksymalnej grupy G, to (A ∧B) ∨ C = G. Zatem L(A,B,C) ' D1.

3.3 Grupy rozwi¡zalne

Rezultaty z poprzedniego paragrafu pozwalaj¡ nam w kolejnym kroku ogra-

niczy¢ si¦ do grup rozwi¡zalnych. Zanim przejdziemy do dalszych rozwa»a«

podamy najpierw niezb¦dn¡ terminologi¦ pojawiaj¡ca si¦ w tym paragra�e.

Powiemy, »e nietrywialna grupa automor�zmów grupy G jest regularna,
je±li ka»dy nietrywialny automor�zm grupy G nie ma punktów staªych ró»nych

od e. Niech A b¦dzie elementarn¡ abelow¡ p-grup¡. Powiemy, »e grupa H

dziaªa nieprzywiedlnie na A, je±li A i {e} s¡ jedynymi H-niezmienniczymi

podgrupami A. Ponadto powiemy, »e grupa H dziaªa na grupie G pot¦gowo
je±li ka»dy element grupy H indukuje automor�zm pot¦gowy na G.

Lemat 3.3.1 ([5]). Je»eli A jest regularn¡ p′-grup¡ automor�zmów p-grupy
P , to podgrupy Sylowa grupy A s¡ cykliczne lub uogólnione kwaternionów.

Lemat 3.3.2. Niech p i q b¦d¡ liczbami pierwszymi, takimi »e q < p. Je±li G
jest grup¡ rz¦du qp2, to L(G) nie zawiera podkraty izomor�cznej z D2.

Dowód. Przypu±¢my, »e A, B i C s¡ podgrupami takimi jak w kracie D2 (patrz

Rysunek 1.3.) Oczywi±cie ka»da z nich ma rz¡d albo pq, albo p2, a ponadto

ze wzgl¦du na dªugo±¢ kraty L(G), musi by¢ A ∧ B = {e}. W grupie G

podgrupa rz¦du p2 jest normalna, wi¦c taka podgrupa jest tylko jedna. Poza

tym A i B nie mog¡ by¢ równocze±nie podgrupami normalnymi. Zatem |A| =
|B| = pq. To jednak, wobec równo±ci |AB| = |A|·|B|

|A∧B| oznacza, »e A ∧ B > {e}.
Sprzeczno±¢.

Lemat 3.3.3. Niech p b¦dzie liczb¡ pierwsz¡ i niech G = H n P b¦dzie ilo-
czynem póªprostym elementarnej abelowej p-grupy P i cyklicznej p′-grupy H.
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Zaªó»my tak»e, »e L(G) nie zawiera podkrat izomor�cznych z »adn¡ z krat D1

i D2. Wówczas
(a) Je»eli |H| = q, gdzie q jest liczb¡ pierwsz¡, to H dziaªa na P trywialnie,

pot¦gowo lub nieprzywiedlnie.
(b) Je±li H dziaªa na P nietrywialnie, to |G : CG(P )| = q, gdzie q jest

liczb¡ pierwsz¡.

Dowód. (a) Zaªó»my, »e H dziaªa na P nietrywialnie i »e nie jest to dziaªa-

nie pot¦gowe. Przypu±¢my, »e dziaªanie H na P jest przywiedlne. Wówczas

istniej¡ H-nieprzywiedlne nietrywialne podgrupy P1 i P2 grupy P takie, »e

P1 6= P2 lub inaczej, P1P2 = P1× P2 jest podgrup¡ normaln¡ w G. Nasze roz-

wa»ania ograniczymy do grupyHP1P2 lub, co na jedno wychodzi przyjmujemy,

»e P = P1 × P2.

Zaªó»my najpierw, »e istnieje t ∈ P takie, »e 〈t〉H = P . Wtedy ªatwo

sprawdzi¢, »e podgrupy A = HP1, B = HP2 i C = 〈t〉 generuj¡ podkrat¦

izomor�czn¡ z D1

Zaªó»my zatem, »e dla dowolnego t ∈ P , 〈t〉H < P . Niech H = 〈y〉,
P1 = 〈x1〉H , P2 = 〈x2〉H . Wówczas ªatwo zauwa»y¢, »e »adna z podgrup P1, P2

nie jest cykliczna. W przeciwnym wypadku przyjmuj¡c t = x1x2 otrzymujemy

〈t〉H = P , sprzeczno±¢. Niech teraz C = 〈xy
1x
−1
2 , x1x

y
2〉. Oczywi±cie C nie jest

cykliczna. Poka»emy, »e Pi ∧ C = {e} dla i = 1, 2. Przypu±¢my, »e P1 ∧ C 6=
{e}. Wtedy dla pewnych caªkowitych k, l zachodzi e 6= (xy

1x
−1
2 )k(x1x

y
2)l ∈

P1. Wobec tego i z faktu, i» (xy
1)kxl

1 ∈ P1 wynika x−k
2 (xy

2)l ∈ P1. Poniewa»

x−k
2 (xy

2)l ∈ P2 i P1 ∧ P2 = {e}, wi¦c x−k
2 (xy

2)l = e. St¡d (xl
2)y = xk

2, czyli P2

jest cykliczna. Sprzeczno±¢.

Poka»emy jeszcze, »e CH = P . W tym celu zauwa»my, »e

(xy
1x
−1
2 )y−1

(x1x
y
2)−1 = (x−1

2 )y−1
(x−1

2 )y ∈ P2. Gdyby (x−1
2 )y−1

(x−1
2 )y = e, to

(x−1
2 )y−1

= xy
2, czyli x

−1
2 = xy2

2 . Zatem o(y) = 4, co jest sprzeczne z zaªo-

»eniami lematu. St¡d e 6= (x−1
2 )y−1

(x−1
2 )y ∈ P2 ∧ CH . Poniewa» P2 jest H-

nieprzywiedlna, wi¦c 〈(x−1
2 )y−1

(x−1
2 )y〉H = 〈x2〉H = P2. Wobec tego x2 ∈ CH ,

a st¡d ªatwo jest wywnioskowa¢, »e CH = P . Zatem grupy A,B,C generuja

krat¦ izomor�czn¡ z D1.

(b) Bez zmniejszenia ogólno±ci rozwa»a« mo»emy zaªo»y¢, »e H ∧CG(P ) =

Z(G) = {e}. Przypu±¢my ponadto, »e istniej¡ ró»ne liczy pierwsze q i r

dziel¡ce |H|. Niech Q i R b¦d¡ podgrupami H takimi, »e |Q| = q i |R| =

r. W my±l punktu (a) mo»na zaªo»y¢, »e ka»da z podgrup Q i R dziaªa

na P albo pot¦gowo, albo nieprzywiedlnie. Dodatkowo mo»emy przyj¡¢, »e

je±li obie podgrupy dziaªaj¡ pot¦gowo, to P jest cykliczna. Poniewa» G jest

grup¡ Frobeniusa (patrz [18]), wi¦c H ma trywialny przekrój z ka»dym swoim

sprz¦»eniem ró»nym od H. Przyjmijmy A = H, B = Hx dla pewnego x ∈ P ,
x 6= e. Niech ponadto C = 〈Q,Qx〉, je±li Q dziaªa na P nieprzywiedlnie lub
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C = 〈R,Rx〉, je±li nieprzywiedlnie dziaªa R. Bezpo±rednio ªatwo sprawdzi¢, »e

podkrata generowana przaz podgrupy A, B i C jest izomor�czna z D2. Zatem

H jest q-grup¡.

Przyjmijmy H = 〈y〉 i yq /∈ CG(P ). Niech P1 b¦dzie H-nieprzywiedln¡

podgrup¡ P tak¡, »e yq /∈ CG(P1). We¹my x ∈ P1 i rozwa»my podgrupy

A = 〈y〉, B = 〈y〉x i C = 〈yq, (yq)x〉. W obu przypadkach grupa 〈x, y〉 jest
grup¡ Frobeniusa. Zatem 〈y〉 ∧ 〈y〉x = {e}. Wobec tego krata L(A,B,C) jest

izomor�czna z D2.

Lemat 3.3.4. Niech p i q b¦d¡ ró»nymi liczbami pierwszymi i niech G = QnP
b¦dzie iloczynem póªprostym elementarnej abelowej p-grupy P i niecyklicznej
grupy Q. Je»eli Q dziaªa nietrywialnie na P , to L(G) zawiera podkrat¦ izo-
mor�czn¡ z D1 lub z D2.

Dowód. Niech H = CG(P ) ∧ Q. Zaªó»my najpierw, »e Q/H jest niecykliczna

i ze wzgl¦du na to »e H C G mo»emy przyj¡¢, »e H = {e} i |Q| = q2. Na mocy

Lematu 3.3.1 wiemy, »e przynajmniej jeden z elementów grupy Q nie dziaªa na

P regularnie. Poniewa» jednak ka»dy element z Q dziaªa nietrywialnie, mamy

sytuacj¦ tak¡, jak opisana w Lemacie 3.3.3.

Je»eli Q/H jest cykliczna, to z Lematu 3.3.3 mamy |Q/H| = q. Poniewa»

Q nie jest cykliczna, wi¦c |Q/Φ(Q)| ≥ q2 i ponadto Φ(Q) < H. Zatem Φ(Q)

jest podgrup¡ normaln¡ w G. Bez zmniejszenia ogólno±ci rozwa»a« mo»emy

zaªo»y¢, »e Φ(Q) = {e}. Wówczas istniej¡ w G elementy y, z takie, »e o(y) =

o(z) = q, y ∈ Q \H oraz z ∈ Z(G). Niech x ∈ P b¦dzie elementem takim, »e

[x, y] 6= e. Rozwa»my podgrup¦ K = 〈x, y, z〉. Je±li przyjmiemy A = 〈x, y〉,
B = 〈y, z〉 i C = 〈xyz〉, to podgrupy A,B,C generuj¡ podkrat¦ izomor�czn¡

z D1.

Lemat 3.3.5. Niech G = QnP b¦dzie iloczynem póªprostym normalnej abelo-
wej, niecyklicznej p-grupy P i grupy Q rz¦du q 6= p. Je±li G jest dualnie silnie
zrównowa»ona i Q indukuje automor�zm pot¦gowy na P , to P jest elementarna
abelowa.

Dowód. Niech G = Q n P i Q = 〈y〉 oraz niech P b¦dzie abelow¡ p-grup¡,

w której istnieje element x1 rz¦du p2. Niech x2 ∈ P b¦dzie elementem rz¦du p

takim, »e 〈x1〉 ∧ 〈x2〉 = {e}.
Przyjmijmy A = 〈x2, y〉, B = 〈x1y, x2x

p
1〉 i C = 〈x1, y〉. Wówczas podkrata

L(A,B,C) jest izomor�czna z D2.

Lemat 3.3.6. Niech G = Q nH b¦dzie iloczynem póªprostym normalnej nil-
potentnej grupy H i q-grupy Q, (|H|, q) = 1. Je±li G jest L-nierozkªadalna
i dualnie silnie zrównowa»ona, to dla pewnej liczby pierwszej p, p 6= q, H jest
p-grup¡.

50



Dowód. Niech π(H) = {p1, . . . , pr}. Je±li Q dziaªa trywialnie na przykªad

na p1-podgrupie Sylowa P1, to L(G) = L(P1) × L((P2×, . . . ,×Pr)Q) wbrew

zaªo»eniom. Zatem Q dziaªa nietrywialnie na wszystkich pi-podgrupach Sy-

lowa grupy P . St¡d wynika, »e Q indukuje nietrywialne dziaªanie na wszyst-

kich prymarnych skªadowych grupy H/Φ(H). Przyjmijmy dla uproszczenia, »e

Φ(H) = {e}. Z Lematu 3.3.4 wynika zatem, »e Q jest cykliczna. Przyjmijmy

Q = 〈y〉. Wówczas z Lematu 3.3.3 wynika, »e yq ∈ CG(Pi) dla wszystkich

i ∈ {1, . . . , r}. Zatem 〈yq〉 jest podgrup¡ normalna w G. Przyjmijmy wi¦c

G = G/〈yq〉. W grupie H rozwa»my elementy a ∈ P1 i b ∈ P2, na których y

dziaªa nietrywialnie. Poniewa» wszystkie skªadowe prymarne grupy H s¡ ele-

mentarne abelowe, wi¦c o(a) = p1 i o(b) = p2. St¡d ªatwo mo»na pokaza¢, »e

podgrupy A = 〈a, y〉, B = 〈b, y〉 i C = 〈aby〉 generuj¡ podkrat¦ izomor�czn¡

z D1.

Lemat 3.3.7. Je»eli π(G) = {p, q}, p 6= q, i G jest dualnie silnie zrównowa-
»ona, to albo p-podgrupa Sylowa, albo q-podgrupa Sylowa grupy G jest w niej
podgrup¡ normaln¡.

Dowód. Przypu±¢my, »e ani p-podgrupa Sylowa, ani q-podgrupa Sylowa nie

jest podgrup¡ normaln¡ w G. Niech H = K ×M b¦dzie podgrup¡ Fittinga

grupy G, gdzie K = Op(G) i M = Oq(G). Zaªó»my przy tym, »e M 6= {e}.
Niech H1/H b¦dzie minimaln¡ podgrup¡ normaln¡ grupy G/H. Oczywi±cie

H1 nie jest grup¡ nilpotentn¡ i H1/H jest grup¡ prymarn¡.Mo»emy zaªo»y¢, »e

H1/H jest p-grup¡. Rzeczywi±cie, gdyby H1/H byªa q-grup¡, to podgrupa K

byªaby nietrywialna (jej trywialno±¢ oznaczaªaby, »e H1 jest q-podgrup¡ nor-

maln¡ wi¦ksz¡ od podgrupy Fittinga, sprzeczno±¢) i rozwa»ania mogliby±my

prowadzi¢ analogicznie z zamian¡ ról p i q.

Zaªó»my dodatkowo, »e M jest elementarn¡ abelow¡ q-grup¡ i K = {e}
(je±li tak nie jest, to mo»emy przej±¢ do rozwa»a« w grupie G/(K × Φ(M))).

Niech P b¦dzie p-podgrup¡ Sylowa grupy G. Wobec faktu, i» H1 nie jest

nilpotentna wnosimy, »e P dziaªa na M nietrywialnie. Na podstawie Lematu

3.3.4, P jest grup¡ cykliczn¡, a z Lematu 3.3.3b wynika, »e |P : CP (M)| = p.

Jednocze±nie, powszechnie wiadomo, »e CG(H) 6 H, wi¦c CP (M) = CP (H) 6
H = M . Zatem CP (M) = {e} i tym samym P jest grup¡ rz¦du p. Teraz jest

jasne, »e P 6 H1, i G/H1 jest cykliczn¡ q-grup¡ (patrz Lemat 3.3.4).

W istocie G/H1 musi by¢ grup¡ rz¦du q. Rzeczywi±cie, je±li CG/M(H1/M)

zawiera q-elementy, to Oq(G/M) 6= {e}, co oznaczaªoby, »e istnieje w G q-

podgrupa normalna wi¦ksza od M . St¡d wszystkie q-elementy dziaªaj¡ na

H1/M nietrywialnie i na podstawie Lematu 3.3.3 otrzymujemy |G/H1| = q.

Niech P = 〈x〉 b¦dzie ustalon¡ p-podgrup¡ Sylowa. Poka»emy, »e NG(P )

jest nieabelow¡ grup¡ rz¦du pq. W tym celu zauwa»my najpierw, »e je±li y

jest q-elementem nie nale»¡cym do M , to xy = xim dla 0 < i < p oraz
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odpowiedniego m ∈ M . Poza tym ka»dy element postaci xiu, u ∈ M , jest

sprz¦»ony z xi za pomoc¡ pewnego elementu t ∈M . Niech zatem t b¦dzie tak

dobranym elementem z M , »e (xi)t = xim−1. Wtedy

xyt = (xim)t = xim−1m = xi

St¡d yt ∈ NG(P ) i oczywi±cie yt jest q-elementem. Z faktu, i» H1 jest grup¡

Frobeniusa z j¡drem M i uzupeªnieniem P , jest jasne, »e NG(P ) ∧M = {e},
wi¦c |NG(P )| = pq.

Niech teraz A = NG(P ), zaªó»my przy tym, »e NG(P ) = 〈x, y〉, gdzie
podobnie, jak wy»ej 〈x〉 = P i |〈y〉| = q. Niech t ∈ NG(P ) b¦dzie takim

elementem, »e t nie normalizuje pewnej podgrupy sprz¦»onej z P , niech z ∈M
b¦dzie elementem przemiennym z t i niech B = 〈t, z〉. Wtedy oczywi±cie B jest

abelowa rz¦du q2 i A∧B = 〈t〉. Niech v b¦dzie p-elementem, v /∈ P , takim, »e

t /∈ NG(〈v〉) i C = 〈v〉. Wtedy (A ∧B) ∨ C =< t,C >= G (bo 〈C,Ct〉 = PM

i t /∈ PM) i oczywi±cie A ∨ C = B ∨ C = G.

Z powy»szych lematów bezpo±rednio otrzymujemy:

Wniosek 3.3.8. Niech G b¦dzie grup¡ nienilpotentn¡ i |π(G)| = 2. Je±li G
jest dualnie silnie zrównowa»ona, to G = QnP gdzie P jest p-podgrup¡ Sylowa
grupy G i Q jest q-podgrup¡ Sylowa grupy G dla pewnych liczb pierwszych p
i q. Ponadto

(a) P jest pot¦gowa lub 2-generowana;
(b) Q = 〈y〉 jest cykliczna i yq ∈ CP (G);
(c) Q dziaªa na P/Φ(P ) pot¦gowo lub nieprzywiedlnie.

Lemat 3.3.9. Niech G b¦dzie grup¡ rozwi¡zaln¡ tak¡, »e |π(G)| = 3. Je»eli G
jest L-nierozkªadalna, to L(G) zawiera podkrat¦ D1 lub D2.

Dowód. Przypu±¢my, »e π(G) = {p, q, r}. Wówczas istniej¡ p-podgrupa Sy-

lowa P , q-podgrupa Sylowa Q i r-podgrupa Sylowa R takie, »e G = PQR oraz

PQ, PR i QR s¡ podgrupami G.

Zaªó»my na poczatek, »e P CG. Mo»emy przyj¡¢, »e Φ(P ) = {e}. Je±li tak
nie jest, to mo»emy przej±¢ do rozwa»enia grupy ilorazowej G/Φ(P ). Zatem

przypu±¢my, »e grupa P jest elementarna abelowa. Z zaªo»enia L(QR) nie za-

wiera podkraty izomor�cznej ani zD1 ani zD2, wi¦c na podstawie Lematu 3.3.7

mo»emy zaªo»y¢, »e QCQR. Poniewa» G jest L-nierozkªadalna, wi¦c przynaj-

mniej jedna z podgrup Q lub R nie jest zawarta w CG(P ). Je±li Q ≤ CG(P ), to

G = (P ×Q)oR i z Lematu 3.3.6, L(G) zawiera podkrat¦ izomor�czn¡ z D1.

Wobec tego Q nie jest zawarta w CG(P ). St¡d na mocy Lematu 3.3.4, Q jest

grup¡ cykliczn¡. We¹my Q = 〈a〉. Zauwa»my, »e 〈aq〉CQR = Q×R. Ponadto
z Lematu 3.3.3 aq ∈ CG(P ). Zatem 〈aq〉CG i mo»emy przyj¡¢ G = G/〈aq〉.
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Je±li R � CG(P ), to z Lematu 3.3.4 wiemy, »e R jest cykliczna. We¹my

R = 〈b〉. Je±li QR = Q × R, to otrzymujemy sprzeczno±¢ z Lematem 3.3.3.

Dlatego QR = Q o R. Poniewa» L(PR) i L(QR) nie zawieraj¡ podkraty

izomor�cznej ani z D1 ani z D2, wi¦c b
r ∈ CG(P ) ∧ CG(Q). Zatem 〈br〉 C G

i ponownie mo»emy przyj¡¢ G = G/〈br〉. Wobec tego QR jest regularn¡ grup¡

automor�zmów grupy P rz¦du qr. Na mocy [5, 5.3.14], QR jest cykliczna co

przeczy Lematowi 3.3.3. Zatem R ≤ CG(P ) i podobnie jak powy»ej mo»emy

przyj¡¢ |R| = r.

Rozwa»my teraz podgrupy A = 〈x, b〉, B = 〈a, b〉 oraz C = 〈xa〉, gdzie
e 6= x ∈ P . Wówczas A∨B = A∨C = B∨C = 〈x, a, b〉 i A∧C = B∧C = {e}
oraz (A ∧B) ∨ C = 〈x, a, b〉. Zatem L(A,B,C) ' D1.

Przypu±¢my, »e »adna z podgrup Sylowa nie jest normalna w G. Na mocy

Lematu 3.3.7, jedna z podgrup Sylowa w grupach PQ, PR i QR jest normalna.

Przypu±¢my, »eQ ≤ NG(P ). Wówczas R � NG(P ), a zatem P ≤ NG(R). St¡d

wynika, »e Q � NG(R), wi¦c R ≤ NG(Q). Czyli PQ = P o Q, QR = Q o R

i RP = R o P . Wówczas na mocy Lematu 3.3.4 otrzymujemy, »e PQ =

P × Q lub Q jest grup¡ cykliczn¡, QR = Q × R lub R jest grup¡ cykliczn¡,

RP = R × P lub P jest grup¡ cykliczn¡. W ±wietle [18, 10.1.10], wszystkie

podgrupy P , Q, R nie mog¡ by¢ równocze±nie cykliczne. Przyjmijmy, »e P nie

jest cykliczna. Wówczas RP = R × P . Poniewa» P C PQ, wi¦c P C G. Ta

sprzeczno±¢ ko«czy dowód.

Twierdzenie 3.3.10. Niech G b¦dzie grup¡ rozwi¡zaln¡. Je±li G jest dual-
nie silnie zrównowa»ona, to G jest iloczynem prostym p-grup lub {p, q}-grup,
których rz¦dy s¡ parami wzgl¦dnie pierwsze.

Dowód. Zaªó»my, »e G jest minimalnym kontrprzykªadem. Poniewa» G jest

grup¡ rozwi¡zaln¡, to istniej¡ pi-podgrupy Sylowa Pi grupy G takie, »e G =

P1 . . . Pn i PiPj = PjPi dla dowolnych i, j ∈ {1, . . . , n}. Przyjmijmy H =

P2 . . . Pn. Z wyboru G wiemy, »e H rozkªada si¦ na iloczyn prosty p-grup

i {p, q}-grup. Je±li P1 nie wydziela si¦ jako czynnik prosty w grupie G, to w

H istnieje czynnik prosty, który nie centralizuje P1. Je±li dla pewnego i ∈
{2, . . . , n − 1}, PiPi+1 nie rozkªada sie na iloczyn prosty podgrup Sylowa, to

z minimalno±ci G i powy»szego lematu mamy P1 × PiPi+1. Zatem istnieje

i ∈ {2, . . . , n} takie, »e Pi wydziela si¦ jako czynnik prosty w H i P1 nie nale»y

do centralizatora Pi. Zatem grupa P1Pi jest L-nierozkªadalna. We¹my grup¦

Pj ∈ H, gdzie j 6= i i Pj wydziela si¦ jako czynnik prosty w H. Grupa P1Pi

jest L-nierozkªadalna. Je±li P1PiPj < G, to z wyboru G P1PiPj = P1Pi × Pj.

Natomias je»eli P1PiPj = G, to z powy»szego lematu równie» otrzymujemy

P1PiPj = P1Pi × Pj.

Lemat 3.3.11. Niech G b¦dzie P#-grup¡. G jest dualnie silnie zrównowa»ona
wtedy i tylko wtedy, gdy G jest modularna.
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Dowód. Niech G b¦dzie niemodularn¡ P#-grup¡. Wówczas na mocy Twier-

dzenia 2.1.3 i prezentacji 2.3, G jest iloczynem póªprostym normalnej eleme-

entarnej abelowej p-grupy P i cyklicznej q-grupy rz¦du qm, gdzie m > 1, ge-

nerowanej przez element y. Ponadto dla dowolnego elementu x ∈ P , xy = xk,

gdzie k jest liczb¡ naturaln¡ wi¦ksz¡ od 1 i yq /∈ CG(P ). Przyjmijmy A = 〈y〉,
B = 〈xy〉, C = 〈x, yq〉. Wówczas L(A,B,C) jest izomor�czna z D2. Zatem G

nie jest dualnie silnie zrównowa»ona.

St¡d na mocy Twierdzenia 2.3.10 otrzymujemy:

Twierdzenie 3.3.12. Silnie zrównowa»ona grupa jest dualnie silnie zrówno-
wa»ona wtedy i tylko wtedy, gdy jest modularna.
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Rozdziaª 4

Wymiary grup zrównowa»onych

i dualnie zrównowa»onych

Jedn¡ z istotnych wªasno±ci krat silnie zrównowa»onych, która przenosi si¦

z krat modularnych, jest istnienie w takich kratach silnego wymiaru jednoli-

tego. W tym rozdziale zajmiemy si¦ wyznaczaniem takiego wymiaru dla grup

silnie zrównowa»onych opisanych w rozdziale 2. Ponadto przedstawimy tu

zwi¡zki kowymiaru jednolitego grup dualnie silnie zrównowa»onych, opisanych

w rozdziale 3, z innymi znanymi wymiarami grupowymi.

4.1 Wymiary jednolite

Na pocz¡tek przedstawimy kilka faktów i przykªadów, które b¦d¡ wykorzystane

przy wyznaczaniu wymiarów jednolitych grup silnie zrównowa»onych. Niech

G b¦dzie grup¡ silnie zrównowa»on¡. Wówczas (silny) wymiar jednolity kraty

L(G) b¦dziemy nazywa¢ (silnym) wymiarem jednolitym grupy G i oznacza¢

u(G), (us(G)).

Stwierdzenie 4.1.1. Podgrupa H grupy G jest elementem jednolitym w kracie
L(G) wtedy i tylko wtedy, gdy H jest izomor�czna z cykliczn¡ p-grup¡ lub
uogólnion¡ grup¡ kwaternionów.

Dowód. Je±li G posiada dwie ró»ne podgrupy minimalne K,L, to K ∧L = {e}
i u(G) ≥ 2. Zatem G posiada tylko jedn¡ podgrup¦ minimaln¡. Na mocy [18,

5.3.6], G jest cykliczn¡ p-grup¡ lub uogólnion¡ grup¡ kwaternionów.

Stwierdzenie 4.1.2. Niech G b¦dzie grup¡. Wówczas us(G) = 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy G jest cykliczn¡ p-grup¡.

Dowód. �atwo jest sprawdzi¢, »e w kracie L, us(L) = 1 wtedy i tylko wtedy,

gdy L jest ªa«cuchem. Ponadto wiadomo, »e L(G) jest ªa«cuchem wtedy i tylko

wtedy, gdy G jest cykliczn¡ p-grup¡.
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Przykªad 4.1.3. Niech G b¦dzie nieabelow¡ grup¡ rz¦du 8. Wobec tego,

»e grupa dihedralna nie jest zrównowa»ona (patrz Przykªad 2.1.4) i grupa

kwaternionów jest modularna (patrz Twierdzenie 2.1.2), silny wymiar jednolity

mo»emy wyznaczy¢ tylko w grupie kwaternionów. Niech G b¦dzie zatem grup¡

kwaternionów rz¦du 8. Poniewa» G jest modularna, zatem jest równie» silnie

zrównowa»ona. Sprawdzaj¡c wszystkie przedziaªy kraty L(G) otrzymujemy

u(G) = 1 i us(G) = u(G/G′) = 2, gdzie G′ jest komutantem G.

Poni»sze stwierdzenie jest konsekwencj¡ Stwierdzenia 1.3.5 i Lematu 1.3.10

Stwierdzenie 4.1.4. Niech G b¦dzie grup¡ silnie zrównowa»on¡.
(a) Je±li H jest podgrup¡ G, to u(H) ≤ u(G) i us(H) ≤ us(G).
(b) Je±li H jest podgrup¡ normaln¡ w G, to us(G/H) ≤ us(G).

Dowód. (a) Je±li H jest podgrup¡ G, to L(H) jest 0-podkrat¡ L(G). Poniewa»

G jest silnie zrównowa»ona, to ze Stwierdzenia 1.3.5 otrzymujemy u(H) ≤
u(G), a z Lematu 1.3.10 mamy us(H) ≤ us(G).

(b) Je±li H jest podgrup¡ normaln¡ grupy G, to krata L(G/H) jest izo-

mor�czna z przedziaªem [H,G] w L(G). Zatem ponownie z Lematu 1.3.10

otrzymujemy us(G/H) ≤ us(G).

Lemat 4.1.5. Niech G1 i G2 b¦d¡ grupami i niech (|G1|, |G2|) = 1. Wówczas:
(a) Je±li G1 i G2 s¡ zrównowa»one, to u(G1 ×G2) = u(G1) + u(G2);

(b) Je±li G1 i G2 s¡ silnie zrównowa»one, to us(G1 ×G2) = us(G1)+us(G2).

Dowód. Niech (|G1|, |G2|) = 1. Wówczas na mocy Twierdzenia 2.1.6 L(G1 ×
G2) ' L(G1)× L(G2).

(a) Niech G1 i G2 b¦d¡ grupami zrównowa»onymi. Poniewa» klasa krat

zrównowa»onych jest zamkni¦ta na iloczyny proste, wi¦c grupa G1 × G2 jest

zrównowa»ona. Wówczas na mocy Wniosku 1.3.7 mamy u(G1 ×G2) = u(G1)+

u(G2).

(b) Niech teraz G1 i G2 b¦d¡ silnie zrównowa»one. Poniewa» klasa krat

silnie zrównowa»onych jest zamkni¦ta na iloczyny proste, wi¦c grupa G1 ×G2

jest silnie zrównowa»ona. Zatem wprost ze Stwierdzenia 1.3.11 mamy us(G) =

us(G1) + us(G2).

Lemat 4.1.6. Niech G b¦dzie grup¡, P podgrup¡ normaln¡ G i H ≤ K b¦d¡
podgrupami G.

(a) Je±li dla dowolnej podgrupy X grupy P , HX jest podgrup¡, to przedziaªy
[H,HP ] i [H ∧ P, P ] s¡ izomor�czne.

(b) Je±li K ∧HP = H, to przedziaªy [H,K] i [HP,KP ] s¡ izomor�czne.

Dowód. (a) Rozwa»my odwzorowania ϕ : [H ∧ P, P ] −→ [H,HP ] takie, »e

ϕ(X) = X ∨ H dla X ∈ [H ∧ P, P ] i ψ : [H,HP ] −→ [H ∧ P, P ] takie, »e
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ϕ(Y ) = Y ∧ P dla Y ∈ [H,HP ]. Z zaªo»enia XH jest podgrup¡ grupy G

dla dowolnej podgrupy X ∈ [H ∧ P, P ], zatem na mocy Twierdzenia 2.1.9

otrzymujemy

ψ(ϕ(X)) = (X ∨H) ∧ P = X ∨ (H ∧ P ) = X.

St¡d wynika, »e ϕ i ψ s¡ wzajemnie odwrotne. Ponadto ªatwo mo»na spraw-

dzi¢, »e ϕ i ψ s¡ odwzorowaniami zachowyj¡cymi porz¡dek i suriekcjami. Za-

tem ϕ, ψ s¡ izomor�zmami przedziaªów [H,HP ] i [H ∧ P, P ] (patrz [6]).

(b) Wobec zaªo»enia K ∧ HP = H mo»emy rozwa»y¢ odwzorowanie ϕ :

[HP,KP ] −→ [H,K] takie, »e ϕ(X) = X ∧K dla X ∈ [HP,KP ]. Rozwa»my

ponadto odwzorowanie ψ : [H,K] −→ [HP,KP ] takie, »e ψ(Y ) = Y ∨ P dla

Y ∈ [H,K]. Poniewa» P jest podgrup¡ normaln¡, wi¦c korzystaj¡c z Twier-

dzenia 2.1.9 mamy:

ψ(ϕ(X)) = (X ∧K) ∨ P = X ∧ (K ∨ P ) = X.

Równie» w tym przypadku odwzorowania ϕ i ψ zachowuj¡ porz¡dek i s¡ su-

riekcjami, zatem ponownie na podstawie [6], przedziaªy [H,K], [HP,KP ] s¡

izomor�czne.

Lemat 4.1.7. Niech G b¦dzie grup¡ silnie zrównowa»on¡. Je±li P jest podgrup¡
normaln¡ w G, to

u(G) ≤ u(P ) + u(G/P ) i us(G) ≤ us(P ) + us(G/P ).

Dowód. Zaªó»my, »e P jest podgrup¡ normaln¡ w G i »e K jest maksymaln¡

w±ród podgrup grupy G takich, »e K ∧ P = {e}. Przypu±¢my, »e istnieje

podgrupa H grupy G taka, »e (K ∨ P ) ∧H = {e}.
Wobec tego, »e G jest silnie zrównowa»ona mamy równie» (K ∨H) ∧ P =

{e}, co jest sprzeczne z wyborem K. Zatem podgrupa K ∨ P jest istotnym

elementem kraty L(G). St¡d na mocy Lematu 1.3.6

u(G) = u(P ) + u(K).

Grupa G i podgrupy K,P speªniaj¡ zaªo»enia Lematu 4.1.6 (b), dlatego

L(K) = [{e}, K] ' [P,KP ] = L(KP/P ).

Poniewa» KP/P jest podgrup¡ grupy G/P , wi¦c ze Stwierdzenia 4.1.4 otrzy-

mujemy u(K) = u([P,KP ]) ≤ u(G/P ). To oznacza, »e u(G) ≤ u(P )+u(G/P ).

Niech H b¦dzie tak¡ podgrup¡ G, »e u([H,G]) = us(G). Niech K b¦dzie

maksymaln¡ w±ród podgrup grupy G, takich, »e K ∧HP = H. Je±li istnieje

podgrupa X ∈ [H,G] taka, »e X ∧ (K ∨ P ) = X ∧ (K ∨ H ∨ P ) = H, to
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wobec tego, »e krata [H,G] jest zrównowa»ona, HP ∧ (K ∨ X) = H, co jest

sprzeczne z wyborem K. Zatem podgrupa KP jest istotna w [H,G]. St¡d na

mocy Lematu 1.3.6 otrzymujemy

u([H,G]) = u([H,K]) + u([H,HP ]).

Poniewa» grupa G i podgrupy H,K, P speªniaj¡ zaªo»enia Lematu 4.1.6(b),

wi¦c

[H,K] ' [HP,KP ] ≤ L(G/P ),

czyli u([H,K]) ≤ u(G/P ). Z Twierdzenia 2.3.10 mo»na wywnioskowa¢, »e

je±li P jest podgrup¡ normaln¡ w silnie zrównowa»onej grupie G, to ka»da

podgrupa X grupy P jest normalna w G. Zatem podgrupy H i P speªniaja

zaªo»enia Lematu 4.1.6(a), wi¦c

[H,HP ] ' [H ∧ P, P ] ≤ L(P ),

czyli u([H,HP ]) ≤ u(P ). St¡d ostatecznie otrzymujemy us(G) ≤ us(P ) +

us(G/P ).

Przykªad 4.1.8. Niech Bn, n > 2, b¦dzie algebr¡ Boole'a z atomomi

b1, . . . , bn. Oznaczmy przez Ln krat¦ otrzyman¡ z kraty Bn przez dodanie

takiego elementu x, »e 0 < x < b1. Tak otrzymana krata Ln jest silnie zrów-

nowa»ona i ªatwo mo»na sprawdzi¢, »e u(Ln) = us(Ln) = n. Z drugiej strony

u([0, x]) + u([x, 1]) = 1 + 1 = 2 i us([0, x]) + us([x, 1]) = 1 + n− 1 = n.

Powy»szy przykªad pokazuje, »e Lemat 4.1.7 nie mo»e by¢ przeniesiony na

ogólniejszy przypadek krat silnie zrównowa»onych bez dodatkowych zaªo»e«

na element x. Poniewa» podgrupa P z Lematu 4.1.7, jako podgrupa normalna

peªni szczególn¡ rol¦ w kracie L(G).

Twierdzenie 4.1.9. Niech G1 i G2 b¦d¡ podgrupami grupy G takimi, »e
G = G1 o G2 i dowolny element z G2 indukuje automor�zm pot¦gowy na G1.
Wówczas:

(a) Je±li G jest grup¡ zrównowa»on¡, to u(G) = u(G1) + u(G2).
(b) Je±li G jest grup¡ silnie zrównowa»on¡, to us(G) = us(G1) + us(G2).

Dowód. (a) Niech G = G1 o G2. Wówczas G1 ∧ G2 = {e} i G1 ∨ G2 = G

jest istotnym elementem w L(G). Zatem z Lematu 1.3.6 otrzymujemy u(G) =

u(G1) + u(G2).

(b) Niech teraz G b¦dzie grup¡ silnie zrównowa»on¡. Niech H b¦dzie tak¡

podgrup¡ grupy G1, »e us(G1) = u([H,G1]) i K b¦dzie tak¡ podgrup¡ grupy

G2, »e us(G2) = u([K,G2]). Zaªó»my, »e g ∈ G1K ∧HG2. Wówczas g ∈ G1K

i g ∈ HG2, czyli istniej¡ g1 ∈ G1, g2 ∈ G2, h ∈ H, k ∈ K takie, »e g = g1k =
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hg2. St¡d h−1g1 = g2k
−1 = {e}, czyli g1 = h i g2 = k i G1K ∧ HG2 =

HK. Poniewa» na mocy zaªo»e« tego lematu dowolny element z K indukuje

automor�zm pot¦gowy na H, wi¦c HK jest podgrup¡ G. Zatem, z Lematu

1.3.6 mamy

u([HK,G]) = u([HK,G1K]) + u([HK,HG2]).

Wobec tego, »e G1 jest podgrup¡ normaln¡ w G i HKX = HK ∨ X dla

dowolnej podgrupy X ∈ L(G1), wi¦c z Lematu 4.1.6 (a), [HK,G1HK] '
[HK ∧ G1, G1], czyli [HK,G1K] ' [H,G1]. Ponadto H jest dzielnikiem

normalnym w G i G2 ∧ KH = K. Zatem z Lematu 4.1.6 (b) mamy

[K,G2] ' [HK,HG2]. St¡d

us(G) ≥ u([HK,G]) = u([H,G1]) + u([K,G2]) = us(G1) + us(G2).

Z drugiej strony na mocy Lematu 4.1.7 mamy

us(G) ≤ us(G1) + us(G/G1).

Poniewa» G/G1 ' G2, wi¦c ostatecznie otrzymujemy us(G) = us(G1)+us(G2).

Je±li grupa G jest iloczynem prostym swoich nietrywialnych podgrup, to

speªnia zaªo»enia Twierdzenia 4.1.9. Zatem oczywisty jest fakt:

Wniosek 4.1.10. Niech G1 i G2 b¦d¡ grupami silnie zrównowa»onymi. Wów-
czas:

(a) u(G1 ×G2) = u(G1) + u(G2).
(b) us(G1 ×G2) = us(G1) + us(G2).

Wymiary grup silnie zrównowa»onych wyznaczamy na podstawie ich opisu

otrzymanego w rozdziale 2 (Twierdzenie 2.3.10).

Twierdzenie 4.1.11. Je±li G jest L-nierozkªadaln¡ grup¡ silnie zrównowa-
»on¡, to silny wymiar jednolity grupy G jest równy mocy minimalnego zbioru
generatorów G.

Dowód. Wszystkie L-nierozkªadalne grupy silnie zrównowa»one s¡ opisane

w Twierdzeniu 2.1.2 i 2.3.10

(1) W pierwszym kroku niech G b¦dzie abelow¡ p-grup¡. Wówczas G mo»emy

rozªo»y¢ na iloczyn prosty grup cyklicznych. Niech G = 〈g1〉 × . . . × 〈gn〉 b¦-
dzie takim rozkªadem. St¡d na mocy Twierdzenia 4.1.10 i Stwierdzenia 4.1.2

u(G) = us(G) = n.

Z drugiej strony ªatwo jest zauwa»y¢, »e {g1, . . . , gn} jest minimlnym zbio-

rem generatorów grupy G.
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(2) Niech teraz G b¦dzie 2-grup¡ Hamiltona. Wówczas G = Q8 × A, gdzie A
jest elementarn¡ abelow¡ 2-grup¡ (patrz [18, 5.3.7]) i |A| = 2n. Z Twierdzenia

4.1.10 i Przykªadu 4.1.3 mamy u(G) = u(A) + 1 i us(G) = us(A) + 2. Dalej

z punktu (1) tego dowodu mamy

u(G) = n+ 1 oraz us(G) = n+ 2.

Z drugiej strony, poniewa» Φ(G) = G2 i |G2| = 2, to G/Φ(G) jest elementarn¡

abelow¡ grup¡ rz¦du 2n+2. A st¡d na mocy Twierdzenia Burnside'a o bazie,

G jest generowane dokªadnie przez n+ 2 elementy.

(3) Zaªó»my teraz, »e G jest nieabelow¡ grup¡ postaci G = AB, gdzie A

jest abelow¡ p-grup¡ i B = 〈b〉 jest cykliczn¡ p-grup¡ oraz b−1ab = a1+ps

dla pewnego s ≥ 1. Ponadto C = A ∧ B ≤ Ap. Niech us(A) = n. Wówczas

z punktu (1) wiemy, »e minimalny zbiór generatorów grupy A ma n elementów.

Poniewa» Ap jest podgrup¡ charakterystyczna w A i A jest podgrup¡ normalna

w G, wi¦c Ap jest normalne w G. Wobec tego, »e C ≤ Ap, to

G/Ap = A/Ap oBAp/Ap.

Ponadto mamy, »e ab = aps+1
. Zatem G/Ap jest iloczynem prostym elemen-

tarnej abelowej p-grupy A/Ap i cyklicznej p-grupy BAp/Ap. To znaczy, »e

minimalny zbiór generatorów grupy G/Ap ma n+ 1 elementów. Poniewa»

G/Φ(G) ' (G/Ap)/(Φ(G)/Ap) ' (G/AP )/Φ(G/Ap),

wi¦c G ma równiez n + 1 generatorów. Z drugiej strony z zaªo»enia wiemy,

»e istnieje a ∈ A takie, »e a /∈ C i Ap ∈ C. Niech D = 〈a, b〉. Wówczas

D ∧ A = 〈a〉 jest grup¡ cykliczn¡. Zatem |D ∧ Ω(A)| = p. Poniewa» D nie

jest grup¡ Hamiltona i nie jest cykliczna, wi¦c na mocy Stwierdzenia 4.1.1,

u(D) > 1. St¡d otrzymujemy, »e Ω(D) � Ω(A). To znaczy, »e Ω(G) jest

elementarn¡ abelow¡ p-grup¡ rz¦du co najmniej pn+1. Zatem n + 1 ≤ u(G).

Jednocze±nie na mocy Lematu 4.1.7 us(G) ≤ us(P ) + us(G/P ) = n+ 1. Osta-

tecznie otrzymujemy

u(G) = us(G) = n+ 1.

(4) Przyjmijmy oznaczenia jak w punkcie (3). Z zaªo»enia C 6≤ Ap. Niech

C = 〈c〉. Wówczas c ∈ A\Ap. Przyjmijmy ponownie, »e us(A) = n. Wówczas,

na podstawie punktu (a) istnieje minimalny zbiór generatorów grupy A taki,

»e A = 〈a1, . . . , an−1, c〉, St¡d wida¢, »e G = 〈a1, . . . , an−1, b〉, czyli G/Φ(G)

jest rz¦du pn. Zatem G na dokªadnie n generatorów.

Z drugiej strony G = A1 o B, gdzie A1 = 〈a1, . . . , an−1〉. Zatem

z punktu (1), u(A1) = n− 1. St¡d na mocy Twierdzenia 4.1.9

u(G) = us(G) = n.
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(5) W ostatnim kroku niechG b¦dzie P#-grup¡. Wiemy, »eG = PoQ, gdzie P
jest elementarn¡ abelow¡ p-grup¡ rz¦du pn iQ jest cykliczn¡ q-grup¡. Wówczas

z punktu (a) mamy, u(P ) = n i u(Q) = 1. Zatem na mocy Twierdzenia 4.1.9,

u(G) = us(G) = us(P ) + us(Q) = n+ 1.

Je±li P = 〈x1, . . . , xn〉, to 〈x1, . . . , xn, y〉 jest minimalnym zbiorem genera-

torów grupy G. Niech 〈g1, . . . , gk〉 b¦dzie równie» minimalnym zbiorem genera-

torów grupy G. Przyjmijmy gi = yriai, gdzie ai ∈ P i ri jest liczb¡ caªkowit¡.

Wówczas G = 〈yr1a1, . . . , y
rkak〉. Poniewa» 〈y〉 ' G/P = 〈yr1P, . . . , yrkP 〉,

to mo»emy przyj¡¢, »e r1 = 1. Wtedy (yriai)
−1(ya1)ri = a′i ∈ P . Zatem

G = 〈ya1, a
′
2 . . . , a

′
k〉. Je±li 〈a′2 . . . , a′k〉 < P , to |〈ya1〉〈a′2 . . . , a′k〉| < |G|,

sprzeczno±¢. St¡d 〈a′2 . . . , a′k〉 = P . Przypu±¢my, »e 〈a′2 . . . , a′k〉 nie jest

minimalnym zbiorem generatorów podgrupy P . Wówczas mo»emy przyj¡¢,

»e a′k ∈ 〈a′2 . . . , a′k−1〉. Poniewa» jednak yrkak = (ya1)rk = (a′k)−1, wi¦c

G = 〈yr1a1, . . . , y
rk−1ak−1〉, co daje sprzeczno±¢. Zatem 〈a′2 . . . , a′k〉 jest mi-

nimalnym zbiorem generatorów grupy P i w konsekwencji otrzymujemy, »e

k − 1 = n.

Powy»sze twierdzenie i Wniosek 4.1.10 pozwalaj¡ nam wyznaczy¢ silny wi-

miar jednolity wszystkich grup silnie zrównowa»onych. Ponadto konsekwencj¡

rezultatów tego paragrafu i ich dowodów, w szczególno±ci dowodu Twierdzenia

4.1.11 jest fakt, i» wymiar jednolity grupy G jest o jeden mniejszy ni» silny

wymiar jednolity grupy G w przypadku, gdy grupa G zawiera podgrup¦ izo-

mor�czna z grup¡ kwaternionów rz¦du 8. W pozostaªych przypadkach oba

wymiary s¡ równe.

4.2 Kowymiary jednolite

Kowymiar jednolity i silny kowymiar jednolity kraty wszystkich podgrup grupy

G b¦dziemy nazywa¢ kowymiarem jednolitym i odpowiednio silny kowymiarem

jednolitym grupy G oznacza¢ przez û(G) i ûs(G).

Okazuje si¦, »e kowymiar jednolity ma zwi¡zek z wprowadzonym w pracy

[32] poj¦ciem zbioru g-niezale»nego. (Autor u»ywaª poj¦cia zbioru niezale»-

nego. My w celu odró»nienia go od innych u»ywanych w tej pracy poj¦¢

zbiorów niezale»nych zmienili±my t¦ terminologi¦.)

Niech G b¦dzie grup¡ i S = {g1, . . . , gn} b¦dzie podzbiorem elementów

grupy G. Powiemy, »e zbiór S jest g-niezale»ny je±li gi /∈ 〈S \ {gi}〉 dla

i = 1, . . . , n. Jak w [32, 34] przez µ(G) b¦dziemy oznacza¢ ilo±¢ elementów

w najwi¦kszym zbiorze g-niezale»nym generuj¡cym grup¦ G, natomiast przez

µ′(G) ilo±¢ elementów w najwi¦kszym zbiorze g-niezale»nym zawartym w G.

Oczywi±cie µ(G) ≤ µ′(G).
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Przykªad 4.2.1. Niech G b¦dzie iloczynem póªprostym elementarnej abelowej

p-grupy A rz¦du pn i cyklicznej p-grupy B. Je±li B dziaªa nieprzywiedlnie na

A, to µ(G) = 2 i µ′(G) ≥ n, poniewa» µ(A) = µ′(A) = n. Je±li B dziaªa

pot¦gowo na A, to µ(G) = µ′(G) = n+ 1.

Twierdzenie 4.2.2. Niech G b¦dzie grup¡ dualnie silnie zrównowa»on¡. Wów-
czas kowymiar jednolity grupy G równy jest µ(G).

Dowód. Przypu±¢my, »e kowymiar jednolity grupy G równy jest n. Wówczas

istniej¡ podgrupy A1,. . . , An grupy G takie, »e Ai s¡ elementami kojednolitymi

w kracie L(G) i zbiór {A1, . . . , An} jest dualnie niezale»ny. Z Twierdzenia 1.3.8

wiemy, »e istnieje zbiór {H1, . . . , Hn} podgrup G taki, »e

H1 ∨ . . . ∨Hn = G

oraz

H1 ∨ . . . ∨Hi−1 ∨Hi+1 ∨ . . . ∨Hn 6= G

dla i = 1, . . . , n. Wobec tego istnieje w G g-niezale»ny podzbiór S ≤
⋃n

i=1Hi

taki, »e S generuje G i dla ka»dego i ∈ {1, . . . , n} przynajmniej jeden element

z Hi nale»y do S. St¡d mamy µ(G) ≥ n.

Zaªó»my teraz, »e {g1, . . . , gk} jest dowolnym zbiorem g-niezale»nym gene-

ruj¡cym grup¦ G. Rozwa»my podgrupy

Gi = 〈g1, . . . , gi−1, gi+1, . . . , gk〉

dla i = 1, . . . , k. Wówczas otrzymujemy

Gi ∨ (G1 ∧ . . . ∧Gi−1 ∧Gi+1 ∧ . . . ∧Gk) ≥ Gi ∨ 〈gi〉 = G.

Wobec tego {G1, . . . , Gk} jest zbiorem dualnie niezale»nym. Niech teraz Mi

b¦dzie maksymaln¡ podgrup¡ grupy G zawieraj¡c¡ Gi. Wówczas

G = G1 ∨ (G2 ∧ . . . ∧Gk) < M1 ∨ (M2 ∧ . . . ∧Mk).

Poniewa» G jest dualnie silnie zrównowa»ona i podgrupy M1, . . . ,Mk s¡ ele-

mentami kojednolitymi w L(G), wi¦c {M1, . . . ,Mk} jest baz¡ L(G). Zatem

ostatecznie k = n, co implikuje, »e µ(G) = n.

Twierdzenie 4.2.3. Niech G b¦dzie grup¡ dualnie silnie zrównowa»on¡. Wów-
czas silny kowymiar jednolity grupy G równy jest µ′(G).

Dowód. W celu wyznaczenia silnego kowymiaru jednolitego grupy G musimy

zna¢ kowymiary jednolite wszystkich przedziaªów kraty L(G). Korzystajac

z odpowiednika Stwierdzenia 1.3.5 dla przypadku dualnego wiemy, »e je±li K

jest 1-podkrat¡ dualnie zrównowa»onej kraty L, to û(K) ≤ û(L).
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Niech H1 ≤ H2 b¦d¡ podgrupami G. Poniewa» przedziaª [H1, H2] jest 1-

podkrat¡ kraty L(H2), wi¦c û([H1, H2]) ≤ û(H2). Z Twierdzenia 4.2.2 wiemy,

»e û(H2) = µ(H2). Wobec tego, »e dowolny zbiór g-niezale»ny grupy G gene-

ruje pewn¡ podgrup¦ G, wi¦c prawd¡ jest, »e µ′(G) = maxn{n = µ(H), H ≤
G}. Zatem µ′(G) = ûs(G).

Znane wªasno±ci minimalnych zbiorów generatorów w p-grupach pozwalaj¡

nam sformuªowa¢ nast¦pne twierdzenie.

Twierdzenie 4.2.4. Je±li G jest p-grup¡ dualnie zrównowa»on¡, to kowymiar
jednolity grupy G równy jest mocy minimalnego zbioru generatorów.

Je±li G jest p-grup¡ pot¦gow¡, to moc minimalnego zbióru generatorów

dowolnej podgrupy grupy G jest nie wi¦ksza ni» moc minimalnego zbioru ge-

neratorów grupy G (patrz [15]). Zatem z Twierdze« 4.2.3 i 4.2.4 otrzymujemy:

Wniosek 4.2.5. Niech G b¦dzie p-grup¡ pot¦gow¡. Je±li G jest dualnie silnie
zrównowa»ona, to silny kowymiar jednolity grupy G równy jest mocy minimal-
nego zbioru generatorów.

Je±li G jest dualnie silnie zrównowa»on¡ p-grup¡ o minimalnym zbiorze

generatorów mocy 2, to Przykªad 4.2.1 pokazuje, »e silny kowymiar jednolity

mo»e istotnie ró»ni¢ si¦ od kowymiaru jednolitego. W przypadku gdy G jest

dualnie silnie zrównowa»on¡ {p, q}-grup¡, sytuacja jest podobna. Poniewa»

grupy dualnie silnie zrównowa»one s¡ iloczynem prostym grup parami wzgl¦d-

nie pierwszych, wi¦c z Twierdzenia 2.1.6 oraz z dualnej wersji Wniosku 1.3.7

i Stwierdzenia 1.3.11 otrzymujemy

Lemat 4.2.6. Niech G1 i G2 b¦d¡ grupami i niech (|G1|, |G2|) = 1. Wówczas:
(a) Je±li G1 i G2 s¡ dualnie zrównowa»one, to û(G1 ×G2) = û(G1)+û(G2);

(b) Je±li G1 i G2 s¡ dualnie silnie zrównowa»one, to ûs(G1 ×G2) =

ûs(G1) + ûs(G2).

Z punktu widzenia teorii grup poj¦cie zbioru niezale»nego jest ogólniejsze

ni» poj¦cie kowymiaru jednolitego grupy, poniewa» mo»na je rozwa»a¢ w dowol-

nych grupach, nie ograniczaj¡c si¦ do grup dualnie silnie zrównowa»onych. Na

przykªad w pracach [32, 33, 34] zostaªy wyznaczone rozmiary maksymalnych

zbiorów g-niezale»nych w grupach Sn i PSL(2, p). Jednak zarówno metody jak

i motywacja dla bada« w tym kierunku s¡ zupeªnie inne ni» w prezentowanej

pracy.
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Oznaczenia

L̂ krata dualna do kraty L

[a, b]L przedziaª w kracie L

L1 × L2 iloczyn prosty krat L1 i L2

u(L) wymiar jednolity (Goldiego) kraty L

us(L) silny wymiar jednolity (Goldiego) kraty L

û(L) kowymiar jednolity (Goldiego) kraty L

ûs(L) silny kowymiar jednolity (Goldiego) kraty L

L(G) krata wszystkich podgrup grupy G

L(H1, . . . , Hn) krata generowana przez podgrupy H1, . . . , Hn

HK {hk | h ∈ H, k ∈ K}
H CG podgrupa H jest normalna w grupie G

H ∨K = 〈H,K〉 kres górny podgrup H i K

H ∧K = H ∩K kres dolny podgrup H i K

G1 ×G2 iloczyn prosty grup G1 i G2

G1 oG2 iloczyn póªprosty grup G1 i G2

rank(P ) ranga p-grupy P

π(G) zbiór wszystkich liczb pierwszych dziel¡cych rz¡d grupy G

u(G) wymiar jednolity (Goldiego) grupy G

us(G) silny wymiar jednolity (Goldiego) grupy G

û(G) kowymiar jednolity (Goldiego) grupy G

ûs(G) silny kowymiar jednolity (Goldiego) grupy G

GF (q) ciaªo mocy q

D2n grupa dihedralna rz¦du 2n

Q2n uogólniona grupa kwaternionów rz¦du 2n

PSL(n,K) projektywna specjalna grupa liniowa

G′ komutant grupy G

Φ(G) podgrupa Frattiniego grupy G

Ωi(P ) 〈x ∈ P | xpi = e〉
P p 〈xp | x ∈ P 〉
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