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Streszczenie

W pierwszej czesci rozprawy podajemy charakteryzacje P-krytycznych bigra-
féw bez petli zdefiniowanych w [58], tzn. minimalnych bigraféw A dla ktérych
symetryczna macierz Grama Ga nie jest dodatnio okre$lona. Jedno z wazniej-
szych twierdzen tej czesci orzeka, ze bigraf A bez petli o n > 3 wierzchotkach
jest P-krytyczny wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieujemny (tzn. Ga jest dodatnio
polokreslona) oraz grupa Kerga = {v € Z"; v - Ga - v = 0} C Z" jest genero-
wana przez jeden wierny wektor h = (hy, ..., hy,), tzn. wektor taki, ze h; # 0 dla
kazdego 1 < i < n.

Bigrafy P-krytyczne bez petli o n wierzchotkach klasyfikujemy z doktadnoécia
do dziatania x : UBigr, x O(n,Z) — UBigr, grupy ortogonalnej O(n,Z) na zbio-
rze UBigr, wszystkich P-krytycznych bigraféw bez petli o n > 2 wierzchotkach.
Innym waznym osiagnieciem tej czesci rozprawy jest konstrukecja (A, w) — Al[w]]
przyporzadkowujaca dowolnemu dodatniemu bigrafowi A € UBigr, oraz wek-
torowi w € Z" spetiajacemu réwnanie w - Ga - w' = 1, P-krytyczny bigraf
Al[w]] € UBigr,+1. Stosujac implementacje algorytmu opartego na tej konstruk-
cji znajdujemy pelng liste P-krytycznych bigraféw A € UBigr,4+1, dlan+1 < 10.
Ponadto podajemy pelng kalsyfikacje ortogonalng dla P-krytycznych bigraféw bez
petli.

Druga czes¢ rozprawy poswiecona jest prawie T P-krytycznym posetom jedno-
pikowym I (posetom z jednym elementem maksymalnym). Jednym z wazniejszych
wynikéw tej czesci rozprawy jest charakteryzacja takich posetéw, patrz [47]. Przy
uzyciu wspomnianej charakteryzacji oraz udowodnionemu przez nas ograniczniu
na liczbe elementéw takich posetéw (tzn. |I| < 9) znajdujemy, przy pomocy obli-
czen komputerowych, pelna liste jednopikowych posetow prawie T'P-krytycznych
(jest ich 132). Kolejnym waznym wynikiem tej czesci jest pokazanie, ze jednopiko-
we posety prawie T P-krytyczne I, I’ sa kospektralne w sensie spektrum Coxetera
wtedy i tylko wtedy, gdy (7[, = B 61 - B dla pewnej Z-odwracalnej macierzy
B oraz macierzy Titsa Cy, Cp posetéw I, I'.

W trzeciej czesci rozprawy budujemy pakiet algorytmoéow wykorzystywanych
do klasyfikacji spektralnej Coxetera P-krytycznych bigraféw oraz prawie T P-
krytycznych posetéw jednopikowych. Podajemy, w oparciu o udowodnione twier-
dzenie, algorytm konstruujacy P-krytyczne bigrafy Al[w]], algorytm znajdujacy
P-krytyczne (lub dodatnie) bigrafy o n > 3 wierzchotkach bedace reprezentanta-
mi wszystkich parami réznych O(n, Z)-orbit oraz algorytm, przy pomocy ktérego
znajdujemy wszystkie prawie T P-krytyczne posety jednopikowe. Ponadto szacu-
jemy zlozonosé czasowa wspomnianych algorytmoéw.

Wyniki zawarte w rozprawie zostaly zamieszczone w artykutach [35, 45, 47],
[43, 44, 46]. Byly one réwniez finansowane w ramach grantu NCN 2011/03/B/ST1/00824.

Stowa kluczowe: P-krytyczny bigraf, dodatni bigraf, P-krytyczny funkcjonal kwadrato-
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wielomian Coxetera, spektrum Coxetera, poset, funkcjonal kwadratowy Titsa, T P-krytyczny
poset, T'P-wyjatkowy poset, kolczan oczkowy, sieciowy system pierwiastkéw
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Abstract

In the first part of the thesis we give a characterisation of P-critical loop-
free bigraphs defined in [58], i.e., minimal bigraphs A whose symmetric Gram
matrix Ga is not positive definite. One of the most important theorems of this
part states that a loop-free bigraph A with n > 3 vertices is P-critical iff it is
non-negative (that is, Ga is positive semi-definite) and the group Kerga = {v €
Z"; v-Gp v =0} CZ" is generated by a single sincere vector h = (hy, ..., hy)
i.e., a vector satisfying h; # 0 for each 1 <14 < n.

P-critical loop-free bigraphs with n vertices are classified up to a right action
x : UBigr, x O(n,Z) — UBigr, of the orthogonal group O(n,Z) on the set
UBigry, of all P-critical loop-free bigraphs with n > 2 vertices. Another important
achievement of this part of the thesis is a construction (A, w) — Al[w]] which
maps an arbitrary positive bigraph A € UBigr, together with a vector w € Z"
satysfying w-Ga -w!" = 1 to a P-critical bigraph A[[w]] € UBigr, 1. By applying
an implementation of an algorithm realizing this construction, we determine a
complete list of P-critical bigraphs A € UBigr,+1, for n + 1 < 10. Moreover,
we present the complete orthogonal classification of P-critical bigraphs without
loops.

The second part of the thesis is devoted to almost T P-critical one-peak posets
I (posets with unique maximal element). One of the results in this part is a
characterisation of such posets, see [47]. By means of this characterisation, and
by virtue of a bound on the cardinality of such posets that we prove (i.e.,|I| <9),
we determine, via a computer calculation, a complete list of 132 one-peak almost
T P-critical posets. Another important result in this part is a proof of a fact that
one-peak almost T P-critical posets I, I’ are Coxeter cospectral if and only if
(71, = Bir. 61 - B for some Z-invertible matrix B and Tits matrices 61, ép of
posets I, I'.

In the third part of the thesis we build a package of algorithms used for
the purposes of Coxeter spectral classification of P-critical bigraphs and almost
T P-critical one-peak posets. Following our theorems, we give an algorithm to
construct P-critical bigraphs A, an algorithm to determine P-critical (or posi-
tive) bigraphs with n > 3 vertices being representatives of all pairwise different
O(n, Z)-orbits, and an algorithm to list all almost 7' P-critical one-peak posets.
Moreover, we estimate the computational complexity of these procedures.

The results of this thesis have been published in articles [35, 45, 47, 43, 44, 46].
This research has been supported by grant number NCN 2011/03/B/ST1/00824.

Key words: P-critical bigraph, positive bigraph, P-critical quadratic form, positive qu-
adratic form, Euclidean diagram, sincere root, Coxeter matrix, Coxeter polynomial, Coxeter
spectrum, poset, Tits quadratic form, T P-critical poset, T'P-exceptional poset, mesh quiver,
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Wstep

Jednym z podstawowych celéw niniejszej rozprawy doktorskiej jest budowanie algoryt-
méw kombinatorycznych i graficznych do rozwigzywania wybranych probleméw kombinato-
ryki algebraicznej, spektralnej teorii graféw, spektralnej klasyfikacji (Coxetera) krawedziowo-
dwudzielnych graféw (w skrécie: bigraféw) i spektralnej klasyfikacji (Coxetera) skonczonych
zbioréw czesciowo uporzadkowanych (w skrécie: posetow).

Obiektami badan w rozprawie sa:

(a) jednolite catkowite funkcjonaly kwadratowe oraz stowarzyszone z nimi skonczone
bigrafy badane w artykutach: Barot [3]-[4], Barot-de la Pena [5], Dréxler i wspotautorzy [16],
von Héhne [26], Ovsienko [38]-[39], Simson [55]-[58], na wykladach monograficznych [52] oraz
w monografiach [2], [18], [49], [51], [59];

(b) zbiér UBigr, spdjnych krawedziowo-dwudzielnych graféw A bez petli
o n > 2 wierzchotkach oraz orbity prawego dzialania

(1.1) x : UBigr, x O(n,Z) — UBigry, (A,B)— Ax B,

grupy ortogonalnej O(n,Z) := {B € M,(Z); B - B = E} na UBigr, zdefiniowanego
i badanego w artykulach [55]-[58] oraz omawianego na wykladach monograficznych [52];
(c) skonczone zbiory czesciowo uporzadkowane I oraz ich funkcjonalty kwadratowe ba-

dane w artykulach: Bondarenko [7], Bondarenko-Stepochkina [9]-[11], Drozd [17], Kleiner [28],
Simson [53]-[54], w monografiach [18], [49], [51] oraz omawiane na wyktadach monograficznych
[52].

Tematyka rozprawy jest $cidle powiazana z klasyczng analizg spektralng grafow
i posetéw (patrz [13]-[15]) oraz z budowaniem algorytméw graficznych opisujacych rozwia-
zania calkowite wybranych klas réwnan diofantycznych (tzn. z X-tym Problemem Hilberta).

W rozprawie zajmujemy sie gléwnie problemami spektralnej klasyfikacji Coxetera
krawedziowo-dwudzielnych graféw A w UBigr,, sformulowanymi w pracach [57]-[58] oraz pro-
blemami spektralnej klasyfikacji Coxetera zbioréw cze$ciowo uporzadkowanych I sformutowa-
nymi w publikacjach [54], [60] (a takze na wyktadach monograficznych [52]). W przypadku
analizy spektralnej Coxetera, skupiamy sie na szerokiej klasie jednopikowych zbioréw czescio-
wo uporzadkowanych I, tzn. takich I, ktére posiadaja dokladnie jeden element maksymalny.

Przypomnijmy, ze w artykule [58] dowolnemu krawedziowo-dwudzielnemu grafowi A
w UBigr, przyporzadkowuje sie niesymetryczna macierz Grama Ga € M, (Z) (patrz defi-
nicja 1.1.4), macierz Coxetera

(1.2) Coxa = —Ga - G € M,,(Z)

oraz jej zespolone spektrum specc, C C, zwane spektrum Coxetera bigrafu A.

W artykule [54], dowolnemu zbiorowi cze$ciowo uporzadkowanemu I = (I, =)
o n > 2 punktach, przyporzadkowuje si¢ macierz incydencji C; € M, (Z) (patrz definicja
3.1.2), incydencyjna macierz Coxetera

(1.3) Cox; = —C; - C;'" € M, (Z)

oraz jej zespolone spektrum specc; C C, zwane spektrum Coxetera posetu I. W artykule [58]
udowodniono:



(i) jesli A oraz I spelniaja pewne ,warunki nieujemnosci” (opisane w rozdziatach 1.1
i 3.1), to spektra speccy oraz specc; leza na okregu jednostkowym zespolonej plaszczyzny
Gaussa C;

(ii) skonczony zbiér specca nie jest niezmieniczy ze wzgledu na dzialanie (1.1) grupy
O(n,Z). W szczegblnosci specc moze zalezeé¢ od numeracji wierzchotkéw bigrafu A.

Jednymi z gltéwnych probleméw spektralnej analizy Coxetera zdefiniowanej w artykutach
[57]-[58], [54], [60] oraz [52] sa nastepujace problemy klasyfikacyjno-algorytmiczne:

(i) znalezienie szerokiej klasy krawedziowo-dwudzielnych graféw A w UBigry,, dla ktérych
macierz Grama Ga jest jednoznacznie wyznaczona przez spektrum Coxetera speccy, z do-
ktadnoécig do Z-kongruencji macierzy ~z, gdzie A ~7 A’ < A’ = B . A . B, dla pewnej
Z-odwracalnej macierzy B € M, (Z);

(ii) znalezienie szerokiej klasy posetéw I, dla ktérych macierz incydencji Cr € M, (Z),
gdzie n = ||, jest jednoznacznie wyznaczona przez spektrum Coxetera specc;, z dokladnoscia
do Z-kongruencji ~yz;

(iii) znalezienie szerokiej klasy krawedziowo-dwudzielnych grafow A w UBigr, oraz klasy
posetéw I, dla ktérych macierz Grama G jest Z-kongruentna z macierzg transponowana G’X
oraz macierz incydencji Ct jest Z-kongruentna z macierza transponowana C'" (jest to problem
bliski problemowi kongruencji macierzy badanemu przez Horna i Sergeichucka w pracy [25]);

(iv) zbudowanie algorytméw numerycznych i symbolicznych pozwalajacych zastosowaé na-
rzedzia algebry komputerowej do obliczania Z-kongruencji ,oczekiwanych” w (i), (ii)
oraz (iii).

Jednym z celéw badan podjetych w rozprawie jest zastosowanie narzedzi algebry kompute-
rowej do rozwiazania obliczeniowo zlozonych probleméw kombinatorycznych zwiazanych z pro-
blemami (i)-(iv). Cele te w duzym stopniu zostaly osiagniete w rozprawie przez podanie roz-
wiazan probleméw (i)-(iv) dla krawedziowo-dwudzielnych graféw  P-krytycznych
(w rozdziale 2) oraz dla posetéw prawie T'P-krytycznych (w rozdziale 3). Przedstawione roz-
wiazania wykorzystuja z jednej strony wyniki teoretyczne zawarte w rozdzialach 2 oraz 3,
a z drugiej strony pakiet algorytméw z rozdziatu 4.

Wyniki badan uzyskanych w rozprawie zostaly opublikowane w trzech obszernych ar-
tykutach [35], [47], [45] oraz w trzech artykulach pokonferencyjnych [43], [44], [46]. Pakiet
algorytméw przedstawiony w rozdziale 4, bedacy jednym z gltéwnych osiagnieé¢ rozprawy, zo-
stal opublikowany w pracy [45]. Niektére z algorytméw zawarte sa w publikacjach [43], [44],
[46]. Sa one réwniez finansowane w ramach grantu NCN 2011/03/B/ST1,/00824.

Gléwne wyniki rozprawy zostaly przedstawione w trzech referatach na nastepujacych mie-
dzynarodowych konferencjach naukowych:

1° European Conference on Combinatorics, Graph Theory and Applications (EuroComb’11)
w dniach 29 sierpnia — 2 wrzednia 2011 roku w Budapeszcie,

2° Combinatorics 2012 w dniach 9 — 15 wrzeénia 2012 roku w Perugii,

3° 15th International Symposium on Symbolic and Numeric Algorithms for Scientific
Computing (SYNASC 2013) w dniach 23 — 26 wrzesnia 2013 roku w Timisoarze.

Motywacja dla podjecia badan probleméw klasyfikacyjnych spektralnej analizy Coxetera
krawedziowo-dwudzielnych graféw oraz zbioréw czesciowo uporzadkowanych sg ich zastosowa-
nia w teorii reprezentacji algebr skoficzonego wymiaru nad ciatem, teorii liniowych reprezenta-
cji posetéw (opisane w [2], [18], [49], [50], [59]), a takze w teorii Auslandera-Reiten dla algebr
i kategorii pochodnych oraz elementarnych probleméw geometrii diofantycznej (opisanych
w [17], [33], [37], [40], [54]-[57] oraz omawianych na wykladach monograficznych [52]).
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Omoéwienie wynikdéw rozprawy

Rozdzial pierwszy podzielony jest na pieé¢ czesci. Przypominamy w nim podstawowe defi-
nicje i fakty dotyczace bigraféw, stowarzyszonych z nimi catkowitych funkcjonatéw kawadra-
towych oraz spektrum Coxetera.

W pierwszej czesci tego rozdzialu przytaczamy definicje bigrafu (patrz [58, 3, 4, 38, 26])
oraz niesymetrycznej i symetrycznej macierzy Grama stowarzyszonej z bigrafem, patrz [58]
(a takze [55, 56]). Przypominamy definicje dodatniego, nieujemnego oraz P-krytycznego bi-
grafu, patrz [58] (a takze [56, 59]). Czes¢ te konczymy przykladem P-krytycznego bigrafu.

Druga czesé tego rozdziatu zawiera podstawowe informacje dotyczace spektrum Coxetera
bigraféw. Przytaczamy tu definicje macierzy Coxetera Coxa, wielomianu Coxetera coxa (t),
a takze transformacji Coxetera ®a bigrafu A, patrz [58, 55, 56]. Podajemy przyktady par bi-
graféw A, A’ kospektralnych w sensie spektrum Coxetera, tzn. bigraféw takich, ze coxa (t) =
coxa/(t). W przykladzie 1.2.6 pokazujemy, ze spektrum Coxetera bigraféw zalezy od numeracji
wierzcholkéw. Przypominamy réwniez definicje Z-réwnowaznosci oraz Z-dwuliniowej réwno-
waznosci bigraféw [58] (patrz definicja 1.2.3).

W trzeciej czesci tego rozdziatu przytaczamy kilka faktéw o catkowitych jednolitych funk-
cjonaltach kwadratowych badanych m.in. w [38, 49], a takze [56, 52, 58]. Przypominamy defini-
cje catkowitego funkcjonatu kwadratowego, funkcjonatu dodatniego, nieujemnego, krytyczne-
go [38, 49, 59]) oraz P-krytycznego [56, 58|, a takze niesymetrycznej i symetrycznej macierzy
Grama (patrz [55, 56, 52]) jednoznacznie wyznaczajacej ten funkcjonat.

Czwarta czes$¢ tego rozdziatu dotyczy funkcjonaléw Grama stowarzyszonych z bigrafami
A € UBigr,. Przytaczamy definicje funkcjonalu Grama ga, funkcjonatu dwuliniowego Grama
ba [58], a takze zbioru pierwiastkéw z jedynki Ra i zera Ker ga dla bigrafow A, patrz [2, 55].
Przypominamy fakt, ze zbiér pierwiastkéw z jedynki dodatniego bigrafu bez petli jest skonczo-
ny [17, 49, 55] oraz podajemy przyklad takiego bigrafu A wraz z opisem Ra. Przy klasyfikacj
spektralnej Coxetera dodatnich i P-krytycznych bigraféw szczegdlna role odgrywaja diagra-
my Dynkina oraz rozszerzone diagramy Dynkina (zwane grafami Euklidesa) [55, 58, 59, 52],
ktére prezentujemy w tym rozdziale. Podajemy réwniez wielomiany Coxetera dla diagraméw
Dynkina i rozszerzonych diagraméw Dynkina przedstawione w pracach [58, 56, 54, 52].

Ostatnia cze$¢ tego rozdzialu poswiecona jest kolczanom (digrafom) oczkowym. Przy-
taczamy tu definicje ®a-orbity, ®a-oczka oraz sieciowego systemu pierwiastkow bigrafu A,
zobacz [55, 56, 54, 58|.

W rozdziale drugim prezentujemy charakteryzacje P-krytycznych bigraféw w UBigr,.
Dowodzimy w nim twierdzenia 2.1.2 opisujacego P-krytyczne bigrafy bez petli. Pokazujemy,
ze bigraf A = (Ao, A1) € UBigry, o liczbie wierzchotkéw |Ag| > 3 jest P-krytyczny wtedy
i tylko wtedy, gdy jest nieujemny oraz jadro Ker ga jest generowane przez wierny wektor
h = (hy,...,hy) (tzn. h; # 0 dla dowolnego i € Ay). Korzystajac z wynikéw H. J. von Hohne
[26] i S. A. Ovsienki [38] dla krytycznych bigraféw pokazujemy dodatkowo, ze wektor h ma
wspolrzedne ograniczone w nastepujacy sposéb : —6 < h; < 6 dla dowolnego i € Ag oraz
istnieje s € A takie, ze hs € {—1,+1}, patrz rozdzial 2.1. Dowodzimy ponadto, ze bigraf A
0 |Ap| > 2 wierzchotkach jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér pierwiastkéw Ra bigrafu
A jest skonczony. Ponadto pokazujemy, ze w przypadku P-krytycznych bigraféw bez petli A,
zbiér R jest nieskoniczony.

Dalsza czesé tego rozdzialu po$wiecona jest klasyfikacji ortogonalnej P-krytycznych bigra-



féw. Przypominamy strukture grupy ortogonalnej O(n,Z) (patrz [56, 58]), ktorej uzywamy
przy wspomnianej klasyfikacji. Definiujemy dziatanie grupy ortogonalnej na P-krytycznych
bigrafach w UBigr,. Dowodzimy twierdzenia 2.2.6, z ktérego wynika konstrukcja (2.2.9) P-
krytycznych bigraféw w UBigr,+1. P-krytyczne bigrafy o n 4+ 1 wierzchotkach konstruujemy
z dodatnich i spéjnych bigraféw o n wierzchotkach oraz ich wiernych pierwiastkéw, czyli wek-
toréw w = (wy,...,wy,) € Ra takich, ze w; # 0 dla dowolnego 1 < i < n.

W rozdziale drugim przypominamy réwniez definicje typu Euklidesa (w skrécie E-typu)
dla P-krytycznych bigraféw [58, 31] oraz definicje inflacji bigrafu A wzgledem niepustego
zbioru krawedzi przerywanych i inflacji bigrafu A wzgledem wierzcholka, patrz [58] (a takze
definicja 2.3.2). Do znalezienia E-typu P-krytycznych bigraféw uzywamy algorytmu inflacyj-
nego opisanego w [58, 31], ktéry przedstawiamy w rozdziale 4.1. Podrozdzial ten konczymy
przyktadem P-krytycznego bigrafu, dla ktérego stosujac kolejne kroki algorytmu inflacyjnego
znajdujemy E-typ.

Ponadto w rozdziale tym podajemy pelna liste P-krytycznych bigraféw o liczbie wierzchot-
kéw < 10 z dokladnoscia do dziatania grupy ortogonalnej na bigrafach
w UBigr,. Lista ta zostala uzyskana przy pomocy obliczen komputerowych wykorzystuja-
cych wyniki teoretyczne dla P-krytycznych bigraféw, m.in. przez uruchomienie implementacji
algorytméw opisanych w rozdziale 4.1 (patrz konstrukcja 2.2.9 i algorytm 4.1.12). Dla kazde-
go P-krytycznego bigrafu ze wspomnianej listy podajemy jego wielomian Coxetera coxa (t),
a takze E-typ. W tabeli 2.4.11 przedstawiamy liczbe P-krytycznych bigraféw o liczbie wierz-
chotkéw < 10 z doktadnoscia do dzialania grupy O(n, Z) na tych bigrafach. Podajemy réwniez
petng kalsyfikacje ortogonalng dla P-krytycznych bigraféw bez petli.

Ostatnia czes¢ rozdziatu drugiego zawiera petng liste wielomianéw Coxetera dla P-krytycz-
nych bigraféw o liczbie wierzcholkéw ograniczonej przez dziesieé. Zostatla ona uzyzkana po-
przez obliczenia komputerowe oparte na algorytmach z rozdziatu 4. W tabelach 2.5.2 i 2.5.4
prezentujemy wielomiany Coxetera dla P-krytycznych bigraféw w UBigry1, pogrupowane
wzgledem E-typu. Dla P-krytycznych bigraféw E-typu A, podajemy liste wielomianéw Co-
xetera dla dowolnego n + 1 = |Ag| > 2.

Rozdziat  trzeci poswiecony jest klasyfikacji  spektralnej Coxetera  prawie
T P-krytycznych posetéw jednopikowych (zobacz definicja 3.1.8).

W pierwszej czesci tego rozdziatu przypominamy m.in. definicje macierzy incydencji Cf,
macierzy Eulera C7 oraz macierzy Titsa 61 posetu I [53, 51, 60, 54|, a takze definicje syme-
trycznych macierzy incydencji, Eulera i Titsa posetu I, patrz [60]. Z kazdym takim posetem
stowarzyszamy funkcjonal incydencji, Eulera i Titsa posetu I, zobacz [53, 54, 52, 60], przy-
pomniane w rozdziale 3.1. Przytaczamy réwniez definicje dodatniosci, nieujemnosci posetu
I, patrz [60] (a takze [54]). Szczegdlna uwage poswiecamy jednopikowym posetom prawie
T P-krytycznym (zobacz definicja 3.1.8). Posety krytyczne (ze wzgledu na dodatnio$é) bytly
badane przez Bondarenke i Stepochkine, patrz [10] (a takze [8]). Wsréd prawie T'P-krytyczne
posetéw jednopikowych wyrdzniamy posety T P-krytyczne oraz posety T P-wyjatkowe, zobacz
definicja 3.1.8. W rozdziale tym przypominamy réwniez definicje macierzy Coxetera Coxy,
macierzy Coxetera-Eulera Coxy, macierzy Coxetera-Titsa GOX[, a takze wielomianu Coxetera
coxp(t) posetu I, zobacz [54, 60, 52].

W drugiej czedé rozdziatu trzeciego charakteryzujemy prawie T P-krytyczne posety jedno-
pikowe. Dowodzimy gérnego ograniczenia na liczbe elementéw prawie T P-krytyczne-go po-
setu jednopikowego. Pokazujemy (wniosek 3.2.7), ze I jest prawie T'P-krytycznym posetem
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jednopikowym wtedy i tylko wtedy, gdy 5 < [I| < 9, I jest nieujemny oraz Kergr = {v €
Z';v-Cp-v'" =0} = Z-h, gdzie h = (hq,...,hn, hy) jest prawie wiernym wektorem (tj.
hi #0,...,h, # 0). Ponadto wspo6lrzedne Wektora h sy ograniczone w nastepujacy sposob:
—6 < h; < 6 dla dowolnego 1 < ¢ < |I| = n + 1 oraz istnieje 1 < j < n + 1 takie, ze
h; € {—1,+1}. W przypadku posetow T P-krytycznych dodatkowo h, # 0. Podajemy réwniez
charakteryzacje posetéw T P-wyjatkowych. Dowodzimy (patrz twierdzenie 3.2.8), ze poset jed-
nopikowy I jest T'P-wyjatkowy wtedy i tylko wtedy, gdy 5 < |I| <9, posety I 1T = I\{x*} sa
nieujemne, Kergr =Z-hiKerqr =Z-h~, gdzie h™ = (hq,..., hy,) jest wiernym wektorem
(tj. hi # 0 dla dowolnego i < n) oraz y ;- h; =0, za§ h = (h™,0).

W trzeciej czedci tego rozdzialu podajemy pelng liste prawie T P-krytycznych posetéow
jednopikowych, na ktére skladaja sie posety T P-krytyczne (jest ich 115) oraz posety T P-
wyjatkowe (jest ich 17). Uzyskana przez nas w algorytmiczny sposéb lista prawie T P-krytycz-
nych posetéw jednopikowych pokrywa sie (z doktadnoscia do pewnych operacji) z uzyskana
przez Bondarenke i Stepochkine [10] lista posetéw krytycznych ze wzgledu na dodatnio$é, zo-
bacz twierdzenie 3.2.9. Lista takich posetéw uzyskanych poprzez uruchomienie implementacji
algorytmu 4.2.1 bazuje na twierdzeniu 3.2.6 ograniczajacym (|| < 9) liczbe elementéw prawie
T P-krytycznego posetu jednopikowego.

W dalszej czedci rozdzialu czwartego przypominamy definicje posetu przeciwnego I°P do
posetu I, odbicia w talii 6/ posetu I oraz odbicia dualnego fposetu I, patrz [50, 51, 53, 20]
(a takze definicje 3.4.1-3.4.3). W rozdziale tym dowodzimy (lemat 3.4.5, twierdzenie 3.4.6,
twierdzenie 3.4.7), ze jesli posety I, I' s prawie T P-krytyczne oraz poset I’ jest jednym
z posetéw I°P, 61, I, to by ~y b]/ tzn. istnieje macierz Z-odwracalna B € M(Z) taka, ze
C; = B'" - Cy - B. W dowodzie korzystamy m.in. z faktu, ze C; = B".C;-Bdla pewnej
macierzy Z-odwracalnej B, zobacz [53, 60, 52].

Ostatnia cze$¢ rozdzialu trzeciego (rozdzial 3.5) poswigcona jest sieciowym systemom
pierwiastkéw dla prawie T P-krytycznych posetéw jednopikowych. W rozdziale tym przypo-
minamy twierdzenie 3.5.1 méwiace o tym, ze dla skonczonych posetéw gltéwnych J (tzn. J jest
nieujemny oraz Ker gy = 7Z - h, gdzie h # 0) istnieje defekt Titsa (odp.: incydencyjny defekt)
oraz zredukowana liczba Coxetera, zobacz [60, 53, 22, 52] (a takze twierdzenie 3.5.1). Przyta-
czamy réwniez kilka faktow dotyczacych zbioru pierwiastkow Rg, = {v € VAEE v-Cpol = 1}
oraz Ry, = {v € ZM p.Cpott = 1}, zobacz [60, 56, 55]. Dla posetéw prawie T P-krytycznych
I opisujemy zbiory pierwiastkéw Ry, , zas w przypadku posetéw T'P-wyjatkowych I opisujemy
dodatkowo zbiory R, dla posetéw T' = I\{x}. Z pierwiastkéw budujemy kolczany (digrafy)
oczkowe, patrz [55, 56, 2, 57]. Sieciowe systemy pierwiastkéw dla prawie T'P-krytycznych pose-
téw jednopikowych wykorzystujemy do udowodnienia nastepujacego faktu: jesli I, I’ sa prawie
T P-krytycznymi posetami jednopikowymi oraz cox;(t) = coxp(t), to I ~z I', tzn. istnieje ma-
cierz Z-odwracalna B taka, ze 61 = Bi". 6’1/ - B. W przypadku posetéw T P-wyjatkowych
dowodzimy réwniez tego faktu dla posetéw T = I'\{x}.

W czwartym rozdziale budujemy pakiet algorytméw, ktore postuzyly nam do klasyfika-
cji ortogonalnej P-krytycznych bigraféw oraz klasyfikacji spektralnej Coxetera prawie T P-
krytycznych posetéw jednopikowych. Szacujemy réwniez ztozono$é czasowa wspomnianych
algorytméw.

Powszechnie dostepne sa pakiety oprogramowania stosowane przy klasyfikacji graféw
i innych obiektow z pogranicza kombinatoryki i algebry, takie jak GAP4, CREP, MAGMA
czy LAPACK++. Nie sg one jednak wystarczajace do rozwiazania powyzszych probleméw
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dotyczacych spektralnej analizy Coxetera P-krytycznych bigraféw i prawie T P-krytycznych
posetéw jednopikowych.

W rozdziale 4 podajemy m.in. implementacje: kryterium Sylvestera wykorzystywanego do
sprawdzenia P-krytyczno$ci bigraféw; algorytmoéw uzywanych przy realizacji grupy ortogo-
nalnej O(n, Z); macierzowej grupy permutacji oraz grupy macierzy znaku skladajacych sie na
grupe ortogonalna.

Opisujemy metode wyznaczania reprezentantéw parami réznych O(n,Z)-orbit
P-krytycznych lub dodatnich bigraféw w UBigr,. Przestawiamy réwniez algorytm uzywa-
ny do konstrukcji P-krytycznych bigraféw o n + 1 > 3 wierzchotkach z dodatnich i spéj-
nych bigraféw o n wierzchotkach oraz ich wiernych pierwiastkéw. P-krytyczne bigrafy o n+1
wierzcholkach konstruujemy z dodatnich bigraféw o n wierzchotkach, ktére z kolei uzyskujemy
z dodanich bigraféw o n — 1 wierzchotkach. Przedstawiamy réowniez implementacje algorytmu
inflacyjnego dla P-krytycznych bigraféw, zobacz [58, 31]. Podajemy algorytm, ktéry postuzyl
nam do wyliczenia wszystkich wielomianéw Coxetera dla P-krytycznych bigraféw o n+1 < 10
wierzchotkach. Wspomniane wyzej algorytmy zostaly zaimplementowane w jezyku C#. Czeéé
obliczen zostala zrealizowana w Maple i opisujemy je réwniez w tym rozdziale.

W dalszej czesci rozdzialu czwartego opisujemy algorytm, ktéry postuzyt nam do zna-
lezienia pelnej listy prawie T P-krytycznych posetéw jednopikowych ztozonej z posetow T P-
krytycznych  oraz  posetow T P-wyjatkowych. Bazuje on na  udowodnionym
w rozdziale 3 twierdzeniu o ograniczeniu liczby elementéw jednopikowych posetéw prawie
T P-krytycznych. Przedstawiamy réwniez metode, ktéra postuzyla nam do policzenia defektu
oraz zredukowanej liczby Coxetera (zobacz [56] a takze [22, 60], twierdzenie 3.5.1) dla prawie
T P-krytycznych posetéw jednopikowych 1. Opisujemy takze implementacje algorytmow, kté-
re postuzyly nam do zbudowania oczkowych kolczanéw (digraféw) dla prawie T'P-krytycznych
posetéw I, zobacz [56, 55].
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1. Wprowadzenie

Celem tego rozdzialu jest przypomnienie podstawowych definicji i faktéw zwiazanych
z krawedziowo-dwudzielnymi grafami (w skrécie bigrafami) [58] (a takze [3, 4, 49, 38]) oraz
stowarzyszonymi z nimi calkowitymi funkcjonatami kwadratowymi, patrz [56, 55, 52, 58].
Przytaczamy informacje dotyczace spektrum Coxetera nieujemnych bigraféw, do ktérych na-
leza m.in. dodatnie i P-krytyczne bigrafy, zobacz [5, 58]. W rozdziale tym podajemy kilka
przyktadéw par bigraféw kospektralnych w sensie Coxetera, tzn. bigraféw o réwnych wielo-
mianach Coxetera.

W teorii graféw wystepuja grafy oznakowane (ang. signed graphs) wprowadzone przez Ha-
rarego [24] 1 badane przez kolejnych kilkadziesiat lat (zobacz takze [62]).
W teorii form kwadratowych oraz w teorii reprezentacji algebr analizuje si¢ bigrafy, zobacz
3, 4, 5, 38, 58, 26].

1.1. Podstawowe informacje o bigrafach

W rozdziale tym przypominamy kilka podstawowych definicji, m.in definicje bigrafu [58,
3, 4, 38, 26]; niesymetrycznej i symetrycznej macierzy Grama [58] (a takze [56, 55, 52, 23]);
dodatniego, nieujemnego oraz P-krytycznego bigrafu [58] (a takze [59, 52, 38]). Rozdzial ten
konczymy przyktadem P-krytycznego bigrafu.

Definicja 1.1.1. Grafem nazywamy pare A = (Ag, A1), gdzie Ag jest zbiorem, A; jest
multizbiorem nieuporzadkowanych par elementéw zbioru Ag, Ag N Ay = (). Elementy zbioru
Ag nazywamy wierzcholkami, za$ elementy zbioru Ay nazywamy krawedziami.

Nastepujaca definicja oraz oznaczenia zostaly wprowadzone w pracy [58, Definition 2.1,
p. 830].

Definicja 1.1.2. Krawedziowo-dwudzielnym grafem (w skrocie bigrafem) nazywa-
my par¢ A = (Ag, Ay) wraz z podzialem A; = A7UAT, gdzie Ag jest niepustym zbiorem
wierzcholtkow, za$ A; jest zbiorem krawedzi takich, ze zbiér krawedzi A;(i,j) = A7 (¢,7) U
AT (i,7) taczacych wierzcholki i oraz j, dla dowolnych i,j € A, sklada si¢ z krawedzi wy-
tacznie jednego typu, tzn. Aq(i,5) = A7 (i, 5) albo Aq(i, §) = AT (i, ).

Przez UBigr, oznaczamy zbiér skonczonych bigraféw bez petli o zbiorze wierzchotkow
AO = {1,2,...,77,}.

W teorii graféw rozwaza si¢ grafy oznakowane (ang. signed graph), omdéwione m.in.
w [24] oraz [62], w ktérych krawedzie sa etykietowane liczbami wymiernymi. Bigrafy stano-
wia wiec ich podklase (w ktdrej liczba krawedzi jest catkowita oraz spelniony jest warunek
roztacznosci zbioru krawedzi miedzy dowolnymi dwoma wierzchotkami).

Dowolny graf A = (Ag, A1) traktujemy jak bigraf, w ktérym zbiér krawedzi A jest réwny
AT

Wizualizujac bigrafy, rysujemy krawedZ ciagla e; oj, gdy Ai(i,7) = A (4,7), zas
przerywana e;- - -e;, gdy Aq(i,j) = Af(i,5) dla dowolnych i,j € Ag. W przykladzie 1.1.6
przedstawiamy przyktadowy bigraf.

W niniejszej pracy rozwazamy bigrafy A = (A, A1) bez petli, tzn. zaktadamy, ze A1 (i,1) =
() dla dowolnego i € Ap. Bigraf A nazywamy spdjnym, gdy graf powstaly
z A przez zamiang kazdej krawedzi e;- - -e; na e; e; jest spojny.
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Definicja 1.1.3. Niech A = (Ag, A1) bedzie bigrafem wraz z podziatem A; = ATUAT.
Bigraf A’ nazywamy podbigrafem bigrafu A, jesli Aj C Ay oraz A} (i,7) € A (i,5)
i A7 (i,j) € A7 (i,j), dla dowolnych 4,5 € A}. Jesli dodatkowo A)(i,j) = Aq(i,j) dla
dowolnych i, j € Ay, to bigraf A’ nazywamy pelnym podbigrafem bigrafu A.

Definicja 1.1.4. Niech A = (Ag, A;) bedzie bigrafem bez petli o n = |Ag| > 1 wierz-
cholkach oraz Ag = {ai,...,an}.

(a) Niesymetryczng macierza sasiedztwa D i niesymetryczng macierzg Grama
G a bigrafu A, nazywamy macierze zdefiniowane w nastepujacy sposéb:

0 df ... db, 1 odpy, ... df,
. 0 0 ... d&, . . 0 1 ... d&,
Da=|. . . TEM(Z)iGa=E+Da=|. . . T |eMy(Z),
0 0 .. 0 0o 0 .. 1
gdzie diAj = —|A] (ai,a;)|, gdy istnieje krawedz a/——aj oraz i < j, za$ diAj = |A] (ai, a5)],

gdy istnieje krawedz a;- - -a; oraz i < j. Jedli Aq(as, aj) jest pusty lub j < i, to diAj =0.

(b) Symetryczng macierza sasiedztwa bigrafu A  nazywamy macierz
Adp := Da + D¥.

(¢c) Symetryczng macierza Grama  bigrafu A  nazywamy = macierz
Ga = %(GA + GZ)

Definicja 1.1.5. Niech A = (Ag, A;) bedzie bigrafem bez petli o n = |Ag| > 1 wierz-
chotkach oraz Ag = {a1,...,a,}.
(a) Bigraf A nazywamy dodatnim, gdy jego symetryczna macierz Grama jest dodatnio
okreslona (tzn. spelnia warunki kryterium Sylvestera [19]).
(b) Bigraf A nazywamy nieujemnym, gdy jego symetryczna macierz Grama jest nie-
ujemnie okreslona (tzn. spelnia uogélnione warunki kryterium Sylvestera [19, 32]).
(c) Bigrafem P-krytycznym nazywamy bigraf A bez petli taki, ze
(cl) A nie jest dodatnim bigrafem, zas
(c2) dowolny pelny podbigraf (wlasciwy) bigrafu A jest dodatni.

Poniewaz definicje (a), (b), (c) nie zaleza od numeracji wierzcholtkéw ay,...,a,, wiec
w danym ciagu mozemy zakladaé, ze Ay = {1,...,n}.

Niech A = (Ag, A;) bedzie spéjnym bigrafem. Przez A(®)| gdzie a € Ag, oznaczamy pelny
podbigraf  bigrafu A powstaly 2z A przez usuniecie wierzchotka a wraz
z sasiadujacymi z nim krawedziami.

Przyktad 1.1.6. Rozwazmy nastepujacy bigraf.

.4———.5———.1
AN RN
\\I\
A: N N
N N
L] 03 — — — 05
"1 1 10 1 17 T2 110 1 17
011110 121110
. 001011 112011
= 2G A = ~
* Ga 00011 0|2 010210/
000010 111120
L0000 0 1] 10100 2|




e Poniewaz det 2Ga = 0, wiec A nie jest dodatni.

o Bigraf AM jest dodatni, gdyz

A~ ~

2 1110
12011 f;éi 2 11
det2GV = |10 2 1 0| >0, det | ; >0,det| 1 2 0] >0,
. io21 -
i1120 S 119 io0 2

0100 2
det[% ;]>0, det[2]>0,

Bigrafy A® AG) A® AG) A réwniez sa dodatnie. Z kryterium Sylvestera wyni-
ka, ze dowolny pelny i wlasciwy podbigraf bigrafu dodatniego A jest dodatni, dla
dowolnego a € {1,...,6}.

e Zatem bigraf A jest P-krytyczny.

1.2. Spektrum Coxetera bigrafow

W rozdziale tym przypominamy definicje macierzy Coxetera Coxa, wielomianu Coxetera
coxa(t) oraz spektrum Coxetera speccy bigrafu A [58] (a takze [55, 56, 52]). Przytaczamy
réwniez definicje Z-réwnowaznosci ~y, oraz Z-dwuliniowej réwnowaznosci ~z, bigraféw, wzgle-
dem ktoérych klasyfikujemy dodatnie i nieujemne bigrafy [58, 26, 3, 4]. Przypominamy réwniez
twierdzenie 1.2.4, z ktérego wynika, ze jesli A =~z A/, to A ~z A’.

W przyktadzie 1.2.6 pokazujemy, ze spektrum Coxetera bigraféw, w przeciwienstwie do
spektrum z macierzy sasiedztwa graféow, zalezy od numeracji wierzchotkéw. Podajemy przy-
ktady par bigraféw o réwnych wielomianach Coxetera oraz spelniajacych pewne dodatkowe
warunki. Przypominamy lemat (1.2.11) opisujacy spektrum Coxetera dla nieujemnych bigra-
fow [5, 58]. Dla takich bigraféw zespolone wartosci wlasne macierzy Coxetera leza na okregu
jednostkowym S' i sg pierwiastkami z jedynki.

Definicja 1.2.1 ([58]). Niech A = (Ap, A1) bedzie bigrafem bez petli o n = [Ag| > 1
wierzchotkach oraz A¢ = {a1,...,a,}. Spektrum bigrafu A nazywamy zbiér
specy C R wszystkich n rzeczywistych wartoéci wlasnych symetrycznej macierzy sasiedztwa
Ada € M, (Z) bigrafu A, tzn. zbiér wszystkich n pierwiastkéw wielomianu charaktery-
stycznego

Pa(t) =det(t- E — Adp) € Z]t]

bigrafu A.
Przez Gl(n,Z) oznaczamy grupe macierzy A € M, (Z) takich, ze det A € {—1,+1}.

Definicja 1.2.2. Niech A = (Ag, A1) € UBigr, oraz Ag = {a1,...,a,}, gdzie n > 1.
(a) Macierza Coxetera bigrafu A nazywamy macierz

Coxa = —Ga - GA'" € Gl(n, Z).
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(b) Wielomianem Coxetera bigrafu A nazywamy wielomian charakterystyczny
coxa(t) = det(t - E — Coxa) € Z[t]

macierzy Coxetera bigrafu A.
(¢) Automorfizm grup ®a : Z" — Z" zdefiniowany wzorem

DA (v) =v- Coxa,

dla dowolnego v € Z", nazywamy transformacjg Coxetera bigrafu A.

(d) Spektrum Coxetera bigrafu A nazywamy zbiér specc, C C wszystkich n zespolo-
nych wartosci wlasnych macierzy Coxetera Coxa € Gl(n,Z) bigrafu A, tzn. zbiér wszystkich
n pierwiastkéw wielomianu Coxetera coxa(t) € Z[t] bigrafu A.

(e) Liczba Coxetera ca bigrafu A nazywamy najmniejsza liczbe catkowita r > 1 taka,
ze Coxy = E. Jedli Cox)y # F, dla dowolnego r > 1, to przyjmujemy ca = 00.

Definicja 1.2.3. Niech A, A’ bedg bigrafami bez petli o n > 2 wierzchotkach.

(a) Bigrafy A i A’ nazywamy Z-réwnowaznymi lub Z-kongruentnymi, jesli istnieje
macierz B € M,,(Z) o wyznaczniku det B € {—1,1} taka, ze Gor = B - Ga - B'. Stosujemy
wowczas nastepujace oznaczenie: A ~z A’.

(b) Bigrafy A i A’ nazywamy Z-dwuliniowo réwnowaznymi, jesli istnieje macierz
B € M,,(Z) o wyznaczniku det B € {—1,1} taka, ze Gar = B - Ga - B". Stosujemy wéwezas
nastepujace oznaczenie: A ~zz A’

Twierdzenie 1.2.4 ([58]). Niech A = (Ao, A1) € UBigry, oraz Ag = {1,...,n} bedzie
ustalonym zbiorem wierzchotkow.
(a) Jesli A~y A i Gar = B-Ga - B, gdzie B € Gl(n,Z), to A ~z A’ oraz
(al) Coxar = B - Coxa - B™! i nastepujgcy diagram jest przemienny

Tn P Tn

hBl/Z hBl/Nv

Zn LN Zn

gdzie hp : " — 7" jest izomorfizmem grup zdefiniowanym wzorem hp(v) = v - B.
(a2) coxar(t) = coxa(t), speccy, = sSpeccp 0raz Car = CA.

Uwaga 1.2.5. Wielomian charakterystyczny Pa(t) bigrafu A oraz spektrum specy bi-
grafu A nie zaleza od numeracji wierzchotkéw, natomiast wielomian Coxetera coxa (t) bigrafu
A oraz spektrum Coxetera speccp bigrafu A zaleza od numeracji wierzchotkow, zobacz przy-
ktad 1.2.6.

Przyktad 1.2.6. Rozwazmy nastepujace dwa bigrafy:

o] —/——— 09 L] o3
| | | |
A:| | Al |

| | | |
oy — — — @03 o) — — — 0y

Zuwazmy, ze bigraf A’ powstaje z bigrafu A przez permutacje wierzchotkéw oraz

15



e A, A’ nie sg nieujemne,

1-2 0 1 2 1 1-1
< 01 10 0 0-1 0
* Ga 00 11 [2Coxa=17 ¢ o |
00 0 1 1 -1 1-1
1 1-2 0 4-1 2 0
x 01 0 1 2 0 1-1
s Gy=1¢g 011 |Coxa=]1 71 0 [
00 0 1 111 -1
o Pa(t) = Par(t) =t* —Tt? + 9,
e specy =specy = {—1+3V13, -1 - 1V13,1 + 1V13,1 — 113},
e coxa(t) = t* — 3 —3t2 —t+1 speccy = {1 + 3V21 i\/
4""1*/ - V6+2 ’4 1V + V6 —2v2 v4 %V %V —2v21

e coxpar(t) = — 33 + t2 — 3t + 1, speccA/ {3+ %\/ﬁ + 1v6+ 613,

4+1\ﬁ—7\/6+6 3,2 —1V13+1v6—6vV13,2 — V13 — 116 — 6113}

Zatem speccp 7 SPecCa;.

Przyklad 1.2.7. Niech A, A’ beda nastepujacymi bigrafami:

AZ o3 o] [ D) A/: ®3 — — — — — — — [ D}
\.1/
) 1117 111
e GA=|010|,Go=]01 1],
0 01 0 01

e A, A’ sa dodatnie,
o coxa(t) = coxar(t) =t3 + 12+t + 1.

Jest to najmniejszy przyktad spdjnych bigraféw (bez petli oraz wielokrotnych krawedzi),
ktore spelniajg nastepujace trzy warunki:

(i) coxa(t) = coxas(t),

(ii) A, A’ sa dodatnie,

(iii) bigrafu A = (A, A;) nie mozna otrzymac z bigrafu A’ = (A{), A)) przez permutacje
wierzcholtkéw oraz operacje zamiany wszystkich krawedzi incydentnych

z wierzcholtkiem ¢ € Ay na krawedzie przeciwne (tzn. ciaglych na przerywane, przerywanych
na ciagle).
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Przyktad 1.2.8. Rozwazmy nastepujace dwa bigrafy:

3

e Bigraf A jest dodatni, za§ A’ nie jest nieujemny.

e coxa(t) =coxa/(t) =t +2 +t+1

Jest to najmniejszy przyktad spdjnych bigraféw bez petli oraz wielokrotnych krawedzi
spelniajacych nastepujace dwa warunki:

(i) coxa(t) = coxar(t),

(ii) A jest dodatni, za§ A’ nie jest nieujemny.

Uwaga 1.2.9. Przyklad 1.2.8 pokazuje, ze bigrafy dodatnie oraz bigrafy, ktore nie sa
nieujemne moga by¢ kospektralne w sensie spektrum Coxetera.

Przyktad 1.2.10. Niech A, A’ beda nastepujacymi grafami:

o5
11101 11101
01110 01010
eGa=|00100|,Gx=|00110]|,
00011 00011
00001 00001

e A, A’ nie sg nieujemne,

e coxa(t) = coxas(t) = t° — 3t* — 6t3 — 61> — 3t + 1.

Jest to najmniejszy (zweryfikowany komputerowo) przyktad spdéjnych graféw prostych
(tzn. bez petli i wielokrotnych krawedzi) takich, ze

(i) coxa(t) = coxar(t),

(ii) A nie powstaje z A’ przez permutacje wierzchotkéw.

W pracach [58, Lemma 2.1], [5, Proposition 3.1], [55, Proposition 4.3(e)] udowodniono
nastepujacy fakt.

Lemat 1.2.11. Niech A = (Ao, A1) € UBigry, oraz Ay = {1,...,n} bedzie ustalonym
zbiorem wierzchotkéw. Jesli A jest nieujemny, to speccy lezy na okregu jednostkowym St :=
{z € C;|z| = 1} i dowolny \ € speccy jest pierwiastkiem z jedynki. Dodatkowo, jesli A jest
dodatni, to 1 ¢ speccp .
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1.3. Calkowite, jednolite funkcjonatly kwadratowe

W rozdziale 1.3 przypominamy definicje catkowitego funkcjonatu kwadratowego [58, 52,
49, 38, 3]; macierzy Grama (symetrycznej i niesymetrycznej) jednoznacznie kodujacych ten
funkcjonal [55, 56, 52]; Z-dwuliniowej polaryzacji funkcjonatu kwadratowego [54, 56, 55].
Ponadto przytaczamy definicje dodatniego, nieujemnego, krytycznego i P-krytycznego funk-
cjonalu [58, 52, 55, 59, 49, 38]; a takze Z-réwnowaznosci i Z-dwuliniowej réwnowaznosci
funkcjonaléw kwadratowych [55, 52].

Definicja 1.3.1. Niech n > 1 bedzie liczbg naturalng. Catkowitym jednolitym funk-
cjonalem kwadratowym nazywamy funkcje ¢ : Z" — 7 zdefiniowana
wzorem

q(x) = q(z1,...,2n) = 90% e 9[»’% + Zqz‘jitz'wj,
i<j
gdzie ¢;; € Z dla dowolnych i,j € {1,...,n}.

Definicja 1.3.2 ([58]). Niech q : Z" — Z bedzie calkowitym jednolitym funkcjonatem
kwadratowym .
(a) Funkcjonal ¢ nazywamy dodatnim, jesli dla dowolnego 0 # v € Z" zachodzi ¢(v) > 0.

(b) Funkcjonal ¢ nazywamy stabo dodatnim, jesli dla dowolnego 0 # v € N" zachodzi
q(v) > 0.

(¢) Funkcjonal ¢ nazywamy nieujemnym, jesli dla dowolnego v € Z" zachodzi q(v) > 0.

(d) Funkcjonal g nazywamy P-krytycznym, jesli ¢ nie jest dodatni, zas dla dowolnego
j < n, funkcjonat

q(j)(xl, e L1, Tl e Epy) = q(x)\zjzo =q(z1,...,2j-1,0,Zj41,...,2Tn)

powstaly z g(x) przez obcigcie w j jest dodatni.
(d1) Funkcjonal ¢ nazywamy krytycznym, jesli ¢ nie jest stabo dodatni, zas dla dowol-
nego j < n, funkcjonat

q(j)(xl, sy Li—1, Ljt1y - - - ,Tn) = Q(x)\szo =q(z1,... s Tj—1,0, 541, ... , Tn)

powstaly z q(z) przez obciecie w j jest stabo dodatni.
(e) Wektor v € Z" nazywamy pierwiastkiem funkcjonalu g, jesli g(v) = 1. Jesli dodat-

kowo vy # 0,...,v, # 0, to v nazywamy wiernym pierwiastkiem funkcjonatu gq.
(f) Niesymetryczng macierza Grama funkcjonalu ¢ nazywamy macierz
1 qi2 ... qin
- 0 1 <o Q2n
Gg=1. . . .| €My(Z), za$ symetryczng macierza Grama funkcjonatu g nazy-
0 0 .. 1

wamy macierz G = 3[Gq + G’f;].
(g) Wielomianem Coxetera jednolitego funkcjonalu ¢ nazywamy wielomian charakte-
rystyczny
coxy(t) = det(t - £ — Coxy),

gdzie Coxy = —Gq : Gg” € Gl(n,Z) jest macierza Coxetera(-Grama) funkcjonalu q.
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(h) Liczbg Coxetera c, funkcjonalu ¢ nazywamy minimalng liczbe catkowita r > 1 taka,
ze Cox, = FE. Jesli Cox, # FE, dla dowolnego r > 1, to ¢, = oo.

(i) Funkcje @, : Z" — Z" zdefiniowana wzorem ®,(v) = v - Cox, nazywamy transfor-
macjg Coxetera funkcjonatu ¢.

Uwaga 1.3.3. Jednolity funkcjonal kwadratowy q : Z" — Z jest jednoznacznie wyzna-
czony przez niesymetryczng macierz Grama G, funkcjonatu ¢ i symetryczna macierz Grama
G4 funkcjonatu ¢ oraz

qz) =2 -Gy-2" =2 -Gy 2™,
dla dowolnego = = (z1,...,zy).

Definicja 1.3.4. Niech ¢ : Z"™ — 7 bedzie jednolitym catkowitym funkcjonatem kwadra-
towym. Z-dwuliniowg polaryzacja funkcjonatu q nazgywamy funkcje
by : Z™ x Z™ — L7 zdefiniowana w nastepujacy sposéb:

1
by(w,y) =z Gy -y =5 - [a(z +y) —a(z) — q(y)]
dla dowolnego = = (x1,...,2m) € Z™, y = (Y1, ., Ym) € Z"™.

Przez U(Z",7Z) oznaczmy zbiér wszystkich jednolitych funkcjonaléw kwadratowych
q: 7" —Z,n>1.

Definicja 1.3.5. (a) Niech b, : Z™ x Z'™ — 7Z beda Z-dwuliniowymi funkcjonala-
mi kwadratowymi. Funkcjonal b nazywamy Z-dwuliniowo réwnowaznym z b’ (i piszemy
b ~z b)), jesli istnieje automorfizm grup h : Z™ — Z™ taki, ze b'(v,w) = b(h(v), h(w)) dla
dowolnych v, w € Z™ oraz przemienny jest nastepujacy diagram:

A/

ol

7" x 7"

(b) Niech q,¢' : Z™ — Z beda calkowitymi jednolitymi funkcjonalami kwadratowymi.
Funkcjonal ¢ nazywamy Z-réwnowaznym z ¢’ (i piszemy q ~7z ¢'), jesli istnieje automorfizm
grup h : Z™ — Z™ taki, ze ¢'(v) = q(h(v)) dla dowolnego v € Z™ oraz przemienny jest
diagram

qu_'>Z

-
Zm

Nastepujacy wniosek mozna znalezé w [55, Lemma 2.8, p. 15].

Whniosek 1.3.6. Niech b,V : Z" x " — 7 bedq Z-dwuliniowyms funkcjonatami kwadra-
towymi takimi, ze b(v,w) = v - A-w', b (v,w) =v- A" - w'", gdzie A, A’ € M,,,(Z). Ponadto
niech h: ™ — 7™ bedzie automorfizmem grup zdefiniowanym wzorem h(v) := hg(v) = v- B,
dla dowolnego v € 2", gdzie B € Gl(m,Z).

(a) Diagram z punktu (a) definicji 1.3.5 jest przemienny dla b = ba i b = ba wtedy
i tylko wtedy, gdy A’ = B - A - B,

(b) Diagram z punktu (b) definicji 1.3.5 jest przemienny dla ¢ = qa i qar = ¢ wtedy
i tylko wtedy, gdy Gy = B -Gy - B, gdzie h(z) := hp(z) =z - B.
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1.4. Funkcjonaly Grama bigraféw, diagramy Dynkina oraz roz-
szerzone diagramy Dynkina

Rozdziat 1.4 po$wiecony jest podstawowym informacjom na temat funkcjonalow Grama
stowarzyszonych z bigrafami. Przypominamy m.in. definicje funkcjonatu Grama i funkcjonatu
dwuliniowego Grama bigrafu, a takze definicje zbioru pierwiastkow z jedynki Ra i zera R (0)
bigrafu A [58, 55, 56]. Przytaczamy  fakt, Ze  zbiér  pierwiastkéw
(z jedynki) dodatniego bigrafu bez petli jest skonczony [58, 55, 52]. W dalsze]j czesci tego
rozdziatu podajemy przyktad dodatniego bigrafu, dla ktérego opisujemy jego zbidr pierwiast-
kéw z jedynki.

W klasyfikacji nieujemnych i dodatnich bigraféw szczegdlna role odgrywaja diagramy
Dynkina oraz rozszerzone diagramy Dynkina (zwane takze grafami Euklidesa) przypomniane
w tym rozdziale (wraz z wielomianami Coxetera) [59, 58, 52, 55].

Definicja 1.4.1. Niech A = (A, A1) bedzie bigrafem bez petli o n = |Ag| > 1 wierz-
chotkach oraz Ag = {1,...,n}.

(a) Funkcjonalem Grama bigrafu A nazywamy funkcje qa : Z" — 7Z zdefiniowana
wzorem

aa(z) = qa(x1, ..., zp) :m% +---+x%+2d§xix]~ =z-Ga -2,
i<j

za$ funkcjonatem dwuliniowym Grama nazywamy funkcje ba : Z" xZ" — Z zdefiniowang
w nastepujacy sposob: ba(z,y) =z - Ga - 4.

(b) Dla d € Z, zbiorem A-pierwiastkéw z d nazywamy zbi6r

Ra(d) = Ra(d) = {v € Z"; qa(v) = d}.

(bl) Dla d € Z, zbiorem dodatnich A-pierwiastkéw z d nazywamy zbiér
RA(d) = RJA(d) ={v e N"qa(v) = d}.

Przez Ra = Rgy = Ra(d = 1) i RY = Rf, = Ra(d = 1)" oznaczamy odpowiednio
zbior pierwiastkow z jedynki oraz zbiér dodatnich pierwiastkow z jedynki, zas przez Ker ga =
Ra(d =0) jadro funkcjonalu ga, tzn. zbiér pierwiastkéw z zera.

(c) Jesli bigraf A jest nieujemny oraz Ker ga = {v € Z"; ga(v) =0} = Z-h, gdzie h # 0,
to nazywamy go gléwnym.

(d) Wektor v = (vy,...,v,) € Z" taki, ze v1 #0,...,v, # 0, nazywamy wiernym.

Lemat 1.4.2. Niech A = (Ao, A1) € UBigr, oraz Ag = {1,...,n} bedzie ustalonym
zbiorem wierzcholkow.
(a) Niesymetryczna macierz Grama G bigrafu A jest réwna niesymetrycznej macierzy
Grama funkcjonalu Grama ga oraz coxa(t) = coxg, (t), ca = cqu, ba(z,y) = by, (2, 9).
(b) Dlan > 2, A jest dodatni (odp.: nieujemny) wtedy i tylko wtedy, gdy funkcjonal
Grama qa : Z" — 7 jest dodatni (odp.: nieujemny).
(¢c) Dla n > 3 nastepujgce trzy warunki sq réwnowazne:
(cl) bigraf A jest P-krytyczny,
(c2) A nie jest dodatni, za$ dla dowolnego a € Ay bigraf A jest dodatni,
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(c3) funkcjonal Grama qa : 2" — 7 jest P-krytyczny.
(d) Jesli A jest dodatni lub P-krytyczny, to dowolny pelny (wlasciwy) podbigraf A’ bigrafu
A jest dodatni oraz |A(i,7)] <1 dla dowolnych i,j € A.

Dowdéd. Lemat ten mozna znalezé w pracy [58, str. 834]. O

Lemat 1.4.3. Jesli A = (Ag,A1) jest spdjnym oraz dodatnim bigrafem bez petli
o |Ag| =mn > 1 wierzcholkach, to zbiér Ra pierwiastkow z jedynki jest skoriczony.

Dowéd. Dowdd mozna znalezé w pracy [55, Proposition 4.1]. O

Przyktad 1.4.4. Niech A bedzie nastepujacym bigrafem:

~
AN
~N
NN
NN
N
\
A:es———e *,
//
Ve
\ 0
///

Stosujac kryterium Sylvestera (algorytm 4.1) sprawdzamy, ze A jest dodatni. Zatem Ra
jest skonczony i mozna go policzyé¢ za pomoca algorytmu (4.1.15) ograniczonego zliczania
opisanego w rozdziale 4.1. Oprocz zbioru pierwiastkéw z jedynki Ra, przedstawiamy réwniez
niesymetryczna macierz Grama G, funkcjonat Grama ga, wielomian Coxetera coxa (t) oraz
liczbe Coxetera ca.

o Ga= , gdzie 1 = —1,

SO OO
SO O ==
OO~
(e R e e
[l e N e i

5 2
° ga(x) = Zizl TP — T1X2 — T1X3 — T1T4 + X1T5 + T2X3 + TaXy + T3T4 — T4Ts,

o coxa(t) =t +13 +12 +1,

IRa| = 40, ca=12,

Ra ={[1,-1,-1, 1, 1], [-1, -1, 0, 0, 0], [-1, -1, 0, 0, 1], [-1, -1, 0, 1, 1], [-1, 0, -1, 0, 0],
-1,0,-1,0,1], [-1,0,-1, 1, 1], -1, 0, 0, -1, 0], [-1, 0, 0, 0, 0], [-1, 0, 0, 0, 1],
0,-1,0,0,0l][0,-1,0, 1, 0], [0, -1, 0, 1, 1], [0, -1, 1, 0, 0], [0, 0, -1, 0, 0],

0,0,-1,1, 0], [0,0,-1, 1, 1], [0, 0, 0, -1, -1], [0, 0, 0, -1, 0], [0, 0, 0, 0, -1],
0,0,0,0,1],[0,0,0,1,0], [0, 0,0, 1, 1], [0, 0, 1, -1, -1], [0, 0, 1, -1, 0],
0,0,1,0,0l][0,1,-1,0,0l][0,1,0,-1, -1, [0, 1, 0, -1, 0], [0, 1, 0, 0, 0],

1,0,0,0,-1], [1,0,0,0,0],[1,0,0,1,0],[1,0,1,-1,-1], [1, 0, 1, 0, -1],
1,0,1,0,0],[1,1,0,-1,-1], [1, 1,0,0,-1], [1, 1,0, 0, 0], [1, 1, 1, -1, -1]}.

[
[
[
[
[
[
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Przyporzadkowanie A — ga definiuje bijekcje

(1.4.5) Go : UBigr, — U(Z",Z).

Przy klasyfikacji spektralnej Coxetera dodatnich (odp.: P-krytycznych) bigraféw
i posetow, szczegdlng role odgrywaja diagramy Dynkina (odp. grafy Euklidesa) przedstawione
w tabeli 1.4.8 (odp.: w tabeli 1.4.9).

Dowody nastepujacych dwéch twierdzen mozna znalezé w pracach [58, Proposition 2.4]
oraz [52].

Twierdzenie 1.4.6. Niech A = (A, A1) bedzie spdjnym grafem bez petli
o |Ag| =n > 1 wierzcholkach. Nastepujace warunki sqg réwnowazne.
(a) Graf A jest dodatni.
(b) Dla dowolnego wektora 0 # v € N" ga(v) > 0.
(¢) Dla dowolnego wektora 0 # v € R™ ga(v) > 0.
(d) Graf A jest jednym z diagraméw Dynkina przedstawionych w tabeli 1.4.8.
(e) Graf A nie zawiera podgrafu izomorficznego z jednym z rozszerzonych diagraméw Dyn-
a (diagraméw Dynkina) przedstawionych w tabeli 1.4.9.

Twierdzenie 1.4.7. Niech A = (A, A1) bedzie spdjnym grafem bez petli
o |Ao| =n > 1 wierzcholkach. Nastepujgce warunki sq réwnowazne.

(a) Graf A jest nieujemny.

(b) Dla dowlnego wektora 0 # v € N" funkcjonal ga(v) > 0.

(¢c) Graf A jest jednym z diagraméw Dynkina oraz FEuklidesa przedstawionych

w tabelach 1.4.8 oraz 1.4.9.

TABELA 1.4.8. DIAGRAMY DYNKINA

. ° . — . (n >1);
n 1 2 3 n
2
I
n
o o
1 3 4.1 n:2 n:1 T: (n 2 4)7
Eﬁ : .‘4
o—e oo
o
E7 : |
oo}
&
Eg : ‘

o066 ——¢ o ¢

22



TABELA 1.4.9. ROZSZERZONE DIAGRAMY DYNKINA (GRAFY EUKLIDESA)

n41
I&n . . . * . e ° (n>1);
M n
— 2 n+1
. [
D, : | |
——9¢— ° ° o (n>4);
1 3 n—2 n—1
~ .
EG . .‘4
o ——e—e——e
™ ]
E7 : |
o ————6———o——og
~ o
Eg .

o

Lemat 1.4.10. (a) Jesli A jest diagramem Dynkina lub diagramem Euklidesa

Ae {]ﬁ)n,n > 4, Eq,E7,Eg}, to coxa(t) = Fa(t), gdzie

et 24t +1, ca=n+1, dlaA=A,, n>1,

et et 41, ca=2(n-1), dla A=D,, n>4,
FA() =6 445 — 43 1441, ca = 12, dla A = Eg,

T+t — 3t 41, ca = 18, dla A =E,

Bttt -t —t34t+1, ca =30, dla A = Eg.

Al g gn=l =2 3 2 1 dla A =D, n > 4,

Fa(t):= 4t Tt —2t1 =263+t 41, dla A = Eg,
B tT -2t — 3t 41, dla A =E;,
4t 6 — Pt 3 41, dla A = Eg.

W przypadku A € {A,,, D, Eq,E7, Eg} podajemy réwniez liczbe Coxetera ca.
(b) Jeslin >11i A = A,, to wielomian Cozetera coxa(t) bigrafu A zalezy od numeracji

wierzcholkéw oraz jest jednym z wielomiandow Fél)(t), FE) (t),..., ém" (t), gdzie
5 jesli n jest parzysta,
S =S S 1j
5, Jeslin+1 jest parzysta,

Fg)(t) —ntl =g+l i 4 , dlaj=1,...,my,.

Dowéd. Patrz [58, Proposition 2.3|, [33] oraz [58, Twierdzenie 1.9.23]. O

1.5. Orbity Coxetera, oczka oraz kolczany oczkowe dla bigra-
fow

Celem tego rozdziatu jest przedstawienie kilku podstawowych informacji dotyczacych kot-

czanéw (digraféw) oczkowych. Przypominamy definicje ®a-orbity, ®a-oczka oraz kolczanu
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® A-oczkowego bigrafu A (zobacz [56, 57, 55, 2]). Ponadto przytaczamy fakt (lemat 1.5.2), ze
transformacja Coxetera ®p : Z" — Z" zdefiniowana wzorem ®a (z) = z - Coxa przeprowadza
pierwiastki w pierwiastki [55, 52].

Definicja 1.5.1. Niech A € UBigr, bedzie spéjnym bigrafem o |Ag| = n, za$ P : Z" — Z"
transformacja Coxetera bigrafu A.

(a) ®a(v)-orbitg wektora v € Z" nazywamy zbiér O-®a(v) = {PR(v)}mez C Z"
i przedstawiamy go w nastepujacy sposob:

o =R ) -~~~ aW) -~ — = —v - = =~ @3 () - -~ —@R2() - o

(b) ®a- oczkiem w Z" nazywamy zbiér wektoréw v, ®1'(v),0oM) 0@ o) € 7"
spelniajacych nastepujace dwa warunki:
(b1) v+ @El(v) =0 4@ 4.4 pl)
(b2) Wektory v, oM, ... () nalezg do réznych ®a-orbit.
Zbiér wektoréw spetniajacych warunki (bl) i (b2) przedstawiamy w postaci kotczanu (digrafu)
na plaszczyznie Euklidesa R

(c) ®a- oczkiem szerokoéci jeden nazywamy zbiér wektoréw v, @' (v),v(!) € Z" spel-
niajacych warunki (b1) i (b2), gdzie v(!) # 0. ®a- oczko szerokosci jeden przedstawiamy
w nastepujacy sposob:

v— — — =3 (v)
N
ey
(d) ®a- oczkiem szerokoéci dwa nazywamy zbiér wektoréw v, ®1'(v),o) v € Z"
speliajacych (bl) i (b2), gdzie v # 0,v() # 0,03 # 0. ®a- oczko szerokosci dwa przedsta-
wiamy w nastepujacy sposéb:
(d1) w przypadku, gdy v()) # v(2):



(d2) za$ w przypadku, gdy v(}) = (2 £ 0:

e

(e) ®da-oczkiem szerokodci trzy nazywamy zbiér wektoréw v, @Zl(v),v(l),v@),
v®) € Z" spelniajacych (bl) i (b2), gdzie v # 0,0() # 0,02 £ 0, v3) £ 0. ®p-oczko sze-
rokosci trzy przedstawiamy w nastepujacy sposob:

(el) w przypadku, gdy v(}) # (2 =£ (3):

(e2) w przypadku, gdy v = v(3):

/\

u----@

Lemat 1.5.2. Niech A = (Ao, A1) bedzie spojnym bigrafem, gdzie |Ao| = n > 2, za$
Ryn = {v € Z"; qa(v) = 1} zbiorem pierwiastkéw bigrafu A. Ponadto niech ®a : Z" — Z"
bedzie transformacjg Coxetera bigrafu A.

(a) Jeslive Ry, to P(v) € Ry, .

(a) Jesli A jest dodatni, to liczba Coxetera ca bigrafu A jest skoriczona oraz ca > 2.

Dowdd. Dowdd mozna znalezé w pracy [55, Proposition 4.3]. O
Definicja 1.5.3. Niech A = (Ap, A1) bedzie spéjnym bigrafem, gdzie |Ag| = n, zas

Rgn = {v € Z"; qa(v) = 1} zbiorem pierwiastkéw bigrafu A. Ponadto niech ®a : Z" — Z"
bedzie transformacja Coxetera bigrafu A.
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(a) Mo6wimy, ze Ra ma strukture ®a-oczkowego systemu pierwiastkéw (lub ®a-
sieciowego systemu pierwiastkéw), jesli ®a-orbity zbioru pierwiastkéw Ra tworza Pa-
oczkowy kolczan (digraf) I'(Ra,®a) [55, 56, 57] skladajacy sie z ®a-oczek powstalych
z P a-orbit zbioru Ra.

(b) Méwimy, ze Ra indukuje ®Pa-oczkowa geometrie pierwiastkéw I‘(ﬁA, D)
w Z", jesli istnieje minimalny ®a-niezmienniczy podzbiér Ra C Z" zawierajacy Ra taki,
ze

(b1) zbiér ®a-orbit w Ra ma strukture ®4-oczkowego kolczanu I'(Ra, ®a) zawiera-
jacego ®a-oczka szerokosci co najwyzej trzy oraz

(b2) podkotczan kolczanu I‘(ﬁA, ® ) zawierajacy wszystkie ®a-orbity ze zbioru Ra
jest spdjny.

Algorytmy konstruujace kolczany ®a-oczkowe I'(Ra, ) dla prawie T'P-krytycznych po-
setéw jednopikowych zostaly opisane w pracach [55, Proposition 4.5], [56, Lemma 4.6] oraz
w [57, Algorithm 4.8.2], patrz rozdzial 4.2.
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2. Klasyfikacja spektralna Coxetera P-krytycznych
bigraféow

Celem tego rozdzialu jest klasyfikacja bigraféw z pewnymi warunkami nieujemnosci (P-
krytycznych bigraféw) w terminach spektrum Coxetera. Definiujemy prawe dzialanie
x @ Bigr, x O(n,Z) — Bigr, grupy ortogonalnej O(n,Z) na bigrafach A € Bigr,
o n > 1 wierzchotkach oraz podajemy klasyfikacje P-krytycznych bigraféw z dokladnoscia
do tego dziatania. Przedstawiamy charakteryzacje P-krytycznych bigraféw, m.in. pokazu-
jemy, ze dla bigraféw A = (Ag,A1) o |Ag| = n > 3 wierzchotkach bez petli nastepu-
jace warunki sa réwnowazne: (a) bigraf A jest P-krytyczny, (b) bigraf A jest nieujemny
iKerga = {ve€Z";ga(v) =v-Ga-0v" =0} =Z-h, gdzie h = (hy,...,hy,) € Z" jest wier-
nym wektorem, tj. hy #0,..., h, # 0. Dowodzimy réwniez, ze zbiér pierwiastkéw (z jedynki)
dla P-krytycznych bigraféw A, tzn. Ra = {v € Z";qa(v) = 1}, jest nieskoficzony. Pokazuje-
my, ze spdjny bigraf bez petli jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér jego pierwiastkéw
Rgya jest skonczony.

Przedstawiamy zwiazek P-krytycznych bigraféw ze spéjnymi dodatnimi bigrafami i ich
wiernymi pierwiastkami, czyli wektorami v takimi, ze v = (v1,...,v,) € Ra oraz
vy # 0,...,v, # 0. W rozdziale tym podajemy réwniez algorytm konstruujacy P-krytyczne
bigrafy o n+1 wierzchotkach z dodatnich bigraféw o n wierzchotkach i ich wiernych pierwiast-
kéw. Dla P-krytycznych bigraféw A o n < 10 wierzchotkach przedstawiamy rowniez peina
liste wielomianéw Coxetera wraz z dodatkowymi parametrami.

2.1. Charakteryzacja P-krytycznych bigraféw

Bigraf A = (Ap, A1), 0 |Ap| = n > 2, nazywamy krytycznym jesli nie jest stabo dodatni,
za$ pelne podbigrafy (whasciwe) AM, ... A bigrafu A sa stabo dodatnie. Bigrafy (funk-
cjonaly) krytyczne zostaly scharakteryzowane przez Ovsienke w [38], zobacz takze [59, Section
XIV.1] oraz [49, str. 3]. Pokazano tam m.in., ze jedli bigraf A
0 |Ag| > 3 jest krytyczny, to A jest nieujemny oraz Kerga = Z - h, gdzie h = (hy,..., hy,)
jest wiernym i dodatnim wektorem. Ponadto w oparciu o wyniki von Hoéhne [26], wspélrzedne
wektora h sa ograniczone w nastepujacy sposob: dla dowolnego ¢ < n, 1 < h; < 6 oraz istnieje
1 < s < n takie, ze hs € {—1,+1}.

W pracy [8] V. M. Bondarenko i A.M. Polishchuck rozwazaja posety krytyczne ze wzgledu
na  dodatnio$¢  (zobacz  takze  [10]).  P-krytyczme oraz  krytyczne  bigrafy
i posety maja szereg zastosowan w teorii reprezentacji grup, algebr i posetéw, zobacz [51,
7,18, 37, 53, 2, 59, 54, 3, 4, 33, 40].

P-krytyczne bigrafy stanowig szerszg klase niz krytyczne bigrafy. Jesli bigraf jest krytycz-
ny, to jest P-krytyczny. Odwrotna implikacja zwykle nie jest prawdziwa (zobacz przyklad
2.1.0).

W [35] podaliémy charakteryzacje P-krytycznych (jednolitych) funkcjonaléw kwadrato-
wych oraz algorytm konstruujacy P-krytyczne funkcjonaty kwadratowe
q : Z""' = 7 7 dodatnich (jednolitych) funkcjonaléw kwadratowych p : Z" — 7 oraz
ich wiernych pierwiastkéw.

Celem tego rozdzialu jest charakteryzacja P-krytycznych bigraféw. Dowodzimy, ze dla
sp6jnych bigraféw A = (Ag, A1) o |Ag|] = n > 3 wierzchotkach nastepujace warunki sa
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rownowazne.

(a) Bigraf A jest P-krytyczny.

(b) Bigraf A jest nieujemny oraz Ker gn = Z - h, gdzie h = (hy, ..., h,) jest wiernym
wektorem (tj. b1 # 0, ..., hy # 0) takim, ze 6 > h; > —6 dla dowolnego j € {1,...,n} oraz
istnieje s € {1,...,n} takie, ze hs € {—1,1}.

(c) Zbiér pierwiastkéw

Ra={veZ"qa(v)=1}

bigrafu A jest nieskonczony, za$ zbiory pierwiastkéw Raq), ..., Ram) pelnych podbigrafow
AL A™ bigrafu A sa skoficzone. L
(d) Istnieje graf Euklidesa A € {A,,,D,,,Eq¢,E7,Eg} oraz izomorfizm grup
T : 7" — 7" taki, ze ga o T jest funkcjonalem Grama gx : Z" — 7 grafu Euklidesa A
on = ]£0| wierzchotkach. Ponadto T przeprowadza wierny wektor h' € Kergx w wierny
wektor h € Ker qA.-
Przedstawiamy teraz przyklad P-krytycznego bigrafu, ktory nie jest krytyczny.

Przyktad 2.1.0. Niech A bedzie nastepujacym bigrafem:

/N
i N
| N
I/\
L7 1---6
AN /1
AN
N /1
\ N I
A 4 2—+—3
N /
AN
N
N
15
1 0 0 0 0 1 O
01 1 1 1 1 1
. 0 01 0 0 1 1 =N
e GAo=1|0 0 0 1 1 1 of,gdziel=—1;
0O 0 0 0o 1 1 O
00 0 0 0 1 1
0O 0 0 0o 0 0 1

e Stosujac algorytmy opisane w rozdziale 4 sprawdzamy, ze A jest P-krytyczny oraz
Kergan = 7Z - h, gdzie h = (1,1,1,1,1, -2, —1).

o ga(x) = EZ:l ZL‘? + 1T — T2X3 — ToT4 — T2X5 — Lo + To2X7 + L3Lg — T3T7 + T4y +
_ - 1,322 _ 3,1 3, )21 5 3. 1,32
T426 + 1526 — TeT7 = (T1+ 526)° + 5 - (T2 — Jw3 — 326 + JT7)° + g - (w3 + 26 — z27)° +
(—%:L’z + x4 + %ZE5 + %1'6)2 + % . (—%1’2 + x5 + %l’6)2 + % (zg — 2:E7)2.
e 7 postaci ga wynika, ze A jest stabo dodatni, tzn. dla dowolnego 0 # v € N ga (v) > 0.
Zatem A nie jest krytyczny, ale jest P-krytyczny.

Lemat 2.1.1. Niech A = (Ao, A1) € UBigrp, n = |Ag| > 3, zas qa : Z" — 7 bedzie
funkcjonatem Grama bigrafu A. Ponadto niech h = (hy,...,hy) € Z" bedzie niezerowym
wektorem takim, Ze ga(h) < 0 oraz norma ||h|| := |h1| + - - + |hy| jest minimalna.
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(a) Jesli ga jest P-krytyczny (tj. A jest P-krytycznym bigrafem) lub jest krytyczny (tzn.
A jest krytycznym bigrafem) i h jest dodatni, to qa jest nieujemny (tj. A jest nieujemnym
bigrafem), Ker g = Z-h oraz h jest wiernym wektorem. Jesli qa jest krytyczny, to wektor h
jest dodatni (tzn. h; > 0 dla dowolnego 1 < i <n).
(b) Jesli ga jest P-krytyczny, to nastepujgce trzy warunki sq réwnowazne:
(bl) gqa jest stabo dodatni,
(b2) wierne wektory h i -h nie sq dodatnie,
(b3) qa nie jest krytyczny.

Dowdd. Idea dowodu lematu 2.1.1 oraz twierdzenia 2.1 jest analogiczna do dowodu twier-
dzenia Ovsienki [38] podanego w [59, Theorem 1.3] (zobacz takze [49, str. 30]).

Niech v = (vi,...,v,) € Z" bedzie calkowitym wektorem. Dla dowolnego
je{l,...,n} przez vU) oznaczamy wektor
o) = (vy,. .. Vi1, Vjgly -, Up) € /e

Niech bg, bedzie Z-dwuliniowa polaryzacja funkcjonatu Grama ga bigrafu A.

(a) Zalézmy, ze n > 3, za$ ga jest funkcjonalem Grama bigrafu A bez petli. Niech
h = (hy,...,hy,) € Z" bedzie niezerowym wektorem takim, ze ga(h) < 0 oraz norma
||h|| jest minimalna. Ponadto ga(h) = ga(—h). Dla uproszczenia zapisu zalézmy, ze istnieje
se{l,...,n} takie, ze hy > 0,...,hs >0, hep1 <O0,...,hp, <0ih#0.

1° Pokazemy najpierw, ze h jest wiernym wektorem, tzn. hy # 0,...,h, # 0. Zalézmy
przez sprzecznosc, ze h; = 0 dla pewnego j < n. Jesli ga jest P-krytyczny, to q(Al), e ,qgn) sa
dodatnie, n > 3, h # 0 oraz 0 < qg)(h(j)) = ga(h) < 0. Dostajemy wiec sprzeczno$é. Jesli ga
jest krytyczny i h jest dodatni, to q(Al), e 7qu) sa stabo dodatnie, s = n oraz 0 < qx)(h(j)) =
qa(h) <0.

Zatem h jest wiernym wektorem oraz hy > 1,...,hs > 1 hey; < —1,...,hy, < —1,
l|h|| =h1+ -+ hs — (hsy1 + - -+ + hyp). Jesli wektor h jest dodatni, to s = n.

2° Udowodnimy teraz, ze ga(h —e;) > 11 ga(h+¢€;) > 1 dla dowolnego i € {1,...,s},
je{s+1,...,n}

Zalézmy, ze ga jest P-krytyczny. Jedli h; = 1 lub h; = —1, to h —¢; # 0,h +¢; # 0,
ga(h —¢;) = qg)(h(i)) > 0 oraz qa(h + ¢;) = ¢V (h0)) > 0, gdyz q(Al)7 . ,le) sa dodatnie.
Jesli h; > 11ub hj < —1, to ||h—e;|| < ||h||,|/h+e;|| <|/h]|iga(h—e;) >0, ga(h+e;) > 0.
W przeciwnym razie mielibySmy sprzeczno$¢ z minimalnoscia normy ||h||.

Zalézmy, ze ga jest krytyczny oraz h jest dodatni. Wtedy s = n i jeSli h; = 1, to
gath — ¢;) = qx)(h(i)) > 0, gdyz h jest dodatni. Ponadto qg) jest stabo dodatni. Jesli
hi > 1, to ||h—e;|| < ||h|| i ga(h—e;) > 0. W przeciwnym wypadku mieliby$my sprzecznosé
z minimalnoscia normy ||h|.

3° Korzystajac z punktu 2° pokazemy, ze h € Ker ga. Na podstawie punktu 2° prawdziwe
sg nastepujace nieréwnosci:

1 < ga(h—e¢) =qga(h)+ga(ei) —2by, (h,e;) dla dowolnego j € {1,...,s},
1 < ga(h+ej) =ga(h)+galej) + 2bg, (h,e;) dla dowolnego j € {s+1,...,n}.
Poniewaz e; jest A-pierwiastkiem bigrafu bez petli, tzn. ga(e;) = 1 oraz

204, (h,e1),...,2b4, (h,ep),ga(h) sa liczbami catkowitymi, wiec prawdziwe sa nastepujace
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nieréwnosci: 2bg, (h,e;) < ga(h) + 1 dla i < s oraz —2bg, (h,e;) < ga(h) + 1 dla j > s+ 1.
Zatem

(¥)  2bg,(h,e;) < ga(h) <0, jesli hy > 1 oraz — 2qu(h, ej) < ga(h) <0 jesli by > 1.
Na podstawie nieréwnosci hy > 1,...,hs > 1, hgy1 < — ,hn < —1 oraz () otrzymujemy
(x%) 2hj-bg,(h,ej) < hj-ga(h), jedli h; > 0 oraz th-qu(h7 ej) < —hj-qa(h), jesli h; <O0.

Z (**) wynikaja nastepujace nieréwnosci:

2qa(h) = 2b,, (h,h) = 2b,, Zhj ej) =Y 2h;-bgy (h,e;) <

j=1
< hi-ga(h)+ "‘+hs‘ a(h) —her1-gath) —---—hy -qa(h) =
= (hl + -+ hs — hsta _---_hn)'QA(h) = HhH 'QA(h)-

W rezultacie otrzymujemy 2ga(h) < |[|h|| - ga(h). Wiemy, ze prawdziwa jest nieréwnosé
ga(h) < 0. Pokazemy, ze ga(h) = 0. Zalézmy przez sprzecznosé, ze ga(h) < 0. Dzielac obie
strony nieréwnosci 2ga(h) < ||h]| - ga(h) przez ga(h) < 0 otrzymujemy 2 > ||h|| > n > 3.
Zatem wektor h nalezy do jadra Ker ga, tzn. ga(h) = 0.

4° Pokazemy teraz, ze by, (h, —) = 0. Na podstawie punktu 3° ga(h) = 0 oraz prawdziwa
jest nastepujaca nieréwnosé:

0=ga(h) =bg(h,h) =hy - by (h,er) + -+ hy - by (h,e,) <O0.
Z nieréwnosci przedstawionych w (xx) oraz ga(h) = 0 wynikaja nastepujace nieréwnosci:
hy - bgs(h,e,) <0, dla dowolnego r € {1,...,n}.

Poniewaz h; # 0,...,h, # 0, wiec by, (h,e1) =0,...,b4,(h,e,) =0 i w konsekwencji
bQA (h> _) = 0.

5° Udowodnimy teraz, ze ga jest nieujemny oraz Kerga = Z - h, gdzie h jest wiernym
wektorem.

Niech w = (w1, ..., w,) € Z" bedzie dowolnym wektorem takim, ze ga (w) < 0. Pokazemy,
ze wektor w nalezy do jadra Kerga, tzn. w € Kerga.

(1)

Zal6zmy, ze g jest P-krytyczny, wtedy ¢, jest dodatni. Niech v := hjw — wih. Wéwczas

(1)

pierwsza wspolrzedna wektora v jest zerowa, tj. v1 = 0. Z dodatniosci funkcjonatu g,’ oraz
wyboru wektora w wynikaja nastepujace nieréwnosci:

0 < qg)(v(”) =qa(v) =qa(h1-w —w;-h) =
= qA(hl'w)—l-QA(wl h)—2-h1-w1-qu(w,h):
= h1 (w)—i—wl A(h) —2-hy - wy - by, (w, h)
= hi-qa(w) <
(v

Zatem g jest nieujemny oraz q(A) v ) = 0. Z faktu, ze q( ) jest dodatni oraz z wynikajacej
z punktu 4° réwnosci by, (h, —) = 0 otrzymujemy v(l) = 0, v = 0. Poniewaz wektor v jest
zerowy, wiec wektor w ma nastepujaca postaé:

(s % %) w=—-h.



Pozostaje pokazad, ze %L € Z . W tym celu przedstawiamy ulamek ¥ T nieskracalnej po-
staci, tzn. ”;‘;1 = %, gdzie p,m € Z sa wzglednie pierwsze i m > 1.
Z réwnosei (x * *) wynika réwnos$é w - m = p - h. Poniewaz p i m sa wzglednie pierwsze, wiec
wszystkie wspolrzedne wektora h € Z" sg podzielne przez m. Zatem istnieje wektor A’ € Z" ta-
ki, ze h = m-h’. Wéwczas zachodza nastepujace réownosci: 0 = ga (h) = ga(m-h') = m?-qa(h')
oraz ||h|| = m - ||}/||. Stad wynika, ze m = 1, gdyz w przeciwnym wypadku ||h|| > [|I/||, co
przeczy minimalnosci wyboru wektora h € Kerga. W przypadku, gdy ga jest krytyczny oraz
h jest dodatni, dowdd punktu 5° jest analogiczny.

(b) Na podstawie punktu (a), ga jest nieujemny oraz Ker gn = Z-h, gdzie h jest wiernym
wektorem. Jesli ga jest P-krytyczny i nie jest krytyczny, to wektory h, —h sa wierne, ale nie
sa dodatnie. Wynika to z twierdzenia Ovsienki dla krytycznych bigraféw [38] i koniczy dowdd
implikacji (b3)=(b2).

(b2)=-(b1) Poniewaz ga jest P-krytyczny, wiec na podstawie punktu (a) ga jest nieujemny
oraz Kerqa = 7Z - h, gdzie h jest wiernym wektorem. Jesli ponadto wektory h, —h nie sa
dodatnie, to ga nie jest krytyczny na podstawie [38] oraz punktu (a).

Implikacja (b1)=-(b3) jest oczywista i wynika z definicji krytycznosci ga. O

Niech ¢ = (e1,...,ep), gdzie €1,...,e, € {—1,1} oraz A = (Ag, A1) € UBigr, bedzie
bigrafem o |Ag| = n wierzchotkach. Definiujemy ga * € : Z" — 7Z w nastepujacy sposob:
(ga*e)(x1,...,xn) = qa(e11, . . ., EnTy). Operacja ta na bigrafie zostanie opisana w rozdziale
2.2.

Twierdzenie 2.1.2. Niech A = (Ao, A1) € UBigry, |Aol =n > 2 iga : Z" — Z bedzie
funkcjonatem Grama bigrafu A.
1° Nastepujgce warunki sqg rownowazne.
(a) Bigraf A jest P-krytyczny.
(b) Albo A jest krytyczny, albo jest P-krytyczny i stabo dodatni.
(c) Istnieje e = (e1,...,&p), gdzie €1,...,6, € {—1,1} taki, Ze ga * € jest krytyczny.
(d) Prawdziwy jest jeden z nastepujgcych dwdch warunkdw:
(d1) A nie jest stabo dodatni, zbior R;rA jest mnieskonczony, zas zbiory
72‘*'(1), .., RT, o sq skonczone.

(d2) A jest stabo dodatni, =z2bior R, jest nieskoriczony, za$ zbiory
R ),y R ) sq skoriczone.
N N
2° Jedli n = 2, to kazdy z warunkow (a)-(d) jest réwnowazny z nastepujgcym warunkiem:
(al) Albo A nie jest stabo dodatni i dlAQ < =2, albo A jest stabo dodatni i dlAQ > 2.
3° Jesli n > 3, to kazdy z warunkéw (a)-(d) jest rownowazny z kazdym z nastepujacych
warunkow:
(e) Bigraf A jest niewjemny oraz Ker gn = Z - h, gdzie h jest wiernym wektorem.
(el) Bigraf A jest gléwny oraz istnieje wierny wektor h = (hy,...,hy) € Z" oraz
s € {1,...,n} takie, ze Kergn = Z -h, hy € {—1,1} oraz —6 < h; < 6, dla dowolnego
jedl,...,n}.
(e2) Bigraf A jest nieujemny, istnieje wierny wektor h taki, ze Kergan = Z - h oraz
hi1 > 1. Ponadto
e bigraf A nie jest stabo dodatni (tzn. A jest krytyczny) wtedy i tylko wtedy, gdy
h jest dodatni
o bigraf A jest slabo dodatni (tzn. A nie jest krytyczny) wtedy i tylko wtedy, gdy
h nie jest dodatni.
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(f) Istnieje graf Euklidesa Ae {&n,ﬁ)n,ﬁg,ﬁl%ﬁlg} przedstawiony w tabeli 1.4.9 oraz
izomorfizm grup T : 2" — Z" taki, Ze qa o T' jest funkcjonalem Grama qx : Z" — Z grafu
Euklidesa A = (Ao, A1) o |Ag| = n wierzchotkach. Ponadto T przeprowadza wierny wektor
h' € Ker qx na wektor wierny.

Dowéd. Niech n = 2. Wtedy ga (21, z2) = 23+ 23 +d 2120, 728 q(Al)(xg) =22, q(j) (r1) =

22, Latwo widaé, ze zbiory pierwiastkéw dla q(Al), q(j) sg skonczone oraz ]Rq(l)\ = |7€q(2)\ =2
A A

i \R;r(l)| = |T\’,2'(2)| = 1. Poniewaz ga(v1,v2) = v} +v3 > 0, qga(v1,v2) = v + v3 + vivg =
A A

(v1 + %UQ)Q + %v% > 0, qa(v1,v2) = v2 +v3 —vivg = (v] — %02)2 + %v% > 0 dla dowolnego

0 # v € Z*, wiec funkcjonal qa(z1,m2) = 23 + 23 + dDyr129 jest Adoda‘cni dli dfy € {—1,0,1}.
Ponadto jesli |[d5y| > 2, to ga(w) nie jest dodatni, gdyz ga(—1, %) =1- diTZQ <0.

Stad tatwo wynika, ze

(i) qa jest P-krytyczny wtedy i tylko wtedy, gdy |d5y| > 2 oraz

(j) qa jest krytyczny wtedy i tylko wtedy, gdy doy < —2.
Zatem prawdziwe sa nastepujace réwnowaznosci: (a)<=(b)<=(al)<=(c).

Udowodnimy teraz implikacj¢ (b)=(d) dla n = 2.

Zal6zmy najpierw, ze ga jest P-krytyczny i slabo dodatni. Na podstawie punktu (i)
|d%y| > 2. Rozwazmy nieskoniczony ciag w(®, ... ,w™ .. zdefiniowany za pomoca nastepu-
jacego wzoru rekurencyjnego:

(1,0) dlam=0
w™ = (db, -1) dla m = 1.

dw(m=1 — qy(m=2) dla m > 2

Latwo widaé, ze qa(w®) = qa(1,0) = 1, ga(w®) = qa(dsy, —1) = 1 oraz
aa(w®) =1, bo w?® = ((d%)? — 1,—dp). Korzystajac z zasady indukcji matematycznej
wzgledem m > 3 mozna pokazac, ze qA(w(m)) = 1 dla dowolnego m > 3. Poniewaz wektory
w®, w® W@ ™ sa parami rézne oraz naleza do zbioru R, , wiec zbior pierwiast-
kow Rg, jest nieskonczony, co konczy dowdd (d2).

Zalézmy teraz, ze ga jest krytyczny, nie jest wiec stabo dodatni. Na podstawie punk-
tu (j) dlAZ < —2. Wéwcezas zbior dodatnich A-pierwiastkow R;’A zawiera nieskonczony ciag
O W @M zdefiniowany w nastepujacy sposéb: u(™ = @M dla dowolnego
m > 0. Wtedy wektory u(® = (1,0), u) = w® = ((d)? — 1,—d$)) sa dodatnie, gdyz
dlAg < —2. Stosujac zasade indukeji matematycznej dla m > 2 mozna pokazaé, ze u(™ jest
dodatni dla dowolnego m > 2. Stad wynika, ze R(‘IZ jest nieskonczony i zachodzi (d1).

Aby udowodni¢ implikacje¢ (d)==-(b) zalézmy, ze zachodzi (d2), tzn. R, jest nieskon-
czony, zas zbiory Rq(Al)’ . ,qug sg skonczone. Poniewaz zbiér R,, jest nieskonczony, wigc

|d%y| > 2. Zatem na podstawie (i) punkt (b) jest prawdziwy, gdyz dla d%, € {—1,0,1} zbiory
Rya sa skoficzone. Jedli dfy = 0, to |Ry, | = 4. Jedli |[d5| = 1, to |R,, | = 6. Dowdd implikacji
(d1)==-(b) jest analogiczny, co konczy dowdd (d)==(b) dla n = 2.

Zalézmy, ze n > 3. Aby udowodnié¢ implikacje (a)==-(e) zal6ézmy, ze ga jest P-krytyczny.
Wtedy ga nie jest dodatni, wiec istnieje niezerowy wektor h taki, ze ga(h) < 0. Zatem dow6d
punktu (e) wynika z lematu 2.1.1.

(e)=(a) Zalézmy, ze ga jest nieujemny oraz Kergan = Z - h, gdzie h jest wiernym

(1) (n)

wektorem. Poniewaz ga jest nieujemny, wiec gn’,...,q,  sa nieujemne. Ponadto wiemy, ze
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ga nie jest dodatni, gdyz ga(h) = 0, gdzie h # 0. Aby pokazaé, ze q(Al), cee qgl) sg dodatnie
pokazemy, ze Ker qg) = 0 dla dowolnego j € {1,...,n}.

Zalézmy, ze (vi,...,0j-1,Uj41,...,Un) € Z"' jest wektorem takim, ze
qg)(vl, V=1, Vjp1, -5 Up) = 0. Wtedy 0 = qg)(vl, Vi1, Vi1, -5 Un) = gA(D), gdzie

v=(v1,...,0j-1,0,0j41,...,0n). Woéwczas v € Kerga = Z - h. Stad wynika, ze v = A - h dla
pewnego A € Z. Zatem prawdziwa jest nastepujaca réwnosé: 0 = X-h;. Poniewaz h; # 0, wiec
A = 0. W rezultacie nastepujace wektory sa zerowe: v = 01 (vq, ... JVj—1, Vjg1s - - ,up) =0 .
Zatem q(Al), e 7qu) sa dodatnie oraz ga jest P-krytyczny.

(e)=(b) Zalézmy, ze ga jest nieujemny oraz Kerga = Z - h, gdzie h jest wiernym
wektorem. Ponadto niech h; > 0. Jesli h jest dodatni, to ga nie jest stabo dodatni, bo
ga(h) = 0. Uzywajac tych samych argumentéw co w dowodzie implikacji (e)=-(a) mozna
pokazac, ze q(Al), ey q(An) sg stabo dodatnie. Zatem ga jest krytyczny.

Jedli wektor h nie jest dodatni, to istnieje s > 2 taka, ze hy < 0. Aby pokazaé, ze ga
jest stabo dodatni zal6zmy, ze istnieje niezerowy wektor v € N" taki, ze ga(v) = 0. Wtedy
v € Kerga = Z - h i otrzymujemy sprzecznosé, gdyz hy > 01 hy < 0. Z implikacji (e)=>(a)
wynika, ze ga jest P-krytyczny, co konczy dowdd (e)==(b).

(b)=(e) Zal6zmy, ze qa jest krytyczny. Wtedy ga nie jest stabo dodatni oraz istnieje
dodatni wektor h taki, ze ga(h) < 0. Wéwczas (e) wynika z lematu 2.1.1. Jesli ga jest P-
krytyczny, to z udowodnionej wezesniej implikacji (a)==-(e) wynika (b)=-(e).

(¢c)=(e) Poniewaz ga * € jest krytyczny, wiec ga jest P-krytyczny. Ponadto z udowod-
nionej wczesniej implikacji (a)==(e) wynika (e). Udowodnimy teraz (e)==(c). W tym celu
zalézmy, ze qa jest nieujemny oraz Ker gan = Z-h, gdzie h # 0 jest wiernym wektorem. Niech
e = (€1,...,en) bedzie wektorem takim, ze €; = 1, jesli h; > 0 oraz ¢; = —1, jedli h; < 0.
Wtedy ga * € jest nieujemny oraz Ker (ga *€) jest generowane przez wierny i zarazem dodatni
wektor hxe = (e1h1,...,ephy) Stad wynika, w analogiczny sposéb jak w dowodzie implikacji
(e)=(b), ze ga * € jest krytyczny.

(e)=(el) Na podstawie punktu (e) ga jest gléwny oraz istnieje wierny wektor
h = (hy,...,h,) € Z" taki, ze Kergan = Z - h. Z dowodu implikacji (e)=>(c) wynika, ze

istnieje wektor € = (e1,...,&n), €1,...,6n € {—1,1} taki, Ze ga * € jest krytyczny oraz jadro
Ker(gan #* €) jest generowane przez wierny 1 zarazem dodatni  wektor
hxe = (e1h1,...,enhy). Na podstawie [38, 26] wspolrzedne wektora h x € sa ograniczone

przez 6, tzn. 1 < ejh; <6,...,1 < e,h, < 6. Dodatkowo z [38, 26] (zobacz takze [56, Pro-
position 2.10]) wynika, ze istnieje s < n takie, ze eshs = 1. Zatem hg € {—1,1} dla pewnego
s <noraz —6 < hj <6 dla dowolnego j € {1,...,n}, co koficzy dowdd (el).

Implikacja (el)==(e) jest oczywista.

(el)=(e2) Wynika z dowodu réwnowaznosci (b)<=(e)<=-(el).

(e)<=(f) Zalézmy, ze ga jest nieujemny oraz Kerga = 7Z - h, gdzie h jest wiernym
wektorem. Z dowodu implikacji (e)==(c) wynika, ze istnieje ¢ = (e1,...,epn), €1,...,6n €
{—=1,1} taki, ze ga * ¢ jest krytyczny oraz Ker (ga *€) jest generowane przez wierny i dodatni
wektor hxe = (51h1, .-+, €nhy). Na podstawie [26, Theorem 1.2] oraz [38] istnieje rozszerzony
diagram Dynkina A e {An,Dn,Eﬁ,E7,E8} oraz izomorfizm grup T : Z" — Z" takie, ze
(ga*€)oT jest funkcjonalem Grama gx A . 7" — 7, n = |Ag| diagramu Euklidesa A. Poniewaz
Ker gx jest generowane przez dodatni i wierny wektor h’ oraz Ker (ga *€) = Z - (h*€), gdzie
h jest wiernym wektorem, wiec automorfizm T przeprowadza wierny wektor h’ na wierny
wektor z Ker (ga * €). Implikacja (f)=(e) wynika w podobny sposéb.
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Implikacja (e2)==(e) jest oczywista.

(a)==(d) Zalézmy, ze ga jest P-krytyczny. Z udowodnionej wczesniej implikacji (b)=(e)
wynika, ze ga jest nieujemny oraz Kerga = 7Z - h, gdzie h jest wiernym wektorem. Jesli
dodatkowo ga jest krytyczny, to h jest dodatni. Z [56, Proposition 2.8] wynika, ze jesli ga jest
nieujemny, to Ker ga = Ker Dq, gdzie

9q
83;1

Dq:7" — 7", v Dq(v) = ( (U),...,;i(v)).

9q(x)
T

Wowczas dla A € Z oraz s € {1,...,n} otrzymujemy

Poniewaz h € Ker ga oraz 2by, (x,€;) =

, dla dowolnego j = 1,...,n, wiec by, (h, —) = 0.

gales+A-h) = by (es+A-hes+A-h)=
= bga(es,€s) +2X b, (€5, h) + S bgs (h,h) =
b

qn (68368) = QA(SS) =1

Stad wynika, ze jesli ga jest P-krytyczny, to ma nieskonczenie wiele pierwiastkéw. Jesli ga
jest krytyczny, to wektor h jest dodatni oraz ga(e; + A -h) = 1 dla dowolnego A € N. Stad

wynika, ze ga ma nieskonczenie wiele dodatnich pierwiastkéw. Jesli qg) jest dodatni, to na
podstawie [55, Proposition 4.1] zbiér pierwiastkow Ry, jest skonczony. Jesli q(A]) jest stabo
dodatni, to z [55] wynika, ze zbiér dodatnich pierwiastkéw R;FA jest skonczony, co konczy
dowdéd implikacji (a)==(d).

(d)=(a) Zalézmy, ze |Ag| = n > 3, ga jest funkcjonatem Grama bigrafu A oraz zbiér
Rgya jest nieskonczony, zas zbiory Rq(Al), . ,Rq(An) sa skoniczone.

Udowodnimy najpierw, ze —1 < diAj < 1 dla dowolnego ¢ < j. Zalézmy przez sprzecz-
nosé , ze ]diAj > 2 dla pewnego i < j. Wtedy obcigcie gafij) : 7Z? — 7 funkcjonalu
Grama ga zdefiniowane przez qa[; jj(vi, 7j) = z? + a:JQ + diAjazia:j ma skonczenie wiele pier-
wiastkéw, gdyz n > 3 oraz dla dowolnego pierwiastka (u;,u;) funkcjonatu qa[i,) wektor
0,...,0,u4,0,...,0,u4,0,...,0) € /A nalezy  do  skonczonego  zbioru
Rq(Al) U-- -URq(An). Z drugiej strony z 2° wynika, ze ga[; ;) ma nieskonczenie wiele pierwiastkow,

jesli \diAj| > 2 . Otrzymujemy sprzecznosé. Jesli n = 3, to z wniosku 2.1.4 dla n = 2 wynika,

ze q(Al), q(j), qf) sg dodatnie. Poniewaz ga jest nieskonczony, wiec na podstawie wniosku 2.1.4

ga nie jest dodatni. Zatem ga jest P-krytyczny.

Zalézmy teraz, ze n > 4 oraz zbiér R, jest nieskonczony, zas zbiory ng), . ,Rq(An)
sa skonczone. Zalézmy, ze implikacja (d)=(b) jest udowodniona dla bigraféw A o n — 1
wierzcholkach. Zatem q(Al), e ,qXL) sa dodatnie. Poniewaz R,, jest nieskoinczony, wiec na
mocy wniosku 2.1.4 ga nie jest dodatni. Stad wynika, ze ga jest P-krytyczny, co konczy
dowdd. 0

W pracy wykorzystujemy nastepujacy lemat.

Lemat 2.1.3. Niech q : 7> - 7 bedzie funkcjonatem kwadratowym zdefiniowanym wzo-
rem q(x1,22) = 23 + 23 + d - 2122, gdzie d € Z. Nastepujgce warunki sg réuwnowazne.

(a) Funkcjonal q : Z? — 7 jest dodatni.

(b) [Ry| < oo .

() Jd| < 1.
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Dowéd. (a)=>(c) Poniewaz ga(vi,v2) = v +v3 > 0, ga(vi,v2) = v} + v3 + vivy =
(v1 + %v2)2 + %v% > 0, qa(v,v2) = v? +v3 — vivg = (v] — %02)2 + %v% > 0 dla dowolnego
0 # v € Z*, wiec funkcjonal qa(w1,79) = 2% + 22 + d - 172 jest dodatni dla d € {—1,0,1}.
Ponadto jesli |d| > 2, to ga(—1, %) = 1—%2 < 0. Funkcjonat ¢ nie jest wiec dodatni dla |d| > 2,
co koniczy dowdd implikacji (a)==(c). Latwo widaé, ze odwrotna implikacjia (c)=(a) jest
rowniez prawdziwa.

(¢)=(b) Niech |d| < 1 oraz d € Z. Wéwczas

R, ={[-1,-1],[1,1],[-1,0],[0,—1],[0,1],(1,0]} dla d = —1,

R, ={[-1,1],[1,-1],[-1,0],[0,—1],[0,1],[1,0]} dla d = 1,

R, ={[-1,0],]0,—-1],[0,1],[1,0]} dla d = 0, co koniczy dowéd implikacji (c)==(b).

(b)==(c) Zalézmy, ze |R,| < oo. Wéwczas |d| < 1, gdyz dla |d| > 2 mozna znalezé

nieskonczony cigg wM, ..., w(™) ... parami réznych wektoréw nalezacych do zbioru Ry zde-
finiowanych jak w dowodzie twierdzenia 2.1 dla n = 2. O
Whniosek 2.1.4. Niech A = (Ao, A1) € UDBigr, bedzie bigrafem bez petli

0 |Aol =n>2, 2a8 qa : Z" — 7 bedzie funkcjonatem Grama bigrafu A.

(a) Zbidr pierwiastkéw Ry, = {v € Z"; ga(v) = 1} jest skoticzony wtedy i tylko wtedy,
gdy A jest dodatni.

(b) Zbiér pierwiastkéw R}, = {v € N"; qa(v) = 1} jest skoticzony wtedy i tylko wtedy,
gdy A jest stabo dodatni.

Dowédd. (a) Jesli A jest dodatni, to na mocy [17], [55, Proposition 4.1] zbiér R, jest
skoficzony. Zalézmy wiec, ze Ry, jest skoficzony. Jesli n = 2, to d%, € {—1,0,1} gdyz
w przeciwnym wypadku na mocy (b)<=-(d) z twierdzenia 2.1 zbiér R,, jest nieskonczo-
ny. Z dowodu twierdzenia dla n = 2 wynika, ze ga(z1,z2) = x% + ﬂsg + d1A2:U1:E2 jest dodatni
dla dfy, € {-1,0,1}.

Zalézmy, ze n > 3oraz ga : Z" — Z jest funkcjonalem Grama bigrafu A takim, ze R, jest
skonczony. Ponadto zalézmy, ze wniosek 2.1.4 jest prawdziwy dla bigraféw

o n — 1 wierzchotkach. Jesli (uq,...,up—1) € Rq(j), to (w1, .., uj—1,0,Uj41, ..., Up—1) € Rya-
A
Poniewaz R,, jest skofczony, wiec réwniez zbiory Rq(l), . 7Rq("> sg skonczone. Zatem na
A A
mocy zalozenia indukcyjnego funkcjonaty q(Al), o ,qgl) sa dodatnie. Ponadto ga jest dodatni,

gdyz w przeciwnym wypadku ga jest P-krytyczny oraz na mocy (a)=(d)
z twierdzenia 2.1 zbiér R,, jest nieskonczony. Otrzymujemy wiec sprzeczno$é. Dowéd (b)
jest analogiczny do dowodu (a). O

Whniosek 2.1.5. Niech A = (Ao, A1) € UBigr, bedzie bigrafem o n = |Ag| > 2 wierz-
chotkach, zas qa funkcjonatem Grama bigrafu A.

(a) Jesli A jest dodatni, to |A1(i,7)| < 1 dla dowolnego i < j oraz pelne podbigrafy
AL A bigrafu A sq dodatnie.

(b) Zbior R jest skoriczony wtedy i tylko wtedy, gdy A jest dodatni.

(c) Zbior Rz jest skonczony wtedy i tylko wtedy, gdy A jest stabo dodatni, tzn. gdy
qna : 7" — 7 jest stabo dodatni.

Dowéd. Dowéd wynika z wniosku 2.1.4 oraz [17] i [55, Proposition 4.1]. O

Whiosek 2.1.6. (a) Bigraf A = (Ao, A1) € UBigr, o |Ao| = n > 3 wierzchotkach jest
P-krytyczny wtedy i tylko wtedy, gdy A jest nieujemny oraz Kerqa = 7Z - h, gdzie h jest
wiernym wektorem.
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(b) Klasyfikacja P-krytycznych bigrafow A redukugje sie do klasyfikacji krytycznych bigra-
fow.

Dowéd. (a) Wynika z twierdzenia 2.1 z réwnowaznosci (a) <= (e).

(b) Poniewaz A jest P-krytyczny, wiec na podstawie (a) jest nieujemny oraz
Kerga = Z - h, gdzie h jest wiernym wektorem. Na podstawie dowodu implikacji (e) <= (¢)
w twierdzeniu 2.1, istnieje wektor € = (e1,...,&,), gdzie g; € {—1,1} taki, ze ga * € jest
krytyczny oraz Ker (ga * €) jest generowany przez dodatni i wierny wektor. 0

2.2. Dziatanie grupy ortogonalnej na P-krytycznych bigrafach
oraz konstrukcja P-krytycznych bigraféw

W rozdziale tym przypominamy strukture grupy ortogonalnej O(n, Z) oraz prawe dziatanie
x 1 Bigr, x O(n,Z) — Bigr, tej grupy na bigrafach A € Bigr, o n > 1 wierzcholkach.
Szczegblowy opis struktury grupy ortogonalnej O(n,Z) znajduje si¢ w artykulach [56, 58].

Podajemy rowniez konstrukcje P-krytycznych bigraféw o n 4+ 1 > 3 wierzchotkach z do-
datnich, spéjnych bigraféw bez petli o n wierzchotkach i ich wiernych pierwiastkéw przedsta-
wiona w artykule [35]. Konstrukcje P-krytycznych bigraféw wykorzystujemy w algorytmach
opisanych w rozdziale 4.1, ktére postuzyly nam do klasyfikacji P-krytycznych bigraféw z do-
ktadnoécia do prawego dziatania.

Niech U(Z",7Z) oznacza zbiér jednolitych catkowitych funkcjonaléw kwadratowych
q: 72" — 7, za$ UBigr, bedzie, tak jak wezesniej, zbiorem skoniczonych bigrafow A = (Ag, Ap)
bez petli 0 Ag = {1,...,n}. Przez

O(n,Z) := {B € M,(Z); B - B = E}

oznaczamy grupe macierzy ortogonalnych, gdzie E € M, (Z) jest macierza identycznosciowa.
Przy klasyfikacji P-krytycznych jednolitych funkcjonatéw kwadratowych uzywamy prawego
dziatania

(2.2.1) « UZ",Z) x O(n, Z) — U(Z", T),

ktére dowolnemu jednolitemu funkcjonatowi kwadratowemu g € U(Z", Z) oraz macierzy orto-
gonalnej B € O(n,Z) przyporzadkowuje jednolity funkcjonal kwadratowy
(g B) : " — 7 taki, ze (¢ * B)(z) = q(z - B'") dla dowolnego = € Z".
Na podstawie [56, Lemma 2.3|, grupa ortogonalna O(n,Z) jest generowana przez dwie
podgrupy:
e grupe 612‘ wszystkich macierzy &€ = e - E, gdzie E € M, (Z) jest macierza iden-
tycznoéciowa, zas € = (e1,...,6,) € C3 jest dowolnym wektorem o wspoéirzednych
€1y...,6n € Co = {—1,1}, gdzie Cy jest grupa cykliczna rzedu |Ca| = 2 oraz

e grupe S, wszystkich macierzy 6 = M, homomorfizmu grup o : Z" — Z" zadanego
przez permutacje o € S, i zdefiniowanego w nastepujacy sposéb:

o(x)=x- Mér = (33(,(1), .. ,xg(n)),

gdzie S,, jest grupa permutacji rzedu |S,,| = n!.
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Twierdzenie 2.2.2 ([56]). (a) Kazdg macierz ortogonalng B € O(n,Z) mozna jedno-
znacznie przedstawié jako
B=0-¢,

gdzie & € S,, oraz & € C}.
(b) Grupa O(n,Z) jest skoticzona oraz |O(n,Z)| = n!-2" dla ustalonego n € N.

Zdefiniujemy teraz prawe dzialanie grupy ortogonalnej na bigrafach

(2.2.3) x : UBigry, x O(n,Z) —— UBigr,.

Niech A = (Ag, A1) bedzie bigrafem bez petli o n > 2 wierzchotkach i zbiorze wierzchotkéw
AU = {1,...,n}.

(i) Jedli &) jest macierza diagonalng o przekatnej e = V) = (1,...,1,~1;,1,...,1) oraz
1 <j<mn,toAxe) e UBigr, jest bigrafem powstalym z bigrafu A € UBigr, przez
zamiane wszystkich przerywanych krawedzi (incydentnych z j) e;- - -¢; dla i # j na ciagte
krawedzie e/—— o oraz wszystkich cigglych krawedzi (incydentnych z j) es——e; dla s # j
na przerywane krawedzie es- - -e;.

(ii) Niech € € (AJ‘é1 oraz ¢ = eUs) . gls=1) . .01 dla pewnego s > 1. Wéwcezas bigraf
A x € definiujemy w nastepujacy sposéb:

AxE=(AxaUs)) s (@Us—1) . g0y,

(iii) Jesli ¢ = M, jest macierza permutacji zdefiniowana przez o € S,, to bigraf
AxG = (Ag*7,A1 x0) € UBigr, powstaje z bigrafu A przez permutacje o~ wierzchotkéw
bigrafu A wraz z odpowiadajacymi im krawedziami.

(iv) Jedli B € O(n,Z) jest macierza ortogonalna oraz B = 7 - &, gdzie ¢ € §n, g€ (A}g, to
AxB=(Ax¢)x*0.

Prawe dzialanie (2.2.3) grupy ortogonalnej na UBigr, odpowiada prawemu dzialaniu
(2.2.1) grupy ortogonalnej na U(Z",7Z) poprzez funkcje qe : UBigrs, = UZ",Z).

Definicja 2.2.4. (a) Niech A, B € M,,(Z). Przez A *x B oznaczamy macierz A * B =
B . A.B.

(b) Niech n > 2 oraz U(Z",7) bedzie zbiorem wszystkich jednolitych funkcjonatéw kwa-
dratowych q : Z" — 7. Wowczas przez

dod(Z",7Z) C nujem(Z",Z) CU(Z",7Z)

kryt(Z",Z) C P-kryt(Z",Z) C glown(Z",Z) C U(Z",Z)

oznaczamy odpowiednio zbiér wszystkich jednolitych funkcjonatéw kwadratowych dodatnich,
nieujemnych, krytycznych, P-krytycznych i gtéwnych. Przez

dod; C dod(Z",7Z)

oznaczamy skonczony zbiér parami réznych reprezentantéw p : Z" — Z wszystkich O(n, Z)-
orbit w dod(Z",Z), za$ przez

P-kryt?  C P-kryt(Z"*' 7)
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skonczony  zbiér parami réznych reprezentantéw  wszystkich O(n + 1,7Z)-orbit
w P-kryt(Z"™, 7).
(¢) Niech n > 2. Przez Z,, oznaczamy zbidr

Z, ={(p,w); p € dod(Z",Z),w € 7" jest wiernym pierwiastkiem p},
za$ przez Z], zbi6r
Zl = {(A,w); A € UBigry, jest dodatni, w € Z" jest wiernym pierwiastkiem ga }.

Przedstawiamy teraz twierdzenie i lemat, z ktérych wynika konstrukcja (2.2.9) P-krytycznych
bigraféw. P-krytyczne bigrafy o n + 1 wierzchotkach konstruujemy z dodatnich i spéjnych bi-
grafow (bez petli) o n wierzchotkach oraz ich wiernych pierwiastkéw.

Lemat 2.2.5. Niech q : Z" — 7 bedzie P-krytycznym funkcjonalem kwadratowym, n > 3
oraz Kerq = Z - h, gdzie h € Z" jest wiernym wektorem. Ponadto niech
se{l,...,n} oraz hs € {—1,1}.

(a) Wektor h®) := (hy,... he_1,hes1,...,hy) € Z" Y jest wiernym pierwiastkiem do-
datniego funkcjonalu kwadratowego ¢'® 7zt 7.

(b) Funkcjonal kwadratowy q mozna zrekonstruowaé z tréjki (¢, s, h®)) za pomocq for-
muly

q(z) = ¢ @)+ 22 - 2. byt (2, h®)) . hy - 2y,
gdzie %) = (21, ..., L1, Tsr1,-..,2n) € Z" ' oraz bys) jest Z-dwuliniowq polaryzacjq funk-
cjonatu ¢ () = ¢ (1, .. e 1, Top1, ..., T0).

Dowéd. (a) Niech s € {1,...,n} oraz hy € {—1,1}. Na mocy twierdzenia 2.1 ¢ jest

nieujemny oraz Kerga = Z - h, gdzie h jest wiernym wektorem. Woéwczas by(h,—) = 0
(zobacz [56]) oraz prawdziwe sa nastepujace réwnosci:

q(h") = g(h — hees) = by(h — hees,h — hes) =
= Q(es) —2-hs- bq(ha es) + Q(h) = Q(es) =1L

Zatem wektor h™s := h—h,e, jest pierwiastkiem P-krytycznego funkcjonatu g. Stad wynika, ze
h(®) jest wiernym pierwiastkiem dodatniego funkcjonalu kwadratowego ¢(®), co korficzy dowéd
(a).

(b) Poniewaz g jest P-krytyczny oraz n > 3, wiec na mocy twierdzenia 2.1 funkcjonal ¢ jest
nieujemny. Ponadto wiemy, ze h € Ker ¢. Na mocy [56] prawdziwa jest nastepujaca réwnosé:
by(h,—) = 0. Zatem dla j # s zachodza nastepujace réwnosci: 0 = by(ej,h) = bq(gj,h —
hses + hses) = by(ej, W) + hy - by(e;, es). Stad wynika, ze by(ej,es) = —hg! - by(ej, hl) =
—hg - bq(s)(ej,h(s)), gdyz h;! = h,. Poniewaz

q(x) = q((l‘l,---,xs_l,o,xs_i_l,...,xn)+$s€5) =
q(s)(w(s)) +2242. bo((z1,. .., 2s-1,0,2541,...,2p), Ts€s) =
= q(s)(v’ﬂ(s)) +al + 22 “bg(ej,€s) - x5 - w5 =
J#s
= @) 42l =D 2 hs by (e, 0) =
i#s
= ¢ @) +a22-2. by(o) () h®)) .k, -z,
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wiec dowdd (b) jest kompletny. O

Nastepujace twierdzenie wykorzystamy do konstrukcji P-krytycznych bigraféw
o n+ 1 wierzchotkach z dodatnich bigraféw o n wierzchotkach oraz ich wiernych pierwiastkéw.
Z dowodu twierdzenia 2.2.6 (b) wynika, ze z dodatniego bigrafu A i wiernego pierwiastka w
oraz z dodatniego bigrafu A i wiernego pierwiastka —w otrzymamy P-krytyczne bigrafy lezace
w tej samej O(n+ 1, Z)-orbicie. Dlatego do wspomnianej konstrukeji nie bierzemy wszystkich
wiernych pierwiastkow. Z wspomnianego twierdzenia wynika réwniez, ze z dodatnich bigra-
fow lezacych w tej samej O(n, Z)-orbicie otrzymamy P-krytyczne bigrafy lezace w tej samej
O(n + 1,Z)-orbicie. Fakt ten wykorzystamy réwniez w algorytmie opisanym w rozdziale 4.1,
ktéry postuzyt nam do znalezienia pelnej listy P-krytycznych bigraféw o liczbie wierzchotkéw
< 10 (z doktadnoscia do dzialania (2.2.3) grupy ortogonalnej na bigrafach).

Twierdzenie 2.2.6. (a) Niechn >3, s € {0,1,...,n}, e, € {—1,1}. Ponadto niech A
bedzie  spojnym i dodatnim  bigrafem A bez petli o  funkcjonale  Grama
pi=qa:Z" " 5 Z orazw = (wy,...,wa_1) € Z"" bedzie wiernym pierwiastkiem p := qa.
Ponadto niech by, bedzie Z-dwuliniowg polaryzacjq funkcjanatu Grama bigrafu A. Wowczas
bigraf A" o funkcjonale Grama gar = qpswe, : " — Z takim, ze

(%) q(x) = qar(z1, ) = p(a®) + 22 = 2 by (2, w) - &5 - s,

jest P-krytyczny oraz Ker qar = Z - 0°s, gdzie 0% = (w1, ..., Ws—1,Es, Ws, " ,Wp_1) € Z".
(b) Zbior Z,_1 jest O(n, Z)-niezmienniczym podzbiorem dod(Z"il, Z) x Z" 1 wzgledem

dzialania (p,w) * B := (p * B,w - B), gdzie B € O(n,Z). Odwzorowanie

(p,w) — inds o, (p, w) := @p s we, Opisane w (x) definiuje suriekcje

(xx) ind : O(n-1,2)-Orb(Z,-1) —— O(n,Z)-Orb(P-kryt(Z", 7))
miedzy zbiorem O(n — 1,Z)-orbit zbioru Z,_1 i zbiorem O(n, Z)-orbit zbioru P-kryt(Z",7)
P-krytycznych funkcjonatow.

(¢) Odwrotno$é¢ funkeji ind jest zadana przez odwzorowanie q +— resg(q) = (q®,h®)
zdefiniowane w (a), miedzy dowolnym P-krytycznym funkcjonalem q = ga o Kerq =7 -h,
gdzie hy € {=1,1}, a (¢, h®)) € Z,_;.

Dowdd. Zatézmy, ze n > 3, A jest spdéjnym oraz dodatnim bigrafem bez petli o funkcjo-
nale Grama p := qa : Z" ' — 7 i wiernym pierwiastku w = (wy, ..., wp—1) € Z"'. Niech A’
bedzie bigrafem o funkcjonale Grama ¢ := gar = @pswe, : Z" — Z zdefiniowanym jak w (x).
Stosujemy nastepujace oznaczenia: p := ga i ¢ = ga’ = @psw,e, -

(a) Zalézmy, ze p € dod(Z" ', 7Z) oraz w € Z"* jest wiernym pierwiastkiem funkcjonatu
Grama p bigrafu A. Ponadto niech s € {0,1,...,n}, 5 € {—1,1} oraz ¢ := qpswe, : Z" — 7
bedzie funkcjonalem Grama bigrafu A’ zdefiniowanym jak w (x).

Udowodnimy, ze ¢ = gas jest nieujemny oraz Ker ¢ = Z-h, gdzie h jest wiernym wektorem.
Wéwcezas na mocy twierdzenia 2.1 funkcjonal g jest P-krytyczny. Dla uproszczenia zapisu

zatéamy, ze s = n. Wowezas q(z1,. .., 2,) = p(z™) +22 - 2. bp(x("), w) - €p - Tpn. Stad wynika,
ze ¢™ =p, G g = Gp, Gymy = Gp. Niesymetryczna oraz symetryczna macierz Grama
funkcjonalu ¢ majg postaé
. Gy ‘ —2Gp - wi e, Gp | —Gp-w' -eq
Gy = iG, = [ ] . Dowéd podzielimy na kilka
0 1 —w-Gp-€en 1
czeSci.
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Krok 1.1° Pokazemy najpierw, ze det Gy = 0. Wéwczas ¢ nie jest dodatni. Poniewaz ¢ =
p jest dodatni, wigc det G, > 0. Macierz G, ma naste¢pujaca postac

Gy | —Gp-w'" -en G, K E | ~Gy Gy wl e

0 ‘ 1 — (—wGpen) - Gp 1 - (=Gpw'Tey)
Z twierdzenia Cauchyego oraz z faktu, ze p(w) = 1 wynika

—w-Gyp-€n 1 —w-Gp-en |1

det G, = (det Gp) - (1 —w - Gp - w') = (det Gy) - (1 — p(w)) = 0.

Stad z kryterium Sylvestera (zobacz [32, str. 113]) wynika, ze ¢ nie jest dodatni.

Krok 1.2° Pokazemy teraz, ze ¢ jest nieujemny. Niech W = Qn_l x {0} bedzie podprze-
strzenig przestrzeni Q" oraz dim W = n—1. Poniewaz ¢(™ = p, wiec by = by oraz funkcjonal
dwuliniowy by|w = b, : Q"' x Q"' = Q jest dodatni. Z lematu o uzuzpelnieniu ortogonal-
nym  (zobacz  [32]) Q" jest postaci Q" = W @ W', gdze
Wt = {v € Q" by(v,w) = 0, dla dowolnegow € W} jest uzupemieniem ortogonalnym
W. Wéwcezas W+ = Q - n, dla pewnego niezerowego wektora n € W+,

(i) Pokazemy najpierw, ze by(n,n) = 0. Niech e = {e1,...,e,} bedzie standardowa

baza przestrzeni Q", za$ € = {e1,...,en_1,m} bedzie inng baza przestrzeni Q". Wowczas
macierz Grama q w bazie ¢’ ma nastepujaca postaé
bq(e1,m)
Ge/ — Gp — |: Gp 0 :| )
! balen-1.1) 0 | bg(n,m)

bq(r],el)...bq(r],en_ﬂ‘ bq(n,m)
Jesli ¢ € M, (Q) jest macierza przejscia z bazy e do bazy €', to detC # 0,

G‘g/ = C" .Gy - C. Wéwezas z twierdzenia Cauchyego oraz z 1.1° otrzymujemy
(det Gp) - bg(n,n) = det GS = det(C" - G§ - C) = (det C)? - (det Gy) = 0.

Poniewaz p jest dodatni oraz det G, > 0, wiec by(n,n) = 0.

(ii) Korzystajac z (i) pokazemy, ze ¢ : Q" — Q jest nieujemny, tzn. ¢(v) > 0 dla
dowolnego v € Q". Poniewaz Q" = W @ Q - n, wiec wektor v ma posta¢ v = w + X -, gdzie
we W, \ e Z. Wowczas

qv) = qw+A-n)=by(w+X-nw+A-n) =
= by(w, w) + X - bg(n,n) + 2\ - be(w, ) =
= p(w)>0

gdyz by(n,n) = 0, bg(w,n) = 0, bg(w,w) = q(w) = p(w) > 0. Z dodatniosci p : /Ay
wynika réwniez dodatnioéé p: Q"' = Q.
Krok 1.3° Pokazemy, ze Kerq = Z - 0°, 0 = (w1, ..., Ws_1,Es, Ws, .- Wp—1) € Z".
Poniewaz ¢ : Z" — 7 jest nieujemny, wiec na mocy [56, Proposition 2.8]
Kerq = rad ¢ = (), Ker by(e;, —) oraz Kerq jest réwne Uy, C Z" zbiorowi wszystkich
catkowitych rozwigzan ukladu Z-liniowych réwnan

be(e1,x) =0

(s % )

bg(en,z) =0
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Niech Ugp bedzie zbiorem wszystkich v € Q" rozwiazan ukladu (x * x).

Poniewaz det G4 = 0 oraz det G n) = det G, > 0, wiec rzad macierzy G jest réwny n—1,
tzn. rz(Gg)=n — 1. Poniewaz dimgUp = n — rz(Gy) = 1, wiec uklad (x * %) ma niezerowe
rozwiazanie £ € Q" takie, ze Uy = Q- €. Niech £ bedzie wektorem takim, ze £ = (%, e 7’?—2),
gdzie 71 ...,r, € N\{0} oraz ky,...,k, € Z. Jedli r = nww(ry,...,r,), to & =1 € Z" jest
niezerowy oraz 0 = q(¢) = ¢(1-¢') = %2 - q(&). Zatem & € Uy. Zatem grupa Uy C Z" jest
niezerowa, wolna oraz rank < n. Poniewaz Uy C Uy = Q - £, wiec Uy jest rangi jeden.

Pokazemy teraz, ze Ker q = Uy, = Z-@°. Z (x) wynika q(@°*) = p(w) + &2 — 2b,(w, w) - &5 -
s = 1+1—2=0. Zatem w°s € Ker g oraz Ker q D Z-w®s. Aby udowodnié przeciwng inkluzje
zalézmy, ze h jest Z-generatorem Ker g = Uz, tzn. Ker ¢ = Z-h. Wowczas istnieje \ € Z takie,
ze W = X\ - h. Poniewaz h € Z" oraz s-ta wspolrzedna wektora w® jest réwna 5 € {—1, 1},
wiec e = A - hy. Wowcezas g4, A\, hs € {—1, 1} oraz w® jest generatorem Kerq = Z - v.

Poniewaz ¢ jest nieujemny, Ker ¢ = Z-w°®s oraz w°* jest wiernym wektorem, wiec na mocy
twierdzenia 2.1 ¢ jest P-krytyczny, co konczy dowdd (a).

(b) Niech ¢ € S,, g€ 63, gdzie €1,...,6, € Co = {—1,+1} oraz q : Z" — 7 bedzie
jednolitym funkcjonatem kwadratowym. Z [56] (zobacz takze rozdzial 2.2) wynika, ze

(A) funcjonal (¢ x 7)(x) = q(z -5") = q(@(1),- .-+ Tom)) jest uzyskany z q(z) przez
permutacje o € S, zmiennych wektora x oraz

B) (gx&)(x) =q(z-&) =q(e1-x1,...,6n Tn),

(C) dwa funkcjonaly qi, g2 : Z" — 7Z leza w tej samej O(n, Z)-orbicie wtedy i tylko wtedy,
gdy G,, = B'" - G, - B, dla pewnej macierzy B € O(n,Z).

Zalézmy, ze p: Z" ' — 7 jest dodatni, w € Z" ! jest wiernym pierwiastkiem p oraz

q1 ‘= dpsiwes;y 492 = Ap,sy,w,esy

sa P-krytycznymi funkcjonalami kwadratowymi powstalymi z (p,w) przez zastosowanie (k)
dla pewnych s;, 82 < n oraz €5,,€5, € Co = {—1,1}. Podzielimy dowdd (b) na kilka czesci.
Krok 2.1° Pokazemy, ze P-krytyczne funkcjonaly q1,qe : Z" — Z leza w tej samej O(n, Z)-

orbicie.

2.1.1° Zalézmy najpierw, ze s := s1 = sg oraz €5, # £5,. Stad wynika, ze ¢1 (z) powstaje
z q2(x) przez x5 — —xs, tzn. q1 = g x €, gdzie €, = —1, oraz 5} = 1, dla dowolnego j # s,
zobacz (B). Zatem q1,q2 : Z" — 7 leza w tej samej O(n, Z)-orbicie.

2.1.2° Zalézmy teraz, ze s; # sa oraz €5, = €5,. Pokazemy, ze istnieje macierz B €
O(n,Z) taka, ze G4, = B - Gy, - B.
W przypadku gdy s; = 1 oraz s2 € {2,...,n}, macierz B ma nastepujaca postaé: B =

fo 1.0 ... 0 0 0 0 e
o o0 1 ... 0 0 O ... O e3
0 0 O 1 0 O 0 e; .
1 00 .. 00 0 ... 0|7 e |»8ddei=sa
0 0 0 0 1 0 0 €i41
Lo o o0 - 0 0 0 ... 1] | ex |
1 | —w-Gp
Dla uproszczenia zapisu zalézmy, ze sy = n. Wtedy G, = [ } , Ggy =
—Gp - w'r Gp
[ Gy | —Gp-wtr
] sg macierzami Grama funkcjonatéw gy, qo. Wowcezas
L —w-Gp 1
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0 0 0---0 1 01 0 0---0
1 0 0.--0 0 Gy | =Gp-wtr ] 00 1 0---0
Btr_GQZ_B — 0O 1 0---0 O I:
Lo T —w-Gp L 00 0 1
L0 0 0...1 0 1 0 0 0
01 0 0---07
F 0G| L 00 1 0---0
P
- : Sl =G
: o a1
I —GP‘“’”] 0 0 0 .1
100 ...0

W przypadku, gdy s; # s oraz si,s2 € {2,...,n} macierz B ma postaé
e
[&

r1 ... 0 00 ... 00 0 ... 017 ;
0 10 0 0 0 0 0 L
0 0 0 0 0 1 0 0 -1
0 00 1 0 0 0 0 €
el+1 —~ . . .
B=1: . 0= =T, gdzie i = s1, j = 52,
0 ... 000 ... 100 ...0 ..
0 ... 001 0 ... 00 0 ... 0 i1
0 0 0 0 00 1 0 ci
€j+1
Lo ... o0 0 ... 00 0 ... 1] .
T jest transpozycja (4,7). Dla uproszczenia zapisu zalézmy, ze s1 = n—1, s = n. Niech a < k <
’ k)(b .
n—1oraz b < s <n—1. Woéwczas przez G,[,(a’ )(b:s)] oznaczmy macierz (k—a+1) X (s—b+1)
uzyskang z macierzy G, przez usunigcie wierszy o numerach 1,...,a — 1,k +1,...,n —1
oraz kolumn o numerach 1,...,b—1,s+1,...,n — 1. Niech w € Z", 1 < k < s < n oraz
w = —G, - w'. Przez w55 = (wy, ..., w,) oznaczamy wektor powstaly z wektora @ przez
wziecie wspélrzednych od k do s. Wowcezas
GL(L"—Q)(LW—Q)] (Ln—2) G;[D(Ln_Z)("_ly"l—l)] Gp @
Gq = [wn=2)jtr 1 ay oraz Gy, = { N ] .
G;}(nfl,nfl)(l,n72)] @’gn—fll,nfl) Génfl,nfl)(nfl,nfl)] w 1

Zauwazmy, ze B = B = 7 i dla danej macierzy A € M, (Z) macierz A- B = A -7
(odpowiednio: B - A = 7 - A) powstaje z macierzy A przez transpozycje i-tej kolumny
z j-ta kolumna (odpowiednio: i-tego wiersza z j-tym wierszem). Wowczas

1 0 0 0...0 O 1 0 0 0...0 0
0o 1 0 0...0 0 0O 1 0 0...0 O
S . . Gp | w S .
BtT.qu.B = Do : : [ ] Do . :
0O 0 0 1...0 O Wt |1 0O 0 0 1...0 O
0 0 0 0...0 1 0 0 0 0...0 1
Lo 0 0 0...1 0 0O 0 0 0...1 0
1 0 0...0 O
r G;L(Ln—Z)(l,n—l)] &(Ln—2) 0 1 70 0':'0 0
= wt” 1 . oon : : :qu,
L ng_lﬂn_l)(lﬂn_l)] w(n—1,n—1) 0 0 0 1...0 0

- 0 0 0 0...0 1
0 0 0 0...1 0

Krok 2.2° Pokazemy, ze jesli (p1,w1), (p2, w2) € Z,-1 leza w tej samej O(n-1, Z)-orbicie,
to P-krytyczne funkcjonaly q1 := Gp, s,,w1.c0, 592 = Qpa,so,w0,e5, SkOnstruowane za pomocy (x)
leza w tej samej O(n, Z)-orbicie.
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Z punktu 2.1° wynika, ze bez utraty ogélnoéci rozwazan mozemy zalozy¢,
ze s1 = Sp = 1 oraz g5, = €5, = 1. Wtedy
o _{ 1 —wl'Gm} o _[ 1 —w2~Gp2]
o —(w1 - Gp, )" Gp, ’ = —(wz - Gpy)*" G,
sg symetrycznymi macierzami Grama funkcjonatéw kwadratowych q1 i go.
Zaltézmy, ze B’ € O(n-1,7Z) jest macierza taka, ze (p1,w1) * B’ = (p1 * B',w; - B') =

(1] g, } € O(n,Z). Pokazemy, ze B - G,, - B = G,. Wowczas

q2(z) = q1(x - B'), dla dowolnego x € Z" i zachodzi (C).
Poniewaz (B')'" = (B')~L, (B - Gp, - B' = G, oraz wy = w; - B, wiec

= (p2,ws), oraz niech B = [

r 1 | —wa - Gp, 1 | —wa - (B)" - Gp, - B
Gf]2 = :| = |:
L —(wa2 - Gpy)'" Gps —(w2 - (B - Gy, - B)*" (B)'" - Gp, - B’
r 1 | —w1-B' - (B)"1-Gp, - B
L —(wlB’ . (B/)—l . Gpl . B/)tr (B/)t'r . Gpl . B’ :|
M 1 ‘ —wi - Gp, - B’
= } =B .G, -B
L 7('{1}1 . Gpl . B/)t'r (Bl)tr . Gpl . B/

oraz dowdd 2.2° jest kompletny. W konsekwencji mamy dobrze zdefiniowane odwzorowanie

() ind : O(n—1,2)-Orb(Zn_1) —— O(n, Z)-Orb(P-kryt(Z", 7)),

ktére kazdej parze (p, w) przyporzadkowuje funkcjonal P-krytyczny ind(p, w) := ¢p s w.e,. Po-

niewaz odwzorowanie (%) jest surjekcja (zobacz lemat 2.2.5), wiec dowéd (b) jest kompletny.
Dowéd (c) wynika z lematu 2.2.5. O
Z twierdzenia 2.2.6 wynika konstrukcja P-krytycznych funkcjonatéw o n > 3 wierzchotkach

z pary (p,w), gdzie p € dod(Znil, 7)), za$ w jest wiernym pierwiastkiem p, dokladniej

(2.2.7) indg, : Z,-1 —— P-kryt(Z",Z), (p,w)— q:= Gpswe,-

Poniewaz qe : UBigr,_1 = U(Z" 1, Z) oraz Z,_; identyfikujemy z 2!, wiec (2.2.7) mozna
wyrazi¢ w terminach bigraféow

(2.2.8). inds ., : 2,y —— UBigr,, (Aw)— Aljw,s, el

Na podstawie twierdzenia 2.2.6 Al[w, s,¢e;]] jest P-krytyczny.

Konstrukcja 2.2.9. Niech n > 3 oraz s = n. Z twierdzenia 2.2.6 wynika, ze
inds ., : 2|, — UBigr, przyporzadkowuje kazdej parze (A,w) € Z/_; P-krytyczny
bigraf

A" = Al[w,n,e4)] € UBigry,

zdefiniowany w nastepujacy sposéb. Zbiér wierzchotkéw A bigrafu A’ powstaje

z Ay = {1,2,...,n — 1} przez dodanie nowego wierzchotka n, tzn.
A" ={1,2,...,n — 1,n}. Niech v’ := —2GA - w. Z wniosku 2.1.5 wynika, ze wspdlrzedne
wh, ..., w!_; wektora w' naleza do {—1,0,1}. Zatem d3, = w),...,d5> |, =w'_,,
. GA ‘ *QC;A ~wl” ey, G'A ‘ w'tr
GA’ = ‘ = ‘ ’
0 1 0] 1
oraz A jest P-krytyczny. Liczby dY,, ..., d% | mnaleza do {—1,0,1}, gdyz obciecie glim] (xj,2n) :

x? + 22 + denxjxn jednolitego funkcjonalu kwadratowego ¢(x) jest dodatnie dla dowolnego
j €{1,...,n — 1} oraz na podstawie lematu 2.1.3, den € {—1,0,+1}. Stad wynika, ze zbiér

43



krawedzi bigrafu A’ := A[[w, n, e5]] powstaje przez dodanie do zbioru krawedzi A; bigrafu A
nowych krawedzi taczacych wierzchotek n z pewnymi wierzchotkami j € Ag. Dokladniej, dla
dowolnego s € {1,...,n — 1}: jedli w!, < 0, dodajemy nowa ciagla krawedz e oy, za$ dla
dowolnego r € {1,...,n—1} takiego, ze w). > 0 dodajemy nowa przerywana krawedz e,- - -e,,.

Algorytm konstuujacy P-krytyczne bigrafy o n + 1 > 3 wierzchotkach z dodatnich
i sp6jnych bigraféw (bez petli) o n wierzchotkach i ich wiernych pierwiastkéw, zostal opisany
w podrozdziale 4.1.

Z twierdzenia 2.2.6 wynika, ze z par (A,w), (A,—w), gdzie A jest dodatnim
i spojnym bigrafem, zas w, —w € R jego wiernymi pierwiastkami, uzyskamy dwa P-krytyczne
bigrafy = lezace w  tej samej O(n + 1,Z)-orbicie w  zbiorze  wszystkich
P-krytycznych bigraféow o n + 1 wierzcholtkach. Zatem, aby uzyska¢ zbior P-kryt;, , C

P—kryt(ZnJrl,Z), P-krytyczne bigrafy konstruujemy tylko z czeSci wiernych pierwiastkow.
Ponadto z twierdzenia 2.2.6 wynika, iz z dodatnich bigraféw o funkcjonatach Grama nale-
zacych do tej samej O(n,Z)-orbity w dod(Z",Z) uzyskamy P-krytyczne bigrafy o funkcjo-
nalach Grama nalezacych do tej samej O(n + 1,Z)-orbity w P-kryt(Z"™ 7). Dlatego tez
P-krytyczne bigrafy konstruujemy z dodatnich (i spojnych) bigraféw o funkcjonatach Grama
nalezacych do zbioru dod?, C dod(Z",Z).

2.3. Podstawowe informacje o E-typie dla P-krytycznych bi-
grafow

Z kazdym P-krytycznym (gléwnym) bigrafem stowarzyszamy graf Euklidesa [56].
W rozdziale tym przypominamy definicje typu euklidesowego (w skrécie E-typu) oraz podaje-
my przyklad P-krytycznego bigrafu, dla ktérego (stosujac kolejne kroki algorytmu inflacyjnego
opisanego w [58, 31], rozdzial 4.1) znajdujemy jego E-typ.

_ Definicja  2.3.1. Niech ZA);A _ bedzie  jednym z grafow  Euklidesa, tzn.
DA € {A,,n > 1,D,,,m > 4,Eq E7 Eg}t. Bigraf DA nazywamy typem Euklidesa
(w skrécie E-typem) P-krytycznego bigrafu A, jedli istnieje macierz B € Gl(n,Z) taka,

ze

G\ =DB-Ga-B",

DA
gdzie Ga, G, sa odpowiednio symetrycznymi macierzami Grama bigrafow A i DA.

Na mocy twierdzenia 2.1 P-krytyczne bigrafy sa gtéwne. Z [58, Theorem, 3.4] wynika,
ze istnieje typ euklidesowy DA dla gléwnych bigraféw. Mozna go znalezé stosujac algorytm
inflacyjny opisany w pracach [58, 31|, patrz rozdzial 4. Przypominamy teraz definicje opera-
toréw inflacyjnych uzywanych w algorytmie inflacyjnym opisanym w pracach [58, 31|, zobacz
takze rozdzial 4.1.

Definicja 2.3.2 ([58]). Niech A = (A, A1) € UBigr, bedzie spdjnym bigrafem, gdzie
Ag ={1,...,n} oraz n > 2. Ponadto niech E = diag(1,...,1,—1,4,1,...,1) bedzie macierza
diagonalna zawierajaca -1 w a-tym wierszu i a-tej kolumnie.

(a) Inflacja bigrafu A w wierzcholku a € Ay nazywamy bigraf t; A := Ax E; €
UBigr, powstaly z bigrafu A przez zastapienie kazdej krawedzi e, o, Przerywana krawe-
dzig ey~ - -e, oraz kazdej krawedzi e,- - -e ciagly krawedzig e, .
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(b) Inflacja bigrafu A wzgledem niepustego zbioru Af (a,b) przerywanych kra-
wedzi e,- - -e;, nazywamy bigraf A = t L, A € UBigr, o zbiorze wierzchotkéw Ao = Ag
i zbiorze krawedzi skonstruowanym w nast@puj@cy sposéb : R

oZastap kazda krawedz e,- - -ep W A7 (a,b) ciagly krawedzia e, o, w A7 (a,b).
eJeslic#bi A(a,c) # 0, to A (a, ) = A (a,0), 3+(a,c) = A{ (a,c).
Ponadto niech aleC = dbAC d=. - dAb, tzn. jesli dA <0, to A (b ¢) zawiera dokladnie —dﬁC

ciaglych krawedzi; jesli dA >1, to A+(b c¢) zawiera dokladnie dbA przerywanych kraW@dm

eKazda z pozostalych krawedzi bigrafu A jest réwniez krawedzia w bigrafie A.
Woéwczas bigraf A := tab+A nazywamy deflacjg bigrafu A wzgledem niepustego
zbioru A (a,b) ciagltych krawedzi e, o w A (a,b) .
(c) Cl@g ts,ts—1,...,t1 nazywamy inflacyjnym ciagiem operatoréw bigrafu A, jesli kazdy
jego skladnik t; ma posta¢ t; lub t_, dla pewnych a # b takich, Ze e4-- -

oraz A := tijti_1---t1A jest dobrze zdefiniowany dla dowolnego j € {1,...,s}.
(d) Ciagts,ts_1,...,t1 nazywamy deflacyjnym ciagiem operatoréw bigrafu A, jesli kazdy
jego skladnik t; ma posta¢ t; lub t:b, dla pewnych a # b takich, Ze o4

*)
oraz A 1= tijti_1---t1A jest dobrze zdefiniowany dla dowolnego j € {1,...,s}.

Przedstawimy teraz lemat (zobacz [58, Lemma 3.1, p. 843]) z ktérego wynika jak znalezé
Z-odrwacalng macierz B € M, (Z) zadajaca réwnowazno$¢ A ~z A’ dla bigraféw A, A’ €
UBigr, dodatnich lub P-krytycznych. Z lematu tego wynika ponadto, ze inflacja bigrafu A
w wierzchotku oraz inflacja bigrafu wzgledem niepustego zbioru przerywanych krawedzi A(a, b)™
zachowuja dodatnio$é (nieujemnosé) bigrafu.

Lemat 2.3.3. Zalézmy, ze n > 3, A = (Ao, A1) € UBigry, jest spdjnym bigrafem,
Ag={1,...,n} zas tg, t_ sq inflacyjnymi operatorami bigrafu A.

(a) Bigraf A" :=t A jest spéjnym bigrafem bez petli oraz Gar = Ga x E; dla dowolnego
a € Ay, gdzie E; = diag(1,...,1,—1,4,1,...,1). Ponadto A ~z A’ oraz funkcjonal Grama
qar(z) bigrafu A" powstaje z funkcjonatu Grama ga(x) bigrafu A przez zastgpienie xq — —Tq.

(b) Jesli istnieje krawed? oq- - -o, w bigrafie A, to bigraf A :=t_ A jest spojnym bigrafem

E—d5 -eq jesli a<b,

bez petli GR = Ga x B, gdzie B, = { oraz eqy jest macierzq z 1

E - daAb - epe  jesli a>b,
w a-tym wierszu i b-tej kolumnie oraz 0 w pozostatych miejscach. Ponadto A ~z 3, funkcjonal
Grama qar(x) = z- E&)tr-GA -E, -2 bigrafu A" powstaje z funkcjonalu Grama ga(xz) bigrafu
A przez podstawienie o — Ty — dfb - xp. Podstawienie to przeprowadza wektor v na wektor v
taki, Ze Vg = vq + vp 0raz V; = vj, dla j # a.

(c) Jesli A jest dodatni (odp.: nieujemny) oraz A" :=t; A, A:=t_ A, to bigrafy A', A
sq dodatnie (odp.: nieujemne).

Dowéd. Dowdd mozna znalezé w artykule [58, Lemma 3.1]. O

Przyklad 2.3.4. Niech A bedzie nastepujacym bigrafem:




1 00 0 0-1 0 2 0 0 0 0-1 0
0 1-1-1-1 0 0 0 2-1-1-1 0 0
3 00 1 0 0-1 1 0-1 2 0 0-1 1
Wtedy GA=|0 0 0 1 1 0 0[,2GA=|0-1 0 2 1 0 0
0000 1 1 0 0-1 0 1 2 1 0
00000 1 0 -1 0-1 0 1 2 0
00000 0 1 00 1 00 0 2
Poniewaz
1, 11 , 3 11 2 2,
aa(e) = (21— 5w6)" + (22 — 523 — 524 — 525)" + (23 34~ 35~ 36 + 227)° +
2 1 1 1 5 5 3 1 3 9
z “as— —wg + — 2 Sa+ - = 227)2 > 0
+ 3(334 + 4335 4(136 + 41‘7) + 8(335 + 51‘6 + 53@7) + 20(376 + 2x7)* >0,
dla dowolnego = = (z1,...,z7) € Z", wiec A jest nieujemny. Ponadto z réwnosci ga(z) =0

wynika, ze Kerga = Z - h, gdzie h = (1,1,2,1,—1,2, —1). Zatem na mocy twierdzenia 2.1,
bigraf A jest P-krytyczny.

Za pomocy algorytmu inflacyjnego opisanego w rozdziale 4.1 redukujemy bigraf A do
jednego z graféw Euklidesa. Dokladniej wykazemy, ze bigraf A jest E-typu Eg. Przedstawiamy

teraz kolejne kroki algorymu inflacyjnego, ktére pokazuja, jak zmienia sie¢ A oraz wektor
h € Kerga.

ty t,
7
o5 }g o5 —>
| =~ RN
| =~ ~ O
-~
| T~ =~
~ ~
o] G 3 2 o4 o] G 3 2 o4
| |
| |
| |
o7 o7
to, ts,
2 3
5 '_§ o5 '—E
S N
~3 N
~ N
N N
o] L 13 o3 L D) oy o] L 13 o3 L D) oy
o7 o7
to
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o5 — _ g o7
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~
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~
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] G 3 2 .4/ A o5
e
~
—
—
_ -
o7 -7
] 5 3 2 o4

h=(1,1,2,1,-1,2,~1), hi=tgh = (1,1,2,1,1,2,—1), h == t-h = (1,1,2,1,1,2,1)
h:=tyh = (1,2,2,1,1,2,1), h i= t5zh = (1,2,3,1,1,2,1), h := tz;h = (1,2,3,1,2,2,1).
Wéwezas B - Ga - B = Gg, (dla E¢ z numeracja jak w A), gdzie
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1000000
0 1.0 0-1 0 1
00 1 0-1 0 1
B=Ey; by -Eyy-Egs-Es; =110 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0-1 0 1
000000 10
0000 0 0-1

Zatem DA = Eg.

2.4. Klasyfikacja P-krytycznych bigraféw z dokladnoscig do
dziatania grupy ortogonalnej na bigrafach

W rozdziale przedstawiamy klasyfikacje P-krytycznych bigraféw o n+1 > 3 wierzchotkach
z dokladnoscia do dzialania (2.2.3) grupy ortogonalnej O(n+1, Z) na P-krytycznych bigrafach
w UBigr,+1. Podajemy liste P-krytycznych bigraféw £P,11 o funkcjonatach Grama ze zbioru
P-kryt} |, dla n+1 < 10. Lista ta zostala uzyskana przy pomocy obliczenn komputerowych,
m.in. przez zastosowanie konstrukeji (A, w) — A’ := Al[w,n,e,]] (2.2.9) i algorytmu 4.1.10
konstruujacych P-krytyczne bigrafy A’ = A[[w,n,e,]] 0 n+1 wierzchotkach z par (A, w) € Z/,
gdzie A € UBigr,, jest dodatnim i spéjnym bigrafem, zas w € Ra jego wiernym pierwiastkiem.

Podajemy réwniez pelng kalsyfikacje ortogonalng P-krytycznych bigraféw. Dokladniej
udowadniamy (w oparciu o wyniki von Hohne [26]), ze jesli A’ jest P-krytycznym bigrafem
E-typu D, to istnieje macierz ortogonalna B € O(n+ 1,7Z) taka, ze Ga,, = B" -G/ - B, dla
pewnego krytycznego bigrafu Ay z listy von Hohne (patrz [26, str. 317], a takze tabela 2.4.3).
Jesdli natomiast A’ jest P-krytycznym bigrafem E-typu A,,, to istnieje macierz ortogonalna
B € O(n+1,7Z) taka, ze Gz = B . Gas - B.

Na podstawie twierdzenia 2.1, P-krytyczne bigrafy (bez petli) o dwéch wierzchotkach to
bigrafy posiadajace co najmniej dwie krawedzie (ciagle albo przerywane).

Przedstawiamy najpierw twierdzenia 2.4.11 2.4.2, z ktérych wynika klasyfikacja ortogonal-
na P-krytycznych bigraféw o n + 1 < 10 wierzchotkach. Dla kazdego P-krytycznego bigrafu
A" 7z LP,11, podajemy jego wielomian Coxetera coxas(t) oraz E-typ policzony za pomoca
algorytmu inflacyjnego opisanego w rozdziale 4 oraz w pracach [31, 58]. Metody obliczania
coxa(t), E-typu DA’ oraz wektora 0 # h € Z" 1 takiego, ze Ker gar = Z - h, zostaly opisane
w rozdziale 4.

Twierdzenie 2.4.1. Niech A" = (A}, A}) € UBigr,41 bedzie P-krytycznym bigrafem
o liczbie wierzcholkéw 3 < |Aj] =n+1 <5.

(a) Jeslin+1 = 3, to z dokladnoScig do dzialania (2.2.3) grupy O(n + 1,7Z) na P-
krytycznych bigrafach z UBigrn.+1, A" ma nastepujgcq postac:

/

Funkcjonal Grama qar, wielomian Cozetera coxa(t), E-typ, wektor h € Ker gar oraz zreduko-
wana liczba Cozetera Enr bigrafu A majq nastepujacq postaé: qar(x) = 23 + 23 + 23 — x129 —
T1T3 — ToT3, COXA/(t) =t —t+1= Fril)(t), E—typ:Ag, h= (1, 1, 1), Car = 2.

2

o] .

A

3
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(b) Jeslin+ 1 =4, to z dokladnoscig do dzialania grupy O(n + 1,7Z) na P-krytycznych
bigrafach z UBigr,+1, A" ma nastepujgcq postaé:

Wowczas  qar(x) = m% + a:% + x% + xi — XT1To — T1X3 — ToTg4 — X3T4,

coxa/(t) =t —2t2 +1 = F;éz)(t), E-typ=A3, h = (1,1,1,1), éar = 2 sq odpowiednio funk-
cjonatem Grama qa, wielomganem Cozetera coxa(t), E-typem, wektorem h € Ker gar oraz
zredukowang liczbg Cozetera €ar bigrafu A'.

(¢) Jeslin+ 1 =5, to z dokladnoscig do dzialania grupy O(n + 1,7Z) na P-krytycznych
bigrafach z UBigr,1, A jest jednym z nastepujqgcych trzech bigraféw:

oy o3
A ey 2 3 Ao :e3 o5 °. Az ey o o
|
/ \ | /
¢4 5 o 'I5
Funkcjonaly — Grama  qar,  wielomiany — Cozetera  coxar(t), E-typy,  wektory

h € Kerga: oraz zredukowane liczby Coxetera €ar dla A" € {A1, Ao, A3} majg nastepuja-
cqg postac:

o g (z) = af + a3 + 23 + 2] + a3 — T1Ty — T1T4 — T3 — T3T5 — T4T5,
coxa, (f) =0 =5 = 2 4+ 1= FL2 (1), E-typ=As, hy = (1,1,1,1,1), &, =6,

o qn,(2) = et +a3+aitaitad— (v +rotrs )T, coxa, () = 0+ -267 262+t 41 =
Fy, (1), E-typ=Dy, hy = (1,1,1,1,2), €a, = 2,

o gn, () =23 + a3+ a3 +a5 + a2 —a1(x2 + 23+ x4 — @5) — (T2 + T3 + T4)T5, COXp,(t) =
Ot =23 22 4t 1= Fy, (1), E-typ=Dy, hy = (1,1,1,1,1), €éa, = 2.

Dowéd. Dowdd punktéw (a)-(c) przeprowadzimy w czterech krokach.

1° Udowodnimy najpierw, ze bigrafy przedstawione w punktach (a)-(c) sa P-krytyczne.
W tym celu pokazemy, ze kazdy ze wspomnianych bigraféw A’ jest nieujemny oraz Ker gar =
Z - h, gdzie h # 0 jest wiernym wektorem.

Rozwazmy bigraf A’ przedstawiony w punkcie (a). Wéwczas

qa(z) = 27433+ 25 — 3170 — T173 — BTy =
1

1
= (—facl + x9 — fx3)2 +

3
2 2 (—1'1 + 1133)2 Z 07

4
dla dowolnego = € Z> oraz Kerga = Z - h, gdzie h = (1,1,1). Zatem na mocy twierdzenia
2.1 bigraf A’ jest P-krytyczny.

Podobnie postepujemy z bigrafami przedstawionymi w punktach (b) i (c¢). Rozwazmy
najpierw A’ z punktu (b). Wéwczas
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2 2 2 2
qar(z) = o7+ 25 + 23 + T] — 21T — T1T3 — TaTy — T3T4 =

1 1 1 1 1
= 5(171 - x4)2 + (_§$l + T2 — 5354)2 + (—5331 + x3 — 5564)2 >0,
dla dowolnego = € Z* oraz Kerqas = Z - h, gdzie h = (1,1,1,1). Zatem A’ jest P-krytyczny.
Latwo pokazaé, ze
qn, (x) = x% + x% + x% + J}Z + x% — T1T9 — T1T4 — ToX3 — T3T5 — T4T5 =
2

3 1 1 2
= g(ml gt 1965)2 + (—51’1 +x2 — 5333)2 + 1(—5361 +x3 — §$5)2 +

5
+§($4 — 25)? > 0,dla dowolnego = € VAE
1

an,(z) = si+ad4ad4 a2t 422 — (v +xo+ x4 2415 = (21 — 5:1:5)2 +
1 1 1

+(z2 — §x5)2 + (3 — §x5)2 + (x4 — 5:1:5)2 > 0, dla dowolnego = € Z°;
ans () = wi 4 ad 42t 42t + 22— (vo + w34 24 — 25) — (22 + 23 + T4)T5 =

1 1 1 1 1

= 5(301 —24)® + (—5361 + 1z — 5965)2 + (—596‘1 + a3 — 5565)2 +
1
—1—5(334 — x5)? > 0, dla dowolnego z € Z°,

dla A" € {A1, Ay, A3} przedstawionych w punkcie (¢). Z réwnosci gar(z) = 0 wynika po-
nadto, ze Kerga, := Z - h;, dla i = 1,2,3, gdzie hy = (1,1,1,1,1), hy = (1,1,1,1,2),
h; = (1,1,1,1,1). Zatem na mocy twierdzenia 2.1 bigrafy z punktu (c) sa P-krytyczne.
2° Pokazemy, ze jesli A’ jest P-krytycznym bigrafem o n + 1 > 3 wierzchotkach, to bigraf
A’ x B jest P-krytyczny, dla dowolnej macierzy B € O(n + 1, 7).
2.1° Poniewaz A’ jest P-krytyczny, wiec na mocy twierdzenia 2.1, A’ jest nieujemny
oraz Kergar = Z - h, gdzie 0 #h = (hy, ..., hpt1) € Z" jest wiernym wektorem. Wowczas
qars(x) = (gar * B)(x) = qar(z - B") > 0.

Zatem A’ x B jest nieujemny.
2.2° Udowodnimy, ze Kergarvp = Z - (h - B), gdzie h - B jest wiernym wektorem.

Poniewaz h jest wiernym wektorem oraz B = 7 - &, dla ¢ € S,41, € € (A?’QH'I, wiec
réwniez wektor h- B = h - (¢ - €) jest wierny. Wynika to z faktu, iz wektor h - (¢ - ) jest
postaci (Ag(1) €15+ s Po(ne1) - Ent1), dla &= (€1,...,€n41) € CSH, gdzie g; € {—1,+1} dla

dowolnego ¢ < n + 1.

Na podstawie twierdzenia 2.1, w wektorze h istnieje wspétrzedna 1 < s < n + 1 taka, ze
hs € {—1,+1}. Wowezas w wektorze h- B =h - (G -€) = (hg(1) €1, - - ho(n+1) - Ent1) istnieje
wspélrzedna t = o(s) < n+ 1 taka, ze (h- B); € {—1,+1}.

7 roéwnosci

gasp(h- B) = (qar* B)(h- B) = qar(h- B B") = gar(h) = 0
wynika inkluzja Z - (h - B) C Ker garxp. W celu pokazania, ze Ker garsp C Z(h - B) zalézmy,

ze h # 0 jest generatorem Ker gar.p, tzn. Ker garp = 7, - h. Wéwczas istnieje A\ € Z taka,
ze h- B = X - h. Poniewaz w wektorze h - B istnieje wspélrzedna 1 < ¢t < n + 1 taka, ze
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(h- B); € {~1,1}, wigc otrzymujemy nastepujaca rownos¢ (h- B); = X - he. Stad wynika, ze
he,(h- B)g, A € {—1,+1} oraz Kergarp =Z - (h - B).

Poniewaz A’ x B jest nieujemny oraz Kergawg = Z - (h - B), gdzie h - B jest wiernym
wektorem, wiec na podstawie twierdzenia 2.1, A’ x B jest P-krytyczny.

3° Udowodnimy, ze jesli A’ jest P-krytycznym bigrafem o 3 < n+1 < 5 wierzchotkach, to
z doktadnoscia do dziatania (2.2.3) grupy O(n+1,Z) na P-krytycznych bigrafach z UBigry,+1,
A’ jest jednym z bigraféw przedstawionych w punktach (a)-(c).

W tym celu znajdujemy wszystkie niesymetryczne macierze Grama Gasr € M, 1(Z) bi-
grafow A’ o n+ 1 € {3,4,5} wierzcholkach takie, ze:

(al) symetryczna macierz G A= Gar + G‘Z, nie jest dodatnio okreslona, za$

(a2) dla dowolnego i € {1,...,n+ 1} macierz e powstala z Gar przez usuniecie i-tego
wiersza i i-tej kolumny jest dodatnio okreslona.

Na podstawie lematu 2.1.3 wspétezynniki macierzy Ga = [d;;] naleza do zbioru {—1,0, 1}.
Czas dzialania naiwnego algorytmu szukajacego wszystkich macierzy gérnotréjkatnych Ga =
[di;] spelniajacych (al) i (a2) oraz takich, ze

-1,0,1 jesli < g,
dz‘j = 1 jeéli 1= j,

0 jesli @ > 7,
wynosi odpowiednio 0,009 sekundy; 0,024 sekundy; 1,167 sekundy; 15 i pé! minuty dla
n=3,4,5,6.

Dla n = 6 naiwny algorytm przeglada 3'° macierzy, by na koncu zwrécié liste 19 200 nie-
symetrycznych macierzy Grama kodujacych P-krytyczne bigrafy o 6 wierzchotkach. Wigkszosé
z otrzymanych w ten spos6b bigraféw nalezy do tych samych O(6,Z)-orbit
w zbiorze wszystkich P-krytycznych bigraféw o 6 wierzchotkach, gdyz zbiér P-krytg (znale-
ziony poprzez uruchomienie implementacji algorymu 4.1.9 w C#), jest 5 elementowy. Dlate-
go, w celu znalezienia P-kryt; , dla n + 1 > 6, stosujemy konstrukcje (2.2.9). W wyniku
zastosowania algorytmu 4.1.12 otrzymujemy zbiér 10 elementowy (dla P-krytycznych bigra-
féw o 6 wierzchotkach), dla ktérego nastepnie uruchamiamy algorytm 4.1.9. Zatem zamiast
szukaé elementéw zbioru P-krytg w zbiorze 19200 elementowym, szukamy tych elementéw
w znacznie mniejszym (10 elementowym) zbiorze.

Stosujac naiwny algorytm otrzymujemy odpowiednio 4, 24, 432 macierze, dla
n+ 1 = 3,4,5 kodujace P-krytyczne bigrafy z UBigr,4+1. Dla n +1 = 3 macierze te od-
powiadaja nastepujacym czterem P-Kkrytycznym bigrafom bez petli:

] o2 o] o2 o) — — T e o) — — T e

| 4 4 |
A Ve A Ve A

[ Y |

I/ s/ |

3 3 3 3

A

Poniewaz A’ = A" « 23 A" = A" « 82 A" = A" 4« £) | gdzie £Y) jest macierzg diagonalna
o przekatnej ) = (1,...,1,,—1;,1,...,1) , wiec bigrafy te naleza do tej samej O(3,Z)-
orbity w zbiorze P-krytycznych bigraféw z UBigrs. Zatem z dokladnoscia do dziatania (2.2.3)
grupy O(3,7Z) na P-krytycznych bigrafach o 3 wierzchotkach A’ jest bigrafem przedstawionym
w punkcie (a). Podobnie postepujemy w przypadku 24 niesymetrycznych macierzy Grama dla
P-krytycznych bigraféw o 4 wierzchotkach. Otrzymujemy w ten sposéb jeden P-krytyczny
bigraf przedstawiony w punkcie (b).
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Dla P-krytycznych bigraféw o 5 wierzchotkach zbior P-kryt(Z°,Z) zawiera 432 funkcjo-
naly Grama odpowiadajace tym bigrafom. W celu uzyskania zbioru P-kryt; uruchamiamy
implementacje algorytmu 4.1.8 w jezyku C#. Otrzymujemy w ten sposéb trzy P-krytyczne
bigrafy przedstawione w punkcie (c).

4° Dla kazdego P-krytycznego bigrafu A’ z punktéw (a)-(c¢) obliczamy, przy pomocy im-
plementacji algorytmu inflacyjnego w C# (zobacz [58, 31], a takze rozdzial 4.1), jego E-typ.
Ponadto wyliczamy wielomiany Coxetera cox,(t) oraz zredukowane liczby Coxetera ¢,. O

Dla n + 1 > 6 naiwne przeszukiwanie niesymetrycznych macierzy Grama Ga,
w celu znalezienia P-krytycznych bigraféw A’ € UBigr,,1 jest bardzo czasochlonne, podob-
nie jak wyznaczenie wszystkich parami réznych reprezentantéw O(n + 1,7Z)-orbit w zbiorze
P—kryt(ZnJrl,Z), tzn zbioru P-kryty ;. Dlatego w celu policzenia zbioru P-kryt;  , dla
n+1 € {6,7,8,9,10} korzystamy z konstrukcji 2.2.9, ktéra kazdej parze (A, w) € Z/, przy-
porzadkowuje P-krytyczny bigraf A’ := Al[w,n,e,]] € UBigry+1. Dzigki wspomnianej kon-
strukeji 2.2.9 oraz kilku obserwacjom (bedacym konsekwencjami twierdzenia 2.2.6), zamiast
liczyé caly zbiér P—kryt(Z"H,Z) dla n + 1 > 6 obliczamy pewien jego znacznie mniejszy
podzbidr P—kryt*(Z"'H7 7)), z ktérego nastepnie przy pomocy algorytmu 4.1.8 otrzymujemy
P-kryt; ;.

Twierdzenie 2.4.2. Niech A" = (A}, A}) € UBigry41 bedzie P-krytycznym bigrafem
o liczbie wierzcholkéw 6 < |Aj] =n+1 < 10.

(a) Jeslin+1 =6, to z dokladnoscig do dzialania grupy ortogonalnej na P-krytycznych
bigrafach A’ jest jednym z pieciu bigraféw, ktérych funkcjonaly Grama q(x) (wraz z wielomia-
nami Cozetera coxq(t) oraz E-typami) zostaly przedstawione w tabeli 2.4.8.

(b) Jeslin+1=7, to z dokladnoscig do dzialania grupy ortogonalnej na P-krytycznych
bigrafach A’ jest jednym z dwudziestu czterech bigraféw, ktdrych funkcjonaly Grama q(x) (wraz
z wielomianami Cozetera coxy(t) oraz E-typami) zostaly przedstawione w tabeli 2.4.10.

(c) Jeslin +1 € {8,9,10}, to z dokladnoscig do dzialania grupy ortogonalnej na P-
krytycznych bigrafach A’ jest odpowiednio jednym z 152, 1730, 17 bigraféw, ktérych niesyme-
tryczne macierze Grama zostaly zamieszczone na stronie internetowej [41].

Idea dowodu. Dowdd opiera si¢ na konstrukcji 2.2.9, ktéra kazdej parze
(A,w) € Z| przyporzadkowuje P-krytyczny bigraf A’ := A[[w,n,e,]] € UBigry+1. Prze-
prowadzimy go w kilku krokach.

1° Sprawdzamy, ze kazdy bigraf o funkcjonale Grama ¢ :
P-kryt; ,,dlan+1¢€ {6,7,8,9,10} jest P-krytyczny.

W tym celu uruchamiamy algorytm 4.1.2 dlan+1 € {6,7,8,9, 10} oraz niesymetrycznych
macierzy Grama Gq takich, ze ¢ € P-kryt; . Zbiory P-krytg, P-kryt? przedstawiamy
w tabelach 2.4.8 i 2.4.10, za$ zbiory P-krytg, P-krytg, P-kryt$, zostaly zamieszczone na
stronie internetowej [41] (w postaci niesymetrycznych macierzy Grama Gq).

2° Obliczamy, przy pomocy algorytmu 4.1.13 zaimplementowanego w jezyku C#, zbiory
dod;, dlan € {5,6,7,8,9}.

3° Dla kazdego dodatniego i spdjnego bigrafu A € UBigr, o funkcjonale Grama nale-
zacym do dod;, oraz dla kazdego n € {5,6,7,8,9} wyznaczamy, przy pomocy algorytmu
(ograniczonego zliczania) 4.1.15, zbiér

Z"™ — 7 nalezacym do zbioru

SRyy = {w € Z"; pa(w) = w-Gp, -w'™ =1, w1 #0,...,w, # 0},
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z ktérego nastepnie wybieramy podzbior SR, ~C SR;,, o tej wlasnosci, ze jesli
weSR,,,to—wgSR,,.

4° Konstruujemy zbiory par Z, = {(pa,w);pa € dod),w € SR;A} dla
n € {56,7,8,9}. Poniewaz pa sa funkcjonalami Grama dodatnich bigraféw
A € UBigr, posiadajacych wierny pierwiastek, wiec A sg spdjne.

5° Przy pomocy konstrukcji 2.2.9 (zobacz takze algorytm 4.1.10 i algorytm 4.1.12), dla
kazdej pary (pa,w) € Z., n € {5,6,7,8,9}, tworzymy P-krytyczny bigraf

AT = [[A7 w, gnH’

on-+1¢€{6,7,8,9,10} wierzcholkach i funkcjonale Grama ga- : Z" — 7, ktéry nastepnie
dodajemy do zbioru P-kryt~ (Z""', 7).

Zbiér P-kryt~(Z"*',Z) C  P-kryt(Z""',7Z) jest pewnym podzbiorem zbioru
P-kryt(Z™", Z) wszystkich P-krytycznych bigraféw z UBigry.1. Powstaje on z par (pa,w) €
Z,, gdyz z twierdzenia 2.2.6 wynika, ze z (pa,w), (pa,w) € Z, otrzymamy dwa P-krytyczne
bigrafy o funkcjonalach Grama nalezacych do tej samej O(n + 1,7Z)-orbity w zbiorze
P—kryt(Z"H, Z). Ponadto zbiér Z~ tworzymy z dodatnich i spéjnych bigraféw o funkcjona-
lach Grama nalezacych do pa € dod}, gdyz na podstawie twierdzenia 2.2.6, z par (pa,,w1),
(pa,,w2) nalezacych do tej samej O(n,Z)-orbity w Z, otrzymamy dwa P-krytyczne bi-
grafy o funkcjonalach Grama ¢i,q2 : Z""' — 7 nalezacych do tej samej O(n,Z)-orbity
w P-kryt(Z"™, 7).

P-krytyczne bigrafy o funkcjonalach Grama nalezacych do zbioru P—krytf(ZG, Z),
P-kryt~(Z",7Z) zostaly przedstawione w tabelach 2.4.7 i 2.4.9.

6° Cze$é z P-krytycznych bigraféw z P-kryt™ (Z"™,Z) dlan+ 1 € {6,7,8,9,10} nalezy
do tych samych O(n + 1,7Z)-orbit w P-kryt(Z" ™ 7). Aby znalezé¢ podzbior P-kryty | C
P—kryt_(Z"H, Z),dla 6 < n+1 < 10, uruchamiamy implementacje algorytmu 4.1.8 w jezyku
C#. Dostajemy w ten sposéb szukane zbiory. Zostaly one przedstawione w tabelach 2.4.8
i2.4.10, dla n+ 1 € {6,7} oraz na stronie internetowej [41] dla n+ 1 € {8,9,10}.

Zaprezentujemy teraz czas dzialania algorytmu 4.1.12, ktéry postuzyt do obliczenia zbioru
P-kryt;_ ;, dlan+1 < 10.

Dla n+1 = 6 potrzebujemy zaledwie 324 milisekundy, dla n+1 = 7 juz ponad 13 sekund,
za$ dla n+1 = 8 potrzeba blisko 3490 sekund (czyli okoto 58 minut). Algorytm ten wymaga na
wejéciu zbioru dod;,. Wyznaczenie tego zbioru przy uzyciu algorytmu 4.1.13 jest czasochtonne
i zajmuje odpowiednio: 167 milisekund, 16 sekund i 963 sekund dla n = 5,6, 7.

Aby obliczy¢ zbiér dod,,, dla n > 10 nalezy wczesniej policzy¢ zbér dod; _;, ktéry dla
n—1 =9 ma 103920 elementéw. Dla kazdego z elementéw zbioru dodg nalezy wykonaé kroki
3°—6° algorytmu 4.1.13 (wymagajace przejrzenia 3° macierzy). Otrzymamy w ten sposéb zbi6r
dod*(Zlo, Z) C dodj, z ktérego nastepnie nalezy wybra¢ reprezentantéw dodj,. Wymaga
to uzycia grupy ortogonalnej, a dokladniej pewnego podzbioru PMatrix C O(10,7Z) (zobacz
algorytm i uwaga 4.1.9), ktéry w najgorszym razie ma 10! - 2! elementéw. U

Przedstawimy teraz liste krytycznych bigraféw E-typu ]f)n podanych przez H. J. von Hohne
w pracy [26, str. 317].
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TABELA 2.4.3. LISTA CH, 11 KRYTYCZNYCH BIGRAFOW VON HOHNE E-TYpPU D,

S T T N I
: ST T ) //
\'
e) ._._/_IXI_\_._.

Bedziemy stosowaé nastepujace oznaczenia: przez DD, oznaczamy graf Euklidesa ), ze
standardowa numeracja wierzchotkéw (patrz tabela 1.4.9), za$ przez ﬁ; graf Euklidesa przed-
stawiony w tabeli 2.4.3 w punkcie a) o pewnej numeracji wierzchotkéw {ci,...,cp, cnt1}-

Przedstawimy teraz lemat 2.4.4, z ktérego wynika, ze jesli ID,, jest grafem Euklidesa, to
przy pomocy deflacyjnych ciagéw operatoréw grafu ID,, uzyskamy z doktadnoscig do dzialania
(2.2.3) jeden z krytycznych bigraféw z listy CHyp41.

Lemat 2.4.4. Niech D bedzie grafem Euklidesa D, (patrz tabela 1.4.9). Wiéwczas dla
kazdego deflacyjnego ciggu operatorow tt = tagbe T oo tagb, T grafu D przeprowadzajgcego
krytyczny graf D na krytyczny bigraf t7D i dla kazdego k > 1 istnieje bigraf H € CHpp1
taki, zZe

t'tD~E, H

ort ’

tzn. istnieje B € O(n + 1,7) taka, ze Gy = B - Gy, - B.

Idea dowodu. W dowodzie postepujemy zgodnie z sugestia H. J. von Hohne zawarta
w [26, str. 317].

Niech D bedzie nastepujacym grafem Euklidesa ]ﬁ)n:

(D) on 1

@] — 0304 T @5 — - T O0p_3 T Op_] O

0° Poniewaz D € CH,41 (patrz tabela 2.4.3 punkt a)), jest wiec krytyczny. Na podstawie
[59, Section XIV.1] oraz [49, str. 3] jest nieujemny oraz Kerqp = Z - h, gdze
h = (hi,...,hpy1) jest dodatnim i wiernym wektorem. FLatwo sprawdzié, ze
h=(1,1,2,...,2,1,1). Na podstawie [58, Lemma 3.1] bigraf t+D powstaly z D przez zasto-
sowanie ciggu deflacyjnego tt dtugosci k£ > 1 jest nieujemny. Poniewaz szukamy krytycznych
bigraféw, wiec rozwazamy tylko takie ciggi deflacyjnych operatoréw, ktore przeprowadzaja
dodatni i wierny wektor h € Ker gp na dodatni i wierny wektor. Takie deflacje i ciagi defla-
cyjnych operatoréw nazywamy dopuszczalnymi. Wéwczas z twierdzenia 2.1.2 wynika, ze sa to
krytyczne bigrafy.
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1° Pokazujemy, ze rozwazajac wszystkie dopuszczalne ciagi deflacyjnych operatoréow grafu
D otrzymamy (z dokladnoécia do dziatania (2.2.3)) jeden z bigraféw z listy CH1.

Poniewaz jadro Kerqp grafu D jest postaci Kerqp = Z - h, gdzie
h = (1,1,2,...,2,1,1), wiec dopuszczalne sa nastepujace cztery deflacje: t31, t:;g, t;{_ln,
tz Lo+ Poniewaz sg to ,symetryczne” przypadki, wiec rozwazamy tylko jeden z nich.

1.1.° Bigraf tg‘lD powstaly z D przez zastosowanie deflacji t:; ma nastepujaca postacé:

®n+1

/N

tg'lD: e — @3 — @4 — @5 — - - —— @ _ o —— @0, | — O,

oraz h=(1,1,1,2,...,2,1, 1) Na bigrafie tJ; D mozemy wykonaé jedna z nastepujacych do-
puszczalnych deflacji: tz,), t4 lub t:f 1n t:{fln 41 (pozostate sg zabronione, bo daja zerowa
wspdbirzedna w nowym wektorze h krytycznego bigrafu). Poniewaz tj{?) it] 11 52 ,,symetryczny—
mi” przypadkami, wiec rozwazamy jeden z nich, tzn. t43 (przypadek 1.1.1°). Przypadki t
t 41 83 réwniez ,symetryczne”, dlatego rozwazamy tylko t |, (przypadek 1.1.2°).

1.1.1° Bigraf t;&t;lD powstaly z t;lD przez zastosowanie deflacji t;g ma nastepujaca

postac:

n—1n>

®n+1

/ AN |

o] '4 o5 o — - ®n—2 — Op_1] on

oraz h = (1,1,1,1,2,...,2,1,1). Mozliwe sa teraz nastepujace dwa przypadki: t&; (td, jest
,,symetryczny”) lub tt 41 (t} |, jest ,symetryczny”). Postepujac w ten sposéb otrzyma-
my:

/ \ ®nt1

L o — Ost1 — - ®n—1 ®n,

gdzie h = (1,1,1,...,14,2541,...,25-1,1,1) oraz

/ \ _—— o T

3 @2 — ] — ®; — O] T - & T Op] T opn—1— Op,

gdzie h = (1,1,1,...,145,2541,...,2,,1,...,1), oraz bigraf

.n+1 \

..s+1 T 02 T 0]

1 — e —

oh=(1,1,...,1) otrzymany z bigrafu postaci

/ \ / o \

37 @2 — @& — O — O] T O512 T ®n—1
oh=(1,1,1,...,15,2441,1...,1). Ponadto z bigrafu
®nt1
\|
] T 02— &4 — - _.n 27 Op—1 7 Op
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oh=(1,1,1,1,1,...,1,1,2,1,1) po wykonaniu t , otrzymamy bigraf A postaci

n—1n+
ﬁ: 02—01—04—--'—on2—on+1—0n

oh=(1,1,1,1,1,...,1,1,1,1,1), za$ po wykonaniu t , _, na bigrafie A otrzymamy

—
—
—
—
@3 = 03 — 0] T @0y — - T Oy _9O /

®n+1

oraz h=(1,1,1,1,1,...,1,1,1,1,1).

Rozwazmy przypadek 1.1.2°.

1.1.2° Bigraf t, ;,t1; D powstaly z bigrafu t;; D (przedstawionego w punkcie 1.1°) ma
nastepujaca postaé:

®n+1

/\ SN

i tiiD: e —e3—ei—e;—eg— e, ) —e 1 —

oraz h=(1,1,1,2,...,2,1,1,1).
Dopuszczalne sg teraz cztery deflacje: t}, tifs, tjz_—Zn—i—l? th
tryczne” przypadki, wiec rozwazamy tylko jeden z nich, tzn. tjl. Po wykonaniu deflacji tj{l

na bigrafie t:{_l nt{,ﬁD otrzymujemy

. Poniewaz sa to ,,syme-

®nt+1

[
+ + / \ / | \
t41tn 1nt31 D o3 —02—01—05—06 e —— ey —— @] — e,

oraz h=(1,1,1,1,2,...,2,1,1,1).

Mozliwe sa teraz dwa przypadki: t51 (patrz 1.1.2.1°, t 4 jest ,symetryczny”) lub tn 2ni1
(patrz 1.1.2.2°, t , 1 Jest LSymetryczny”).

1.1.2.1° Bigraf t tn_lntng powstaly z ti‘lt;t_lnt;ﬁD przez wykonanie deflacji t;ﬁ

ma nastepujaca postaé:

o IN N

®) .5 oG — - ®n—2 " Opn_1

oraz h=(1,1,1,1,1,2,...,2,1,1,1).
1.1.2.2° Bigraf t ,, tfHit" | t35,D otrzymany z tf;t | t3, D przez zastosowanie
deflacji t:72n+1 ma nastepujaca postac:

®n+1

_.2_.1_‘5_’6 T O3 T O 2—'n 17 &n

oraz h=(1,1,1,1,2,...,2,1,1,1,1). Postepujac w ten sposéb otrzymamy bigrafy:
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e \ /%H\

37 @2 T @] — ®s T 0541 T o &y — Op i1 T ®&n—1

gdzie h = (1,1,1,...,15,2541,...,2,,1,...,1) oraz

.n+1 \

.s+1 T 02 T 0p_ ]

1 — ey —

oh=(1,1,...,1) otrzymany z bigrafu postaci

/ \ / o \

e T e — ®s — 0541 —  Os542 7 ®on—1

oh=(1,1,1,...,15,21,1...,1).
Uzyskahsmy w ten spos6b (z dokladnoscia do dzialania (2.2.3)) wszystkie krytyczne bi-
grafy E-typu D, z listy CHypt1- O

Przedstawimy teraz twierdzenie, z ktérego wynika, ze jesli A jest P-krytycznym bigrafem
E-typu D,,, to z dokladnoscia do dzialania (2.2.3) jest jednym z krytycznych graféw z listy
von Hohne CH 1.

Twierdzenie 2.4.5. Jesli A € UBigry,+1 jest P-krytycznym bigrafem E-typu @n, to
istniejqg bigraf krytyczny H € CHpq1 (patrz tabela 2.4.3) oraz macierz B € O(n + 1,7) takie,
ze

Ga =B .Gy - B

Dowéd. Wprowadzmy nastepujace oznaczenia. Niech A bedzie P-krytycznym bigrafem
E-typu D,,. Jedli istnieje macierz B € O(n + 1,7Z) taka, ze Go = B - Gy - B dla pewnego
H € CH, 11, to bedziemy stosowaé nastepujace oznaczenie: A ~5, H (lub A~ H).

Dowéd przeprowadzamy w kilku krokach.

1° Pokazemy, ze istnieje macierz £ € O(n + 1,7Z) taka, ze A ~F
krytycznym bigrafem.

Poniewaz A jest P-krytyczny, wiec na podstawie wniosku 2.1.6(a) A jest nieujemny oraz
Kergan = Z - h, gdzie h = (hy,...,hp41) jest wiernym wektorem. Z dowodu wniosku 2.1.6
1 jeslih; >0
—1 jeslih; <0
Gar = E' -Ga - E dla bigrafu A’ = A x E. Poniewaz A’ jest nieujemny oraz Ker gar = Z - I,
gdzie h' = (hy - €1, , hpy1 - €pt1) jest dodatnim wektorem oraz E € O(n + 1,Z), wiec A’
jest krytyczny (na podstawie twierdzenia 2.1.2) oraz A ~Z, A’

2° Krytyczny bigraf A’ z punktu 1° jest nieujemny oraz Kergas = Z - h’, gdzie h' # 0,
wiec jest gléwny. Ponadto A’ jest bigrafem E-typu D,. Zatem na podstawie [58, Theorem
3.2] istnieje > 1 oarz istnieje ciag inflacyjnych operatoréw t = t, p, .-t krytycz-

a1b1

nego bigrafu A’ (dla Wierzcholkéw ai,bi,...,ar, by € Af takich, by mozhwe byly inflacje)

A/, gdzie A jest

ort

wynika, ze istnieje macierz E = diag(ey,...,en41), gdzie g; = { , taka, ze

taki, ze t- A ~z ID) , gdzie ]D) jest grafem Euklidesa typu D, o numeracji wierzchotkéw
{c1,¢9, ..., cnyCny1 )
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3° Niech o = (cl1 622 c‘é Lo Z}‘:ll) € S,,+1 bedzie permutacja, ktéra przeprowadza wierz-

chotki {1,2,...,n,n 4+ 1} grafu D, na wierzcholki {ci,ca,...,cn,cnt1} grafu ]D Ponadto

niech 7 := o~ ! oraz 7; := 7(i), dla kazdego 1 < i < n + 1. Wéwczas D, = ]D) x 0, gdzie
er

R er, .

o = € Sn+1.
eTn+1

4° Udowodnimy, ze istnieje bigraf H € CH,, 11 taki, ze A"~y H, gdzie A’ jest krytycznym
bigrafem z punktu 1°.

Z punktu 2° wynika, ze istnieje ciag inflacyjnych operatoréow t = by b, - by, dlugosc
r > 1 bigrafu A’ (dla wierzchotkéw a1, bi, - ,ar, by € Aj takich, by mozliwe byly inflacje [58,
Definition 3.1]) taki, ze t~A’ ~y ]D)

Dowdd istnienia bigrafu H € CHHH przeprowadzamy stosujac zasade indukcji matema-
tycznej wzgledem diugodci r > 1 inflacyjnego ciggu operatoréw krytycznego bigrafu A'.

4.1° Niech r = 1 oraz ]D; = t_,A’, dla pewnych wierzcholkéw a,b € Af takich ze

e~ - -op. Pokazemy, ze istnieje Hy € CH 11 taki, ze A~y Hy.

Niech & € S,41 bedzie macierzg permutacii z punktu 3°, tzn. D, = ]ﬁ); x 0. Z [58, Lemma
3.1] wynika, ze

Gg =Gp-n = (E,)" - Gar- (E),

gdzie E, € M, 11(Z) jest macierza jak w [58, Lemma 3.1] (zobacz takze lemat 2.3.3). Roz-
wazmy bigraf A’ x ¢ powstaly z A’ przez permutacje wierzcholkéw. Poniewaz A’ jest kry-
tyczny, wiec A’ x5 tez jest krytyczny (argumentacja jak w dowodzie twierdzenia 2.4.1, punkt
2°). Ponadto 7 € S,41 z punktu 3° przeprowadza wierzchotki a, b bigrafu A’ na wierzcholki
Ta := T(a), T := 7(b) bigrafu A" x &. Rozwazmy inflacje t, ,, bigrafu A’ x 5. Wéwezas tatwo
wida¢, ze 0- £ = E_, -7 (zobacz takze [58, Lemma 3.1. e)]) oraz prawdziwe sa nastepujace
rownosci:
G TaTb (A *U) = (E‘:U.Tb)tr ’ GA/*a ' (E;Tb)

_ — \tr At ~ —

- (ETaTb) "ot GA’ t0 (ETaTb) -

- i, (E&j)ﬂ’ NEINE (E‘(;)) O =

_ sttt s _str o

= O GtabA/ g g GD% o

= (G

b5 = Gb,-

Z réwnosci tych wynika ponadto, ze G+ 5
TaTpn

= Garyg, gdzie tj_;Tb jest deflacja grafu Euklidesa

Dn. Bigraf tTaTb]D powstaly z grafu Euklidesa D, w wyniku deflacji t », jest krytyczny (patrz
[58, Lemma 3.1]) oraz na podstaw1e lematu 2.4.4 istnieja macierz B c O(n+ 1,7Z) oraz bigraf

H, € CH, 4 takie, ze t ]D) Hy, tzn. GH1 = B Gt+

Tty Ort E - By. Zatem prawdzie sg

nastepujace rownosci:

Gy, = BY- -G+ = -B

t.m,Dn
tr
= Bl : GA’*(? : Bl
= BI".G".Ga -G By.
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Poniewaz 7 - B1 € O(n+1,7Z), wigc A" ~,,., Hy.

—~ ~/
4.2° Zalézmy, ze jesli r > 1 oraz t~ A’ = D,, to istnieje Ho € CH 41 taki, ze

(zalozenie indukcyjne) A~ Hy oraz Gg;( AsE) = G(g_ A7)55

gdzie t = ty p ety =t . sg clagami inflacyjnych operatoréw dhugosci

arby’ Ut TarTbr T TTay Ty

r>1, zas$ 74, = 7(a;), 7, = 7(b;) dla 1 <14 < r oraz T € S;,41 z punktu 3°.

~ ~/
Pokazemy, ze jeslir+1> 11t~ A’ =D, to istnieje Hs € CH,41 taki, ze

A ~ort H3 oraz G tr (A/%5) G(E—A’)*E’

gdzie t~ =t .t al b tT_ to, o, e sg ciagami inflacyjnych operatordw
T+1 T+1 P41 b'r+1
dhugosci r+1 > 1.
~ ~/
Niech 7 + 1 > 1 oraz niech t~A’ = D,,. Rozwazmy bigraf A’ x 5. Wtedy permutacja
T € Sp41 z punktu 3° przeprowadza wierzcholki af,by,...,a;,, b, bigrafu A" (wzgledem

= 7(ay), Ty = T(bY), -

ey

ktérych wykonywane sg inflacje w E_) na wierzchotki 7, 1 Tal,, =

T(a741), Tyl 7(bj.41) bigrafu A’ 3.

Przez t-, :c\; bedziemy oznacza¢ odpowiednio ciggi inflacyjnych operatorow

t et a, it> <.ty , ., dlugosci r. Wowcezas dla ciagu inflacyjnych ope-
Ar 410041 Wy ag "by

To! Ty!
r+1
ratoréw t; dlugodci r + 1 > 1 bigrafu A’ x & prawdziwe sa nastepujace réwnosci

G- (ars)
(*)

Gt (b (499)) =

G-+

tr (67 o1 4 A)%0) -
zal.ind.
= G0

Ge-ans = Ghrus = 5,

gdzie () wynika z punktu 4.1°. Wéwczas G; = Garvs, gdzie E“‘ jest deflacyjnym ciggiem

tiD,
operatorow dtugosci r + 1 grafu Euklidesa ]D) Na podstaw1e lematu 2.4.4 istnieja macierz
By € O(n+1,7Z) oraz bigraf Hs € CH,11 takie, ze tT[D) = A% ~P2 Hy Stad A/ ZT?Q Hs.
Zatem jedli A jest P-krytycznym bigrafem E-typu ﬁn, to na podstawie punktu 1°,
A~y A, gdzie A’ jest krytycznym bigrafem. Ponadto z 4° wiemy, ze A’ ~,¢ H, dla
pewnego H € CHy,41. Stad otrzymujemy A ~q.y H, co koficzy dowdd. 0

ort

Whniosek 2.4.6. Niech A" € UBigrni1 bedzie P-krytycznym  bigrafem E-typu
DA = A,, o n+ 1 > 3 wierzcholkach. Wowczas istnieje macierz B € O(n + 1,7Z) taka,
ze

Gpa =B" -Gp - B
tzn. A ~B, DA

o8



Idea dowodu. Niech A’ bedzie P-krytycznym bigrafem E-typu 1&” on+12> 3 wierz-
chotkach.

Pokazemy, ze z dokladnoscia do dzialania grupy O(n + 1,7Z) na P-krytycznych bigrafach
E-typu A,,, gdzie n + 1 > 3, bigrafy E-typu A,, maja nastepujaca postaé:

A ° ° ° °

Na podstawie wniosku 2.1.6, klasyfikacja P-krytycznych bigraféw redukuje sie do klasy-
fikacji krytycznych bigraféw. Latwo widaé, ze jedynym krytycznym bigrafem E-typu A, jest
bigraf A’ (patrz (26, str. 317]), o jadrze Kergar = Z - has, gdzie har = (1,...,1) (patrz
[59, Chapter XIII.1]). Poniewaz inflacja bigrafu A’ wzgledem niepustego zbioru przerywanych
krawedzi zwigksza wspotrzedne dodatniego wektora ha/, wigc nie prowadzi ona do uzyskania
P-krytycznego (odp.: krytycznego) bigrafu E-typu A,,. Stad wynika, ze jadro P-krytycznych
bigraféw A’ E-typu A, jest postaci Ker gar = Z-(h-2), gdzie £ = (e1,...,en41), h =(1,...,1)
oraz €; € {—1,+1} dla dowolnego i < n + 1.

Z analizy algorytmu inflacyjnego (zobacz [58, 31]) wynika ponadto, ze liczba wspolrzed-
nych h; - &; = —1 w wektorze h - & = (hy - €1,...,hnt1 - €n+1) jest parzysta. Gdyby byla
nieparzysta, to z doktadnoscig do dzialania grupy (AJZ'H na P-krytycznych bigrafach otrzy-
mamy bigraf

ktéry nie jest bigrafem typu ,&n (dokladniej jest dodatnim bigrafem typu D,,11). Zatem
z dokladno$cia do dzialania (2.2.3) otrzymujemy dokladnie jeden P-krytyczny bigraf E-typu
A, tzn. A’ ~B, A, dla pewnej macierzy B € O(n+1,7) . O

ort

W tabelach 2.4.7-2.4.10 zostaly przedstawione P-krytyczne bigrafy A’ w postaci funkcjo-
naléw Grama qas : Z" — Z, dla |AL| = n+1 € {6, 7}, przy czym zbiér P-krytg zostal przed-
stawiony w tabeli 2.4.7, za$§ zbiér P-kryt; w tabeli 2.4.10. Tablele 2.4.7
i 2.4.9 zawieraja wszystkie P-krytyczne bigrafy skonstruowane z par (p,w) nalezacych do
zbioru Z,; = {(p,w); p € dod;,w € SR, }, n € {6,7}, gdzie SR, C SR, jest zbiorem
wiernych pierwiastkéw takich, ze jesli w € SR, to —w ¢ SR,,. Pary (p,w) € Z, ktére po-
stuzyty do skonstruowania P-krytycznych funkcjonatéw kwadratowych ¢ : 7" 5 7 réwniez
zostaly przedstawione w tych tabelach. Ponadto podajemy wektor h # 0 taki, ze Ker g = Z-h,
wielomian Coxetera cox,(t) dla P-krytycznego funkcjonatu kwadratowego g oraz jego E-typ
znaleziony przy pomocy algorytmu inflacyjnego opisanego w [58, 31| (zobacz takze rozdzial
4.1). Cze$¢ z uzyskanych w ten sposéb P-krytycznych funkcjonaléw kwadratowych nalezy
do tych samych O(n + 1, Z)-orbit(P-kryt(Z" !, Z)). Reprezentantéw wszystkich parami réz-
nych O(n+ 1, Z)-orbit P-krytycznych bigraféw w zbiorze P—kryt(Z"H, Z),dlan+1€ {6,7}
przedstawiamy w tabelach 2.4.8 i 2.4.10.

29



2.4.7. P-krytyczne funkcjonaly Grama bigraféw skonstruowanych przez
ind: Z; —— P-krytg, dlan+1=6

L]
p € dod3 w e SR, (p, w) € P-krytg h coxgy(t) oraz E-typ
PO PPN 2
pi@) =0 el —eiee— | w=(,1,1,1L1) | a@ =X 27 —ses— | (1L,L1L,LLD | 0 - -2 41 = FP,
r1T3 — T1Z4 + ZT1T5 + T1T4 — T2T3 — T2T4 — ~ 5
T2T3+T2Tg +T3L4 —T4T5 z2x5 + x2me + w3T4 + E-typ =Ds
T3T5 + T4T5 — T5T6
5 P P 2
pa(@) =0 el —eiza— | w=(,1,1,1L1) | @@ =X 22 tees+ | (LLLLLD| O -t -2 1 = FP,
Tr1T3 — T1T4 + T1T5 + T1TE — ToT3 — ToT4 — _ 5
Towy + T34 Tows +rore+a3Ts +TATH E-typ =Ds
p3(@) = wi=(L,1,1,1,0) | g3@) =X 2?—zaet | LLLLLD | = — ¢t + 1 = F @),
i=1%; — T1T2 — T1T3 — 123 + x5 + T1Te — ~ 5
T1T4+T2T4 +T2T5 +T3TY Tox3 — Toxy — xT2T5 + E-typ =Ds
325 + 23%6 + T4%5
wy = (1,2,1,1,1) | qa(@) =5 27—z — | (1,1,2,1,1,1) | S48 -t —2t3 12 +e+1 = Fy_(v),
Tax3 — TaT4 — T2T5 + B 5 °
z3ws + 2326 + 425 ~typ =Ds
PR PPN 1
pa(@) =0 el —wiza— | w=(1,1,1,1L1) | e@) =X 22 —zeat | (LLLLLD| 6 - 5 — ¢+ 1 = FD,
zrixr3 — T1xT4 + T2x5 + T1T5 — ToT3 — ToT4 — _ 5
TI3T4 — T4T5 zoxs +x3Te+T4TE —T5TE E-typ =Ds
ps@) =0 a2 —mee— | w=(,1,111) | @@= e?-mes+ | L,LLLLD ] ¢ — 22 + 1 = FPu,
123 — 204 + T3T5 T1TE — T2T3 — T2T4 — ~ 5
z3T5 + T4T6 E-typ =As
pe(2) = Ty o) —miwa— | w=(21,1,11) | ar(@) =T yaf —wwa— | (1,2,1,1,1,1) | 9487t -26% 424t 41 = Fy (1),
T1T3 —T1T4+T1T5+T3T4 T1T5 — T2T3 — T2T4 — E-typ =D
T2x5 + T2x6 + TaTs ypP =Us
wi=(,1L1L150) | gs(e) =0 2f +erea— | (LLLLLT) | 0485t —23 2441 = 15 (1),
— 5 2 r1T4 — xT1T5 + T1TE — ~
p7(w) = Y- 2 —@122 — 174 175 16 E-typ =Ds
z1w3 — x1;4+;2x5 T2T3 —T2T4 —T2T5 +L3T6 yp °
wo = (2,1,1,1,1) | go@) =¥0 27 —miaz+ | (L2LLLD| ¢ -t — 2 41 = PO,
123 + 1T — T2T3 — ~ 5
ToTy — T2T5 + T3 TG E-typ =Ds
w3 = (2,2,1,1,1) | qio(z) = S_y2? — | (1,2,2,1,1,0) | 545 —¢t—263— 24141 = Fy_(v),
— xTox3 — E — ~ °
z123 23 z2T4 E-typ =Dy

zox5 + T3T6

2.4.8. Zbiér P-kryt; ,,dlan+1=6

°
| (pw) e 25 | (p,w) € O(6,Z)-Orb(q) C P-krytg coxg(t) oraz E-typ |
3
(p5, w) a6(z) = Y51 27 — z125 + z126 — 223 — T2T4 — T3T5 + T4T6 6 — 2t3 4+ 1 FA{;(U?
E-typ =As
2
(p1,w) a1(z) =¥9_, 27 —z123 — 124 — TaTz — D274 — T275 + t67t47t2+1:F;{5)(t>’
(03, w1) ToTe + T3T4 + TITH + T4T5 — T5T6 E-typ =Dy ’
(p2, w)
6 4 2 )]
( w) q2(z) = ?:1 —”0,2+2115+1116—1213—121‘4—1225+ ottt +1*F,§5 (),
D4, Tawe + T3T5 + T4T5 E-typ =Ds
(p7,w1)
(p7,w3) q10(2) = X5_, 27 — w123 — wows — 22w — 2275 + T3TE tO4+t5 —tt—2tP 12 o1 = Fp, (),
E-typ =Ds
(p3, w2) ) . 045 A2 424041 = Fy (1),
(p6, w) qa(z) = Y71 ¢ — @123 — T3 — TaTg — T2T5 +T3T5 +T306 +T4T5 _ ’5
E-typ =Ds
(p7,w2)

W tabeli 2.4.9 przedstawiamy oprécz P-krytycznych funkcjonaléw kwadratowych ¢ : Z7 — Z,
dodatnie i spéjne funkcjonaty kwadratowe p : 7° > 7 nalezace do zbioru dodg oraz ich wier-
ne pierwiastki. Ponadto dla kazdego ¢ € P—kryt(Z7,Z) podajemy jego wielomian Coxetera
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cox,(t) oraz typ euklidesowy. Reprezentanci wszystkich parami réznych O(7,Z)-orbit w zbio-
rze P-kryt(Z',7) zostali przedstawieni w tabeli 2.4.10.

2.4.9. P-krytyczne funkcjonaly Grama bigraféw skonstruowanych przez

ind: Z;; — P-kryt,,dlan+1=7

°
p € dodg w e SR, q = (p,w) € P-kryt, cox,y(t) oraz E-typ
p1(z) = s o 2
S wy =(1,1,1,1,1,2) | q1(z) = X0y 2? + 2127 — 2gx3 —zoxg — | 7 — 5 — ¢ 4+ 1 F:é)(t)v
i=1%q 122 123 174 xows — xoxe + w7 + 23wy +x3T5 + x3T6 + ~ 6
125 +T1T6+T2T3 +T2T4 + 2225+ Taxs + TaxG + THTE — T5TT — TGTT E-typ =Eg
T3T4 + TI3T5 + T4T5 — T4TE — T5L6
wy = (1,1,1,1,1,1) | g2(2) = £, 27 — w122 + 2135 + w1we — | t7 — 7 — &2 1 = F;f)(t),
T1T7 — T2T3 — T2T4 — T2T5 — T2T6 + T2T7 + ~ 6
x3x4 + w305+ 376 +TaT5 +Taa6 + 576 — | LoYP =Ee
T5T7 — TETT
5 & 2
6 a wi=(1,1,1,1,2,1) | qa(2) = LT 22 + w1w6 — wpwg —waza — | 7 — 5 — 2 + 1 = P,
p3(z) :Zizl T — T1T2 — T1T3 — Tox5 — Taxe +x2x7 + 306 — 37 +TaTs + ~ 6
T1T4 — 125 + T126 + T2T5 — z4we + T5TE — TETT E-typ =E¢
T2xe + x3T4 + T3T5 + T4T5 — T5T6 )
wy = (1,1,1,1,1,1) | gs5(z) = 27 2 + w1wp — z123 —wyag — | £7 — t° — &2 1 = F®,
T1T5 —xT1Te +T1T7 — T2L3 — T2T4 — T2T5 — ~ 6
zowg + oy + 2326 — 2327 + a5 +zaze+ | E-YP =E
T5TE — TETT
wg =(2,1,1,1,1,1) | g6(z) = X7 27 — w1mp — maw3 —wpmg — | t7 — t° — &2 1 = Féz)(t),
zaxs — T2x6 + T2a7 +T3T6 — w3wT +T4T5 + ~ 6
T4Te + T5TE — TETT E-typ =E¢
N 2
pa(z) = Y% 2% — 2129 — 23 — | w=(1,1,1,1,1,1) qr(z) = N7y 2? — 2yx3 — zyay — xzoxg — | 7 — t5 — 2 1 = F;(ﬂ ) (@),
6
T1Ty — X105+ 2225+ 2206 + 2324+ Toxyg —T2T5 —T2Te +T3T6 +T3T7 +T4T5 + ~
T3T5 — T3TE + T4T5 — T4Te TaTE — T4T7 + T5T6 — T5T7 E-typ =Eg
p5(z) = ?:1 Z% — T1T2 — T1T3 — wy = (1,2,1,1,1,1) qs(z) = 217:1 z? —xi122 + 2174 + T1T5 + tT o — 5 — ¢ 1 = FléQ)(t),
T1T4 — T1T5 + T2T4 + T2T5 + T1TE — TQL3 — TQT4 — T2T5 — T2TE + T3T5 + ~ 6
r2z6 + 324 + 2325 + T4T5 r3x6 + T3T7 + T4T5 + T4TE + T5T6E E-typ =E¢
wy = (1,2,2,1,1,1) qo(z) = Z:] 712 — T1T4 — T2TZ — T2T4 — t7 446 —2tt — 23 441 = F]EG (t),
T2x5 —xT2x6 + T3T5 + X3Te + T3x7 +T4x5 + Betvp =7
z4we + T5T6 A
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2.4.9. (kontynuacja)

o ) wi = (1,1,1,1,1,1) | qio(z) = S7_, 2?2 + 2122 — z124 — @125 + t7+t6—2t4—2t3+t+1:Fis(t),
pe(z) = i=1%; — T1T2 — T1T3 — T1T7 —TRXL3 — T2T4 — T2T5 — T2xg +T2T7 + B )
r1T4 — 21275 + 126 + T225 + 326 + T4x5 + T4x6 + T5TE -typ =FEe¢
r3T4 + 2325 + T4Z5 D)
w2 =(2,1,1,1,1L,1) | qui@ =Y 2} —eree +mas +arzg— | 7 - 8 — % 41 = F(),
ToT3 — T2T4 — T2T5 — TaT6 + T2T7 + T3TG + ~ 6
a5 + T4x6 + T5TH E-typ =E¢
Wa — 79 72 ) 7 146 4 3 _
ws =(2,2,1,1,1,1) qi2(x) = Y i @] —x1®3 — T2x3 — T2T4 — th+t° —2t% -2t th+1—FE (t),
Toxs — T2xTE + T2x7 +xT3xT6 + Taxs5 +TaTE + = 6
z5T6 E-typ =Eg
PN 2
wi =(1,1,1,1,1,1) | qu3(z) = 07, 22 + 2123 —w1zq —zq2s + | t7 — 5 — 2 £ 1 = F;E ) (1),
6 5 T1T7 — T2T3 — T2T4 — T2T5 — T2TE + T3TE + ~ 6
pr(z) = X;—q ] —T1T2 — 123 — xr3x7 + T4x5 + T4xe + T5Te E-typ =E¢
T1T4 — 2175 + T2T5 + T2T6 +
T3T4 + T3T5 + T4T5 wo = 1,2,1,1,?,1 qr4(x) = T_ z2+zlz-7zgz' — xoxTyg4 — t7+t672t472t3+t+1:F~ t),
i=1%; 6 3 E
zox5 — w226 +T3T6 + 327 + 2425 + 2426 + = 6
z5T6 E-typ =Eg
w3 = (1,2,1,1,1,1) q15(z) = Y1y 22 + x12p — zyz3 — w124 — t7 416 -2t —2t3 ft 41 = ?6(75)7
T1T5 — T1TE — T2L3 — L2T4 — L2T5 — T2T6 + B-typ —F
z326 + T3T7T + T4T5 + T4TE + T5TE RAS
wy=(2,2,1,1,1,1) | qie(@) =7, 27 — @102 — wowz —@gmg — | £ +t0—2t* —2t® i1 = Fy_ (1),
T2xT5 —xT2Te +T3T6 +T3T7 +T4T5 +T4T6 + = 6
s E-typ =E¢
P 3
ps(x) = Y5 4 27 — zy@wp —ay23 — | w=(1,1,1,1,1,1) qir(x) = Y7_q 27 —zyas +wyer —wpwg — | ¢7 — t — 3 41 = FK(“ (1),
T1®y — X105+ w225 +T3T4 + 2325+ Toxy — T2T5 — T2T6 + T3T6 + Taxs + Tawe + = 6
T3T6 + T4T5 zqx7 + THTE E-typ =Dg
PO 3
po(z) = Y8, a? —wywo — w23 — | w=(1,1,1,1,1,1) q18(@) = YT @ —wrag —ajes —woxz — | 7 — ¢4 — 3 11 = F(,
A
T1Ty —x105+T226 + T304+ 2325+ T2Ty — T2T5 — T2TE + T3T7 + T4T5 + T4Te + ~
T4T5 — T5T6 T5T6 — TETT E-typ =Dg
2 PR
pro(z) =39 a2 —zyag — wi =(1,1,1,1,1,1) | qro(e) =722 —zr1z0 +z1za faras + | t7 -t — ¢t + 1 = Fép(t),
T1T3 — T1T4 — T1T5 + T1T6 + T1TE — T2T3 — T2T4 — T2T5 — T2XE + To2x7 + ~ 6
T2T5 + T3T4 — T3TE + T4T5 r3Te + T4x5 — T4xT7 + T5TE E-typ =E¢
wo = (1,1,1,2,1,1) | go(z) = X7y 2? — 2125 —wowg —womg — | t7 — 5 — 2 + 1 = FS)(t)y
Taxs — T2x6 +T2T7 + w36 +TaTH — T4TT + ~ 6
T5T6 E-typ =Eg
PR 1
p11(z) =0 27 —ziwp —wyzz— | w=(1,1,1,1,1,1) a21(2) = Y7y a? —wiwg + o1w5 —wowz — | 7 — 0 —t 4+ 1 = F;(“‘>(t)7
T124 —x1%5+ 2205+ 2226+ T304+ Tox4 — 225 — w26 +T3T6 327 + 2425+ = 6
z4x5 + T5T6 T5T6 + TETT E-typ =E¢
P 1
pi2(z) = 35 a? — w2 —wizs — | w=(1,1,1,1,1,1) q22(z) = Y7y 2? — 2123 — zy26 —wozz — | t7 — t0 — t + 1 = P (),
A
T1xy —x105 + 2225 +T2T6 + 2324+ ToTy — T2T5 — T2TE + T3T6 + T3T7 + 4T + ~
T4Ts — T4TE T5TE — THTT E-typ =E¢
_ 6 2 _ _ 5 7 2 7 5 2 (2)
p13(z) = X571 =} T1T2 wy; = (1,1,1,1,2,1) qe3(x) = Y1 @] + 106 — Tax3 — T2T4 — th — t t“ +1 = F& (t),
T1T3 — T4+ TITG — TT5 — x5 +x2®7 —T3Te — w307 +T4w5 +T4TE + ~ 6
T2%6 + T3T4 + T3T5 + T4T5 z5T6 E-typ =E¢
- 2
wo = (1,1,1,1,1,1) | goa(z) = X722 + 2125 — 2124 — 2125 — | 7 — t° — 2 + 1 = FK(\ ) (1),
T1TE — T2T3 — T2T4 — T2T5 +T2T7 — T3T6 — ~ 6
T327 + T4%5 + T4T6 + T5T6 E-typ =E¢
pra(e) =5 1 a? —zjazp —wizz — | w=(1,1,1,2,1,1) aa5(x) =Y 1_q 27 —zjap +wyag —xpwg — | 7 — 7 — 2 41 = FS)(t),
T1xy —x1T5 + w225+ 2304 +T425+ Ty — T2T5 — T2XTE + T3T6 + Taxs + T5T6 + ~ 6
T4T6 T5T7 E-typ =Eg
P 2
p15(z) = 9y 2? —zqxo —zya3— | w=(2,1,1,1,1,1) a26(z) = X7_1 27 —zix3 + w106 —xowz — | t7 — 0 — 2 41 = FA% ) (1),
T1T4+ X126 —T2T5+T3L4+T3T5+ Toxy4 —T2x5 +T2x7 — 3T +T4T5 +T4T6 + ~ 6
L4Ty T5T6 E-typ =Eg
wy =(1,1,1,1,1,1) | qese) =0y 2? —wiag +x1zg +arag + | 7 — 5 — 2 4+ 1 = FI~§2>(75),
T1T7 —T2T3 — T2T4 — T2T5 — T2TE + T4TE + Bt & 6
—typ =
pi7(z) = Y9 f —ziwp — 2123 — ®427 + T5T6 ©
x1xTg —T1T5 + 3T5 + 3T + T4TH s =
° we = (1,1,2,1,1,1) | gao(z) = £7_; 22 + 2120 — 2123 — w124 — t7+t6—2t4—2t3+t+1=FEG(t),
T2xT3 — T2T4 — T2TH5 — T2T6 + T4Te +TaT7 + ~
T526 E-typ =Eg
PUEN 5 2
w3 =(2,1,2,1,1,1) | ao(e) = L]y — 1oz +wrzs +arwe — | 7 — 5 — 7 41 F2 ),
ToT3 — T2T4 — TT5 — T2T6 + T4T6 + T4TT + ~ 6
T5TE E-typ =Eg
wy =(2,1,2,2,1,1) | ga1(z) = O7_, 2? — 2125 — wox3 — w2z — t7+t6—2t4—2t3+t+1:Fis(t),

r2x5 — x226 + 426 + 427 + T526

E-typ =Eg
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2.4.9. (kontynuacja)

6 2
p20(®) =371 T] —T1T2 —T123 —
T124 2126 — x2%5 + 324 + 2425

w=(1,1,1,1,1,1)

7 2
g36(z) = Xj_1 zj + z125 + x127 — 2223 —
Towy4 — x2x5 + T2w7 — TITE + T4T5 + T5Te

T -5 — ¢ 41 FD (),
A

E-typ =E¢

6 2
p21(x) = Yj—q ] —T1T2 — T1T3 —
T1T4 — T2T5 + T2T6 + T3T4 + T4T5

wy; = (1,1,1,1,1,1)

7 2
g37(x) = Y- ®; —x122 + 123 + T1w5 +
T1T7 — T2L3 — T2T4 — T2T5 — 3T + T3T7 +
TaT5 + T5T6

t7—2t0 4265 — ¢ —¢3 4212 2t 41,
E-typ =Eg

PR 2 5 2 2
wy = (1,2,1,1,1,1) | ass(@) = DIy o? —w1ws + 2105 +arzs — | ¢7 — ¢ — 2 41 = FO (),
ToT3 — T2Ty4 — T2T5 — TITG + TITT + T4T5 + ~ 6
T5T6 E-typ =E¢
P - 2
ws = (1,2,1,1,2,1) | gso(z) = 7, 27 — 2126 —mow3 —momg — | t7 — 5 — 2 + 1 = Fé‘)(t>7
Tox5 — T3TE + T3T7 + T4T5 + THTE ~ 6
E-typ =Eg
PN 1
wi =L L5 | an@) = Xl of —em b arms baas + |7 -0 b1 = FU@),
pa2(z) = 26:1 z? —z1T2 —T1XT3 — /96'1?3.7 *3,5.2953 —L2T4 — T2T5 — TI3LE + T4T5 + Btyp =D
T1T4 — T2T5 + T3T4 +T3%6 + T4TH rar7 + T5%6
wy =(1,1,2,1,1,1) | qu1(e) = X1y 27 — 3124 —wpm3 —mpmy — | 7 — ¢ — 3 41 = FéG)(t%

zows — 3% + Taxs + T4T7 + T5T6

E-typ :Iﬁl@

6 2
p23(x) =3 ;—1 @] — @12 —T1T3 —

T1Ty + X206 + T3T4 — TIT5 — T4T5

wy =(1,1,1,1,1,1)

7 2
qaz(z) = Y[ =f + 122 — 2124 — 125 +
T1T7 —T2L3 — T2T4 — T2x5 +T3T7 +XT4T5 —
Tare — TH5TE

7416 — %~ P 2t 41 =
Fﬁ)s(t), E-typ =Dg

wy =(2,1,1,1,1,1)

7 2
qa3(z) = Y[_1 xf —z122 + 2123 + 21207 —
T2T3 — T2T4 — T2T5 + T3T7 + TAT5 — T4Te —
T5T6

A PO (@),
g

E-typ =Dg

w3 =(2,2,1,1,1,1)

7 2
qaa(z) =3/ 7 — 123 — T2T3 — T2T4 —
zows + X3T7 + TYT5 — T4TE — T5T6

L e s
Fp, (1), E-typ =Dg

6 2
p2a(z) = 3j—y &f —w1w2 — 123 —
T1T4 +X3T4 —XT3T5 — T4T5 + T5T6

wy = (1,1,1,1,1,1)

7 2
qa5(x) = Y[ of +x1w2 — x123 — T1T4 —
T1w5 +x1T6 +X1T7 —T2T3 — T2T4 — T2T5 +
T4T5 — T4Te — T5T6 + TETT

o5 2 41 = PP,
A

E-typ :]EG

wp = (1,1,1,1,2,1)

7 2
que(x) = Yy @f + z1@3 — T123 — T1TG —
Tor3 — T2L4 — T2T5 + T4T5 — T4Te — T5T6 +

t7 446 -2t — 243 f 141 = Fy (),

zewT E-typ =Eg
~ 5 2
wy = (2,1,1,1,1,1) | qur(@) = S0 —wimz + aro + oo — | 7 =5 — 2 41 = FP ),
LTy —ToT4 — TT5 + TAT5 — T4TE — THTE + ~ 6
LT E-typ =Eg
- 2
wy =(2,1,1,1,2,1) | qus(@) = 7y 27 — 1o + 2124 +xr25 — | t7 — 5 — 2 41 FZE(})(t)»

T1TE —T2L3 — T2T4 — T2T5 +T4T5 — T4Te —
526 + TexT

E-typ =E¢

ws = (2,1,1,2,2,1)

7 2
qa9(z) = >/ 7 — T1T5 — T2T3 — T2T4 —
Toxs + TyT5 — TaTe — T5Te + TETT

t7T 440 —2tt — 243y 141 = Fg g (0),
E-typ =Eg

we = (2,1,2,1,2,1) | gso(x) = o7, @7 — w124 — w203 — 3224 — t7+t6*2t472t3+t+1:F]736(t)7
Toxs + T4T5 — TaTe — T5Te + TETT =
E-typ =E¢
R R 2
pas(z) = S5 a? —myzp —wizs — | w=(1,1,1,1,1,1) as1(z) = Y1y a2 —wyao + 2123 —wozz — | 7 — t0 — ¢ + 1 = Fé (1),
T1T4 — T2T5 + T2Te — T3LE + T4T5 ToTy — T2T5 — T3T6 + TIT7 — T4ZT7 + T5T6 ~ 6
E-typ =E¢
N 2
wy =(2,1,1,1,1,1) | gs3(e) = S0y 2? + 2123 — w125 —zrae + | 7 — 5 — 2 41 FéG)(t)v

6 2
pa7(x) = Yj—1 xj —x1T2 —
T1T3 — T1T4 — T1T5 + T2T6 + Taxs

T1T7 —T2L3 — T2T4 — T2T5 — T2xe +T3T7 +
T5T6

E-typ =Eg

wy =(2,2,1,1,1,1)

7 2
g54(x) = Y[ o7 +x1w2 — 2123 — T125 —

T1TE — T2XT3 — T2T4 — T2T5 — T2T6 +T3T7 +
T5Te

tT 40—t 23441 = Fg, (8),
E-typ =Eg

wy = (3,2,1,1,1,1)

7 2
g55(%) = X[ 7 — z122 + T1T4 — T2T3 —
ToTy — T2T5 — T2T6 + T3T7 + T5T6

t7 410 —2tt —2t3 4t 41 = Py (1),

E-typ =Eg
wy =(3,2,2,1,1,1) | as6(2) = L7y @7 — 2124 — 2223 — 224 — i7+t6—2t4—2t3+t+1:ng(t%
xroxT — 2T xr3xT 5T =
275 226 + 2327 + T5T6 E-typ =F
N 3
pos(z) = Y9 ) 2? —zqzo —zy23— | w=(2,1,1,1,1,1) gs7(z) = YI_y 22 — zya6 + z1x7 — 2223 — t7T -t -3 41 FK(\ >(t)7
T1T4 — T1T5 + T4T5 + T4T6 ToTy — T2T5 — T2T6 + T5Te + T5T7 ~ 6
E-typ =Dg
N 2
pao(z) = Y9y 2? —zqzg —zyaz3— | w=(2,2,1,1,1,1) ass(z) = X0_1 22 — x5 — zy2e — xawz — | ¢ — t° — ¢ 4+ 1 Fg(\6>(t)7

T1T4 — T2T5 + T2TE + T4T5

ToTy — T2T5 — T3TE + T3T7 + T5T6

E-typ :IEG
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2.4.9. (kontynuacja)

6 2
p31(z) = Yi_ @] — @122 —
T1T3 — T1T4 — T2T5 + T3T6

wy; = (1,1,1,1,1, 1) ge0(z) = 3:1 1%4—1112 —z1x5 — T1TE + t7-‘,-756—2754—2153+t+1:FEs(t)7
T1T7 — T2L3 — T2T4 — T2T5 — TITE + T4T7 =
E-typ =E¢
o 1
wy =(2,1,1,1,1,1) | ge1(x) = Y7 27 —@yw twrzz + oy — | 7 — 15 —t + 1 = FKE (1),
T1T6 +T1T7 — T2T3 — T2T4 — T2TH — TITG + - 6
Tz E-typ =Eg
wy = (2,1,2,1,1,1) | qo2(2) = Iy o + @105 — aroq —arwg — | 7 = 5 — 2 41 = FP ),
TX3 — T2T4 — T2T5 — L3Le + T4TT ~ 6
E-typ =E¢
R P - 2
wy=(2,2,1,1,1,1) | qe3(e) = Ly 0 — wrog + aroa + ooy — | 7 =5 = 2 41 = FP ),
TXT3 — T2T4 — T2T5 — L3Le + T4TT ~ 6
E-typ =E¢

ws = (2,2,2,1,1,1)

_ 7 2
gea(z) = Y[_q @f +x122 — T123 — T1T4 —
ToT3 — T2T4 — T2T5 — T3TE + T4TT

17410 —2tt —2t3 4141 = Fg, (8),
E-typ =Eg

we = (3,2,2,1,1,1)

_ 57 2
g65(x) = X2/ _q 7 — w122 + T1T5 — T2T3 —
ToT4 — T2T5 — T3TE + T4TT

t7T 440 —2tt — 243 f 141 = Fg, (8),
E-typ =Eg

wr = (3,2,2,2,1,1)

7 2
ge6(x) = >/ ] — T1T5 — T2T3 — T2T4 —
Toxs — T3Te + T4Z7

t7 440 —2tt — 243 p 141 = Fy g (0),
E-typ =Eg

6 2
p32(x) = 27::1 Ty — T1T2 —
T1T3 — T1T4 — T2T5 + T5T6

wy = (1,1,1,1,1,1)

_ 7 2
ge7(z) = Y/_1 @i + w122 — T1Tg — T1T5 +
T1T7 — T2T3 — T2T4 — T2T5 — TITE + TETT

17480 — % —tt P 24t 41 =
P, (1), E-typ =Ds

wy =(2,1,1,1,1,1) | ges(@) = L7y o7 — w12o + z123 +ar27 — | t7 — 2t° 4+ ¢1 + 3 — 22 + 1,
T2XL3 — T2T4 — T2T5 — TI3LE + TELT E-typ =Dg
a 3
wy =(2,2,1,1,1,1) | qeo(e) = £7_; 22 — z1a3 + a126 + aror — | 7 — 4 — 3 41 Féﬁf(t%

T2XL3 — T2T4 — T2T5 — TI3TE + TELT

E-typ :]5)6

wq =(2,2,1,1,2,1)

7 2
q70(®) = 3 j—q ] — T1Te — T2T3 — T2T4 —
T2x5 — 326 + Tex7

t7T 46—t —tt 3 2441 =
Fp, (), E-typ =Dg

. 2 - 4 3 3
p3s(z) = S5, af — w1z —wiws — | w=(1,1,1,1,1,1) ari(z) = Y7y a? — w1m6 + 2127 —wgzz — | t7 — 1 — % 41 FZE )(0),
T2T4 — T3T5 + T4T6 TT4 — TIT5 — T4TE + T5T7 ~ 6
E-typ =A¢
2 P 2 4 : 3
psa(z) = X0 2 —zywp —wyzz— | w=(1,1,1,1,1,1) gr2(z) = Y1_y o2 + z1@6 + w127 —zozz — | t7 — t2 — 3 + 1 = FZEG)(t).,

T1Ty —T1T5 + T2T6 + T3T5 + T4T5

Toxy — T2T5 — T2Te + T32T7 + T4Z6 + T5T6

E-typ =Dg

_ 6 2
pi6(z) =371 ¢] —x1T2 —T123 —
T1xy —x105+T225+T2T6 + T34+
T5Te

w=(2,1,1,1,1,1)

_ T 2
q27(z) =3/ @] —T1T4 — T1T5 — T2T3 —
Toxy —T2T5 —x2Te +T3T6 + 327 +T4T5 +
TeTT

L e L R g
Fpg (8), E-typ =

6 2
p1g(®) =3 j—1 T] —T1T2 —T123 —
T1Ty — T1T5 + T3T5 + T4T5 + T5T6

w=(1,1,1,1,1,1)

7 2
q32(x) = Y ;@ —x1®3 — T127 — T2T3 —
Towy4 — T2T5 — T2xe + TaTe + T5Te + TeTT

t7 — 2t5 4 ¢t 43 — 2t 4+ 1,
E-typ =Dg

6 2
p3o(x) =X 7—1 @] — @12 —T1T3 —

T1T4 — 2T5 + T2TE + T3T4

w=(2,2,1,1,1,1)

7 2
gs9(z) = X j_1 &7 —x1T4 — T1T5 — T2T3 —
ToTyg — T2T5 — T3TE + TIT7 + T4Ts

L e s =
Fﬁﬁ(t)a E-typ =Dg

_ 6 2
p2(x) = 371 ] —T1w2 — T123 —
T1xy—x1T5+T126 +T2w4 +T225+
r3xy + T3T5 — T3Te + T4Ts

w=(1,1,1,1,1,1)

_ 7 2
g3(z) = Yi_j2; —z1z2 + x123 — T2z —
Tox4 —x2T5 — w26 +r227 325 + 2326 +
T4w5 + T4Te — T4T7 + T5T6

t7 410 -2t —2t3 4141 = Fg, (),
E-typ =Eg

6 2
p1o(®) =371 o] —T1T2 —T123 —
T124 — 2125 +x1%6 + T205 + T34

wy; = (2,1,1,1,1,1)

7 2
g33(x) = X[_q %7 +T122 — T123 — T1T4 —
T1T5 — T1LE — T2L3 — L2T4 — L2T5 — T2T6 +
z2x7 + x326 + T4T5

t7 410 —2tt —2t3 f 41 Fg, (),

E-typ :IEG

wy = (3,1,1,1,1,2)

_ 7 2
g34(z) = Y[ @f + 127 — w223 — T2TY —
zows — x2xe + T2w7 + T3TE + T4T5

t7 410 —2tt —2t3 4141 = Fg, (8),
E-typ =Eg

wg = (3,1,1,1,1,1)

T 2
g35(z) = >[4 @] —x1T2 — T1T7 — T2T3 —
Toxy — T2T5 — T2Te + T227 + T3Z6 + T4Ts

t7 440 —2tt — 243 f 141 = Fg, (8),
E-typ =Eg

_ 6 2
p26(z) =371 T] —T1T2 —T123 —
T1Ty — T2T5 + T3T4 + T3TE — T5T6

w=(1,1,1,1,1,1)

_ 7 2
gs52(z) =3[ 27 — w122 + T124 — T2T3 —
ToTy — T2T5 — T3T6 + T4Z5 + T4T7 — TETT

7 — 25 4 ¢ 4 3 — 2t2 4+ 1,

E-typ =Dg
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2.4.10. Zbiér P-kryt) ,dlan+1=7

.
| (p,w) € Zs | (p,w) € O(7,Z)-Orb(q) C P-kryt? coxg(t) oraz E-typ |
(33, w) ari(z) = Y1_y a2 — z126 + w127 — wows — zowy — z3z5 — |t — t 3+ 1 = F}i3)(t)v
T4T6 + T5T7 ~ 6
E-typ =A¢
(p1,w2) a2(@) = Y7122 — 2120 + z1205 + 2126 — T127 — T2TZ — t7—t57t2+1:F§2>(t),
T2xg — T2X5 — T2xe + T2x7 + T3Ta + T3T5 + 3T + T4T5 + _ he
(p3, w2) TaTe + T5T6 — TETT — TETT E-typ =E¢
B 2)
(p1,w1) -5 2 11=FD @),
Ag
q1(z) = X7_ 2? + w127 —zoms —wowy —wpw5 — w236 +T2TT + o
(p5,w1) E-typ =Eg
r3T4 + 3275 + 326 + T4Z5 + T4Te + T5T6 — T5T7 — TELT
(p7,w3)
2
(pa,w) t7—t5—t2+1:F£>(t)1
qr(z) = N7_1 a? — w123 — 2127 — wpx3 — ToT4 — T2T5 — Eetyp —fie ©
(p7, w1) ToTe + T3TE + TITT + TAT5 + T4Te — T4TT + T5Te — THTT yb =te
(P13, w2)
1
(P20, w) 1=,
7 2
q36(x) =Y j_q xj + w125 + v1@7 — Tax3 — Tax4 — T2T5 + E =
= -t =E,
(P25, w) zaw7 — x3%6 + T4x5 + T5T6 P =t
(P31, w1)
3
(p22, w2) t7*t4*t3+1:F,§6)(t)v
7 2 Y
qa1(x) = Y j—q ] — T1T4 — T2T3 — T2T4 — TT5 — T3Te + on T
(pas, w) zax5 + T4T7 + T5T6 E-typ =De
(P32, w2)
2
(p3,w1) t7—t5—t2+1:F§6)(t)1
S E-typ =Eg
(p3, ws) qa(z) = X7 7 + w136 — waws — 32wy — w235 — Ta6 + yp =%6
(p6, w2) Tow7 + T3T6 — T3T7 + T4T5 + T4T6 + T5TE — TET7T
(P19, w1)
: 3
(ps, w) t7—t4—t5+1:Fﬁ(6)(t),
E-typ =D
(po, w) qu7(z) = Y7y 2? — 125 + w127 — wowy — wowy — ToTH — yp =6
(a2, w1) 226 + T3%6 + T4x5 + TaTe + Tax7 + T5T6
(P23, w1)
; 2
(P10, w2) 75— 2+ 1= PP (1),
6
E-typ =E,
(P14, w) q20(z) = N7y 27 — 125 — xowg — wowy — wozs — ToTG + yp =%6
(p17,ws) Tox7 + T3%T6 + T4T5 — T4T7 + T5T6
175
(p31,w2)
1
(p11,w) i 1= ),
2 E-t; =
(P12, w) a21(z) = X7_ 27 — w123 + 2125 — 2ow3 — wax4 — ToTH — yP =te
(p17,w1) T2x6 + T3%6 + T3x7 + T4%5 + T5T6 + TeTT
,
(p21,w1)
2
(P21, w3) 7 -5 1241 =FD@),
~ kg
E-t; =E
(P29, w) gq3g(z) = Z:l 1? — X1TE — T2T3 — T2T4 — T2T5 — TITG + yp 6
(p31,w3) r3x7 + T4T5 + T5Te
,
(P31, wa)
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2.4.10. (kontynuacja)

(P13, w1)
(P15, w)
2 s
(P21, w2) a23(z) = LI_; @ + 2126 — 2a@3 — 2234 — TaT5 + T207 -5 211 =FD @),
— z3we — T3xT7 + T4T5 + T4T6 + T5T6 _ he
(P24, w2) E-typ =Eg
(p24,w3)
(P27, w1)
(P32, wa) aro(z) = X7_; 27 —w136 —wows — 20wy — wows —wzme +wgwy |t Ht0—t5 1312 4e41 = Fp (8,
E-typ =f))6
) 7.6 _ 5 _,4_ 3 _ .2 _
(P16, w) q27(2) = $l_g 23 — w134 — w135 —waws —wowy —waws —wawe | T TE —T Tttt 4ttl=
(P23, ws) +xgxe + x3z7 + T4T5 + TETT Fﬁ’s(t)’ E-typ =Dg
,
(p23, w3) T T A o N
5 _
( ) aaa(x) = L]y 27 — v133 — 3273 — Ta74 — TaT5 + T3TT Fp,, (), E-typ =Ds
P30, w + x5 — 476 — T5T6
(P32, w3)
(P18, w)
(P26, w) q32(x) = N7y 2 — w123 — 21207 — w223 — TaWy — T2T5 r .
( 1) —aoxe + x4z6 + T5T6 + TETT t7 —2t5 4t 43 22 41,
P32, W1 E-typ =Dg
(P34, w)
T2 . X o . X 746 4 3 _
(P19, w3) a35(2) = Li—1 @] —@1%2 — @187 —T2x3 —@2@4 —T2T5 —@2Te | B F 0 — 27 — 27+t 4+ 1= F (1),
+ zox7 + z3w6 + T4T5 E-typ —fg
7.6 4 3 _
(ps, wa) 09(2) = X1_y @2 — w104 — waws — waws — waws — wowg +agws | LT — 2t =2 4t 41 = Fp (1),
+ x3x6 + T3xT7 + T4T5 + T4T6 + T5T6 - =K
(P24, wa) ° ° E-typ =E¢
7,6 4 3 _
(P19, w2) q3a(x) = N7_q a? + wy27 — wowg — waxy — w275 4 e0 — 2t — 2% e 1 = By (1),
— xoxg + xoxy + x3T6 + T4TH - =E
(P27, w3) 5 E-typ =Eg
7,46 4 3 —
(P27, wa) gse(x) = N7y a? — wyzg4 — xowg — wowy — T2TH thhtT -2t -2t +t+1_Fﬂi6<t)’
— x2x6 + w327 + T5T6 — =E
(P31, we) E-typ =Eg
(p2,w)
(pe, w1) q3(z) = YN7_y 22 —ay20 + 2123 — zp23 — Tz — T2TH
— xaxe + x2x7 + x3x5 + T3T6 + T4T5 T8 —ott o p i1 = B (1)
(P10, w1) t 4T — T4TT + T5T6 S 0 B
E-typ =Eg
(P24, w1)
(p17,wa)
(P24, ws) a31(z) = X071 22 — z125 — 2wy — Tawg — T2T5 — ToT
+ z4x6 + xg27 + T5T6 418 —2tt — 23 f 41 = Fp (1),
(P24, we) N 6
E-typ =E¢
(P31, ws)
(pe, w3)
(p7,w2)
(o7 wa) q12(2) = ] 27 — 2123 — 2223 — Daw4 — TaT5 — TaT6 t7T 410 —2tt — 23 4141 = Fre(t),
p7, w4 + zow7 + w326 + Taws + TAT6 + T5T6 E-typ =B
(P17, w3)
(P27, w2)
(P31, wr) ae6(x) = Y7_q 27 — w135 — 2273 — 2w — w275 —wawe+aazy | t0 +10 — 2t — 25 4141 = g, (1),
E-typ :[E()-

Zbiory P-krytycznych funkcjonaléw kwadratowych nalezacych do P-kryt; ;, dla
n+1 = 8,9,10 (w postaci niesymetrycznych macierzy Grama) mozna znalezé na stronie

internetowej [41].

Tabela 2.4.11 przedstawia liczbe P-krytycznych bigraféw A’ o n = |Afj] < 10 wierzchol-
kach nalezacych do zbioru P-kryt; oraz liczbe par (p,w) € Z,_, takich, ze p jest dodatnim
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i spéjnym bigrafem bez petli nalezacym do dod;,_, zas w jest jego wiernym pierwiastkiem. Do
konstrukeji P-krytycznych bigraféw z par (p, w) uzywamy tylko polowy wiernych pierwiast-
kéw dodatniego funkcjonatu p, tzn. jesli (p,w), (p, —w) € 2,1, to dodajemy tylko (p,w) do
zbioru Z__ ;. W ten sposéb powstaje zbiér Z_ ;.

2.4.11. Liczba P-krytycznych bigraféw z P-kryt;, dla |Aj| =n <10

| n [3l4[5]6[7] 8] 9 [10]
1251 1[2]4]10]72]639 ] 7980 | 95
|P-kryt}| 1[1]3]5 [24]152[1730] 17

2.5. Opis wielomianéw Coxetera i typoéw Coxetera dla
P-krytycznych bigraféow

W rozdziale tym przedstawiamy pelng liste wielomianéw Coxetera dla
P-krytycznych bigraféw o n + 1 < 10 wierzchotkach i E-typie A € {A,,,D,,Eq, E7,Eg}.
W przypadku P-krytycznych bigraféw A E-typu A,, prezentujemy wielomiany Coxetera coxa (t)
dla dowolnego n + 1 > 2. Podajemy je razem ze zredukowang liczba Coxetera €a oraz typem
tubularnym tuba (opisanym w podrozdziale 3.5). Wyniki te zostaly uzyskane przy pomocy
obliczen komputerowych wykorzystujacych algorytmy opisane w rozdziale 4, m.in. algorytm
4.1.21.

Twierdzenie 2.5.1. Niech A bedzie P-krytycznym bigrafem E-typu An, gdzien+1 > 2.
Wowczas wielomiany Cozetera coxa(t), zredukowane liczby Coxetera €a oraz typ tubularny
tuba dla A sqg tymi przedstawionymi w tabeli 2.5.2.

2.5.2. Wielomiany Coxetera coxa(t) dla P-krytycznych bigraféw A o E-typie An
wraz ze zredukowanymi liczbami Coxetera ¢a i typem tubularnym tuba

j Fg)(t) EA tuba
j=1 [ L | n (n)
j€A{2,...,mn} gl — gt ) 41 nww(n —j+1,5) (Jm—j+1)

jesli n jest parzysta,

S I3

okl geslin + 1 jest parzysta.

Przez my,, oznaczamy liczbe m,, = {
2

Dowdd. Dowdd przeprowadzimy w kilku krokach. Niech A = An, wowcezas tatwo widaé, ze
Kergn = Z - h, gdzie h = (1,...,1), patrz réwniez [59, Chapter XIIIL.1]
(a takze [52]) .

1° Poniewaz A jest P-krytycznym bigrafem E-typu A,,, wiec na podstawie wniosku 2.4.6,
z dokladnoscia do dzialania grupy O(n + 1,Z) na P-krytycznych bigrafach w UBigr,+1, A
ma nastepujaca postac:

o (D) e .j*]. .j

®j+1 ®+1 T *n ®n+1
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2° Pokazemy, ze je$li j = 1, to €A = n.

Woéwcezas macierz Coxetera Coxa oraz macierz Coxy bigrafu A maja nastepujaca postac:

2 2 1 1 --- 1 1
0010 0 0
0 001 0 0
Coxa=10 0 0 0 0 0f:
0 000 10
10 00 0 1
5111 . 11
m+2 n+1 n+1 n+1 n+1 n+1]
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
CoxpA=1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
Ponadto prawdziwe sa nastepujace réwnosci:
e;-Cox"—e; = [n+1,...,n+1]=(mn+1)-h
ey -Cox"—es = 0
en-Cox" —e, = 0
ent1 - Cox" —epy1 = [n/+\1,...7n/—|—\1]:n/+\1-h
Zatem e - Cox" — e, = O(x) - h dla dowolnego & € {l,...,n + 1} oraz

d(x)=(n+1)-(x1 — xpy1). Latwo widaé, ze € = n jest najmniejsza liczba naturalna taka, ze
e - Cox® — e, = 9(z) - h dla dowolnego k € {1,...,n+ 1}.

3° Udowodnimy, ze jesli j = 1, to coxa(t) = t" T +#* — t + 1. Prawdziwe s3 nastepujace
rownosci:

coxa(t) = det(t - E — Cox) =
t—2 2 1 1 1T 1 1 t—2 2 11 1 11
0 t 10 0 0 0 0 ¢t 10 0 00
0 0 ¢t 1 0 0 0 0 0 t 1 0 0 0
. . . . . Whg1:=Wi1+Wn 1 .
0 0 0 t 1 0 0O 00 0 - t 10
1 0 t 1 1 00 0 0 t 1
2 111 1 1 t+1 t 100 0 0 ¢t
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P S (-1 111 - 111
0 ¢ 10 0 0 O ~
~ 0 1 0 O 0 00
o o0¢1 .- 0 00O ~
B T R e o e I
0 000 ! 9 0 0 0 t 10
0L oo b1 0 00 O 0 1
0 100 0 0 ¢
t—-12 1 1 111
0 ¢t 1 0 0
—|—(—1)2(”+1)t : : : Y O:(—l)”+4detA—i—t-detB:(*),
o o0 o0 o --- t 10
o o o0 o --- 0 ¢t 1
o o0 0 o0 --- 00 ¢

gdzie W41 := Wi+ W41 jest operacja dodania 1-wszego wiersza biezacej macierzy do n+ 1-
wszego i zapisania wyniku w n + 1-wszym wierszu, za§ Ky := —K, 1 + K jest operacja
dodania kolumny powstalej z n + 1-wszej kolumny przez pomnozenie jej przez -1 do 1-wszej
kolumny i zapisanie wyniku w n + 1-wszej kolumnie.

t—1 11 1 111
0 10 0 000
0O t1 0 --- 000 17
Ponadto det A = | | o o .:(_1)n—2t 1 17
: T 0 1
0 00 0 t 1 0
0 00 0 0t 1
t—1 2 1 1 111
0 t 1 0 0
det B = P P I e
0 00 0 t 10
0 00 0 t 1
0 00 0 0 0 ¢t
wiec

(*) — (_1)2n+2 X (_1) . (t o 1) 4t (tn . tn—l) — tn+1 1.

4° Niech 2 < j < m,,. Pokazemy, ze ¢ao = nww(n + 1 — 7,7). Dowdd tego faktu mozna
réwniez znalezé w ksiazce [59, str. 150, Lemma 1.3].

Przyjmijmy k := nww(n+j—1,j), p:=j oraz q := n+ 1 — j. Wéwczas macierz Coxetera
Coxa oraz macierz COXZ maja nastepujaca postac:
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1100 -+ 0 1,41 0 O 0 0 O
1 0 0O 0 00 0 0 O
0 0 0 1 0 0
Coxa = |1 000 -0 1 11 - 111,
000 0 1 0 0|’
0 0 0O 0O 0 00 01 0
1 1 11 1 0 0 0 0 0 1
2111 1T 1 11 11 1
ptq 4 pt+q pt+q . p+q p+q ]
nwd(p,q) nwd(p,g) nwd(p,q) nwd(p,q) nwd(p,q)
0 1 0 0 0
COX’Z = : : : : : ,
0 0 0 1 0
“ptq “pta _ptd . __pta pte__ 4 q
nwd(p,q) nwd(p,g) nwd(p,q) nwd(p,g) nwd(p,q) J

gdzie @ = —a, dla a € Z. Wowczas

er - CoxF — e _pta
nwd(p, q)
es - Cox* — es = 0
en Cox* — en = 0
entl Cox* — entl = _ptae h.
nwd(p, q)
Zatem e - Cox* — ¢ = 9(z) - h dla dowolnego | € {1,...,n + 1} oraz
d(x) = nwﬁ(rgq) - (z1 — xpy1). Latwo widaé, ze ¢ = k = nww(p, q) jest najmniejsza liczba

naturalna taka, ze e; - Cox® — ¢; = d(z) - h dla dowolnego I € {1,...,n + 1}.
5° Pokazemy, ze jedli j € {2,...,mp}, to coxa(t) = ¢ —¢Hl=7 4 4 1 = Fg)(t).

Niech p := j oraz ¢ :=n + 1 — j. Wowczas
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coxa (1)

det(t - E — Coxa)

—
o o = = = R
-~
o O O(H|[D (1 =
o O O(H |[O = O
o O O(H O o O -
o O O ([ o O -
—
to O (| + o o —
(—
o o (H =[O - O(H
o o -~ olo & olH —
o o o oo s O(H
S ( O OO s O(H
(— + O OO s O(rH
—
[an) OoO(H|IO - O(— &N

—
o o oo o(— +
—~

o O O(—H O (— =
o O O(H O o O~
o o o(—|o oo -
o O O (i o O -
—
to O (| + o o —
(i
o O (= RO s O(—
o o * o|lo ot -
co J oo|lo o
O(H s O OO s O(H A
(— S OO s O(H —
— —
| © o o|o oo T
= T

i

IT

by

el

,

Il

X

—
o o oo o(— +
-~
o O O(H O (— =
o O (O + O
() o(—|o oo -
o O O ([ o O
—
P O (| = o oo
(—
o O (A RO s O
o o 2 OO0 s O(H -
co  ocolo ot —
O(= s O OO o O(H
(= 0 O O|lo - O(H O
—
| © o o|o o oo
-~
7
=
IT
=l
I
i
=
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oO(H r O OO i O(H
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)

t—1 1T 0 0 0 0 [Ip41 0 0 00 0
0 ¢t 1 0 0 0 0 0 0 00 0
0 00 0 t 1 0 0 0 00 0
Wa1:=Wa W 0 10 0 t+11 1 1 1 111,|_
0 00 0 0 0 t 1 0 00 0
0 00 0 0 0 0 0 0 t 1 0
0 01 1 1 0 0 0 0 0t 1
0 00 1 11 1 0 o0 00 ¢t
t—1 1 0 0 0 0 [Tpe1 0 0 00 0
0 ¢t 1 0 0 0 0 0 0 00 0
0 00 O t 1 0 0 0 00 0
)L 0 1 1 1 1 t+1] 1 1 1 L1 3,
0 00 0 0 0 t 1 0 00 0 ’
0 00 0 0 0 0 0 0 t 1 0
0 00 0 0 0 0 0 0 0t 1
0 00 0 0 0 1 0 0 00 t

gdzie przez Wy, =

wierszu, za$ przez K; := —K, 1 + K; oznaczamy operacj¢ dodania n + 1-wszej kolumny po-
mnozonej przez —1 (tzn. kgj := (—1) - ksj, dla dowolnego 1 < s < n + 1) do j-tej kolumny
i zapisania wyniku w j-tej kolumnie. Przez (x) oznaczamy ciag operacji K := — K, 11 + K,
Wit1 = Wpp1+Wsdlas=3,...,p—1. Ponadto niech A, B beda nastepujacymi macierzami:
[t—1 1 0 0 0 0 ] ¢t 1 0 0 0 07
0 t 1 0 0 0 0t 1 0 00
A= eM(Z),B=| : @ . - | € My(2).
0 0 0 0 1 00 0 0 t 1
0 1 1 1 1 t+1 ] 170 0 0 0 t

Whs1 + Wy, dla j € {2,...,p — 1} oznaczamy operacje dodania
j-ego wiersza biezacej macierzy do n + 1-wszego wiersza i zapisania wyniku w n + 1-wszym

Woéwezas (%) = det A - det B. Pokazemy, ze det A = tP — 1, za$ det B = t" P! — 1. Poniewaz
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t—1 1 0 0 0 0 t 1 0 0 0 0
0 ¢t 1 0 0 0 1 0 0 0
detA = | 0 i == s =
o 0 0 0 -~ t 1 00 0 0 - t 1
0 1 1 1 -+ 1 t+1 11 1 1 -+ 1 t+1
— tp+tp—1+...+t2+t_tp—1_tp—2_..._t_1:
= 1,
wiec det A = tP — 1. Z réwnosci
t 1 0 0 -~ 00 ~
i o 0 0 t 1 0 0 0 0
t 1 0 --- 00
detB = |+ ¢ ..t =t N
0 0 0 t 1 o
by 00 0 0 0 t
10 0 0 t
T0 0 0 0
t 1 0 -~ 00
+ (—D(=pnttertel o =P ()P ()
00 0 t 1
Pt g

wynika, ze det B = t" P+l — 1, Zatem
coxa(t) = (xx) =det A-det B =
_ (tp o 1) . (tn+1fp o 1) _ tn+1 P _ thrlfp +1
AR S S R

jesli j =1

n, . iy
6° Dowod, ze tubp = { mozna znalezé w [59, str.

(Gon—j+1), jedlij € {2,...,mu}.
59, Chapter XIII.2]. O

Twierdzenie 2.5.3. Niech A = (Ao, A1) € UBigr, 1 bedzie P-krytycznym bigrafem E-
typu DA € {D,,,E¢, E7, Es} orazb < n+1 = |Ag| < 10. Wowcza wielomian Coxetera coxa (t)
oraz zredukowana liczba Cozxetera € bigrafu A sq tymi przedstawionymi w tabeli 2.5.4.

Idea dowodu. Dowdd przeprowadzimy w kilku krokach.

1° Stosujac konstrukcje 2.2.9 obliczamy przy pomocy implementacji algorytmu 4.1.12
wszystkie P-krytyczne bigrafy £P, ;1 o funkcjonatach Grama nalezacych do P-kryt? ,,, dla
n+1<10.

2° Przy pomocy algorytm 4.1.21 obliczamy dla kazdego A € LP,,+1 wszystkie wielomiany
Coxetera coxa (t) bigrafu A. Korzystamy tu z faktu, ze coxa(t) zalezy od numeracji wierz-
choltkéw, nie zalezy natomiast od macierzy znaku & € 63“ dziatajacych na tych bigrafach,

gdyz
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coxp,e(t) = det(t-E—E".Ga-8) =det (" - (t-E—Gp) &) = coxa(t).

2.5.4. Wielomiany Coxetera coxa(t) P-krytycznych bigraféw A oraz ¢a

”DA ” CGpolf o = {coxa(t)} pa—puc = {F(D])A } H ca H
Dy F}éi)(t):t5+t472t372t2+t+1 En =2
F[éj>(t):t5—t4—t+1 ép =4
Ds (1)(1:):t6+t5—t4—2t3—t2+t+1 A =6
F(z)(t) —t5—t+1 ér=5
F‘”(t) 1241 én =4
F(4)(t)—t6 L VL | én =6
F(5>(t) =16 25 43t — 43 4 312 — 2+ 1 ép =4
Dg F(l)(t) t7+t6—t5—t4—t3—t2+t+1 én =
F(2>(t) =716 —t+1 ea =
F(B)(t) Tt 7t3+1 én =12
F(4)(t) ST S P - | én =
F(5)(t) B N s SR | ér =8
F(G)(t) — 26 425 4 3 422 2t 41 én =12
Fm(t) =7 25 pt 43— 22 +1 Er =6
D; f;i)(t)_t8+t7ft67t57t37t2+t+1 én =10
F(Q)(t)_87t77t+1 En =
F(3)(t) —6 241 én =6
F(4) () =t3—2t* +1 en =4
ngi)(t)=t8—t7+t5_2t4+t3—t+1 ep =12
F(6>(t): 8—2t6+2t4—2t2+1 én =8
F(7)(t) — 2T 426 — 25 42t — 23 422 — 2+ 1 ér=8
F(8)(t) 8 — 2T 446 4 25 — 44t 4 23 442 — 2t + 1 ér =6
Ff(»i)(t)_ — TS 35 p ot B3y U+ 1 én =12
ngio)(t):t8—t7—t6+t5+t3—t2—t+1 éa =10
Ds [| D@0 =0 +45 17 10— £ — 2 41 41 éa=6
F(Z)(t): °_ 8—t+1 éa =8
F(B)(t) =95~ 41 éa =20
F(4>(t) 10— 18 4217 — 26 — 213 4 22—t 41 én =4
]fgz)(t)_ — 8 T 6 — 3 42—t 41 éa =12
ngz)(t):t9—t8—t7+t6+t3—t2—t+1 e =12
F”)(t): 9—t8—t7+3t6—2t5—2t4+3t3—t2—t+1 A =6
F(8)(t) TS 5t 3 2 41 en =12
F(g)(t) 7t77t6+t5+t47t37t2+1 e =24
F(“’)() — 2T 5t 22 41 én =10
F(“)() 10— 28 417 446 — 15 — 44 43 12— 2+ 1 e =24
“2)() 19— 28 427 — 26 445 444 — 23 4 242 2t 41 |lea =20
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2.5.4. (kontynuacja)

2]

CGpolf, = {coxa(t)} pa—pua = {FJ(JJZ (t)} H Ca

Dy Ff;:)(t):t10+t9—t8—t7—t3—t2+t+1 Ex =14
ED (1) =410~ —t 41 ca=9
Féz>(t):t10—t8—t2+1 INES
F]ﬁ():)(t) =10 _ 46 _ ¢4 41 ea =12
FO(6) = 410 — 49 448 — 247 4246 — 215 4204 — 23 + 42—t +1 |[en =2
F]Ijg)(t):tlo—t9+2t8—2t7+t6_2t5+t4_2t3+2t2—t+1 €a =20
Fg%(t):tlo—t9+t8—2t6+2t5—2t4+t2—t+1 éa =12
F}égj)(t):tlo—t9—t6+2t5—t4—t+1 € =20
FO () = 110 — 269 4248 — 247 446 4 ¢4 — 243 422 — 24 4+ 1 én =12
F]??O)(t):t1072t9+t8+t772t6+2t572t4+t3+t272t+1 €A =30
Fg%m(t):tlo—tg—t8+2t7—2t5+2t3—t2—t+1 én =24
Ff;zQ>(t):tlo—t9+t7—t6—t4+t3—t+1 Er =6
FOD(0) =110 =209 05 4 200 — 5 p 20t 42 -2 41 ea=8
F}ér)(t):t107t97t8+t7+t37t27t+1 ea =14
EOD(0) =110 — 5 447 — 265 4+ 43 — 42 41 éa =30
Fﬂé:‘”(t)=t10—t8—t7+2t5—t3—t2+1 éa =30
Ff;g)(t) =410 28 46 4t — 22 4 1 ea =12
Eg F]E(;)(t):t7+t6—2t4—2t3—|—t+1 én =6
F]E(§>(t):t7—t6—t+l éa =6
F]E(z)(t):t7_t5_t2+1 éx = 10
F]é:)(t):t7—2t6+2t5—t4—t3+2t2—2t+1 éa =12
F]E(Z)(t):t77t67t5+t4+t37t27t+1 ea=8
E; F}éi)(t)—t8+t7 2t — 34t 41 én =12
F]E(j>(t):t8—t7—t+1 EA =
F]E(i)(t):tE;*tG 241 En =6
F]E(j>(t):t8—t5—t3+l éx = 15
Féi)(t)=t8—t7+t572t4+t37t+1 e =12
Fés)(t):t8—2t6+2t4—2t2+l N
FUV () = 15 — 247 4266 — 245 264 — 203 4 262 — 2+ 1 én=8
FE§>(t):t8—2t7+t6+2t5—4t4+2t3+t2—2t+1 Er=6
F}é?(t):t8—3t7+5t6—6t5+6t4—6t3+5t2—3t+1 én=6
F]E(io)(t):t872t7+t6+t5,2t4+t3+t272t+1 ér =9
ECD@) =8 17T 10 465 488 — 42—t 41 €a =10
F]E(:Q)(t):t87t77t6+2t47t27t+1 ea =12
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2.5.4. (kontynuacja)

cgz)al]‘i"]’ucl = {COXA(t)}DA:Eucl = {Fg& (t)}

P2 | [ e |

Es Fé?(t):t9+t8—t6—t5—t4—t3+t+1 éa =30
Féz)(t):t97t87t+1 En =
F]E(Z’)(t):tg—t7—t2+1 én = 14
Fé:)(t):t97t57t4+1 én =20
Fé:)(t):t9—t8+t7—t6—t3+t2—t+1 en =12
Fé:)(t):tgfts7t7+2t67t57t4+2t37t27t+1 en =18
Fé:)(t):t9—t8—t7+t6+t3—t2—t+1 én =12
Fé:)(t):tg ST 5t 2 1 én =18
Fﬂéz)(t):t9—2t8+2t7—t6—t3+2t2—2t+1 EA =6
Fésl())(t):t9—2t8+2t7—2t6+t5+t4—2t3+2t2—2t+1 En =20
Fé;l>(t):t972t8+t7+t67t57t4+t3+t272t+1 En =24
Fé;”(t):t9—2t8+t7+t2—2t+1 en =14
F]E(;3)(t) =19 — 28 436 — 25 — 21 4363 — 2t + 1 éa =12
Fé;‘l)(t):t9—3t8+4t7—3t6+t5+t4—3t3+4t2—3t+1 én =30
F}é;5>(t) — 19 48 4 81T — 06 1 A5 At — 913 182 — 4t 41 || &a =
Fé;“(t):t9—t7—t6+t5+t4—t3—t2+1 En =24
FUD(t) =19 — 247 — 16+ 25 4 244 — 43 — 212 41 En =12
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3. Klasyfikacja spektralna Coxetera prawie
T P-krytycznych posetéw jednopikowych

Celem tego rozdziatu jest podanie pelnej listy prawie T P-krytycznych posetéw jednopi-
kowych uzyskanej przy pomocy obliczen komputerowych wykorzystujacych algorytm 4.2.1.
Kluczem do jej podania byto pokazanie, ze takie posety maja co najwyzej 9 elementéw. Do-
wbd tego faktu zostal réwniez zawarty w tym rozdziale. Uzyskana przez nas lista prawie
T P-krytycznych posetéw jednopikowych pokrywa sie (z dokladnoscia do pewnych operacji)
z lista posetow krytycznych (w sensie [10, 11]) przedstawionych przez V. M. Bondarenke i M.
V. Stepochkine w pracy [10]. Liste prawie T P-krytycznych posetéw jednopikowych uzyskali-
Smy przez uruchomienie implementacji algorymu 4.2.1. Wéréd jednopikowych posetéw prawie
T P-krytycznych wyrézniamy posety T P-krytyczne oraz posety T P-wyjatkowe.

Dla kazdego posetu I € {LLy,...,Li32} ze wspomnianej listy wykazujemy jego Z-dwuliniowa
rownowaznos¢ z jednym z graféw Euklidesa. W przypadku posetéw wyjatkowych pokazujemy
réwniez taka réwnowazno$é dla posetéw T = I'\{x} powstalych z I przez usuniecie elementu
maksymalnego * zwanego pikiem. Ponadto dla kazdego posetu z listy opisujemy jego sieciowe
systemy pierwiastkéw. Postuzyly one do udowodnienia Z-dwuliniowej réwnowaznosci miedzy I
a jednym z graféw Euklidesa Aj.

3.1. Podstawowe informacje o posetach i stowarzyszonych
z nimi funkcjonatach kwadratowych

Celem tego podrozdziatu jest przypomnienie podstawowych definicji i faktéw zwigzanych
z jednopikowymi posetami i stowarzyszonymi z nimi funkcjonatami Titsa, Eulera oraz incy-
dencji. Gléwnym Zrédlem przedstawionych tu wiadomosci sa [51, 54, 60, 53].

Definicja 3.1.1. (a) Skonczonym zbiorem cze$ciowo uporzadkowanym (w skrécie
posetem) nazywamy pare I = (I, <), gdzie I = {ay,...,a,} jest zbiorem skoficzonym oraz
= jest relacja dwuargumentowa okreslong na I o nastepujacych wtasnosciach:

(i) j = j, dla dowolnego j € I (zwrotnosé);
(i1) jeslii < joraz j =<k, to i = k (przechodnosé);
(iii) jeslii < j oraz j <1, to i = j (antysymetria).

(b) Elementem maksymalnym w posecie (I, <) wzgledem relacji < czeciowego porzad-
ku, nazywamy kazdy element a € I o tej wlasnosci, ze jesli t € I jest elementem spelniajacym
a=xt tot=a.

W rozdziale tym rozwazamy posety jednopikowe, tzn. o jednym elemencie maksymalnym

W artykutach [53, 54, 60] wprowadzono nastepujace definicje.

Definicja 3.1.2. Niech I = {1,2,...,n,n + 1 = %} bedzie posetem jednopikowym
z elementem maksymalnym x.
(a) Macierza incydencji C; posetu I, macierza Eulera C; posetu I oraz macierza
Titsa C posetu I nazywamy macierze
_ . |1 jesli ¢ < 4,
Cr = lcijlijer € M(Z), gdzie ¢;; = { 0 osli i £ J,
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Cr= CI_I,

N tr | _ 1
o [ ] omenee [].
gdzie n + 1 = |I|, M;(Z) = M,,41(Z) T = I\{*} jest podposetem posetu I.

(b) Symetryczna macierza incydencji G| posetu I, symetryczng macierzg Eule-
ra Gy posetu I oraz symetryczna macierzg Titsa G posetu I nazywamy odpowiednio
macierze

Gr=[Cr+Cl", Gy =[Cr+CY), Gy =[C; +Cm.

(c) Funkcjonalem incydencji posetu I nazywamy funkcje ¢ : Z! — 7 zdefiniowana
wzorem
qr(z) =z -Cr- 2",

za$§ dwuliniowym  funkcjonalem incydencji posetu [ nazywamy funkcje
by Z' x 7! — 7 taka, ze
b[(fE,y) =T C] : ytr‘

(d) Funkcjonalem Titsa posetu I nazywamy funkcje gy : 7' > 7 zdefiniowang wzorem

qr(x) :x%+"'+$i+$i+1 +Zi<j§nxixj — (14 + xn)Tpt1 =z-Cr-2',

za$ dwuliniowym funkcjonalem Titsa posetu I nazywamy funkcje by : Z x Z! — Z
zdefiniowang wzorem
bi(w,y) = - Cr -y,

(e) Funkcjonalem Eulera posetu I nazywamy funkcje q; : /Ay zdefiniowang wzo-
rem
— _ —1 tr
q[(x)_‘r‘cf T,
za$  dwuliniowym funkcjonalem Eulera posetu I nazywamy  funkcje
by : Z' x Z' — 7 zdefiniowana wzorem

br(z,y)=z-Cpt-y".

Definicja 3.1.3. Niech I = {1,2,...,n,n + 1 = x} bedzie skoniczonym posetem jednopi-
kowym z elementem maksymalnym n + 1 = x. Poset I nazywamy dodatnim (odpowiednio:
nieujemnym), gdy jego symetryczna macierz incydencji G; = %[CH—C’}”] jest dodatnio okre-
slona (odpowiednio: dodatnio pélokreslona); réwnowaznie, gdy funkcjonal incydencji posetu
I jest dodatni, tzn. ¢;(v) = v-Cr- v > 0 dla dowolnego 0 # v € Z" (odpowiednio: funkcjonat
incydencji posetu I jest nieujemny, tzn. q;(v) = v - Cy - v > 0 dla dowolnego v € Z").

Definicja 3.1.4. Niech I bedzie skonczonym posetem. Poset I nazywamy gtéwnym, jesli
qr jest nieujemny oraz Kerq; = Z - hy, gdzie 0 # hy € v/l

Przedstawiamy teraz twierdzenie charakteryzujace jednopikowe posety stabo dodatnie [28,
17] (a takze [51]).

Twierdzenie 3.1.5 (Kleiner, 1972, [28]). Niech I = {1,...,n,*} bedzie posetem posiada-
jacym dokladnie jeden element maksymalny x. Funkcjonal Titsa posetu I jest stabo dodatni,
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tzn. qr(v) > 0 dla dowolnego 0 # v € N" wtedy i tylko wtedy, gdy poset I nie zawiera podpo-
setow o nastepujgcych pieciu ksztaltach:

i U A A N
PEDOT R I T

P

1

o0 —=>0—=>0—=>0

W artykule [54] (zobacz takze [60]) wprowadzono nastepujace definicje.

Definicja 3.1.6. Niech I = {1,...,n,n+ 1 = %} bedzie skoficzonym posetem jednopiko-
wym o elemencie maksymalnym .

(a) Macierza Coxetera Cox; posetu I, macierza Coxetera-Eulera Cox; posetu I,
macierzg Coxetera-Titsa @0}(1 posetu I nazywamy macierze

Coxy := —C;-C;" € Mj(Z) = Mi,41(Z), Cox; := —C;-Cr " € My(Z), Cox; := —C;-C;".
(b) Wielomianem Coxetera cox;(t) posetu I nazywamy wielomian
coxy(t) = det(t - E — Cox;) = det(t - E — Cox;) = det(t - E — Cox;) € Z[t],

patrz [60, Proposition 2.6].

(¢) Transformacja Coxetera ®; posetu I, transformacjag Coxetera-Eulera
®; posetu I, transformacja Coxetera-Titsa d 1 posetu I nazywamy funkcje
o2 5728, %, 2 - 77, &, : 2 — 7' zdefiniowane w nastepujacy sposéb:

®;(z) =z - Coxy, @;(z) = x - Coxy, @7(z) = z - Coxy

dla dowolnego = = (x1,...,%Tn, Tni1) € 7! =7t
(d) Liczba Coxetera c; posetu I nazywamy minimalna liczbe catkowita r; > 1 taka, ze
Cox' = E. Jedli Cox}' # E dla dowolnego 71 > 1, to ¢; = oo.

Twierdzenie 3.1.7 ([53, 54, 60]). Niech J = {1,...,n,n+1 = x} bedzie skoriczonym pose-
tem jednopikowym o elemencie maksymalnym n+ 1 = *. Ponadto niech q;,q7,q AR/
bedq funkcjonalami incydencyi, Titsa ¢ Eulera posetu J, zas @, &)J,6J AR/ bedg
odpowiadajgcymi im transformacjami Coxetera.

(a) Wowczas zachodzg nastepujgce réwnosci: a] =B-Cj- B, Cr=p -Cy-B'" oraz
przemienne sq nastepujgce diagramy:

gm qs 7m gm hp gm hp gm

th:/ ]QJ §>sz (I)Jl: @;112
a5

m m m he m m

7, <h—Z 7 =7 =7
B/
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0 F
grup zdefiniowanymi w nastepujgcy sposéb: hp(x) = x - B, hg/(x) = x - B" dla dowolnego
zeZ"
(b) GOXJ = B-Coxy- B, Cox}1 = Coxjop = B’ - Coxy - B"~! oraz ®jop = @jl, gdzie
JP jest posetem przeciwnym do J zdefiniowanym w 3.4.1.
(¢) Liczba Coxetera cj = 1z(®;) posetu J jest réwna liczbie Coxetera posetu JP. Dodat-
kowo cj = rz(® ;) = 12(® ) oraz cox jor(t) = cox;(t).

gdzie B =CY, B = [ Cy 0 }, J = J\{*} oraz hg,hp : Z"T" — Z" sq izomorfizmami

W artykule [47] wprowadzono nastepujace definicje (patrz réwniez [52, 60]).

Definicja 3.1.8. Niech I = {1,2,...,n,n + 1 = %} bedzie posetem jednopikowym
z elementem maksymalnym x, zas T' = I\{x} bedzie podposetem posetu I. Ponadto niech
G 1 bedzie symetryczna macierza Titsa posetu I, zas G bedzie symetryczna macierzg incy-
dencji posetu T'.

(a) Funkcjonal Titsa qy : Z! — 7 posetu I nazywamy prawie P-krytycznym, jesli q;
nie jest dodatni, za$ niepikowe obci@cia 6} ) Yo ,qI : " — 7 funkcjonatu q; sa dodatnie.

(b) Funkcjonal Titsa ¢y : Z' — 7 posetu I nazywamy P-krytycznym, jesli §; nie jest
dodatni, za$ obci@cia cﬁl), .. ,agn), MR/ ANNY/ funkcjonalu ¢; sa dodatnie. Funkcjonatl
incydencji qr : 7' > 7 posetu T nazywamy P-krytycznym, jesli g nie jest dodatni, zas
obciecia qg ), ey qg,, : Z"' 5 7 funkcjonalu ¢r sa dodatnie.

(¢) Jednopikowy poset I nazywamy T P-krytycznym, jesli funkcjonal Titsa
Q1 : Z' — 7 posetu I jest P-krytyczny.

(d) Jednopikowy poset I nazywamy prawie T P-krytycznym, jesli funkcjonal Titsa
Gr : Z' — 7 posetu I jest prawie P-krytyczny.

(e) Jednopikowy poset I nazywamy T'P-wyjatkowym, jesli I jest prawie T P-krytyczny,
ale nie jest T'P-krytyczny.

(f) Typem Coxetera-Euklidesa prawie T P-krytycznego posetu I z T = I'\{*} nazy-
wamy:

(f1) graf Euklidesa DI € {A,,D,,Eq, E;, Es} taki, ze
@] ~7 GD[, jesli gp : ZT —7Z jest dodatni,

tzn. istnieje macierz B € Gl(n + 1,7) taka, ze @Dl =B @1 Bt gdzie @Dl = Gpr + GtDrI
oraz Gp; jest niesymetryczna macierza Grama bigrafu DI,
(f2) pare graféw Euklidesa DI, DT € {A,, n,Eﬁ,E7,E8} taka, ze

@] ~7 éD[, G ~7, éDT; jesli gp : Z — 7 nie jest dodatni,

tzn. istnieja macierze B € Gl(n + 1,Z), B’ € Gl(n,Z) takie, Ze Gpr = B -G - B,
Gpr = B' - Gr - B''" gdzie GD1 = Gpr + GDI, GDT = Gpr + G o Sa symetrycznymi
macierzami graféw Euklidesa DI, DT.

(h) Wektor w = (wy,...,w,) € Z' nazywamy nil-wektorem, jesli w # 0 oraz
wy+ - +w, =0.

(i) Wektor v = (v1,...,Un,Vp41) € Z' nazywamy wiernym, jedli v1 #0,...,v, # 0,
Un+1 75 0.

(j) Wektor v = (vi,...,0n,Unt1) € 7! nazywamy prawie wiernym, jesli

v #0,...,0, #0.
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3.2. Charakteryzacja prawie T P-krytycznych posetéw jedno-
pikowych

Celem tego podrozdziatu jest charakteryzacja jednopikowych posetow prawie T P-kryty-
cznych. W szczegdlnosci pokazujemy, ze jednopikowy poset I jest prawie T P-krytyczny wtedy
i tylko wtedy, gdy 5 < |I| < 9 oraz gy : Z' = Z"™ — 7 jest nieujemny i Ker §; = Z - h, gdzie
h = (hi,..., hp, hy) jest prawie wiernym wektorem, tj. hy # 0,...,hy, # 0. Jesli dodatkowo
hy # 0, to I jest T P-krytyczny.

Wsroéd posetow jednopikowych prawie T'P-krytycznych wyrézniamy posety 1 P-krytyczne
oraz posety T P-wyjatkowe, czyli prawie T P-krytyczne posety, ktore nie sa T P-krytyczne.
Rozdzial ten zawiera opis wlasnosci takich posetéw, ktére postuzyly nam do podania pelnej
listy jednopikowych posetéw prawie T P-krytycznych.

Niech I = {1,...,n,n+1 = %} bedzie posetem jednopikowym z elementem maksymalnym
x=n+1,za8q 2 = Z funkcjonalem Titsa posetu I. Przez qr = Zf[*) : 7" — 7 oznaczamy
x-obciecie funkcjonatu Titsa g; posetu I zdefiniowane wzorem

(%) _ _ .2 2 o tr
q =qr(x)=ai+ -+, + Z rixj=x-Cr-x
i<j<n

gdzie T' = I'\{x}.
Uowodnimy teraz twierdzenie charakteryzujace jednopikowe posety prawie T P-krytyczne
(patrz [47, Theorem 3.3]).

Twierdzenie 3.2.1. Niech I bedzie skoriczonym posetem jednopikowym, T = I\{x} oraz
x = n+ 1. Zaléimy, ze funkcjonal Titsa Gy : Z' — 7 posetu I jest prawie P-krytyczny
ih=(hy,...,hn, hy) € 7' =7 jest ustalonym niezerowym wektorem takim, ze qr(h) <0
i norma ||h|| wektora h jest minimalna. Niech h™ := (hy,...,hy) € Z' = Z" i niech
bg = by, : 7' x 7" — %Z bedzie Z—dwulim’ow@ polaryzacjq funkcjonalu qr.
(a) n >4 oraz obciecia q(Tl), e ,qT funk‘cyonaiu incydencji qp = ij YA/ posetu T
sq dodatnie.
(b) h1 #0,...,h, #0, qgr(h) = 0, bg(h,e1) = 0,...,b5(h,e,) = 0, g1 jest nieujemny,
Ker q; = Z - h oraz nastepujgce cztery warunki sq réwnowazne:
(bl) h. #0,
(b2) h™ = (hy,..., h,) nie jest nil-wektorem,
(b3) bg(h,es) =0,
(b4) funkcjonal Titsa qr posetu I jest P-krytyczny.
(¢) Nastepujgce cztery warunki sq réwnowazne:

(c1) funk:cyonai Titsa posetu I nie jest P-krytyczny,

(c2) h

(c3) h (h17 ...y hy) jest nil-wektorem, tzn. hy + ...+ h, =0,

(c4) funkcjonal incydencji qr = §§*) posetu T jest nieujemny, P-krytyczny,

Ker gr =7 -h~, gdzie h™ jest wiernym wektorem.

Dowdd. Idea dowodu jest podobna do dowodu twierdzenia 2.1 dla P-krytycznych bigra-
fow.
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Stosujemy nastepujace oznaczenia: ¢ := ¢y oraz * = n + 1. Przez v oznaczamy wektor
v = (v1,...,0n,vy) € Z' = Z"". Dla dowolnego j € {1,...,n,% = n + 1}, przez v
oznaczamy wektor
o) = (vy, .. V1, Ujd, - -, Un, Uy) € 2",

Ponadto niech b; : 7' x7' — 37 bedzie Z-dwuliniowa polaryzacja funkcjonatu g. Zalézmy, ze
funkcjonal Titsa g posetu I jest prawie P-krytyczny. Zatem ¢ nie jest dodatni, wiec istnieje
niezerowy wektor h = (hy, ..., hn, hy) € Z" taki, ze g(h) < 0 oraz norma ||h|| wektora h jest
minimalna.

(a) Poniewaz funkcjonal Titsa ¢ posetu I jest prawie P-krytyczny, wiec niepikowe obciecia
dM, ..., 3™ sa dodatnie. Wowczas réwniez funkcjonaly q(Tl) = GV |p,—0, - - - ,q(Tn) = "4 —0
sa dodatnie. Rozwazmy posety jednopikowe I, dla ktérych |[I| < 4 (tzn. n = |T| < 3). Jedli
dodatkowo niezorientowany diagram Hasse A = H(I) posetu I jest drzewem, to q; ~z G; = qa
(zobacz twierdzenie 3.4.6 (a)) oraz A € {Ag, Dy}, dla k < 4. Wéwezas na mocy twierdzenia
1.19 funkcjonal ga jest dodatni. Zatem gy tez jest dodatni, wiec nie jest prawie P-krytyczny.
Pozostaje rozwazy¢ przypadek, gdy |I| < 4 oraz niezorientowany diagram Hasse A = H(I)
posetu jednopikowego I nie jest drzewem. Wéwcezas H(I) wyglada nastepujaco:

*
./ \.
NS

Latwo widaé, ze funkcjonal Titsa ¢ tego posetu jest dodatni, zatem ¢ nie jest prawie
P-krytyczny. Stad wynika, ze jedli I jest jednopikowym posetem prawie T P-krytycznym, to
[I|=n+1>5oraz |T|=n > 4.

(b) Pokazemy najpierw, ze hy # 0, ..., hy, # 0. Wiemy, ze h # 0, g(h) < 0. Z udowodnio-
nego punktu (a) wynika, ze n > 4. Poniewaz poset I jest prawie T'P-krytyczny, wigc funkcjo-
naly gV, ..., @™ sa dodatnie. Stad §¥)(h()) > 0. Zatem h; # 0 dla dowolnego ¢t < n, gdyz
w przeciwnym wypadku 0 < g¥(h®) = G(h) < 0 i otrzymujemy sprzecznosé. Pokazali-
$my wiec, ze h1 # 0,...,h, # 0. Dla uproszczenia zapisu zalézmy, ze hy > 0,...,hs > 0,
hst1 <0,...,hy, <01ih, <0 dla pewnego s < n.

1° Udowodnimy najpierw, ze g(h) = 0.

1.1° Pokazemy, ze g(h —e;) > 1iqh+e;) > 1dlaie {1,...,s},j € {s+1,...,n}
(dodatkowo dla j =« = n + 1, jedli h, < 0).

Jesli h; = 1 lub h; = -1, to wektory h — e; i h + e; sa niezerowe oraz
qh —e;) = qh1, . hio1,0, g1, s hoy hy) = @ (D) > 01 g(h + ¢;) = gV (AY)) > 0 dla
ie{l,...,s},7€{s+1,...,n}, gdyz §§1), e ,qun) sa dodatnie. Jedli by, < 0, to ||h+e.|| < ||h]]
i z minimalnosci normy ||h|| otrzymujemy g(h + e,) > 0.

Jesli h; > 1 1ub hy < —1, to [|h— ;|| < ||h]], |[|h+¢;|| < |/h|| iz minimalnoéci normy ||h]|
otrzymujemy nieréwnosci g(h—e;) > 0 oraz g(h+e;) > 0,dlai € {1,...,s},j € {s+1,...,n}.
Jesli hy <0, to ||h + e|| < ||h]|. Stad wynika, ze g(h + e,) > 0.

1.2° Pokazemy teraz, ze h € Ker ¢, tzn. ¢(h) = 0. Z punktu 1.1° oraz z faktu, ze
q(h),2bz(h,e1),...,2b5(h,e,) sa liczbami catkowitymi wynikaja nastepujace nieréwnosci:

1 < (/]\(h — ei) = Z]\(h) + qA(el) — 2b§(h, ei),
1 < g(h+ej) =q(h) +qlej) + 2b5(h, e;),
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dlaie{l,...,s},je{s+1,...,n} (dodatkowo dla j = n+ 1 = *, jesli h, < 0). Korzystajac
z faktu, ze q(e;) = 1 oraz q(h) < 0 otrzymujemy: 2bs(h,e;) < g(h) <0, —2bz(h,e;) < g(h) <
0. Poniewaz hy; > 0,...,hs > 0,hsy1 <O0,...,h, <0, wiec

th -ba(ll,ej)

hi - q(h), jesli h; > 0,

<
< —h;-q(h), jesli hj <0,

dlaie{l,...,s},j€{s+1,...,n} (dodatkowo dla j =n + 1 = %, jedli h, < 0). Zatem jesli
h. <0, to

n+1 n+1
2G(h) = 2bz(h,h) =2b5(h, > hje;) => 2h;-bs(h,e;) <
j=1 =1

< mg(h) + - + hyg(h) — hei(h) — - — hyg(h) — hyp1G(h) =
= |Ih||- Gh),

za$ jesli hy, = 0, to

n+1 n+1 n
2G(h) = 2bg(h,h) =2b5(h,> hje;) = > 2hibg(h,e;) =Y 2h;bs(h,e;) <
j=1 j=1 j=1
< hag(h) + - + hg(h) = heyr(h) = -+ — hyg(h) =

= [[h]] - g(h).

Zatem otrzymujemy nieréwno$é 2q(h) < ||h|| - g(h). Poniewaz g(h) < 0, wiec aby udowodnié
réwnosé q(h) = 0 przypu$émy przez sprzecznosé, ze q(h) < 0. Wéwczas dzielac obustronnie
nieréwno$¢ 2q(h) < [|hl||-g(h) przez qg(h) i uwzgledniajac fakt, ze ||h|| > n > 4 | otrzymujemy
sprzecznosé 2 > ||h|| > 4. Zatem g(h) = 0.

1.3° Udowodnimy teraz, ze bz(h,e1) = 0,...,b5(h,e,) = 0. Wiemy, ze

0 = g(h) =bg(h,h) =
= habg(h,er) + - + habg(h, e,) + habs(h,e.).

Ponadto z punktu 1.2° wynika nieréwno$¢ h;-bz(h, e;) <0, dla j < n (dodatkowo dla j < n+1,
jedli hy < 0). Zatem bg(h,e1) =0,...,b5(h,e,) = 0.

1.4° Pokazemy teraz, ze qr jest nieujemny oraz Ker § = Z - h. Niech w € Z™"! bedzie
wektorem takim, ze g(w) < 0. Rozwazmy wektor v = hyw — wih € 7!, w ktérym vy = 0. Z
udowodnionego punktu 1.2° wynika, ze g(h) = 0. Ponadto z punktu 1.3° wynika, ze bz(h, —) =
0, jesli hy < 0. Jedli hy = 0, to bz(h, —) = by, (h™¥), —) = 0. Zatem

0 < gWW)=4q(v)=q(hw—wh)=
q(hiw) + q(wih) — 2hjwibg(w, h) =
= hig(w) <0.

Poniewaz hy # 0, wiec g(w) = 0. Stad wynika, ze ¢ jest nieujemny.
7 powyzszej nieréwnoéci wynika réwniez, ze g1 (vM) = 0, v™) = 0 (gdyz gV jest dodatni).

Ponadto wiemy, ze vy = 0. Zatem wektor v jest zerowy. Poniewaz v = 0, wigc w = 1,;’—11 - h.
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Pokazemy, ze 1,‘;—11 € Z. W tym celu przedstawmy }‘L’—ll w nieskracalnej postaci, tzn. 1;:—11 =L

gdzie p,m € Z, nwd(p,m)=11im > 1. Zatem w - m = p - h oraz wszystkie wspo6lczynniki
wektora h sa podzielne przez m > 1. Istnieje wiec wektor h' € Z""! taki, ze h = m - W',
Wéwezas 0 = g(h) = g(m - h') = m?q(h’) oraz ||h|| = m - ||h'||. Stad wynika, ze m = 1,
W =p € Z, gdyz w przeciwnym wypadku mielibySmy sprzeczno$¢ z minimalno$ciag normy
HhH Zatem w = 3+ -h=p-horaz Ker §=7Z-h.

(bl)<=(b2) Z punktu (b) wynika, ze funkcjonal ¢; jest nieujemny oraz

bg(h,eq) = 0,...,b5(h,e,) = 0. Na podstawie [56, Proposition 2.8(b)],
Ker § = Ker Dq C Z', gdzie Dg = (887?1 o aiqn, 8893*) . 7 — 7! jest gradientem homomorfi-
zmu grup. Ponadto z réwnosci 2b5(x, e;) = 33(3”) zastosowanejdlaz =h,j=1,... , n,n+1 =%

oraz z faktu, ze bz(h,e;) = 0,...,b5(h,e,) = 0 otrzymujemy: 83;}11) =0, ..,aga(clz) = 0 oraz

O4h) — 9b4(h, e,) = h-2Gg e = 2h, — (hy +- -+ hy,). Poniewaz h € Ker gy, wiec Dg(h) = 0
oraz 2hy = (h1 + -+ - + hy). Stad wynika (bl)<=(b2).
(bl)<=(b3) Z réwnosci

0 =q(h) = bz(h,h) = hibg(h,e1) + - - - + hypbgz(h, e,) + hibg(h, es)

oraz z faktu, ze bg(h,e;) = 0,...,b5(h,e,) = 0 wynika réwnoé¢ 0 = gr(h) = hs - bg(h, e,).
Zatem bg(h, e,) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy h. # 0.

(bl)<=(b4) Z zalozenia wiemy, ze ¢ nie jest dodatni, za$§ niepikowe obciecia
g, ...,@™ funkcjonalu ¢ sa dodatnie. Jesli hy = 0 i 0 # h- = h®™, to
0 =g(h) = " (h™). Zatem @) nie jest dodatni i § nie jest P-krytyczny.

Zalézmy teraz, ze hy # 0. Aby § byl P-krytyczny trzeba pokazaé, ze ¢*) jest dodatni.
Poniewaz ¢ jest nieujemny, wiec ¢ jest nieujemny. Aby udowodnié, ze §*) jest dodatni
nalezy pokazaé, ze Ker g*) = 0. Jesli v = (v1,...,v,) € Ker ¢, to wektor (vy,...,v,,0)
nalezy do Kerq = Z - h. Zatem (v1,...,v,,0) = X - h, dla pewnego A € Z. Stad wynika, ze
0= \- hy, gdzie hy # 0. Zatem X\ = 0, v = 0 oraz ¢*) jest dodatni i § jest P-krytyczny, co
koniczy dowdd (bl)<=(b4).

(¢) Z (b) wynikaja nastepujace réwnowaznosci: (cl)<=(c2)<=(c3). Udowodnimy naj-
pierw implikacje (c4)==(cl). Poniewaz ¢ jest nieujemny, h™ # 0 jest wektorem takim, ze
¢ (h™) = 0, wiec ¢ nie jest dodatni, totez nie jest P-krytyczny.

(c2)=(c4) Zah’)Zmy, ze hy = 0. Z punktu (b) wynika, ze h™ jest wiernym wektorem, ¢ jest
nieujemny oraz Ker §; = Z-h. Stad gr = ¢*) jest nieujemny oraz ¢r(h~) = g(h) = 0. Zatem
gr = @™ nie jest dodatni. Z punktu (a) wynika, ze obciecia qu s q(T) funcjonatu g7 sa do-
datnie. Zatem qr jest P-krytyczny. Poniewaz
gr(h™) = 0, pozostaje wiec pokaza¢, ze Ker qp C Z -h~. Jesli v = (v1,...,v,) € Ker qp =
Ker g™, to wektor & = (vy,...,vn,0) nalezy do Ker §= Z - h. Stad wynika, ze = X - h, dla
pewnego A € Z. Zatem v = A-h™~ € Z - h™, co konczy dowdd. O

Definicja 3.2.2. Niech I = {1,...,n,n + 1} bedzie posetem jednopikowym. Typem
Coxetera-Dynkina dodatniego posetu jednopikowego I nazywamy diagram Dynkina
Ar e {An11,Dp41,E6, E7, Eg} (przedstawiony w tabeli 1.4.8) taki, ze

Ga; ~z Gr,

tzn. istnieje macierz B € Gl(n + 1,7Z) taka, ze Gao, = B - G- B, gdzie Gy = 3 [61 + 5}"“]
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W pracy [20] pokazano, ze dla dowolnego dodatniego posetu jednopikowego I istnieje typ
Coxetera-Dynkina.

Przedstawiamy teraz twierdzenia, ktére wraz z dowodami mozna znalezé w artykule [21].
Wykorzystamy je w dowodzie twierdzenia 3.2.6 ograniczajacego liczbe elementéw prawie T P-
krytycznego posetu jednopikowego.

Twierdzenie 3.2.3. Niech [ = {1,...,n,n+1 = x} bedzie skoriczonym dodatnim posetem
jednopikowym, za$ qr funkcjonatem Titsa posetu I posiadajgcym wierny pierwiastek. Ponadto
niech Ar bedzie typem Coxetera-Dynkina posetu 1.

(a) |1 <8.

(b) Jesli Ap = Apiq, to |I| =n+1<3 oraz I jest jednym z nastepujgcych posetéw:

* * \
0Agix,  oATre=ux  AZ. *

I

Ponadto z dokladno$cig do mnoZenia przez -1 wektory owo = (1), ow1 = (1,1),
owe = (1,1,1) sq¢ odpowiednio jedynymi wiernymi pierwiastkami funkcjonatu Titsa posetéw
0y, 0AT, 0AS.

(c) Jesli A = Dyy1, to |I| =n+1 <5 oraz I jest jednym z posetéw przedstawionych
w (c1)-(c8). Podajemy rowniez wierne pierwiastki funkcjonalow Titsa prezentowanych posetow
(z dokladnos$cig do mnozenia przez -1):

(c1)

D; : 0 — 03 —> %y w3 = (1a ]-a 71, 1)5
]

(c2)

Di: ey—>e3—>e;—x; wy = (1,1,1,-1,1),

o]

(c3)

DyoAr: e —>=ey—>=x; w?=(-1,1,1,1),

3

(c4)

H/]\);OAl : o] — @9 —> @3 —> %5 wi”:(fl,l,l,l,l),

04/
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® Ow% = (1717171)7

, N
ODQOAI : .2+*4 0@% = (1, 1, 1,2),
S

3
(c6)
o ow? = (1,1,1,1,2),
AN
0D;0A2: 09 —> %5
/
03 —> 0y
(c7)
1D§0A1 : & —> @3 —> %5 1'11]%:(1,1,—1,1,1),
v
2 &y
(c7)
D5 oAl e — ey — x5 owd = (=1,1,1,1,1).

N

(d) Jesli A = Eg, to I jest jednym z posetow Py, ..., Pg,Pyg,..., P13 przedstawionych
w [21, Table 1.8]. Jesli Ay € {lE7,Eg}, to I jest jednym z 154 posetow P17, ..., Pigs przedsta-
wionych w tabelach 6.2-6.3 w pracy [20] razem z wyréznionym symbolem @, gdzie s; > 1 jest
liczbg wiernych pierwiastkéw funkcjonalu Titsa q; posetu I.

(e) Liczba dodatnich posetéw jednopikowych I, dla ktérych funkcjonal Titsa qr ma wierny
prerwiastek, jest rowna 177.

(f) Zaléimy, ze v = (vi,...,Un,vs) € /A jest pierwiastkiem funkcjonalu Titsa q; do-
datniego posetu jednopikowego I takim, ze qr(v) =1 oraz v, # 0. Wtedy

1 jesli Ay = Ay, n>0,
2 jesli Ay =Dpy1, n > 3,
max{ui], ..., vl o]} = 3 jesli A = K,
4 jesli A = Er,
5 jesli A; = Eg.
Dowéd. Dowdd mozna znalezé w pracy [21, Theorem 1.7]. O

Whiosek 3.2.4. Jesli m > 3 oraz q : Z™ — Z jest dodatnim jednolitym funkcjonatem
kwadratowym  posiadajgcym  wierny  pierwiastek, to istnieje  wierny  pierwiastek
v=(v1,...,0p) € Z™ funkcjonalu q oraz j € {1,...,m} takie, Ze

o vje{-1,1} 4 %(U) = vj, oraz
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o wektor v = (V1. Vj—1, Vjg1s -, Um) € zm 1 jest wiernym pierwiastkiem funkcjo-
natu ¢ - /ALy bedgcego j-tym obcieciem funkcjonatu kwadratowego q.

Dowéd. Dowdd mozna znalezé w pracy [21, Corollary 3.2]. O

Twierdzenie 3.2.5. Nie istnieje poset jednopikowy I = {1,...,n,% =n+ 1} spelniajocy
nastepujgce trzy warunki:

(i) funkcjonal Titsa §r : Z' — 7 posetu I jest dodatni,

(ii) || > 9, oraz

(iii) istnieje prawie wierny pierwiastek funkcjonatu Titsa q; posetu I, tzn. wektor u =
(Upy ooy Up, Upt1) € Z' taki, ze uy #0,...,up # 0 oraz qr(u) = 1.

Dowéd. Dowéd mozna znalezé w pracy [21, Proposition 3.3]. Wykorzystano w nim istot-
nie idee dowodu [30, Corollary 4.7] O

Przedstawimy teraz twierdzenie ograniczajace liczbe elementéw jednopikowego posetu pra-
wie T'P-krytycznego. Korzystamy z niego przy wyliczaniu wszystkich posetéw jednopikowych,
ktore sa prawie T'P-krytyczne (algorytm 4.2.1). Twierdzenie to wraz z dowodem zostalo za-
mieszczone w artykule [47, Theorem 3.5].

Twierdzenie 3.2.6. Jesli I jest posetem jednopikowym, ktory jest prawie T P-krytyczny
(tzn. funkcjonal Titsa posetu I jest prawie P-krytyczny), to 5 < |I| <9.

Dowéd. Nier6wnosé 5 < |I| wynika z twierdzenia 3.2.1 (a). Aby udowodni¢ nieréwnosé
|| < 9 zalbézmy przez sprzecznosé, ze I jest posetem jednopikowym takim, ze [I| =n+1 > 10
oraz funkcjonal Titsa q; : Z' — Z posetu I jest prawie P-krytyczny. Wtedy g; nie jest
dodatni oraz istnieje niezerowy wektor h = (hy,..., hy, hy) € Z' = 7" taki, ze gr(h) <0
i norma ||h|| wektora h jest minimalna. Z twierdzenia 3.2.1 wynika, ze ¢ jest nieujemny,
Ker gy = Z - h, gdzie h = (hq,..., hy, hy) jest wektorem takim, ze hy #0,...,h, # 0.

Rozwazmy nastepujace dwa przypadki:

1° hy # 0 oraz funkcjonatl Titsa ¢y posetu I jest P-krytyczny, lub

2° h, = 0, funkcjonal Titsa ¢; posetu I nie jest P-krytyczny, funkcjonal incydencji
qr = qg*) . Z7 = 7 posetu T = I\{x} jest P-krytyczny oraz Ker qp = Z - h™, gdzie
h™ := (h1,...,hy) € Z' = Z" jest wiernym wektorem (tzn. hy # 0, ..., hy, # 0).

Przypadek 1° Zalézmy najpierw, ze h, € {—1,1}. Wtedy na podstawie lematu 2.2.4
(a), wektor h’ = h — hy - e, = (hq,...,hp,0) jest pierwiastkiem funkcjonalu Titsa q; po-
setu I, za$ wektor h™ := (hy,... hy) € Z' = Z" jest wiernym pierwiastkiem dodatnie-
go funkcjonalu gr = cﬁ* : Z¥ = 7. Na mocy wniosku 3.2.4, istnieje wierny pierwiastek
v = (vi,...,v,) € Z" funkcjonalu gr taki, ze v; € {—1,1}, dla pewnego j < n. Wtedy

wektor v() = (V1,5 V=1, V15 -, Un) € Y/ jest wiernym pierwiastkiem j-tego obciecia
qgf) : 2" 5 7 funkcjonatu g7

Niech v bedzie wektorem postaci 9U) = (vy,...,vj_1,0j41,...,0n,0) € Z". Wtedy
éj)(@(j)) = qg)(v(j)) = 1, tzn. 0U) jest pierwiastkiem (prawie wiernym) dodatniego funk-
cjonalu Titsa cﬁj) = qp posetu jednopikowego I' = I\{j} o mocy |I'| = n > 9. Na mocy
twierdzenia 3.2.5, nie istnieje taki poset I’. Otrzymujemy wiec sprzecznosé.

Zalézmy teraz, ze |hy| > 2 . Z wniosku 3.2.7 wynika, ze istnieje j < n taki, ze h; € {—1,1}.
Wtedy wektor h’ = h—hj-ej = (hi,...,hj—1,0,hji1,. .., hy) jest pierwiastkiem funkcjonatu gy
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(dowéd jak w lemacie 2.2.4 (a)) oraz hU) = (hq,.. Shj—1 b, he) € Z" ! jest wiernym
pierwiastkiem dodatniego funkcjonatu Ej? ). Z twierdzenia 3.2.3 wynika, ze n < 8. Zatem
|[I| =n+1<91iotrzymujemy sprzecznosé¢ z |I| > 10.

Przypadek 2° Poniewaz qp jest P-krytyczny oraz Ker ¢qr = 7Z - h™, gdze
h™ := (h1,...,h,) jest wiernym wektorem, wiec z wniosku 3.2.7 wynika, zZe istnieje
Jj < n takie, ze h; € {—1,1}. Wbwczas wektor postaci h’ = h — h; - ej,
tzn. h' = (hy, ..., hj—1,0,hji1, ..., hy,0) jest pierwiastkiem g (zobacz rozdzial 2). Stad wyni-
ka, ze hU) = (hi,...,hj_1,hji1,...,hn,0) € Z", gdzie hy # 0,...,hj-1 # O,
hjt1 # 0,...,h, # 0, jest prawie wiernym pierwiastkiem dodatniego funkcjonatu Titsa qA? )
posetu I’ = I\{j} = n > 9. Z twierdzenia 3.2.5 wynika, Ze nie istnieje taki poset I’, co konczy
dowdéd. O

Whniosek 3.2.7. Niech I =T U{x} ={1,...,n,n+ 1 = %} bedzie posetem jednopikowym
z elementem maksymalnym *, za$ qy : Zi=7""' 57 bedzie funkcjonatem Titsa posetu I.

(a) Poset I jest T P-krytyczny wtedy i tylko wtedy, gdy 5 < |I| < 9, qr jest nieujemny
oraz Ker gy =7 - h, gdzie h = (hy, ..., hy, hy) jest wiernym wektorem.

(b) Poset I jest prawie T P-krytyczny wtedy i tylko wtedy, gdy 5 < |I| <9, qr jest nieujem-
ny oraz nieptkowe obciecia §§1), el 6571) sq dodatnie, lub rownowaznie, wtedy i tylko wtedy, gdy
5 < |I| <9, qr jest nieujemny oraz Ker g = Z - h, gdzie h = (hq,..., hy, hy) jest wektorem
takim, zZe hy #0,... hy # 0. W tym wypadku hy, ..., hy, he € [—6,6] oraz istnieje j € I takie,
ze ]’Lj S {—1, 1}.

(¢c) Prawie TP-krytyczny poset I jest TP-wyjgtkowy wtedy i tylko wtedy, gdy
5 < |I| <9, funkcjonal Titsa qr posetu I oraz funkcjonal incydencji gy = (’fl*) posetu T'
sq nieujemne, Ker g = Z -h i Ker qp = Z - h™, gdzie h™ = (hy,...,hy) jest wiernym
nil-wektorem, zas h = (h™,0) = (hy,..., hy,0) jest prawie wiernym wektorem.

Dowdéd. Aby udowodnié¢ (a)-(c) zalézmy, ze funkcjonal Titsa g posetu I jest prawie P-
krytyczny. Zatem g; nie jest dodatni oraz istnieje  niezerowy  wektor
h = (hy,...,h,) € Z" taki, ze gr(h) < 0 i norma ||h|| jest minimalna. Wtedy (a), (b),
(c¢) wynikaja z twierdzenia 3.2.1 oraz z twierdzenia 3.2.6. W dowodzie punktu (b) fakt, ze
hi,..., hy, hy € [—6,6] oraz istnienie j € I takiego, ze h; € {—1,1}, wynikaja z pracy [56]. O

Twierdzenie 3.2.8. Niech [ bedzie skonczonym posetem jednopikowym, za$
T = I\{*} = {1,...,n}. Ponadto niech §; : Z' = Z"" — 7 bedzie funkcjonatem Titsa
posetu I, za$ qr = E#I*) 72t =7" 5 7 bedzie funkcjonalem incydencji posetu T. Nastepujg-
cych pie¢ warunkow jest rownowaznych.

(a) Poset I jest T P-wyjatkowy, tzn. qr jest prawie P-krytyczny, ale nie jest P-krytyczny.
(b) Funkcjonal incydencyi qr = q§*) : 27 = 7 posetu T jest P-krytyczny oraz funkcjonal
Titsa q; posetu I jest prawie P-krytyczny.

(¢) Funkcjonal qr jest P-krytyczny oraz niepikowe obciecia qA§1), . ,(’jYL) 2" — 7 funk-
cjonalu qr sq dodatnie.

(d) 5 < |[I| <9 oraz funkcjonaly qr : Z' 5 7 iqr = fé*) : ZV = 7 sq mieujemne,
Ker gqr = Z -h™ i Ker gt = Z - h, gdzie h™ = (hy,..., hy) jest wiernym nil-wektorem, za$
h=(h",0) = (h1,...,h,,0).

(e) I jest izomorficzny z jednym z posetow T P-wyjgtkowych L1y, . .., Lise przedstawio-
nych w tabeli 3.3.2.

89



Dowdd. Aby pokazaé, ze z punktu (a) wynikaja (b) i (¢), zalézmy, ze q; jest prawie P-
krytyczny, ale nie jest P-krytyczny. Poniewaz q; jest prawie P-krytyczny, wiec mozna stosowaé
twierdzenie 3.2.1.

(a)==-(b) Poniewaz g nie jest P-krytyczny, wiec na mocy twierdzenia 3.2.1 (c) funkcjonatl
incydencji gr = (ﬁ*) posetu T jest P-krytyczny.

NP . D .1
(a)=(c) Poniewaz q; jest prawie P-krytyczny, wiec niepikowe obciecia (/fl ), e (/fln) funk-
cjonalu g7 sg dodatnie. Ponadto gy nie jest P-krytyczny, wiec na podstawie twierdzenia 3.2.1

(c) funkcjonal incydencji gr = q;’ posetu T jest P-krytyczny.

(b)=(a) Poniewaz qr = qr jest P-krytyczny, wiec nie jest dodatni. Stad wynika, ze
funkcjonal gy nie jest P-krytyczny.

~(1) ~(n) ~(*)

c¢)=>(a) Funkcjonaly ¢ ! ....,q;" sa dodatnie. Ponadto gr = ;" nie jest dodatni, bo
T T T

jest P-krytyczny. Stad wynika, ze q; jest prawie P-krytyczny. Z faktu, ze qA§*)
wynika, ze Zfl*) nie jest dodatni. Zatem gy nie jest P-krytyczny, co konczy dowdd (a).

Réwnowaznosé (a)<=-(d) wynika z wniosku 3.2.7 (c).

Implikacja (e)==(d) wynika z obliczen komputerowych wykonanych dla kazdego
z posetéw Ly, ..., Lise (opisanych w rozdziale 3.3) oraz sprawdzenia, ze kazdy z tych pose-
téw spelnia wlasnosci opisane w (d).

(a)=(e) Zalézmy, ze I jest jednopikowym posetem, ktory jest T P-wyjatkowy.
Z réwnowaznosci (a)<=(d) wynika, ze 5 < |I| = n+ 1 < 9. Stosujac algorytm opisany
w rozdziale 4.2 (algorytm 4.2.1) dla 4 < n < 8 znajdujemy posety I, dla ktérych qr jest nie-

jest P-krytyczny

ujemny, qr = Zj§*) nie jest dodatni oraz Ker q; jest generowane przez jeden wektor
h = (hy,...,hy,0) taki, ze h™ = (hq,..., hy) jest wiernym nil-wektorem. Otrzymujemy wéw-
czas posety LLiig,...,IL132 przedstawione w rozdziale 3.3. O

Twierdzenie 3.2.9. Niech I = {1,...,n,n+ 1 = x} bedzie skoriczonym posetem jedno-
pikowym o elemencie maksymalnym *, za$ q : Zi=7""' 57 funkcjonatem Titsa posetu I.
Nastepujgce warunki sg réwnowazne.

(a) Poset I jest prawie T P-krytyczny.

(b) 5 < |I| <9, funkcjonal Titsa qr posetu I jest nieujemny oraz istnieje wektor h =
(hiy. .. b, hy) € ZF =7 hy #£0,..., hy # 0 taki, ze Kergy = 7Z - h.

(c) Zbior Rg, = {v € VARRS qr(v) = 1} pierwiastkéw funkcjonalu qr jest nieskoriczony,
za$ zbiory R(#), e 7R§§n> sq skoriczone.

(d) Albo I jest TP-krytyczny, albo I jest izomorficzny z jednym 2z 17-tu
T P-wyjgtkowych posetéow Ly, . . ., Lise przedstawionych w tabeli 3.3.2 w rozdziale 3.3.

(e) Poset I jest izomorficzny z jednym z posetow ILq,...,ILiso przedstawionych
w tabelach 3.3.1-3.3.2 w rozdziale 3.3.

(f) Poset I lub jego odbicie dualne I (patrz definicja 3.4.2, a takze [21, 59]) jest izomor-
ficzny z jednym z posetéw Cf = C; U {}, gdzie i € {1,...,75} oraz C; jest jednym z posetéw
przedstawionych przez Bondarenko-Stepochkine w pracy [10].

Dowéd. Dowéd réwnowaznosci (a)<=(b)<=>(d) wynika z twierdzenia 3.2.8 oraz z wnio-
sku 3.2.7(b). Na podstawie wniosku 2.1.5 zbiér Rz jest nieskonczony wtedy
i tylko wtedy, gdy ¢; nie jest dodatni, za$ wa-) dla 1 < j < n jest skonczony wtedy

I
EfIJ)

i tylko wtedy, gdy jest dodatni, co konczy dowdd (a)<=-(c).
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Implikacja (e)==-(b) jest konsekwencja obliczenn komputerowych opisanych w rozdziale
4.2 i wykonanych dla kazdego z posetéow L, ...,IL132. Kazdy ze wspomnianych posetéw I
spelnia wlasnosci opisane w (b). Dla kazdego I, wektor h € Z! taki, ze Ker§; = Z - h zostal
przedstawiony w tabelach 3.3.1-3.3.2.

(a)=(e) Zalézmy, ze I jest jednopikowym posetem prawie T P-krytycznym. Z réwno-
waznosci (a)<=(b) wynika, ze 5 < |I| < 9. Przy pomocy implementacji algorytmu PRA-
WIETPKRYTYCZNEPOSETYJEDNOPIKOWE opisanego w rozdziale 4.2 znajdujemy wszystkie
posety jednopikowe I takie, ze ¢ jest nieujemny, nie jest dodatni oraz Kerq; = Z - h, gdzie
h = (hy,..., hy, hy) jest wektorem takim, ze hy #0,..., h, # 0.

Dowdéd (e)<=-(f) wynika z poréwnania listy posetéw przedstawionych w tabelach 3.3.1-
3.3.2 z lista posetéow CF = C; U {+} dlai =1,...,75, gdzie C; jest posetem przedstawionym
w pracy [10, str. 38-39].

O

3.3. Lista prawie T'P-krytycznych posetéw jednopikowych

W rozdziale tym podajemy pelna liste posetéw jednopikowych prawie T'P-krytycznych,
na ktora sktadaja sie posety T P-krytyczne LLi,...,IL115 oraz 17 posetéw T P-wyjatkowych
Li16,...,L132. Lista ta zostala uzyskana przy pomocy obliczen komputerowych m.in przez
wykonanie algorytmu 4.2.1. Przy wyliczaniu prawie T P-krytycznych posetéw jednopikowych
I korzystamy z twierdzenia 3.2.6 dajacego ograniczenie na liczbe elementéw posetu I, tzn
5 < |I] €9. Przedstawimy teraz idde obliczen:

1° Dla 4 < n = |I] — 1 < 8 znajdujemy wszystkie macierze Titsa

~ Clr | —u ! o
Cr= 0 1 € M;(Z),u= |:| posetu I takie, ze:

1

e macierz incydencji Cr = [¢;;] € M (Z) posetu T = I\{*} jest macierza taka, ze
cij € {0,1} dla dowolnego i,j € {1,...,n}, c11 = -+ = cpp = 1 oraz jesli ¢ = 1
igs=1tocgs=1dlal <k<l<s<n;

e poset I nie jest dodatni (tzn. Cr + (/Z'\}T nie jest dodatnio okreslona);
e dla kazdego i € {1,...,n} poset I\{i} jest dodatni.

Sa to macierze Titsa prawie T P-krytycznych posetéw jednopikowych. Zapisujemy je na lidcie
PrawieKryt,, ;. Jesli dodatkowo poset T' = I'\{n + 1} jest dodatni, to dodajemy macierz Ci
réwniez do listy Kryt,, ., posetéw T'P-krytycznych.

2° Dla kazdego prawie T'P-krytycznego posetu [ z listy PrawieKryt,, , ; obliczamy, przy po-
mocy implementacji algorytmu 4.2.3, zredukowana liczbe Coxetera ¢€; oraz defekt
o 7' - 7 ([60], zobacz rozdzial 3.5). Ponadto znajdujemy wektor h € Z" taki, ze
h- [61 + é}"] = 0. Poniewaz na mocy wniosku 3.2.7, prawie T'P-krytyczne posety I sa gtéwne
wiec istnieje €7 oraz d;. Ponadto Ker Gr =7 - h, gdzie h € Z""! jest prawie wiernym wekto-
rem. W przypadku posetéw T P-wyjatkowych I (tzn. bedacych na liScie PrawieKryt,, ,; oraz

nie bedacych na liscie Kryt,, ) obliczmy réwniez ¢ oraz Or : 7' - 7 dla T = I\{*}.

91



h=(1,1,1,1,2)
01 = zi1txotrstra—2w.

h=(1,1,1,-1,1)
51 = X4HTx

h=(1,1,1-1,1)

51 = r1+rot+r3t2r4—T

TABELA 3.3.1. JEDNOPIKOWE T P-KRYTYCZNE POSETY Lq,...,1Li15
3.3.1a. TP-krytyczne posety LLi,ILo,ILs typu Dy, ¢; =2
Ly = L4 = 04l Lo . L3 = IE*Q
P AANN i SN 000 01
le 2e 3e 4e 4e le 2e 3e 1 0 0-1 0
SN I mel1 0 0 0
le 2e 3e 4e 0-1 0 1 O
0 0-1 1 0

G, = Bs - Cuy - BY

3.3.1b. T P-krytyczne posety Ly, ...,Li; typu IEG, ¢ =6

L4 :]Ij4 :55L5
*
N
e 4e 5e

(A

le 2e Ge

h=(1,1,1,1,1,1,3)

01 = 2z12xotw3+ra

Ls

—> 0 —*

5e

.
i

ne (1,%,1,1,1,1,1)

01 = ratrs2rstretes«

A
e
t

h=(1,1,1,1,1,1,1)
01 = r1Hro—x5+Hre—2Tx

50/4}(\0\60
31; 21\.
N

h=(11,1,1,1,1,2)
01 = 3z1R2zo2x3trat

jo 1o/j:o j\o\fio /j(\o
5./;1\0 31\0 41\0 1./41\0/ 31\0 le 41\. 3e
[ NI J. AN

3e 2e

Jle oo
h=(,1,1,1,1,1,1)
01 = 2x1+rotrs—re—T«

f

Ge .
h=(1,1,1,1,1,1,1)
0 = x1+ woH2x3+214
+3T5+2T6—T

h=(1,1,1,1,1,1,1)
01 = TatastretTs

h=(1,1,1,1,1,1,1)
Or = x1+w2+w3+23y
H2r5+216—T
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3.3.1c. TP-krytyczne posety Lo, ...,

Lag typu Er, & = 12

Liz = L1z =
d5LL13 = o7lLa2
PN
le 4e 5e
Aooh

£l

h=(2,1,1,1,1,1,1,4)
A1 = 2m1+3T0+2w5+24

Lis

=>C >0 =>0=>0=>J>x

L A A A
h=(2,1,1,1,1,1,i,1)
01 = 1+ z3H2x4

Li4 = 67113

h:(27171717i7i7172)
5] = xo—x4—2T5—Tg

Lis = Lig =
01L21
*

N

le

IS w0
[ )

-

ot
o

=

[=2]
°

-
L)

h=(1,2,1,1,1,1,1,2)
0r = x1+2x2+w3+2x4

L1 = deli2

5e Ge

h=(2,1,1,1,1,1,1,3)
01 = z12x2+r3—s5

+x5+2z6+3T7—4T +3T5H2x6+T 7T +x7—27 +3z5Hre+3T7—2T +r6+2x7-3T 4
Li7 = Lis Lis = Li3 Lig = L7} Lo = Lyg = Lo = Lig
> x Los = &7L19 >
¢ \ PN A * A
5e 2e le Te 4\ \ le
A ¢ A A Go 7o A
4e Te 3e 6e '1\ 2e 3e
A A A Se A
2e 3e 4e 5e ’1\ 4e
A A A ae A
le 5e 4e ’1‘ 5e
'1\ /t‘ 2e 3e ,1\
Ge 2e 3e \ ’r Ge
A Le A
Te le Te

h=(1,21,1,1,1,1,3)
Or=4r1+2x2+3x3+2x4

h=(21,1,1,1,1,1,1)

P Rt R Rt b B

=221+ wo+2x3+3z4

h=(1,2,1,1,1,1,1,1)
01 = 2x1+x3—r5—2T6

h=(1,2,1,1,1,1,1,2)
Or = 3z1+wot2w3+ry

h=(1,21,1,1,1,1,1
07 = r1—xo—T4—2T5

)

+x5+tret2x7—3T 4 +4x5+3x6+2x 74T« —T7—Tx —retr7—2T 4 —3xg—2x 7+
Loo Los = Lag Lo Los = Loy Log

} 5\ *\7 } 1 AN
(SN [ T ) [ T ¥
¢ + f ¢ ¥ ¢ ¢ ¥ m’m
LA T E T

h=(1,1,1,1,1,1,2,2)
01 = r1+x2—r5—T6
—2x7—2x 4

h (1,1,1,1,1,1,2,2)

dr = z1+ 22-2w3+2T4
+3x5+3x6+H4xr7—2T 4

h=(21,1,1,1,1,1,1)
01 = 3x1+2x9+273
+3x4t+rs5H2T6+HT7T—T

—(21,1,1,1,1,1,1)
81 = 2x1+xotws+2x4
+I6+rx

h=(1,21,1,1,1,1,1
A1 = wotwstws+2us
+r7trs

)

L27—i26

/4\
T T/’
T

6o

A

Te
h=(1,2,1,1,1,1,1,1)

51 = z1+2zo+x3+214
+2x5+3x6+H2T7—T

Lag %
P\
e T/T
¢ ¢

le 3e

h=(1,21,1,1,1,1,2)
01 = 1+ r3—r6—27
—2T4

Log = H:Qs
/™
2 ﬁ

T T/

¢

Te
h=(1,2,1,1,1,1,1,2)

51 = 21 R2z2+r3+2x4
+2x5+3x6+3x7—2T

0 1 0 0 O
0 0 0 0 1
00 1 0 -1
0 0-1 0 0
B2o=| o o 0 0 o
0-1 0 0 0
0 0 0 -1 0
-1 0 0 1 0
N O . Rir
G]E7 = B2g - CLy, - Boy

-1 0 O
0 -1 0
0O 0 O
0O 0 O
0O 0 -1
0O 1 0
1 0 O
0O 0 O
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3.3.1d. T P-krytyczne posety L3, ...,Li15 typu Eg, ¢ =30

Lgo=L30=0L31=0L4s
*

AN
4e le
A

2e

h=(3,2,1,2,1,1,1,1,6)

0r = 3z1Hzotbr3+2za

L31

- (e (=2} ~ o0
>0 >0 > =P >

ﬁ
A

01 = 2z1t+xa+3z3+524

Lg2 = 0L31
*

A

8e Te
A

Ge

A

5e

A

4e

/ﬁ
¥

le 20

h=(3,2,2,1,1,1,1,1,2)

Or = z12x3+H4xs+3xs

3e /2/?\0\ le
j
A

5e

A

Ge

A

Te

A

8e

h=(1,2,3,2,1,1,1,1,2)
01 = z12x2+3x3+H4x4

Lgq = OL31
7 /64\
A A

8e 5e

A

4e

A

3e

A

le 2e

h=(3,2,2,1,1,1,1,1,3)
01 = To—r3—3T4—2T5

+4r5+3x6H2x7+rs—62+ | +4r5+326H2x7+rs s | +226+7—T8 22 +6x5+5x6H4r71H318—2%4| —Tetr7H203—3% 4
L3s = L34 L3 = OL31 L37 = L3e L3gg = OL31 L3g = L3g
* * * * *
PR N A / AN N AN
le 4e 3e Ge 5e 5e Ge 8e Te 5e 4e
Ao / rooA oA A A S A
2e 5e Te 4e 3e 4e Te 6e 2e 5e Ge 3e 2e
A Ao AA AN A A A ~N
6e 8e 3e 2e 8e 4e 3e Te le
A A A A A
Te le 2e le le 8e

h=(1,1%3,2,2,1,1,1,3)
0r = z1H2x2+3x3+2z4
+4x5+6x6+dr7+H4r8—3T A

h=(3,2,2,1,1,1,1,1,4)
01 = 121921415
+x6+2x7+3r8—4T

01 = bx1+6x0+3r3+4xy
+2x5tre2x7+3r3—4T A

h=(1,3,2,1,2,1,1,1,5)
01 = 4x1+2x2+313+314
+x5+2x6—T7+r8—5T

01 = 6z1Hzo+3z3+214
+x5+H2x6+3T7+H4r8—5T 4

1 / 22\
|
¢

4e

A

5e

A

Ge

A

Te

A

Or = 3z12xoHax3+614
+5r5Hre+3T71H2T8—T

.
La1 = Lygg

>0 > > Jd > P>

/40

A
2e

~

h=(1,2,2,2,1,1,1,1,1)

01 = 2x1—x3—2x4—4x5
—3x6—2T7—L8—Tx

3e

Ly = 0Lg1
*

A

8e Te
A

Ge

A

5e

/¢
4e
A
3e 2e
A

le
h=(1,2,3,2,1,1,1,1,2)

Or = 3z1+ro—x4—3xs
—2x6—X7+Hr8—2T 4

Lg3z = L41

Te

h=(1,2%21,1,1,1,1)
07 = x1—x2—2x3—314
—br5—4xe—3r7—2T8H

Lgg = dLg1
7 /64\
pooh

8e 5e

/ﬁ
¥

3e 2e

N

le

he(1,2,3,5,1,1,1,1,3)
01 = 4z12zotws—2ws
—xetr7H2x8—3T 4

Lgs = Lag

j\\

/3
'\j
'

le

Te

A

8e

h=(1,1,3,2,2,1,1,1,3)

8[ = 4x14+5xo2x3+3x4

+r5—x6trr+2T8—3Tx

La6=Lag=oLa1
AN
A

=

8e

h=(1,2,3,2,1,1,1,1,4)

01 = 5z1+3zaH2x3+xs
—x5t+ret2x7+31r3—4T

Lg7 = L4o

le

h=(1,1%,221,1,1,2)
01 = x1—xot2x3+x,

+3x5+bre+H4r7+3r8—2T 4

Lag

= *

e
i

—

ot
°

—

4e

h=(2,1,2,1,1,1,1,3,3)

01 = x1+H2x9—x3+x4

Lag = Lag

lo/
A

3e

}

[
.

—_

IS
.

—

ot
.

—

[=2]
°

—

]
°

A

h=(2,1,%,1,1,1,1,3,3)

Or = 2x1+aaHr3+2ry

—Le—2X7—3L8—3L %

+3x5H4xret+br7H613—3T 4
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3.3.1d. (kontynuacja)

) N 1 i e
i /¢ AN ) C
/5{ 3 ¢ 5{ ) ) 5{ ¢
} ~f } } }
N Lo
;

A

h=(1,1,%,2,2,1,1,1,1)

h=(1,1,3,2,2,1,1,1,2)

A

K2(1,1,3,2,2,1,1,1,1)

h=(3,171,1,1,2,2,2)

h=(2,1,3,1,1,1,1,2,4)

dr = 2x1+3zotas—as Oy = 3w Hwotmgt2r, | 01 = T1H2x2-03=225 | 5§ — o1 gota,42as 01 = 2z1+H3zotxr3+2z4
—3x6—2T7—L3—Tx —2x6—r7Hrs—2T —4re—3r7—2w8+wx +3zeHrr+2r8+2T 4 +x5—r7—208—4T
Lss = Lsa Lse = Ls3 Ls7 = Lgg Lsg = Ls s = dlLsg Ls9

* * * *

AN A A e ¢ ~ A

Te 8e le 2e 8e 3e 4e 5e 8e

A A P A

6e 3e Te le 2e 6e Te

A A A A A

5e 4e Ge Te 6e

A A A A
3e 4e 5e 5e 8e 5e

A A A A

2e Ge 3e 4e 3e 4e

A h A b4

le Te 2e le 2e

h=(2,1,3,1,1,1,1,2,4)
01 = 6x1+bxo+3x3+4xy

A
h=(3,1,1,1,1,2,2,2)
Or = 3x1+x22x3+3x,

A
h=(2,1,%,1,1,1,1,2,2)
Or = 4x1+3x2+w3+2xy

h=(1,2,2,1,1,1,1,1,5)
Or = 4x1+3x2+2x3+14

h=(1,2,2,1,1,1,1,1,1)
Or = z2H2x3+3xsHas

+3r5-2x6tr7H2x8—4x | +4x5+D5r6+06x7+H408—2T s +X5—T7—28—2T 4 +r5H2x6+3r7H4rs—br.| +3re+2x7+Hrs+T.
Leo = dLsg Le1 = Leo Le2 = OLs9 Le3 = Le2 Lea = OL59
AN AN AN AN AN
Te 8e 2e 3e le 6e Te 6e 5e Te 5e 6e
A s ¢ ¢ A » T A h 4
6o 4e 8e 4e 8e 3e 4e Te
A ¢ / e ¢ A / P
5e 3e 2e le 2e 8e
e T T T/’ T A
3e Te le 2e le

H2(1,272,1,1,1,1,1,2)
Or = r1—x3—2x4-3T5
—2x6—x7Hr8—2T «

A
H2(1,2,1,1,2,1,1,1,2)
01 = z12xotaztdry
+3z5+5x6H4T7+H3T8—27

h=(1,2,2,1,1,1,1,1, 3)
01 = 2x1+wo—x4—215
—T6HL7+228—3T

h=(1,1,2,1,1,2,1,1,3)
01 = 4z1+bxo+3x3+H4xy
+a52xetr7208—3T«

h=(1,2,2,1,1,1,1,1,4)
Or = 3z1+2zotws—s
+xe2x7+3rs—4x

Les = 1L64

/P\

5[ = bx1+3xotHdx3try

+2x5tret2x7+3rs—4x A

Lee = L59

/W
¢/¢

H2(1,2,2,1,1,1,1,1,1)
Or = x1+2x2+3x3+Hxy

+5x5H4ret3r7+21r3—T 4

()
L7 = OLgy
*

A

8e

A

(7;1\0
5 /41\
i

S

H2(1,2,1,1,2,1,1,1,1

07 = 2x1+x3—214—275

BLg—2x7—T8—Tx

Los = oLgr
AN
-
A
¥ /w
{ e

8e

h=(1,2,1,1,2,1,1,1,2)
Or = 3x1taa+2x3—4

—2x6—T7HE8—2X «

Leg = Les

A
%
i

h=(1,1,2,1,1,2,1,1,2)
01 = 3z1Hxot+2x3+324
+X6—T7HT8—2T

95



3.3.1d. (kontynuacja)

L7o = 1L70

¢\7
- J
T/¢

IT/

h=(1,2,1,1,2,1,1,1,3)
O0r = dx12x2+3x3+ws

!
2/5
f/}'
L

H2(1,2,1,1,2,1,1,1,1)
01 = r1—x2—3x4—275

()
L72 = L7 = H—7rf
*

A

8e

H2(1,1,2,1,1,2,1,1,1)
01 = 2x1+3zotr3+2x4

e
(e
(4]
) j

]

h (2, 1,1,1, 17 1, 1, 2, 1)
d; = ;1-2wstaatas

i
-
P
[9%g)
Lt

A1 = 3z1Hwot+3x3+324

—xetr7H2T8—3T —4x6—3x7—228+T+ —T5—2T7—XTZ—Tx +2x6+3x7+218+T 4 +2r5 226+ 7+H228—T
L7s = Lgg L7¢ = OL73 L77=L76=0Lgo L7g = L7s L7g = Lgo
* * * * *
A AN AN
8e 3e Te 8e 2e 3e le 8e 8e
A b A A A
3e Te le Ge 4e 5e Te Te
b A A A A
le 6e 5e Ge 6e 6o
A A A A A
5e 4e Te 4e 5e 4e 5e
A A A ) A A
4e 2e 8e 2e 3e 2e 3e

h=(2,11,1,1,1,2,2)
01 = To—T3—T5—2x¢

h=(2,1,1,1,1,1,1,2,4)
Or = 2z1+3rotx3+2x4
+r5—r7+2r8—4T 4

h=(2,2,1,1,1,1,1,1,4)
Or = 2x12z2+x3+3x4

O; = Az 1+5mo+3zs+Hiay

T/

81 = 4x1+3x2+2x3+2x4

—3x7—2x8—2T 4« +2r5+3reHdx7+brs—4r. +2x5+3x6+H2x7+r8—2T 4 +I5+re—rs—2T
Lgo Lg1 = OLg2 Lg2 Lg3 = Lg1 = dLg4 Lga

* * * *

A A PN A

2e 8e 2e 3e le le

A AN e

le 3e Te 4e 5e 2e 3e

A A A N
4e 5e 6e 6e 4e 5e

A A A A

6Ge 5e Te 6e

A A A A

e 8e Te

h=(2,21,1,1,1,1,2)
01 = 2xotws—ra—T6
—2x7—3x8+2x 4«

5[—4([1—‘,— 3ro2x3Hdxs
+31‘5+2x(,+:c7+x3—2x*

3e 4e

b
n2(2,1,2,1,1,1,1,1,1)
A1 = 3w1+2motas+31,
+2x5+T6—T8—T«

h=(1,1,2,1,2,1,1,1,2)
01 = x1—x2—2x3—214
—xetrs —2T4

P =

81 = z1H2z2+3x3+3x4
+x5H2z6+r7 w4

Lgs = Lga

3[ = 211+3x2+4x3+4m4
+2x5+3x6 227218 —T

Lss = Lgs

¢\
¢/¢

ne(2,1,2,1,1,1,1,1,1)
01 = 2z1+xrot2x4+es
—T7—2T8+T«

AN
peva)
8e Ge 5’1\0

Te

3[ = 2z 1+xotx32z4
+x6—T7H2T 4

H«ss = Lg7

‘\
¢
GT

h=(2,3,1,1,1,1,1,2,2)
01 = 2z1+3zotx3t+4es
+2x5+3x6+3r7+4rs—2x 4

P\
/¢
4 T

1.

51 = x1tx2—I5—I6
—2x7—x8+3Tx
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h=(2,2,1,1,1,1,1,1,3
0r = 2x1+2xo+x3+3x4

Lo1

i
}

01 = r1—2x20—x3+276

h=(1,2,1,2,1,1,1,1,3)

1 /2:fz

SE
8e 3e j\o
!

h=(1,1,2,1,1,1,2,1,3)
01 = x1+xa+3r3+214

2’1\\
1\./.
3 /6,1\
5’1\
,T\.

¢

81 = x1+2z2H3x3+H4xy

Loa = Lo3

v

le

S

4e

»?—)ﬁ»?e—f‘e—?—)*

h=(3,2,1,1%%,1,1,2,1)

91 = 3z 1+3wotwst+2zy

+2zx5H4x6+3r7Hrs—3Thk +T71+228—37 435 Hret+brri2r8—3x4 +2x5-2x6+T74+T+ +2z5H3xeH4r7HHTs—T
Los Lo = Lga Lo7 Log = Lo7 Log

* * * *

4\ / ¢ AN N\ A T\

8e 8e 3e 2e le 8e

A T / A ¢ T A

6e Te 5e Te

4,r 5,r
A1/ ¥

H22,%1,801,1,2,1,1
0r = z1+2x2+3x4+xs

T

T
Te 6e
A
h=(2,3%,1,1,1,2,1,1)
d; = 2a1+3motasHiy

Y
AooA

h=(2,27,1,1,1%1,1,2)
O = T3—x4—2T6—T7

¢ ¢

Te Ge

A

h=(2,371,1,1,1,1,1,2)

5 Ly Ly Ly Ly Ly

A1 = 2w 1+2x0+ws+374

A

4'/[/%

7(1) 272f7 1? 27%7 11 i: i)
Or = 2z1+H3x2H2x3+14

+2x6-H2x7+rs+r +2x5+3x6+3x7H208—T | —x8—2%x +2x5Hret3x7+3r3—2T | +2x54+3x64+2T7+13—T «
Lioo = Lgg Lio1 Lio2 = Lio1 Lios Lioa = Li03
* * * * *

AN A4 PR A4 AN
3e 2e le 3e Te 3e 2e le le 3e 3e 2e le

FONAN e A )
Ge 5e 4e ./ 1\./1\. 5e 4e 4e 5e 5e 4e
b ) ] b }
Te Se 6e Ge Ge
} i } AN }
8e se Te 7o 2e Te
A A d A
8e 8e 8e

d1 = z1H2wotastas

h=(3,1,1,1%9,1,2,2,3)
Or = 2wo— x3+xs

h=(2,2,1,1,1,1,1,1,4)
Or = 2x1+2z2+xr3+3xa

h=(1,2,1,1,1,1,1,2,1)
0r = xz1txotr32es

h=(2,2,1,1,1,1,1,1,1)
0r = 2z12x2+w3+3w4

+2x6+r7+Ts —x6—2T7+r8—3Tx +2x5H3x6H4xr+drs—4xs| +3T6H2T7Hrs+TH +2x5+H4xe+3T7H2T8—T «
Lios Lios = U~105 Lio7 Liog = Lio7 Liog
/¢ P\ N AN A
Se 2e le Te 8e 8e Te
A e T T e ANAN T T
Ge Te 3e 5e 4e 3e 5e 4e 6e

SN T e T e e A AN T T
3e 4e 5e Te 6Ge 2e 3e 3e

H2(1,3%1,2,1,2,1,1,1
0r = 32z 4tws+2x6
+2x74rgtr«

¢
he(1,1,1,2,1,3,1,1,1)
01 = z1+x2+223+374
+2x5+3x6+3r7+H208—T

n=(1,1,",2,1,1,1,2,2)
01 = x1+xot+2x3+314
+2x5+3r6+3x7+H4rs—21 4

h=(1,1,1,21,1,1,2,2)
0r = x1+x2—T4—T6
—x7—2x8—2T 4

¢ ¢

6] = 4:1:1+2:1:2+3z3+3ar4
+2x5H4retr+2r8—T

Li10 = L1o9

AN

/&

i [P
V) A
e . ¢

81 = 321+932+2x3+2:r4

h=(2,1,1,1,1,1,3,2,2)
01 = 2x1—xotxstas

T5+H3T6+Hrs T

+2x6+327+2T 4

Li12 = L111

e

=9

84‘. 5/{

—

Ge

A

Te

h=(2,19%,1,1,1,1,3,3)
0r = 2z1+xoHdrst2ry
+3z5H4x6+5T71H628—3T «

L113
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Te
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6o

—

5e

_

3e 4e
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n2(2,1,2,1,1,1,1,1,1)
dr = 3z 1+2xo+ws+3z4
+2x5+T6—T8—Tx

A
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Ge

A

5e

A
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A
h=(3,12,1,1,1,1,2, 1)
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3.3.1d. (kontynuacja)

Li15 = Ligs
/’1\ —1 0 0 0 0 0 0 1 0 2 0 -1 -1 0o -1 -1 1 -1
0 -1 0 1 0 0 0 0 0 1 0 -1 0 -1 0 -1 1 0
4e 8e 0 0 0-1 0 0 0O 0 O 1-1-1 0 0-1 0 0 -1
¢\ 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 -2 1 1 0 1 1 1 -1 1
e le Biis=| 0 1 -1 0 0 0 0 0 O Biia=|-1 0 1 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 -1 0 0 0 0 -1 1 1 0 0 0 1 -1 1
'1‘ 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
6e 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 -1 0 1 0 1 0 0 0 1
,1\ 0 0 0 0 0 0 1 -1 0 0 0 0 0 0 1 0 -1 0
5e
A
3e
4
2e
h=(2,1,1,2,1,1,1,1,3)| Gg, = Bus-Cr,y5 - Bils Gy, = Bua - Cuyyy - By
Or = z1+Hxot+3x3+2x4
+2r5+r6—T8—3T
TABELA 3.3.2. TP-WYJATKOWE POSETY Lq1g,...,1L132
3.3.2a. Posety o typie Coxetera-Euclidesa (Dg4, A3)
Lite n=4 coxp (£)=F@(t),
0l — 3 —> &5 h:(171717170)7
¢r=2 Or(xz)=x1+x2+r3+24
02 —> o4 ~
er=20r(@)=2-01(z), | _
3.3.2b. Posety o typie Coxetera-Euclidesa (Eg, A5)
Li17 n==6 COXT(t):F(3)(t),
o T ey h=(1,1,1,1,1,1, 0),
~ - () )
-2%-5—>07 ¢;=6 Or(r)=zr1+z2tx3tzatas+ze
i — o IS
er =3 Or(z)=2-01(x),
3.3.2c. Posety o typie Coxetera-Euclidesa (Eg,D5)
Liis n=6 h=(1,1,1,1,1,1, 0),
L] L] L] L]
! ‘1’3 5/ 7 cr=6 6](1):361+x2+2x3+214+x5+15
0 — > 04 — > g —~
éT =6 aT(m):2 N 81($)7
3.3.2d. Posety o typie Coxetera-Euclidesa (E;,Dg)
Li1o n="7 h:(1,2,1,T,T,T,T, 0), Li20 n=7
'3 . o7, — > o5 T e3
& =12 Oj(x)=x1 +222+x3+2x4 +225+26+27 T~ T
0 ey T g ~ LT oy (] o3
. ~ ér=4 0p(z)=0; (z), ~
o3 13 o7 o3 ®
3.3.2e. Posety o typie Coxetera-Euclidesa (E7,[Eg)
Li21 n=7 N R Li22 n=71
e L et T
\-\ﬁ N ¢r=12,er=6, \ o3
27T e T s °6 7 °s Or(z)=2x1+x2+x3+2x4+32x5+ 226+ 27 03 —> o -~
a7 (x)=0; (x),
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3.3.2f. Posety o typie Coxetera-Euclidesa (Eg,]ﬁ)'y)

Lias n=8 h=(1,2,1,1,1,1,2,1, 0),
o T ey T g ¢;=30,¢r =10,
\ \
o o7 o Or(x)=z1+2x2+x3+224+ 225+ 26+ 207+ 28
\ / ~
03— o5 —> oy or(z)=2 - 0r(z),

3.3.2g. Posety o typie Coxetera-Euclidesa (Eg,@ﬂ

Li24 n =38 Li2s n =38

h=(3,1,1,1,1,1,2,2,0),

o] T o3 — e5 ¢r=30,cr=12, g " 07 = eg — ey —> eo
\;\$ Or(x)=3z1+x2+223+ 224+ x5+ 376 +4a7 +N \
— o, = — ~ 5 —> 03 —> e >

(P oy 0 —> e7 o5 LX) dr(2)=0; (z), o5 o3 o > o9

Li26 n=2=8

olé.3+.5€-.7 h:(27171’171:1717270),

\N >,9 &r=30,ér=12,

0 —> o4 —> 0g — eg 01 (z)=2x1 +x2+3x3+2x4+225+3w6 + 27 + 228

or(x)=0; (),

Lio7 n =8 Liog n==8

h=(1,3,2,2,1,1,1,1,0),
(31 03 T 87 T e T e5 > e3
&1 =30,ér =12,
o9
01 (x)=w1+32x2+2x3+ 204 +4x5+3w6 +227 + 28

03— o5 == e —> o7 — eg .

or (z)=0; (),

2 o4

o4 > oo 9

Li29 n=8 Liso n=3=8
h:(27271717171717170)7
o ¢;=30,cr=12, .4
Or(z)=2x1+42x2+3x3+x4+425+3x6 + 227 + 28
02 T 83 T e T eg T e7 T ey 8T(x):51(x)7 'séwe“'se"syvze"g
oy L2 (31
Li31 n =8 L Li32 n=2=8
h=(1,1,2,1,2,1,1,1,0),
131 &r=30,é7 =12, 053 T 7 T 65 — > e3
. - . Or(z)=x1+x2 +3:E3A+21‘4+2w5 +3x6+2x7 +a8 . .- . = g
NN\ v Or (2)=0r (), \ S

ey e — > e7; —> 38 o

3.4. Informacje o posetach [°P, T, 0.1 powstatych z posetu I

W podrozdziale tym przypominamy definicje posetu przeciwnego I°P do posetu I, odbi-
cia dualnego (ang. reflection-dual) I posetu I, oraz odbicia w talii (ang. waist reflection) 8,/
posetu I, zobacz [21, 50]. Pokazujemy, ze funkcjonal Titsa prawie T P-krytycznego  posetu jed-
nopikowego I jest Z-dwuliniowo réwnowazny z funkcjonalem Titsa posetéw I°P, I, 6,1. Fakt
ten wykorzystujemy w podrozdziale 3.5 przy opisie sieciowych systeméw pierwiastkéw dla pra-
wie T P-krytycznych posetéw jednopikowych. Doktadniej jesli I, J sg prawie T'P-krytycznymi
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posetami jednopikowymi (przedstawionymi w rozdziale 3.3) oraz J jest jednym z posetéw I°P,
1, 6,1, to wystarczy opisaé zbiér sieciowych systeméw pierwaistkéw dla posetu I.

Definicja 3.4.1. Niech I = (I, <) bedzie skonczonym posetem. Posetem przeciwnym
(ang. opposite) do posetu I nazywamy poset I = (I, =<,) taki, ze a <o b, jesli b < a dla
dowolnych a,b € I.

Definicja 3.4.2. Niech I = (I, <) bedzie posetem jednopikowym z elementem maksy-
malnym *, za$§ T' = I\{*} = {1,2,...,n}. Odbiciem dualnym (ang. reflection-dual, [50])
posetu I nazywamy jednopikowy poset I = (I, =<,) taki, ze

e a =4 * dla dowolnego a € T',

e a =<, b, jesli b = a dla dowolnych a,b € T.

Innymi stowy I=TrU {x} = (:f, <o) powstaje z I przez zamiane T na T°P. Przejscie I na I
mozna zobrazowaé¢ w nastepujacy sposob:

| S
e

Definicja 3.4.3. Niech J bedzie skonczonym posetem jednopikowym oraz a € J.

(a) Lewym podposetem >a posetu J wzgledem elementu a i prawym podposetem a<
posetu J wzgledem elementu a nazywamy podposety posetu J zdefiniowane w nastepujacy
sposéb: a={je€ J;j<a},ad={je J;a=j}

(b) Element a posetu J nazywamy prawym punktem talii (ang. right waist point)
posetu J, jesli J = >a U a<d oraz poset C' := a<d jest tancuchem, tzn. poset J ma postaé

N4

gdzie r > 1.

(¢) Niech a bedzie prawym punktem talii posetu J. Odbiciem w talii (ang. waist re-
flection, [50]) posetu J w punkcie a nazywamy jednopikowy poset d,.J = >aU (a<)°P powsta-
ty z posetu J przez odwrocenie wszystkich strzatek w diagramie Hasse prawego podposetu
C := >a posetu J i uczynienie wszystkich elementéw o, w CP\{a} C §,J nieporéwnywal-
nymi z wszystkimi elementami o; w >a\{a} C d,J. Innymi stowy, poset d,J ma nastepujaca

postaé:
O\
0a : >a \ *—— &—— —@
/ a S1 Sr
gdzie elementy e, ,..., e, sa nieporéwnywalne z wszystkimi elementami o; w >a\{a} C 6,.J

oraz e, jest jedynym elementem maksymalnym posetu d,J.
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Przedstawimy teraz lematy 3.4.4-3.4.6 oraz twierdzenie 3.4.7, z ktorych wynika, ze jesli I, r
sg prawie T P-krytycznymi jednopikowymi posetami oraz I’ jest jednym z posetéw I°P, I, 6,1,
to I, I' sa Z-dwuliniowo réwnowazne. Poniewaz niektore z prawie T'P-krytycznych posetow I,
przedstawionych w tabelach 3.3.1-3.3.2, sg postaci I°P, I, d,1, wiec w celu wykazania zadanej
réwnowaznosci (tzn. I ~y I’ zachodzi wtedy i tylko Wtedy, gdy cox;(t) = coxp(t), dla prawie
T P-krytycznych posetéw jednopikowych I, I') mozna ograniczy¢ sie do posetéw I, I’ takich,
ze I' nie jest jednym z posetéw I°P, I, §,1.

Lemat 3.4.4. Niech A = (A, A1) bedzie jednym z grafow Euklidesa przedstawionych
FOMU) =14 =22 +1, jesli A = As,
w tabeli 1.4.9 takim, Ze coxa(t) = F(S)( =15 —23+1, jesli A= As,
FA( ), jes’lz’ A€ {D5,D6,D7,E6,E7}.
Wowczas istnieje macierz B € M, +1(Z), gdzie |Ao| =n + 1 taka, Ze
GX=B-Ga-B"
oraz B> = E.

Dowéd. Niesymetryczne macierze Grama odpowiadajace grafom Euklidesa

Ae {Ag,A5,Dn,E6,E7,E8} takim, ze

A ()— th— 22+ 1, jedli A = As,
3 . ~ . .
coxa(t) = )(t) =10 — 2341, jesli A = As, maja nastepujace posta-
FA(t), Jeéh A€ {D5,D6,D7,E6,E7}
ci:
1-1 0-1 0 0
1-1-1 0 0 1-1 0 0 0
Y A4 _lo1 01 x 4 _loo 1 0 0-1
Gi:=Gp=1lo 0 11| €EMuZ), Ga:=Gp =15 o ¢ 11 ol €M),
0 0 0 00 0 0 1-1
00 0 0 0 1
1 0 -1 0 0 0 O]
o 1 -1 0 0 0 0 1-1 0 0 0 0 0
o 01— 0 00 0 1-10 0 0 0
. . : 3 3 00 1-1 0-1 0
Goi=CG~ =0 0 0 1 Gi =G~ =000 1-1 0 0
3 D ) 4 Ee )
" 000 01 0 0
0 0 0 0 1 —1-1 000 0 0 1-1
o o0 o o 0 0 0000 0 0 1
0 0 o 0 0 1)
11 0000 0 0- 1-1 000 0 0 0 0
01-1 00000 0
0 1-100 00 0
00 1-1-1 00 0 0
00 1-100 00
. . 0 00 1-1-1 0 0 3 3 000100000
Gs =G~ = T G¢:=G= =000 0 1-1 0 0 0
Er 0000100 0| Es
00000 1-10 0
00000 1-1 0
00 0000 1-10
00000 0 1-1
00 000 0 01 00000 O0O0 1-1
- - 000000 0O0O0O0O 1]
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Wéwezas macierze B; € M, 11 (Z) takie, ze G‘g’” = Bi-(}’i-BfT oraz B? = F maja nastepujace
postaci:

0 -1}1-1 ...-1]0 0
] 00 0 0 0 1 -1 0kl -1 ...-1]0 0
00 0 1 000 0 1 0 0 040 0 ... 1)/0 0
0 0 1 0 00 01 00 ; :
By = 01 0 0 ; By = 00 1 0 0 0 ’B3_0601 olo ol
1 0 0 0 01 0 00 O
L L 000 0 0 0 0|1 O 0|0 o
1T 111 1 )
1 101 1 110 1
"0 0 0 0 0 0 1 00 00 0O 0 0 1
0000 0 10 0000 0 010
0000 0 1 0 0
00 11100 00 01 1 000
By = 000 0-10 0|,Bs= 000 0-100 0|
0 0 0-1 0 0 0
001 00 000
01 0 0 0 0 0
L 000 0 0 0 01 00 0 00 O
L L1 0 0 0 0 0 0 0]
fo o-1 0 0 0 0 0 0
0-1 0 0 0 0 0 0 O
-1 0 0 00O O 0 O
1 1 1 1.0 0 0 0 O
Bg=]1 1101 1 1 11
00 00 0 0 0 0-1
00 000 0 0-1 0
00 00 0 0-1 00
L0 0 00 0-1 0 0 0 |
W szczegdlnosci Bs - G - BY =
ro-1hbt-1 ...-1l0 o7 [t 0-1 0 0 0 0
1 ok1-1 ...-1]l0 o0 0 1-1 0 0 00
0 0]0 0 ... 1/0 0 00 1 -1 0 00
e e O L
0 0|0 1 ... 0|0 O T Do
0 0/1 0 010 0 00 0 0 1 -1 -1
1 141 1 1110 00 0 0 0 1 0
L1 otfr 1o ] g g o 0 0 0 1
fo-1 0 o 0 1 1 f0o-1]0 0 0]1 17
-1 0 0 0 0 -1 0|0 0 0|1 1
00 0 0 1 -1 -1 1110 0 111 1
00 0 0 -1 0 0 ) . o
pr— : . . . . :G3’,“
Do . Co “1-1|0 1 0|1 1
0 0 1 -1 ... 0 0 0 “1-1]1 o0 ol1 1
1 1-1 0 ... 0 0 -1 0 0|0 0 ... 0|1 O
1 1-1 0 ... 0—-1 0 0 0|0 0 ... 0|0 1

Macierze te zostaly znalezione przy pomocy procedury 3.5.7 zastosowanej dla posetéw
I°P, gdzie I jest posetem powstalym z jednego z graféw Euklidesa A; € {D,,Eq, E;, Eg}
przez zastapienie e;———e;, dla i < j strzalky e; — ;. Wowczas 6?" = Cop, gdzie C7 jest
macierzg Eulera posetu I. O

Lemat 3.4.5. Niech I bedzie skonczonym posetem, za$ I°P bedzie posetem przeciwnym do
posetu I. Ponadto niech by, by, by : ZX x 7! — ZI bedg odpowiednio funkcjonatami dwuliniowy-
mi Titsa, Eulera i incydencji posetu I. Jesli by ~z ba,, gdzie A; € {As, A5, Dy, Eg,E7, Eg}
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FOW) =t — 22 +1,  jesli Ap = §3,

oraz coxa, (t) =  FO(t) =10 — 263 +1,  jesli Ay = As, , to
Fa,(t), jesti Ap € {Ds, D, D7, K¢, Er}

b[ ~7 b[op ~7, bAI'

Dowdd. 7 lematu 3.4.4 wynika, ze jesli A € {&3,&5,@71,1@6,@7,1@8}, n > 4, to istnieje
macierz o wspétezynnikach catkowitych B taka, ze B2 = F oraz G'ZI = B-Ga, - B". Ponadto
wiemy, ze 31 ~z ba,, wigc istnieje A € M, (Z), det A € {—1,+1} taka, ze GA, = A.-C;- At
Wowezas GX = B-Ga,-B" = A-Clr. At Stad wynika, ze Ga, = (B~1A)-Clr- (A" B~ oraz
det (B~1A) € {—1,+1}. Zatem b, ~z brop, gdyz Crop = 6?" Ponadto z Ga, = A - Cy - Al
oraz z Ga, = (B1A)-Ct - (A" B~'") wynika, ze C; = (A"'B~1A).Ctr . (A1 B~1A)", gdzie
det(A'B~1A) € {—1,+1}. Zatem by ~z brop. O

Twierdzenie 3.4.6. Niech I bedzie skoriczonym posetem, za$ I°P bedzie posetem przeciw-
nym do posetu I. Ponadto miech by, by, by : Z' x Z1 — Z bedq odpowiednio funkcjonatami
dwuliniowymi Titsa, Eulera i incydencji posetu I.

(a) Istniejg dwie Z-dwuliniowe réwnowaznosci

by ~z br ~z brop.

(b) PFunkcjonaly kwadratowe qr,qy,qr : Z' — 7 Titsa, Bulera i incydencji posetu I sq
Z-réwnowazne. Funkcjonal Titsa q; posetu I jest dodatni (odpowiednio: nieujemny) wtedy
1 tylko wtedy, gdy funkcjonal kwadratowy incydencji posetu I i funkcjonal kwadratowy Eulera
posetu I sq dodatnie (odpowiednio: nieujemne).

Dowéd. UdowodnimX najpierw, ze by ~z brp. Poniewaz Cro» = C’}” oraz
C}T = C}r . Cl_l - Cr, wiec by ~z bjop.
Pokazemy, ze 31 ~z br. Niech Cr = { (f)j g

cydencji posetu I = I U max]I, gdzie max{ ‘jest ?biorem wszystkich elementéw maksy-
(& -C: U
I I

] bedzie zredukowanga macierza in-

malnych w posecie I, za$§ C; = CI_1 = [ ] macierzg Eulera posetu I, gdzie

0 | E
Clx ce. Clx, o
U= :1 - : oraz ¢, = L, jesli © < x5 € max [ .
c . i 0, jeSlii A x5 € max]
m*] Mk
—1 C: |l o cl | —ot.U ot | o
Wtedy C7 - €} '(Cf)”:[ol E][ ) } ' } [5}15]:
_ [t oot ) Tep o] [EBl-U] (O |o) _[CS U] g,
0 ‘ E 0 ‘E 0‘ E 0 ‘E 0 ‘ 5 .

Zatem B[ ~7 /b\[.
(b) Dowéd (b) wynika z punktu (a) oraz z przemiennosci diagramu pokazanego w definicji
1.3.5 (a). O

Twierdzenie 3.4.7. Niech I i I = 6,1 bedqg posetami jok w definicji 3.4.3, tzn. poset I
jest odbiciem w talii posetu I wzgledem punktu a € I .

(a) Macierz Eulera C; posetu I i macierz Eulera éf posetu I sq Z-kongruentne, tzn.
istnieje macierz B € My(Z) spelniajgca det B € {—1,+1} taka, ze B - Cy- B = C5 oraz
cox7(t) = coxy(t).
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(b) Poset I jest dodatni (odpowiednio: niewjemny) wtedy i tylko wtedy, gdy poset I=206,1
jest dodatni (odpowiednio: nieujemny).

Dowdéd. (a) Zauwazmy, ze macierz Eulera posetu I oraz macierz Eulera posetu I =26,1
maja nastepujaca postaé:

[ cC11 Cla—1 Cla 0 0 0 0 7
Caq—11 Ca—1la—1 Ca—1a 0 0 0 0
. Cal Caa—1 1 —1 0 0 0
Cr= 0 0 0 T -1 0 o |,
0 0 0 0 -1 0 O
0 0 0 0 0 1 -1
L O 0 0 0 0 0o 1
[ c11 Cla—1 Cla 0 0 0 0
Ca—11 Ca—la—1 Ca—1la 0 0 0 0
J— Cal Caa—1 1 0 0 0 0 o o
C;= 0 0 -1 [ 1 0 0 0 |,egdyzC;-Cr=FEorazCp-Cy=E.
0 0 0 —1 1 0O 0
0 0 0 —1 1 0
L O 0 0 0 0o -1 1
Niech
rl 0[0] O 0 1 ri 0j(0] O 0 1
0 1/0] O 0 0 1/0] O 0
B=10 01 1 1T |[iB"= |0 0[1] 0 0
0 010 -1 0 01 0 —1
L O 0(0] —1 0 J L O .. 01| -1 0 J
[ ci11 Cla—1 Cla 0 0 0 7
Ca—11 Ca—1la—1 Ca—1la 0 0 0
. Cal Caa—1 1 0 0 0
Wéwezas B2 =E, B-Cr = 0o ... 0 0 0 0 -1
0 0 0 -1 1
0 0 0 -1 1
0 0 0 -1 1 0

Stad wynika, ze B-Cp- B = Cy, Coxy = B - Cox; - B™, cox;j(t) = cox(t), co konczy dowdd
(a).

(b) Z punktu (a) wynika, ze B - Cy - B = 6;, gdzie B> = E. Ponadto na podstawie
twierdzenia 3.4.6 zachodza nastepujace réwnosci: 6; = A -éf- Al oraz Cp = AQ_1 - A
gdzie Ay = CI!, Ay =Ciidet Ay =1, det Ay = 1. Stad

Cp= Ay -Cp- AT = A\B-Cr - BTAT = (ABAy") - Cr - (A; "B AY) =

= (A1 BAY) - Cr - (A1 BAS Y oraz det(A; BAy) = —1.
Poniewaz by ~z by, wigc qr jest dodatni (odp.: nieujemny) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢7 jest
dodatni (odp.: nieujemny).
Dowdd punktu (a) tego twierdzenia mozna réwniez znalezé w pracy [21, Proposition 2.2]. O
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Twierdzenie 3.4.8. Niech I =T U {x} bedzie skoriczonym posetem jednopikowym, zas I
bedzie odbiciem dualnym _posetu 1 (zobacz definicje 3.4.2). Niech A; bedzie jednym z grafow
Euklidesa Aj € {Ag,A5,Dn,E6,E7,E8} takim, ze

FO() =1 =22 +1,  jesli Ay = Ag,
coxp, (t) = Fg) (t) =15 -2t +1, jesli A; = As, ,
Fa, (1), jesli Ay € {D5, Dg, D7, B, K7}
za$ 31,51,1)[ 2zt -5 7! bedqg odpowiednio: funkcjonatami dwuliniowymi Titsa, Eulera
i incydencyi posetu I.
(a) bif ~z by,
(b) Jesli by ~z ba,, to
br ~z by ~z ba,.

E
UT‘

Grrg,.g — [ BlU o | U E o0 | _[Cr|o [ E|]O0]_[ CF |[0]_ At
S* CIS*_|:O‘—11||: 0 ‘ 1 Ut'r‘_l - 0 ‘_1 Utr‘_l - _UtT» 1 —Cj'

Zatem 3[ ~7, 331"

Dowdd. (a) Niech S, = [ } gdzie U = | : |, det S, = —1. Wtedy

(b) Z punktu (a) wynika, ze b~z 3?” Zatem istnieje macierz D € M;(Z),
det D = {—1,+1} taka, ze 6” =D. 61 D', Ponadto wiemy, ze EI ~z ba,, gdzie Af jest

jednym z graféw Euklidesa AI € {Ag,A5,Dn, EG, E7, Eg} Istnieje wiec macierz C' € M;(Z),
det C = {—1,+1} taka, ze C; = C - Ga, - C'". Stad C’” = (DC) - Gy, - (CT" D), gdzie

det (CD) = {—1,+1}. Otrzymujemy wiec b? ~z ba,- Ponadto na podstawie lematu 3.4.4

zachodzi nastgpujaca Z-dwuliniowa réwnowaznosé: ba, ~z FZI. Stad wynika, ze istnieje
macierz E € Mj(Z), det E = {—1,+1} taka, ze G"ZI = E - Ga - E. Ponadto wiemy, ze

Ga, = (C71D71). 6? - (Dt C~t). Z obu tych faktéw wynikaja nastepujace réwnosci:
GtArI _ (Eflclefl) . 6? . (thrcftrEftr)a
(C—ID—l) . é\f (D—trc—tr> _ (E—IC—lD—l> . 6}7‘ . (D—trc—trE—tr)_
Zatem éf = (DCE~'C~'D™). 5? -(DCE~tC~'D=1)" oraz Ef ~7 Btlf
Z Bf ~7, 3? oraz z /l;? ~z ba, wynika 3; ~z ba,. 7 /l;? ~g by oraz z /b\tlf ~7, 5; wynika
br ~7 bf ]

3.5. Opis sieciowych systeméw pierwiastkow dla prawie T P-
krytycznych posetéw jednopikowych
Celem tego rozdzialu jest wykazanie, ze dwa posety jednopikowe I, I’ sg Z-dwuliniowo
réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy cox;(t) = coxp(t). W przypadku jednopikowych po-
setéow T P-wyjatkowych I, I' pokazujemy ponadto, ze posety T = I\{x}, T = I'\{x} sa
Z-dwuliniowo réwnowazne wtedy i tylko wtedy, gdy coxp(t) = coxp(t).
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W rozdziale przypominamy definicje defektu Titsa, incydencyjnego defektu oraz zreduko-
wanej liczby Coxetera dla gléwnych posetéw, tzn. posetéw nieujemnych takich, ze
Kerq; = Z - hy, gdzie hy # 0, zobacz [60, 54, 22]. Wspomniane defekty wykorzystujemy do
opisu sieciowych systeméw pierwiastkow dla prawie T P-krytycznych posetéw jednopikowych
przedstawionych w rozdziale 3.3.

Pokazujemy, ze jesli I, I’ sa prawie T'P-krytycznymi posetami jednopikowymi oraz maja
réwne wielomiany Coxetera, to by ~z by (patrz definicja 1.3.5). W tym celu udowadniamy,
przy pomocy sieciowych systeméw pierwiastkow, ze ZI ~7z ba oraz /b\[/ ~gz ba, gdzie A jest
jednym z graféw Euklidesa przedstawionych w tabeli 1.4.9.

Przedstawiamy teraz twierdzenie, z ktérego wynika istnienie defektu Titsa oraz incydycyj-
nego defektu, a takze zredukowanej liczby Coxetera dla gtéwnych posetéw. Poniewaz prawie
T P-krytyczne posety sa glowne (zobacz twierdzenie 3.2.9), wiec istnieja dla nich wspomniane
defekty oraz zredukowana liczba Coxetera. Wykorzystujemy je przy opisie sieciowych syste-
mow pierwiastkéw dla prawie T P-krytycznych posetéw jednopikowych.

Twierdzenie 3.5.1. Niech J bedzie skoriczonym i glownym posetem, zas 0 # hy € 7z’
bedzie ustalonym wektorem takim, ze Kerqy =7 -hy.

(a) Istnieje minimalna liczba calkowita €5 > 2 (zwana zredukowang liczbg Coxetera
posetu J) oraz homomorfizm grup Oy : 7 > 7 (zwany incydencyjnym defektem posetu
J) takie, ze

@?(v) =v+09;0)-hy, 8;(P;(v)) = s(v) dla dowolnego v € Z” oraz 8;(hy) = 0.

(b) Zalézimy, ze ¢y > 10 0y : /A sq takie jak w (a), ponadto niech hy = hy - B,
hy=h, B B!, gdzie B',B € M (Z) sq macierzami takimi, jak w twierdzeniu 3.1.7.

(bl) Istnieje homomorfizm grup 8y : 77 — 7 (2wany defektem Eulera posetu J)
taki, ze 5‘}‘](0) = v+ ds(v) - hy dla dowolnego v € Z7 oraz 950 ®; = 0y, 0y = 0j0hp
i dy(hy) =0.

(b2) Istnieje homomorfizm grup (5; 77 7 (zwany defektem Titsa posetu J) ta-
ki, ze &’3"(1}) = v + é\J(v) . ﬂj dla dowolnego v € 77 oraz a; o ®&; = a;,
5J ZEJOhB :aJOhE;,thB oraz 5J(EJ) =0.

(¢) Liczba Coxetera cy posetu J jest skoriczona wtedy i tylko wtedy, gdy incydencyjny
defekt Oy jest zerowy. W tym wypadku ¢;5 = cj.

(d) Dilav e Z™ ®j-orbita wektora v jest skoriczona (tzn. s, := |0 — @ ;(v)| < 00) wtedy
i tylko wtedy, gdy 0;(v) = 0. Jeslis, = |O—®;(v)| jest skoriczona, to s, dzieli &y oraz istnieje
doktadnie jedna liczba catkowita m, taka, Ze

my-h=v+ &)+ ®5(v) + -+ 3% (v).

Dowdd. Twierdzenie to wraz z dowodem mozna znalezé w [56, Theorem 4.7], [60, The-
orem 3.3]. O

Przedstawiamy teraz podstawowe informacje potrzebne do opisu zbioru pierwiastkow
Rz, dla jednopikowego prawie T P-krytycznego posetu I. W przypadku, gdy I jest T'P-
wyjatkowym posetem opisujemy dodatkowo zbiér pierwiastkéow R, dla posetu T' = I'\{x}
powstalego z I przez usuniecie *x. Na mocy wniosku 3.2.7 jednopikowe posety prawie T P-
krytyczne I sa gtéwne. Jedli I jest T P-wyjatkowy, to réwniez T' = I'\{x} jest gléwny. Ponadto
z twierdzenia 3.2.9 wynika, Ze zbiér pierwiastkow Rz, jest nieskonczony.
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Jesli J jest gléwny, to zbiory pierwiastkow R,, = {v € Z™; q;(v) = 1},
Ry, ={veZ™; q;(v) =1}, Rg, = {v € Z™; G;(v) = 1} funkcjonaléw ¢y, s, G  sa roztaczng
suma
Ry, = 857?“1.1 U BSRQJ U 8}_7?'%7

= =0 a+
/R@J - aJRqJ UaJRqJ U(‘?J’jo,

Rg, = aJR@J U 597?’@1 U 8jRﬁ7J’

gdzie

O Re, = {v € Rgidslv) < 0} NRy, = {v € Rgidslv) = 0},
97 Ry, = {v € Rey;05(v) > 0};

O Ry, = {v € Rg;ds) < 0}, OyRg, = {v € Rg;0,) = 0},
)R, = {v € Ry,;05(v) > 0}; (¥)

5}72@, = {v € Raj;gJ(v) < 0}, 5973;[] = {v € RqJ;é\J('U) = 0},

5}7?@, = {v e Rj,; 5](’0) > 0} sa zbiorami pierwiastkéw o defekcie ujemnym, zerowym
i dodatnim. Ponadto

_ - =+ A 5
8J Rq, = _8}_RQJ’ 8JR§J = _8‘77€§J7 8] R@J = _a}_R@J'

Stosujac algorytmy opisane w [56, 55] (zobacz rozdzial 4.2) budujemy z ® j-orbit w R,
(odpowiednio: ® j-orbit w Ry ,, ®j-orbit w Ry,) kolczany ® j-oczkowe (odpowiednio: kolcza-
ny ®j-oczkowe, kolczany ® j-oczkowe) osobno dla zbioru pierwiastkéw o defekcie zerowym,
E(J)rdatnim 1A ujemnym./\W praktyce, poniewaz —0; Ry, = 9} Ry, (odpowiednio: —0; Ry, =
0;Rg,, —6{{]7?,@ = 8{;’ Rg,), wiec budujemy kolczany ®;-oczkowe dla jednego ze zbioréw
97 Rq, albo 0T R, (odpowiednio: —8; Rz, albo —5;72@]; —5}7'\’@] albo —5} +7Rg,) oraz dla
zbioru BSRq , (odpowiednio: 5372@ " 5972@]). Dla gtéwnego posetu J zbiory 07 Ry, 6972(1 7
O Rq, (odp.: 0;Ryg,, 53jo, 5—;73%; 5}7%@,, 5972@,, 5}73@) sa nieskonczone. O tym jak
wybraé z nich pewne skoficzone podzbiory méwi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.5.2. Niech J bedzie skoriczonym i gldwnym posetem takim, ze |J| = m
oraz Gy : Z™ — 7 bedzie funkcjonatem Eulera posetu J, Kerq; = Z-hy , gdzie hy # 0.
(a) Dla dowolnego v € Ry, zachodzi G;(v+hy) = q(v) = 1.
(b) Istnieje zbior Rgf}d C Ry, zwany reduktem taki, ze
(El) dowolny wektor v € Ry, mozemy jednoznacznie przedstawi¢ w postaci
v=0+hy, gdzie v € Rg‘;d. Ponadto

d _
Rg, =Ry, +Kerg,.
(b2) Zbior 7?%‘;‘1 jest skonczony oraz przekroj 7?%]‘1 N Kerg; jest pusty.
Dowdéd. Mozna znalezé w pracy [56, Theorem 3.2]. Twierdzenie pozostaje prawdziwe

réwniez dla funkcjonalu incydencji ¢ : 7' 57 (zKerqy =7 - h;) oraz funkcjonatu Titsa
@27 =7 (z Ker§y = Z - hy) posetu J. O
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Skoficzone zbiory 07 Rmd lub 8+T\’,red (odp.: 5;7?%‘;1 lub 0 JRrEd 6 Rred lub 6+7€red)

q5°
oraz 897223‘1 (odp.: 0 ﬂ%g?d, Bngéd) ustawiamy w @, -orbity (odp.: ®g,-orbity, qI—orblty),
a nastepnie budujemy z nich fragmenty kolczanéw (digraféw) @,,-oczkowych (odp.: &g -
oczkowych, <§§J—oczkowych), zobacz [56, 60, 55] oraz rozdzial 1.5.

Na podstawie twierdzenia 3.5.1, zbiory pierwiastkow o defekcie zerowym 69732’?‘1 (odp.:

EOJRgid, 59722‘301) ®, ,-orbity (odp.: 55J-orbity, <$§J—0rbity) sa skonczone oraz s, = |0 —

o, (V)] < o0 (odp.: s, = |0 = Dy, (v)] < o0, 8, = O — (f)aJ(v)| < 00) jest dzielnikiem
zredukowanej liczby Coxetera €, patrz [56]. Zbiér °R,, U Kerqy (odp.: 50725 , UKergy,
80RA UKer ¢7) mozna ustawi¢ w nieskoniczone pionowe tuby. Wybieramy minimalny zbiér tub
klebsydralnych 7, tak, by kazdy pierwiastek v € 9°R,, (odpowiednio: v € "R; L VE 80’RAJ)
orandze s, = |0 — CDJ(U)\ nalezal do 7;. Rangi tub z 7; tworza typ tubularny tub,, (odp.:
tubg,, tubg, ), zobacz takze [55, 59].

7 twierdzenia 3.5.1 wynika ponadto, ze zbiory pierwiastkéw o defekcie ujemnym 8_Rred
(odp.: 5;7%%‘1, 5;722‘?1) gr-orbity (odp.: ®g,-orbity, qI—orblty) sa nieskonczone. Ponad-
to mozna z nich zbudowaé nieskoficzony poziomy kolczan (digraf) ® j-oczkowy (odp.: @ -
oczkowy, ® j-oczkowy), patrz [56, Theorem 5.3]..

W przykladzie 3.5.3 pokazujemy, jak przy pomocy sieciowych systeméw pierwiastkow
zweryfikowaé Z-dwuliniowa réwnowaznosé b 1 ~7 ba,, gdzie Af jest jednym z graféw Euklidesa
przedstawionych w tabeli 1.4.9.

Przyklad 3.5.3. Niech I = IL119 bedzie nastepujacym posetem:

®)

o2 > ey > o6

NN

3 > o5 > o7 > o3

Poset I jest T'P-wyjatkowy i znajduje sie na liScie posetéw T'P-wyjatkowych przedstawio-
nej w podrozdziale 3.3.
(a) Pokazemy, ze b1 ~z, bE7
0° Za pomoca algorytmoéw opisanych w rozdziale 4 obliczamy jadro Ker q; funkcjonatu
Titsa posetu [ oraz defekt o 78 — 78 i zredukowana liczbe Coxetera ¢€j.
Otrzymujemy: Kerqy = Z - h, gdzie h=(1,2,1, 1,1,1,1, 0), ¢ =12, 9r(x) =x1+ 222+
r3+2x4+2x5+x6+27.
1° Znajdujemy zbior pierwiastkdéw Rfﬁ(jw w nastepujacy sposéb: stosujac algorytm
ograniczonego zliczania opisany w rozdziale 4, wyznaczamy zbiér pierwiastkéw Rz, dla do-
datniego poset J = I\{1}. Zbiér ten jest skonczony (!R;ﬁiw| = 126), gdyz J jest dodatnim

posetem. Pierwiastki v € R”ed uzupelniamy zerem na pierwszej pozycji, tzn. (0,v). Dosta-
Li19

jemy w ten sposéb skonczony zbior R%Ed -
119

2° Ze zbioru Rred wybieramy te pierwiastki, v dla ktorych 51]-4119 (v) > 0. Otrzymujemy

119
w ten sposéb 53 pierwiastki z 8+ Rred .
p p Li19 ¥ qLy 49"

[0,-2,-1,1,1,1,1,0], [0, -2, -1, 1, 1, 1, 1, 1], [0, -2
[0,-1,-1,0,1,1,1, 0], [0,-1,-1,0, 1, 1, 1, 1], [0, -1

qLy119”



o,-1,-1,1,1,1,1,1],|[o,-1,0,0,1,1,0,0],[,-1,0,0,1, 1,0, 1], [0, -1, 0,0, 1, 1, 1, 1], [0, -1, 0, 1, 0, O, 1, O],
[07 '17 07 ]-7 07 07 17 1]7 [07 '17 07 ]-7 07 17 17 1]7 [07 '17 07 ]-7 17 07 07 0]7 [07 '17 07 ]-7 17 07 07 l]7 [07 17 07 ]-7 17 0 1 l]7
[07 '17 07 17 17 17 07 1]7 [07 '17 Oa 1’ 17 17 17 1]7 [07 '17 Oa 1’ 17 17 17 2]7 [07 Oa _1’ 07 17 07 07 0]7 [07 Oa 0) 07 07 0 O]a
[0, 0,0,0,0,0,1,1],10,0,0,0,0,1,0,0],[0,0,0,0,0, 1,0, 1], [0, 0,0, 0, 0, 1, 1, 1], [0, 0, 0, 0, 1, 0, -1, 0]
[0,o0,0,0,1,0,o0,0,,o,0,0,1,o0,o0,1],/0,0,0,0,1,1,0,1],]0,0,0,1,0,-1, 0, 0], [0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 0],
[0,0,0,1,0,0,0,1],0,0,0,1,0,0,1,1],[0,0,0,1,1,0,0, 1], [0,0, 1, 0, 0, 0, 0, 0], [0, 0, '1,0,0,0,0, 1],
[0,0,1,0,0,1,0, 1], 0,0, 1, 1,0, 0,0, 1], [0, 1, 0,0, 0, -1, 0, ], [0, 1, 0, 0, 0,0, -1, 0], [0, 1,0, 0, 0, 0,0, 0],
[0, 1,0,0,0,0,0,1],0,1,1,0,-1,0,0,0, [0,1,1,0,-1, 0,0, 1], [0, 1, 1, O, O, -1, -1, O], [0, 1, 1, O, O, O, -1, O],
[07 ]-7 17 07 07 07 '17 1]7 [07 ]-7 17 07 07 07 07 1]7 [07 27 17 07 '17 '17 '17 O] /\

3° Przy pomocy algorytmu opisanego w rozdziale 4.2 ustawiamy zbidr ﬁLllgRgfdg

11

w @Lllg—orbity. Otrzymujemy w ten sposéb fragmenty 8 @Lllg—orbit:
I v

I I
1,2,1,00-1-1,1 | 1,2,1,-1,0,0,-1,1 | 1,1,1,0,0-1,-1,1 | 1,1,1,0,-1,-1,0,1
1,1,1,0,0,0,0,1 | 1,1,1,0,0,-1,0,1 | 0,1,0,0,0,0,0,0 | 0,1,0,0,0,0,-1,0
1,1,1,0,0,0,0,2 1,1,0,0,0,0,0,1 1,0,1,0,0,0,0,1 | 0,0,1,0,0,0,0,0]
0,0,0,1,1,0,0,1 0,0,1,1,0,0,0,1 0,1,0,0,0,0,0,1 | 1,1,0,-1,0,0,0,1
0,-1,0,1,1,1,1,1 | 0,0,0,0,1,1,0,1 | 0,-1,0,1,1,0,00 | 0,0,0,1,0,-1,0,0
0,-1,0,1,1,1,1,2 | 0,-1,0,1,1,0,1,1 | 0,0,0,0,0,1,1,1 0,0,0,0,0,1,0,0
-1,2-1,2,21,11 | 0-1,-1,1,1,1,1,1 | 0,-1,0,1,1,0,0,1 | 0,0,1,0,0,0,0,1
1,3,-1,2,2,2,21 | -1,2,0,2,1,1,1,1 | -1,-1,-1,1,1,1,1,0
\Y% VI VII VIII

1,2, 1,-1,0,-1,-1,0

1,2,1,1,0,-1,-1,1

2,2,1,-1,0,-1,-1,1

1,1,0,0,0,-1,-1,0

2,21-1-1-1,0,1 | 1,1,0,0,0,-1,0,0 | 1,2,1,0,-1-1,0,1 | 0,1,1,0,-1,0,0,0
1,2,1,0-1,-1-1,1 | 1,1,1,0,-1,0,0,1 | 1,1,1,0,0,0-1,1 | 1,1,1-1,0,0,-1,1
0,1,1,0,0,0-1,0 | 0,1,1,0,0,0,-1,1 0,1,1,0,0,0,0,1 | 0,1,0,0,0,-1,0,0
1,1,1,-1,0,0,0,1 0,0,0,0,1,0,0,0 1,0,0,0,1,0,0,1 1,0,0,0,0,0,0,0
1,1,0,0,0,-1,0,1 1,0,0,0,0,0,1,1 0,0,0,1,0,0,1,1 | 0,1,1,0,-1,0,0,1
0,0,0,1,0,0,0,0 0,0,0,1,0,0,0,1 0-1,0,1,1,1,0,1 | 0,0,0,0,1,0,-1,0
0,0,1,0,0,1,0,1 -1,-1,0,1,1,1,1,1 | 0,0,0,0,0,0,1,0

-1,-1,0,1,1,1,0,0

4° 7 tf@]—orbit przedstawionych w punkcie 3° budujemy fragment kolczanu (digrafu)

oczkowego dla pierwiastkow (if

197€®ﬂ1

,- Algorytm konstruujacy kolczan (digraf) oczkowy

mozna znalez¢ w [55, 56, 57] (patrz rozdzial 4.2 (algorytm 4.2.11)).

Przedstawiamy fragment kolczanu ®;-oczkowego dla zbioru pierwiastkow Rg,

Z8; Gr(v) = 1} o defekcie dodatnim (/9\;r

(a]LngR@Lug s L)

={v €

00001010

01101001

10000000 01000100

~. —7 ~. —7 ~o — ~
011000711 11101001 11000100 12170111
01100001 111000i1 12101101 22110111
11100001 12100111 232711112 23211111
10100001 01000000 1100111 12111001
11000001 11100?01 12110011 12201111
~ ~ — ~ —7 ~
11000101 11110001 01100010 12101111

00010100

11010001

00100000 01000010
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Przez a € 7Z oznaczamy —a.
5° Obliczamy cox;(t) dla posetu I. Poniewaz wielomian Coxetera cox;(t) dla posetu
I jest rowny wielomianowi Coxetera dla E7 przedstawionemu w lemacie 1.4.10, stad zachodzi
przypuszczenie, ze by jest Z-dwuliniowo réwnowazny (zobacz definicja 1.3.5) z ba,, gdzie Af
jest grafem Euklidesa E7
6° Korzystajac z przedstawionego wyzej fragmentu @-oczkowego kotczanu wykazu-
jemy, ze 3[ ~7 ba,. Do tego celu uzywamy podstawowej konfiguracji pierwiastkéw dla E;
przedstawionej w tabeli 3.5.4.
Znajdujemy wektory h(er),...,h(es) wL(0] Rg

119" T9L119’
ZOWym €1, €2, €3, €4, €5, €6, €7, eg z podstawowe] konfiguracji pierwiastkéw dla E7 Zostaly
one podkreslone w I'(9; RqL1197(I)L119)- Wowczas macierz B € Mg(Z) o det B € {—1,+1}
zadajaca Z-dwuliniowa réwnowaznosé, tzn. spelniajaca B - 61 - Bi" = GIE ,
postac:

EE]LllQ) odpowiadajace wektorom ba-

119
ma nastepujaca

r her) 7 r0-1 0 0 0 1 0 01
h(e2) -1 0 0 000 0 O
h(es) 0-1-1 0 1 0 0-1
h(eq 00 0 0-1 01 0 .
B = hgef)g =711 0 0.1.1 1 | batwowidac, ze
h(es) 01 0 00 0-1 0
h(e7) 001 00 0 0 O
L h(es) | L1 1 0-1 0 0 0 1 ]
~0-1 0 0 0 1 0 0O7F1 0O O OOUOO-1770-1 001 0 0 1
-1 0 0 000 0 O 001 0 0 0 0 0-1 1 0-1 0 1 1 0 1
0-1-1 0 1 0 0-1 001 00 0 0-1 0 0-1 0 1 0 1 0O
tr 000 0-1 0 1 0 1 1.0 1 0 0 0-1 00 00 0 0 0-<1
B-Cy,,4-B 1 1 1 0 0-1-1 1 01 1.0 1 0 0-1 00 1-1 0 0 0 0
01 0 0 0 0-1 0 1 10 1 0 1 0-1 1 00 0-1 0 0 0
001 00 0 O O 01 1 0 1 0 1-1 0 0 0 1-1-10 0
1 1 0-1 0 o 0o 1JLooooowo0w o0 1]J]Loo-1010 01
r1-1 0 0 0 0 0 0T
0 1-1 0 0 0 0 O
0 0 1-1 0 0 0 0
|00 o0 1110 0| _ &
~]lo o0 o0 01 0 0 0] YEp
00 00 0 1-1 0
00 000 0 1-1
Lo o o o0 o0 o0 0 1]

co koficzy dowéd by ~z ba,, gdzie Ay = E.

o .. .2 . . A0 R
7° Opisujemy teraz zbiér pierwiastkow O, | gRqLI o

7.1° Wybieramy ze zbioru Rre‘i , znalelezionego w 1°, te pierwiastki v, dla ktérych
119

5L119(v = 0. Otrzymujemy w ten sposéb 20 pierwiastkow z 5]8 Rred .

)= 119" "qLypg
0,-2,-1,1,1,0,1,0],[0,-1,-1,0, 1,0, 1, 0], [0, -1, -1, 0, 1, 1, 0, 0], [0, -1, -1, 1, 0, 0, 1, 0],
1

[0,-1,0,0,0,1,1,0],10,-1,0,0,0,1,1,1], [0,-1,0,0, 1, 0,0, 0], [0, -1, 0, 1, 0, 0, 0, 0],
[0,0,-1,0,0,0,1,0]0,0,0,0,0,0, 0, -1], [0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1], [0, 0, 1, 0, 0, O, -1, 0],

[07 17 07 17 07 07 07 0]7 [07 17 07 07 '17 07 07 0]7 [07 ) 07 07 07 '17 '17 '1} [0 1 0 0 0 1’ '1 0]
0,1, 1,-1,0,0,-1, 0], [0, 1, 1, 0, -1, -1, 0, 0], [0, 1, 1, 0, -1, 0, -1, 0], [0, 2, 1, -1, -1, 0, -1, 0].

7.2° 7 8&1973%?1 mozna utworzy¢ 12 @Lm -orbit. Przedstawiamy teraz 6 (I)Lug

orbit, pozostatych 6 powstaje z ponizszych przez zastapienie kazdego wektora v pierwiastkiem
—.
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I I II1 v \% %t
-1,1,0,1,0,0,1,0 | -1,-1-1,1,1,0,0,-1 | -1,-2-1,1,1,1,1-1 | -1,-1-1,0,1,1,1,0 | -1,-1,0,0,1,1,0,0 | -1,0,0,0,0,1,0,0
0-1,-1,0,1,1,00 | 0,0,0,0,0,0,0,1 | -1,-1,-1,1,1,0,0,0 | -1,-2,0,1,1,1,0,0 | -1,-1,0,1,0,1,0,0 | 0,-1,0,1,0,0,0,0

0,-1,0,0,0,1,1,0 0,-1,0,0,0,1,1,0 | -1-1-1,1,0,1,1,0 | 0-1,-1,1,0,0,1,0 | 0,0,-1,0,0,0,1,0
0-2,-1,1,1,0,1,0 | 0-1,-1,0,1,0,1,0 | 0,-1,0,0,1,0,0,0

7.3° Przy pomocy implementacji algorytmu opisanego w rozdziale 4.2 (algorytm
4.2.7) budujemy z ®r,,,,-orbit opisanych w punkcie 7.2° nastepujace tuby klepsydralne rangi
2, 3 oraz 4:

~

Tuby klepsydralne F(@EHQR&LHQUKQY Girry’ Py :

— — — —0000000— — — — — — — — 000000 — — — —
| — ~ — ~a |
ito10010———-—- — — —o0l1101100— — — — — — 11010010
| _ > — e 7 _ |
— — —h=12111110 ——— — — — h=12111110 — — —
| —7 ~ — ~ |
13212210 — — — — — — 23121120— — — — — — 13212210
|— — —00000000 — — — — — — 00000000 — — — — — — 00000000 — — —|
11111001 — — — — — — 00000001 — — — — — — 01000110 — — — — — — 11111001
— — —11i11000 — — — — — — 01000111 — — — — — — 12711111 — — —
| — ~ — ~ — ~ |
h=12111110—— — — — — h=12111110—— — — — — h=12111110—— — — — — h=12111110
l———15111220 —————— 23222111 — — — — — — 12111111———|
| 00000000 00000000 00000000 00000000 |
| —7 ~ —7 ~ —7 ~ —7 ~ |
10000100 — — — — — — 01010000 — — — — — — 00100010 — — — — — — 01001000 — — — — — — 10000100
— — —11010100 — — — — — — 01110010 — — — — — — 01101010 — — — — — — 11001100 — — —
| —7 T~ —7 T~ —7 T~ — T~ |
12011100 — — — — — — 11110110 — — — — — — 02111010 — — — — — — 11101110 — — — — — — 12011100
| ~ —7 ~ —7 T~ —7 T~ —7
— ——h=12111110——— — — — h=12111110—— — — — — h=12111110—— — — — — h=12111110— — —

Zatgm tub@mg = (2,3,4). W przypadku posetu I = ;19 do wykazania b~y ba,, gdzie
A; = E7, nie potrzebowaliémy zbioru 9YRz, (punkt 7°). Do wykazania by ~z ba,, gdzie
A7 = Dy, potrzebujemy réwniez zbioru pierwiastkoéw 5?RQT, gdzie T' = I'\{x}.
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(b) Poniewaz I jest T P-wyjatkowy, wiec funkcjonal incydencji gr posetu T powstalego
z posetu I = ILjj9 przez usuniecie pika * jest P-krytyczny. Wielomian Coxetera coxyp(t)
posetu T' = T119 jest réwny wielomianowi Coxetera dla Dg przedstawionemu w lemacie 1.4.10.
Wykazemy, ze by jest Z-dwuliniowo réwnowazny z BAT, gdzie A = Dg.

Wektor h € Kergr, defekt O oraz zredukowana liczba Coxetera ¢ dla posetu 7' maja
nastepujaca posta¢: h=(1,2,1,1,1,1,1), dr(z)=0;(z), ¢r=4.

Podstawowa konfiguracja pierwiastkow dla Dg zostata przedstawiona w tabeli 3.5.4. Nie
wystepuja w niej wektory bazowe e3, ey, €5, ktére maja defekt zerowy. Podstawowa konfigu-
racja pierwiastkéw o defekcie zerowym dla D¢ zostala przedstawiona w tabeli 3.5.5. Ponizej
przedstawiamy kolczany (digrafy) ®p-oczkowe oraz tuby klepsydralne dla T' = T119, zaréwno
dla pierwiastkéw o defekcie Or : AR/l zerowym 0%, jak i o defekcie ujemnym Op . Zostaty
one znalezione w analogiczny spodb jak w (a).

Tuby klepsydralne T'(0, Ry, UKergr,,y, Pr,y) :

119

|————000000 ———————— 000000 — — — —
1101001 — — — — — — — — 0110110 — — — — — — — — 1101001

| ~—~ —7 T~ —

- ——_—p) =1271111 — — = — — — —h) =127T1111 — — —

| —7 ~ — ~ |
1321221 — — — — — — — — 2312112 — — — — — — — — 1321221

- — = —2r(®) =34392222 — — — — _2p(*) =343%2222 — —

| T~ — |

| —————————— 2532332 — — — — — — — — — = |

|————000000 ———————— 000000————|
A,\AI / \ - _— \AAAl
1111100 — — — — — — — — 0100011 — — — — — — — — 1111100

- —— - =1271111 — — — — — — —h™) =1371111 — — —

| — ~ — ~ |
1371122 — — — — — — — — 2322211 — — — — — — — — 1371122

|———72h(*):§3§2222 — — — — —2p(®) =3732222 ———|
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1221112

| ~ 7 ~u 7 ~a | 7 ~a 7

- ——-—-r™® =127T1111 - - - — —— 1271111 — — — ——12711111——— — — — 1271111 — — —

| - ~— 7 7 ~u 7 ~~ |
1201110— — — — — — — — 1111011 ——— —— — 0211101 ——— — — — i1i0111——— ——— 1201110

| \A = ~a ~ 7 ~ 4 |

— — — —1101010— — — — — — — 0111001 — — ———0110101——— —— — 1100110 — — —

| —7 ~ 7 o 7 ~ 7 ~
1000010 — — — — — — — — 0101000 — —— — — — 0010001 —— — — — — 0100100 — —— — — — 1000010

| T — ~a — ~~ — ~ —7 |

— — — —0000000— — — — — — — 0000000 — —— — — — 0000000 — — — — — — 0000000 — — —

| — T~ e ~0 el o el ~
10000i0— — — — — — — — 0101000 —— — — — — 0010001 ——— ——— 0100100 ——— — — — 1000010

| T~ — ~ 7 ~ — |

— — — —1101010— — — — — — — 0111001 ——— — —0110101 ——— — — — 1100110 — — —

F( 'E119R‘7T119 ’ (I)le) :

0000001 0111700

PN SN

0000100

0100000

11170 T 12111

0101100 Iiii

10000& /)1010M /011)01&
i i

0001000 011

0001010

Znajdujemy wektory h(el) h(ez), h(es), h(er)

h(63)7h(64)’h( ) w F(a’lf

119

QT119

0000010 1101100

w T, T119
U Kergr,,,, Pr,,,) odpowiadajace wektorom bazowym ey,

R, CIDTHQ) oraz wektory

€y, €3, €4, €5, €, 7 z podstawowe]j konfiguracji pierwiastkéw dla 156. Zostaly one podkreslo-

ne we fragmentach kolczanéw ®7-oczkowych I'(9y

0
Rthrug > (I)T119) oraz F(aTHQRqTHg > q)’]l‘ng)-

119

Wéwczas macierz B € Mi7(Z) o wyznaczniku det B € {~1,+1} zadajaca Z-dwuliniowg réw-

nowaznos¢, tzn. spetniajaca B -

h(e1) 0 0 -1
h(ez) 0 0 0
_ h(e3) 0 0 1
B=| hles) |=]0 1 0
h(es) 1.0 0
h(eg -1 0 0
h(er) 0 0 0

Latwo widaé, ze
0 0-1 0
0 0 00
~ - 00 1 0
B-Cr,y-B"=]0 100
1 0 0 0
-1 0 0 0
0 0 0-1

Cr - B'" = G~6, ma nastepujaca postac:

01 0 07

00 0 1

0 0 0-1

0-1 0 0

0 0-1 0

00 0 0

10 1 0 |

1007 1001010 0000 1-10
00 1 001 01 1 11 000 10 00
0 0-1 0010 1 01 10100 00
1.0 0 00010 10 0000 0 0-1
0-1 0 0000 1 01 1 0 0-1 00 0
00 0 00000 10 000 0-1 0 1
o1 0] Lo ooo0o o001 0 1-1 00 0 0
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co konczy dowdd br ~7z 5@6.
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O FHFO OOO
HOR,ROOOO

W tabeli 3.5.4 przedstawiamy fragmenty kolczanéw ®a-oczkowych dla graféw Euklidesa
A € {Dy, D5, D5, D7, Eg, E7, Eg} zawierajace wektory bazowe znajdujace sie ,blisko siebie”.
Wykorzystujemy je do znalezienia macierzy zadajacych Z-dwuliniowe réwnowaznosci miedzy
prawie T'P-krytycznymi posetami jednopikowymi przedstawionymi w rozdziale 3.3 a grafami

Euklidesa A. Przez é; dla i < n oznaczamy wektor —e;.

Tabela 3.5.4. Podstawowa konfiguracja pierwiastkow dla wybranych graféw Euklidesa

D,

AN

€5

Eq

'\/5\ /64\
A N7 O\ S

GRS

NN A

D, D,

/fo ns
LN AN
\\
AW
e

.\e\
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Tabela 3.5.5. Podstawowa konfiguracja pierwiastkow o defekcie zerowym dla grafow
Euklidesa ]D)4, ]D)5, ]D)G, ]D)7

. es3 . = és —h . ég és é4 €3
N 7 N AN A 7 N\ NA NA N A N7
" " FAR NI AN NEAANF AN
h AN AN AT NN AT

(259 eq es [ 0\ /o

_ Przedstawiamy teraz twierdzenie, z ktérego wynika Z-dwuliniowa réwnowaznosé
br ~g BAI, gdzie I jest prawie T P-krytycznym posetem jednopikowym, zas A jednym
z graféw Fuklidesa przedstawionych w tabeli 1.4.9. Jesli dodatkowo I jest T P-wyjatkowy,
to by ~z ba,, gdzie T = I\{*} za$ Ar jest jednym z graféw Euklidesa.

Z twierdzenia 3.5.6 wynika, ze jesli I, I' sg prawie T P-krytycznymi posetami oraz
cox(t) = coxp(t), to by ~z bp. Jesli I, I' sa TP-wyjatkowymi posetami oraz coxp(t) =
coxy(t), to dodatkowo by ~z by, gdzie T = I\{x}, T = I\{x}, T' = I'\{x}.

Twierdzenie 3.5.6. Niech I = {1,...,n,n + 1 = %} bedzie skoriczonym posetem jed-
nopikowym o elemencie maksymalnym *, zas qr : 7' =7 5 7 prawie P-krytycznym
funkcjonalem Titsa posetu I. Ponadto niech h € z bedzie ustalonym wektorem takim, Ze
Ker gy = Z - h.

(a) Istniejq minimalna liczba calkowita €r > 2 oraz homomorfizm grup o : 7" S5 7
takie, ze <I>°I( ) =v+ 81( ) - h dla dowolnego v € Z" . Jesli I nie jest TP-krytycany, to
funkcjonat incydencii qr : 21 — 7 posetu T = I\{x} jest P-krytyczny, Kerqr = Z - h™,
gdzie h™ = (hq,..., hy) oraz istniejg minimalna liczba calkowita €ép > 2 i homomorfizm grup
or : L' — 7 takie, ze (IDVT( ) =v+ 0dr(v)-h™ dla dowolnego v € Z.".

(b) 5 < |I| <9, liczba Coxetera cy posetu I jest nieskoriczona, defekt Titsa 8[ posetu
I jest niezerowy oraz istnieje graf Fuklidesa Aj € {]D4,]E6,]E7,Eg} (przedstawiony w 1.4.9)
taki, ze coxy(t) = Fa,(t) (gdzie Fa, jest jednym z wielomiandow Coxetera przedstawionych
w 1.4.10) oraz €1 = €a,. Ponadto istniejg Z-odwracalne macierze B,C € M,,1(Z) takie, Ze
G’AI :B-GI'B”, 6}”20”-61-0 oraz C?* = FE

(¢) Jesli dodatkowo I jest prawie T P-krytyczny, ale nie jest T P-krytyczny, to liczba Co-
xetera cr posetu T jest mieskornczona, defekt 8T posetu T jest niezerowy, 4 < |T| < 8 oraz
istnieje graf Euklidesa AT E {Ag,A5,D5,D6,D7,E6,E7} taki, ze

FE)( t)=t*—22+1, jesli Ay = Ag,
coxp(t) = { FO () = t6 —2t3+1, jesli Ar = As,
Fa,(t), jesli Ap € {Ds, Dg, D7, B, Er},
oraz €r = ¢€a,. Dodatkowo istniejq Z-odwracalne macierze B,C € M, (Z) takie,

ze GAT =B-Cr-B",Cl' =C"-Cr-C oraz C? = E, gdzie Cr jest macierzq incydencyi
posetu T'.

Dowdd. (a) Z wniosku 3.2.7 wynika, ze prawie T'P-krytyczny poset I jest nieujemny oraz
Kergr = Z - h, gdzie h = (hq,...,hp,hpy1), b1 # 0,..., h, # 0. Zatem I jest gléwny i na
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mocy twierdzenia 3.5.1 istnieje &; > 2 oraz 9y : Z"! — 7Z takie, 7e ®(v) = v+ 0;(v)-h dla
dowolnego v € 7" Jedli poset I jest prawie T P-krytyczny, ale nie jest T'P-krytyczny, to
na podstawie wniosku 3.2.7 funkcjonal incydencji gpr posetu T' jest nieujemny oraz Ker gr =
Z -h~, gdzie h™ = (hy,...,hy). Zatem g jest gléwny i na mocy twierdzenia 3.5.1 istnieja
ér > 2 oraz dp : Z' — Z takie, ze DS (v) = v + dp(v) - h~ dla dowolnego v € Z".
Zredukowane liczby Coxetera ¢y, ¢r oraz defekty 51, Or zostaly przedstawione w rozdziale
3.3 razem z rysunkami posetow prawie T P-krytycznych.

(b) Z twierdzenia 3.2.6 wynika, ze 5 < |I| < 9, za$§ z twierdzenia 3.2.9 wynika, ze [
jest izomorficzny z jednym z posetéw IL; ..., IL130 przedstawionych w podrozdziale 3.3. Ko-
rzystajac z algorytmu opisanego w rozdziale 4.2 pokazujemy ze jesli I € {L1,...,Li32}, to
Or # 0. Stad wynika (zobacz [56, Corollary 4.15]), zZe liczba Coxetera c; jest nieskoficzona.
Przy pomocy procedury 3.5.7 znajdujemy macierz B € M;(Z) taka, ze Ga, = B - Cy - B',
det B € {—1,+1} oraz coxy(t) = Fa,(t), gdzie A; € {Dy,Eg, E7, Eg}. Poniewaz L, Lo, L3 sa
Z-dwuliniowo réwnowazne na mocy twierdzenia 3.4.7 oraz twierdzenia 3.4.8, wiec podajemy
macierz B tylko dla jednego ze wspomnianych posetéw. Podobnie postepujemy z pozostaty-
mi posetami, ktore sg Z-dwuliniowo réwnowazne na mocy twierdzenia 3.4.7 oraz twierdzenia
3.4.8. Istnienie macierzy C' € M (Z) takiej, ze 6}” = O .C;-C oraz C? = E wynika z lematu
3.4.5.

Dowdd (c) jest analogiczny do dowodu (b). O

Ponizej przedstawiamy macierze Z-odwracalne B; takie, ze GAI = Bi-aj-Bfr, dla I =L,
1 < 132, oraz macierze Z-odwracalne Ej takie, ze Ga, = Ej 'C’T'E}tf (lub Ga, = éj -leﬁ"'é;’”),
dla T =T, = L;\{*}, 116 < j < 132. Nie sa to macierze dla wszystkich posetéw, gdyz jesli
poset J jest posetm I°P 0,1 lub 7, to jest on Z-dwuliniowo réwnowazny z I (patrz rozdzial
3.4).

1 0-1 0 0 0 O 00 0-1 0 0 O
00 0 0 1 001 0 0 0 O -1 0-1 0 0 0 -1
1 0 0-1 0 01 00 0 1 1 0-1 0 0 0 0-1
By3=|-1 00 0-1|By4=]0-101 00 0| Bp=|1100 001
0-1 0 1 0 0 0 0-1 0 0 O 00 1 1 0-1 1
0 0-1 1 0 000 0 1-1 0 01 1 00 0 1
0 0 0 0-1 00 1 0 0 1-1 0 1
0 1-1 0 0 0 0 0-1 —1-1 0 1 0 0 0-11
00 1-1 0 0 0 O 00 0-1 01 0 0
000 0 1 0 0 0 O 00 00 0-1 1 0
1 0 00 0 0 1 1 000 00O 0-1 0
Bz = | 3 00 0 0 0 0 O By = 01 00 0 0 0 O
00 0 0 0 1-1 0 1 0-1 0 0 0 0 O
00 0 0 1-1 0 0 001 0-1 0 0 0
Lo 0 0 0-1 0 0 0 Lo o 0o 0 1 0 0 0
r0-1 0 0 0 0 0 01 0o 1 0 0 0-1 0 01
-1 0-1 0 0 0 0 -1 000 0 1 0-1 0
0-1 0 0-1 1 0-1 001 0-1 0 0 0
By |00 00 0-1 10| g 0 0-1 0 0 0 0 O
26— (1 1 0 0 1 0-1 1 29— 0o 0 0 0 0 0 0-1
01 1 0 0 0-1 1 0-1 0 0 0 0 1 O
000 00 1 0 0 O 00 0-1 0 1 0 0
L1 1 0-1 0 0 O 1 | -1 0o 0 1 0 0 O O |
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0 0 0 0 O

0 -1

1

0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 O

1

0 -1

0 1
0 0

0 0 0 0 O

-1

-1

1
-1

0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 O

0 0

1
-1

1 0 0 O

0 0 0 O
0 0 0 0-1

0 0 0 O

0O 0 0 0 0 0 0 O

1

0O 0 0 0 0 0 0-1-1

0 0 0-1

0

1
0 0 0 0 O

0

0 0

0 0 0 0 O

0 -1

1

0

0 0 0 00 0 O

0 0 0 0 0 O

1 0-1 0 O
0 -1

0 0 0 O

0 0 0 O

1

0

Bg7 =

0o 0 O 0 0 0-1
0 -1 0O 0 0 0 O

0 -1

0 0 0 O
0

0
0

1
0 0 O

0 0 O

0 0 0 O

1
-1

0

0 0 -1

0 0 0 O 1 0 0 O

0 0 0 O
0 0 0 O

0 -1
0

0 -1

0 0 0 0 -1
0 0 0 O

1

0
0 -1

0

0

0O 0o 0 0 0 0 0-1

-1

0 0 0 0 0 0-1
0 0 0 0 0-1
0 0 0 0-1
0 0 0-1

-1 -1

0

0
0 0 O

0_

0

1

0

I . OO0 O0O-HOO
T 1T 1 o-HoO~HOoOO0O-HO [
— O 40O - 0O |
NN A A A O — OO OO OO O | — OO OO0 OO0
[ I cococococoan TOCeo00O0O |
OHO0OO0O1T0O00O0 OO0 O0OO O~ cocooco—~—-00O
| o rnoccocoe TOO"OooooO |
cCoO--HOHOOO HOOOO-HOOO | _ coococococoooH
, , cHoomoooo S99 TOeeS
Coocococo00O0OH HOOHOOOOO | _ oOo-HooHOOOO
I oo PP oo I
H0O00O0O0OHOO 0O0O00O-HHOO | ! coOH-HHOOOO
I I cobcoomon POPCC00O = |
i
HFHANAOHAO0O OHOOHOOOO | l coococococo—~—~
o | cooo oo OCCco—-—00O I
—
OHOHOOO O 0OO0O00O0OO—A—HO ] , co-Ho—-H0oO0OO
| | oo 27000000 |
OHOHOOHOO HOOO~OOOO | , coocooco~—HO
I | | o000 o0oooH [
coocococo~—HO |
FHO O 1000 OHHO0OO0OO0OO0OO | 1 |
L 1
N . | | I
I Il 0 D~
=} —
[ [ ! x g =
— © S — [Sa
(=2} (=2 — B
Ad A Sa _ _
T T 1T - lo~o—~0co0oo—-o
oOoHoococooOo cHO-mMOoOO OCHOoOOOOO-o T TONTETe ,
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Przedstawiamy teraz procedure, ktéra posluzyla do znalezienia macierzy Z-odwracalnej
B zadajacej Z-duliniowa réwnowazno$é¢ miedzy prawie T'P-krytycznym posetem I (odp.: pose-

tem T = I\{x}, gdy I jest TP-wyjatkowy) a A; € {D4 Eq E7,Es} (odp:
AT S {D57D6>D77]E67]E7})'

Nastepujaca procedura wykorzystuje [57, Lemma 4.3, Lemma 4.6] i jest modyfikacja [57,
Algorithm 4.8.2], patrz réwniez [52].

Procedura 3.5.7

Wejscie: Prawie T P-krytyczny poset jednopikowy I (lub poset T' = I'\{*} w przypadku,
gdy I jest T P-wyjatkowy).

Wyjscie: Macierz Z-odwracalna B taka, ze B - C’I B! = Gpr dla DI € {Dy, Eq, E7, Eg}
(lub B-Cr - B = Gpr dla DT € {]D)g,, ]D)G, D7,]E6,IE7,} i T P-wyjatkowego posetu I).

1° Oblicz wielomian Coxetera cox;(t) dla posetu I (odp.: coxr(t)). Sprawdz, czy
coxg(t) = coxps(t) dla DI € {DH,EG, E;, Eg} (odp.: coxp(t) = coxpr(t) dla
DT € {]Dg), ]Dg, ]D7, E@, ]E7})

2° Przy pomocy algorytmu 4.2.11 skonstruuj fragment d r-oczkowego (odp.: Pp-oczkowego)
kotczanu dla p1erw1astk0w Rg, (odp.: Ry;) o defekcie dodatnim lub ujemnym Jesli DI =Dy
(odp.: DT € {ID)5,]D)6,ID)7}) to dodatkowo zbuduj fragment kolczanu P oczkowego (odp.:
®p-oczkowego) dla pierwiastkow Ry, (odp.: Ry;.) o defekcie zerowym (algorytm 4.2.7).
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3° Odczytaj z tabeli 3.5.4 tabeli 3.5.5 podstawowa konfiguracje pierwiastkéw dla DI (odp.:
DT) z kroku 1°. ~
4° ZmajdZz w kolczanach ®r-oczkowych posetu I (odp.: ®p-oczkowych posetu T') wekto-

ry h(e1),...,h(en), h(ent+1) odpowiadajace wektorom ey, ..., ey, e,4+1 z podstawowej konfigu-
racji pierwiastkéw dla DI (odp.: DT'), gdzie |I| = n + 1. Wéwczas B jest macierza taka,
h(e
e
ze B = :
h(en)
h(en+1)

Przedstwiamy teraz fragmenty niektérych kotczandw oczkowych, ktére poshuzyty do zna-
lezienia macierzy B (z dowodu twierdzenia 3.5.6) zadajacych Z-dwuliniowe réwnowaznosci
miedzy prawie T P-krytycznymi posetami I i odpowiadajacymi im grafami Euklidesa DI.
W przypadku posetéw T P-wyjatkowych przedstawiamy réwniez kolczany oczkowe dla po-
setow T = I\{x}. Poniewaz czes¢ z tych posetéw jest Z-dwuliniowo réwnowazna na mocy
twierdzenia 3.4.7 i twierdzenia 3.4.8, wiec przedstawiamy kolczany oczkowe tylko dla tych
posetow prawie T P-krytycznych, ktére nie sa postaci J, J,6,J dla pewnego prawie T P-
krytycznego posetu J. Kolczany oczkowe dla wspomnianych posetéw znajduja sie na stronie
internetowej [42].

W przypadku tych posetéw I, T', ktére sg Z-dwuliniowo réwnowazne z grafami Euklidesa
Dy, D5, D¢, Dg do napisania macierzy B zadajacych Z-dwuliniowg réwnowazno$é potrzebne
sa réowniez kolczany oczkowe zlozone z pierwiastkéw o defekcie zerowym (algorytm 4.2.7).

Aby wykazaé, ze prawie T'P-krytyczny poset jednopikowy I jest Z-duliniowo réwnowazny
z jendym z graféw Euklisesa DI € {D4,[Eq, E7, Eg} stosujemy procedure 3.5.7. Dokladniej,
znajdujemy macierz Z-odwracalna B € M, (Z) taka, ze B- Cr-B'" = Gpr. W celu znalezienia
takiej macierzy budujemy fragmenty kotczandw o r-oczkowych dla prawie T P-krytycznych
posetéw jednopikowych I. Podkresloone w nich wektory, odpowiadaja wektorom z kroku 4°
procedury 3.5.7 i postuzyly one do utworzenia macierzy B zadajacej wspomniana réwno-
waznos¢. W przypadku posetéw T P-wyjatkowych I stosujemy procedure 3.5.7 rowniez dla
posetéw T = I\{x}.
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4. Pakiet algorytmoéw

W niniejszym rozdziale przedstawiamy pakiet algorytméw, ktore postuzyty do klasyfikacji
spektralnej Coxetera P-krytycznych bigraféw oraz prawie T P-krytycznych posetéw jednopi-
kowych wraz z oszacowaniem ich pesymistycznej zlozonosci czasowej. Zostaly one zaimple-
mentowane w jezyku C#, a takze w systemie algebry komputerowej Maple.

4.1. Algorytmy dla P-krytycznych bigraféw

W rozdziale tym przedstawiamy algorytmy, ktérych uzywamy przy klasyfikacji spektralne;
Coxetera P-krytycznych bigraféw. Rozdzial ten zawiera m.in. implementacje grupy ortogo-
nalnej, na ktéra sklada sie macierzowa grupa permutacji oraz grupa macierzy znaku, tzn.
macierzy diagonalnych o wspétezynnikach {—1,+1} na przekatnej. Opisujemy metode, ktéra
pozwala wyznaczy¢ reprezentantéw parami réznych O(n, Z)-orbit zaréwno dla P-krytycznych
bigraféw o n wierzchotkach, jak i dla dodatnich bigraféw o n wierzchotkach. W rozdziale
tym przedstawiamy réwniez algorytm konstruujacy P-krytyczne bigrafy o n + 1 wierzchot-
kach z dodatnich bigraféw o n wierzchotkach oraz ich wiernych pierwiastkéw. Do konstrukcji
P-krytycznych bigraféw uzywamy dodatnich bigraféw uzyskanych za pomoca algorytmu opi-
sanego w tym rozdziale. Rozdzial ten zawiera réwniez opis algorytmu inflacyjnego [58, 31].
Postuzyt on do wyznaczenia typu Euklidesa P-krytycznych bigrafow.

Tabele przedstawione w rozdziale 2.3 i rozdziale 2.4 zostaly uzyskane przy pomocy obliczen
komputerowych wykonanych wedlug algorytméw przedstawionych w tym rozdziale.

Algorytm 4.1.1. (KRYTERIUMSYLVESTERA).
Wejécie: Niesymetryczna macierz Grama Ga bigrafu A oraz n = |Ag| > 2.
Wyjscie: 1 jesli A jest dodatni, 0 w przeciwnym wypadku.
1° Niech Ga bedzie podwojona symetryczng macierzg Grama Ga = Ga + G” bigrafu

A.

2° k=0; N =n;

3°if (det Ga > 0) k =k +1;

£ i=mn;

5° while (i > 1){

6° Niech W bedzie macierza skonstruowana z macierzy G A przez wybér pierwszych
N wierszy i N kolumn;

7° Niech W bedzie macierza o N — 1 wierszach i N — 1 kolumnach skonstruowana

z macierzy W przez usuniecie i-tego wiersza i i-tej kolumny;
8° if (det W >0) k=Fk+1;
9° i=1—1;N=N-—1;
10° }
11° if n == k return 1;
12° return 0;

Uwaga . Poniewaz wyznacznik macierzy mozna policzyé¢ w czasie O(n?) i liczymy go n
razy, wiec algorytm 4.1.1 ma zlozono$é czasowy rzedu O(n?).
Algorytm 4.1.2. JESTPKRYTYCZNY

Wejécie: Niesymetryczna macierz Grama Ga bigrafu A oraz n = |Ag| > 2.
Wyjscie: 1 jesli A is P-krytyczny, 0 w przeciwnym wypadku.
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1°Niech Ga bedzie podwojong symetryczna macierza Grama Ga = Ga + G’X bigrafu

A.

2° if (KRYTERIUMSYLVESTERA (G ,n)==0){

3° for(i=1;i<=n; ++i)

4° Niech L bedzie macierzg powstala z macierzy G A Przez usuniecie i-tego wiersza
i i-tej kolumnys;

5° if(KRYTERIUMSYLVESTERA (L, n — 1)==0)

6° return 0;}

7°  return 1; }
8° else return 0;

Uwaga . Algorytm 4.1.2 ma zlozonoéé czasowa rzedu O(n), gdyz co najwyzej n + 1 razy
wywolamy KRYTERIUMSYLVESTERA.

Przedstawiamy teraz implementacje algorytmu Johnsona-Trottera [27, 61] opartego na
transpozycji elementéw sasiednich, ktéry postuzytl nam do wygenerowania macierzowej gru-
py permutacji S,. Algorytm wraz z analiza mozna znalezé w ksiazce [34]. Ma on zlozono$é
czasowa rzedu Q(n!).

Algorytm 4.1.3. GENERUIMACIERZOWAGRUPEPERMUTACJI
Wejscie: Liczba catkowita n > 2. R
Wyjscie: Macierzowa grupa permutacji S,, C M,,(Z).
1° for(i = 1t <=nji + +){
2°  P[i] =i; //P jest wektorem o wspo6lezynnikach catkowitych
3°  Cli] =1; //C jest calkowitoliczbowym wektorem
4°  PRJi] = true;} //PR jest wektorem boolowskim
5° C[n] = 0;
6° for(t=1;t <=mn; ++1)
7°  MIt, P[t]] = 1; //M jest macierza calkowitoliczbowa
8° PMatrix.Add(M); //PMatrix jest lista macierzy permutacji
9° =1,
10° while(i < n){
11° =12 =0;
12°  while(Ci] ==n —i+ 1){
13° PR[i|=(PRJi]==true)?false:true;
14° Clil =1,
15° if(PR[i]) = + +;
16°  i++;}
17° if (i < n)]
18°  if (PR[)) k = C[i] + =
19° elsek=n—i+1—-C[i| +ux;
20° Plk] <+ Plk+1]
21° for(t =1t <=n; ++1)
22° MIt, P[t]] = 1;
23°  PMatrix.Add(M);
24° Cli] = Cli) + 1;}
25° )
26° return PMatrix;

Przedstawimy teraz implementacje grupy 6721 C M,,(Z) przy uzyciu kodéw Graya [29, 34].
Algorytm ten dziala w czasie Q(2").
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Algorytm 4.1.4. GENERUIMACIERZEZNAKU
Wejscie: Liczba calkowita n > 2.
Wyjscie: Grupa C§ C M, (Z) macierzy diagonalnych o wspdlczynnikach {-1,+1} na
przekatnej.
1°for(t=1;t <=mn; ++1)
2° Blt]=-1;
3Fi=0;p=1;
4° do{
5 for(t=1;t<=mn; ++1t){
6° C[t — 1] = B[t]; //C jest calkowitoliczbowym wektorem
7° M[t,t]) = C[t — 1];} //M jest macierza o wspdlczynnikach catkowitych
8°  SMatrix.Add(M); //SMatrix jest lista macierzy diagonalnych

9° i+ -+

10° j=1;

11° p=1

12°  while(j%2 == 0){
13° Ji=3/2

14° p++;}

152 if (p < n){

16° i (Bp) == —1) Blp] = 1
17° else Bp] = —1;}

18° Jwhile(p < n);

19° return SMatrix;

Algorytm 4.1.5 (GENERUJFRAGMENTGRUPYORTOGONALNEJ).

Wejscie: Liczba catkowita n > 2, lista macierzy permutacji PMatrix oraz lista wszystkich

macierzy znaku SMatrix o n-wierszach i n-kolumnach.

Wyjscie: Lista macierzy ortogonalnych B € O(n,Z) dla macierzy permutacji z PMatrix.
1° Utworz pusta liste macierzy AMatrix; // SMatrix=GENERUIMACIERZEZNAKU(n);
2° foreach(int[,] P in PMatrix)
3° foreach(int[,] S in SMatrix){
4° Dodaj iloczyn macierzy P - S € M, (Z) do listy macierzy AMatrix, tzn.

AMatrix.Add(P - S); }
5° return AMatrix;

Uwaga 4.1.6. Korzystamy tu z [56, Lemma 2.3] (zobacz takze twierdzenie 2.2.2) orze-
kajacego, ze kazda macierz ortogonalna B € O(n,Z) mozna jednoznacznie przedstawié¢ jako
iloczyn macierzy B = 7 - £, gdzie 7 € S, oraz £ € (AJE W praktyce generujemy tylko podzbiér
grupy ortogonalnej, dlatego jednym z parametréw jest PMatrix — lista macierzy permuta-
cji (zwykle nie beda to wszystkie macierze permutacji z §n) Algorytm 4.1.5 ma zlozono$é
czasowa rzedu O(|PMatrix| - 2").

W przedstawionych ponizej algorytmach z bigrafem A stowarzyszamy graf 5, ktéry po-
wstaje z bigrafu A przez zastapienie wszystkich przerywanych krawedzi e- - - ciaglymi kra-
wedziami e———o. Przez G4 =NIESYMETRYCZNAMACIERZDLAGRAFU(GA) oznaczamy nie-
symetryczna macierz Grama grafu A powstatego z bigrafu A o niesymetrycznej macierzy
Grama Ga, za$ przez @'A:SYMETRYCZNAMACIERZDLAGRAFU(@A) oznaczamy symetrycz-
na macierz Go = V'A + G'A“’ dla grafu Ao niesymetrycznej macierzy Grama G'A, powstalego
z bigrafu A o symetrycznej macierzy G A=Ga+ GX.
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Algorytm 4.1.7. (CzyNALEZADOTEJSAMEJORBITY).
Wejscie: Niesymetryczne macierze Grama Ga,, Ga, € M, (Z) dwéch P-krytycznych (lub
dwéch dodatnich) bigraféw Ay, Ay oraz n > 2.
Wyjscie: 1 jesli A1 i Ag leza w tej samej orbicie, 0 w przeciwnym wypadku.
1° Jedli liczba zerowych wspélczynnikéw w G A, 1 G A, jest rézna, to return 0;
w przeciwnym wypadku idz do 2°;
2° Utworz podwojone symetryczne macierze Grama dla bigraféw A; 1 Ag,
tzn. GAI =Gp, +GY . GA2 =Gp, + G” ; utwoérz pusta liste macierzy PMatrix.
3° Niech G'Al—SYMETRYCZNAMACIERZDLAGRAFU(GAl),
za$ @'Az:SYMETRYCZNAMACIERZDLAGRAFU(@A2).
4° Zmajdz wszystkie macierze permutacji P € M, (Z) takie, ze P! - CAT"A P = Az
i dodaj je do listy macierzy PMatrix.
5° Jedli lista PMatrix jest pusta, to return 0; w przeciwnym wypadku idZ do 6°;
6° Niech OMatrix bedzie fragmentem grupy ortogonalnej utworzonym z macierzy per-
mutacji nalezacych do PMatrix,
tzn. OMatrix=GENERUJFRAGMENTGRUPYORTOGONALNEJ(n,PMatrix,SMatrix), gdzie SMa-
trix jest lista macierzy znaku uzyskana za pomoca GENERUJIMACIERZEZNAKU(n);
7° Sprawdz, czy istnieje macierz B €OMatrix taka, ze B! - @Al - B = @Ag- Jesli nie
istnieje, to return 0; w przeciwnym wypadku return 1;

Uwaga . Czynnikiem dominujacym tego algorytmu jest wygenerowanie czesci grupy or-
togonalnej, zawierajace] w najgorszym razie n! - 2™ macierzy. To jak duzy fragemnt grupy
ortogonalnej jest generowany, zalezy od liczby macierzy permutacji znajdujacych si¢ na li-
Scie PMatrix. W celu praktycznej poprawy zlozonosci obliczeniowej stosujemy w kroku 3°
heurystyczna zasade: bigrafy lezace w jednej orbicie sa izomorficzne jako grafy. Dlatego po
przejrzeniu co najwyzej n! macierzy permutacji generujemy elementy macierzy ortogonalnej
tylko dla pasujacych permutacji. Przewaznie jest ich znacznie mniej niz n!, co istotnie redukuje
czas dzialania algorytmu.

Algorytm 4.1.7 korzysta ze sprawdzenia, czy dwa grafy sa izomorficzne. Jak dotad nie
udalo sie odpowiedzie¢ na pytanie, czy problem rozstrzygania izomorfizmu graféw nalezy do
P, czy jest NP-zupelny.

Algorytm 4.1.8. (ROZNEORBITYBIGRAFOWOROWNEJLICZBIEZER)
Wejscie: Niepusta lista H niesymetrycznych macierzy Grama P-krytycznych (lub dodat-
nich) bigraféw o n wierzchotkach i o tej samej liczbie zerowych wspdlczynnikéw oraz n > 3.
Wyjscie: Lista niesymetrycznych macierzy Grama P-krytycznych (lub dodatnich) bigra-
fow bedacych reprezentantami parami réznych O(n,Z)-orbit w P-kryt(Z",7Z) (lub
w dod(Z",Z)) oraz posiadajacych taka samg liczbe¢ zerowych wspotczynnikow.
1° Utworz puste listy macierzy AMatrix, AMatrix®, SMatrix;
2° Dodaj pierwsza macierz z listy macierzy H do AMatrix, tzn. AMatrix.Add(H[0]);
Niech H*[0]=NIESYMETRYCZNAMACIERZDLAGRAFU(H[0]); dodaj macierz H*[0] do listy ma-
cierzy AMatrix®, tzn. AMatrix®. Add(H*[0]);
3° Wygeneruj liste macierzy permutacji P € M, (Z) i dodaj do SMatrix,
tzn. SMatrix=GENERUJMACIERZOWAGRUPEPERMUTACJI(n);
4° for(i = 151 < |H|;i + +){
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5° Utworz liste macierzy WMatrix® postaci P - @‘A - P, gdzie P €SMatrix, za$
A\ =SYMETRYCZNAMACIERZDLAGRAFU(H[i]), gdzie H[i] = H[i] + H[i]"";
6°  Dla kazdej macierzy A®* € AMatrix® wykonaj 7°-11°;

7 Dla kazdej macierzy W* e WMatrix®{
8° Utworz pusta liste macierzy PMatrix;
9° Znajdz wszystkie macierze permutacji P takie, ze P - W* . P = A®, gdzie

~

A® = A® + A*'" i dodaj je do listy PMatrix; }
10°  Jesdli lista PMatrix jest niepusta, to
e wygeneruj fragment grupy ortogonalnej z macierzy permutacji zapisanych w PMatrix,
tzn.
Ort=GENERUJFRAGMENTGRUPYORTOGONALNEJ(n,PMatrix, GENERUIMACIERZEZNAKU(n));
e wygeneruj liste macierzy W1 postaci B - H[i]- B, gdzie B €Ort, za$ H[i] = H[i]+ H[i]"";
e sprawdz, czy ktéras z macierzy znajdujacych sie na liscie W1 jest réwna macierzy
A=A+ Alr (tu sprawdzamy dla macierzy kodujacych bigrafy), jesli tak, to znaczy ze leza w
tej samej orbicie i idZ do kroku 4°; jedli nie, to idZ do kroku 6° (tzn. wykonaj go dla kolejne;
macierzy z listy AMatrix®);
11°  Jesli lista PMatrix jest pusta, to idz do kroku 6°;
12°  Jesli w krokach 7°-11° dla zadnej macierzy z punktu 6° i nie znaleziono macierzy
ortogonalnej swiadczacej o przynaleznosci do jednej z orbit ktérych reprezentanci sa zapisani
w AMatrix, to dodaj H[i] do listy AMatrix, tzn. AMatrix. Add(H[i]) oraz dodaj H*[i] do
AMatrix®, gdzie H*[i|=NIESYMETRYCZNAMACIERZDLAGRAFU(Hi]);
13°)
14° return AMatrix;

Uwaga . Algorytm jest rozszerzeniem algorytmu 4.1.7 dla przypadku wickszego zbioru
wejsciowych bigraféw. Ponownie testujemy najpierw izomorfizm graféow, czyli przeliczamy ma-
cierze permutacji zamiast macierzy ortogonalnych. W efekcie czas dziatania jest kilkukrotnie
mniejszy od powtarzania testu (w pesymistycznym czasie n!-2") dla kazdej spoéréd |H|? par
bigrafow.

Algorytm 4.1.9. (ROZNEORBITYBIGRAFOW)
Wejscie: Niepusta lista H niesymetrycznych macierzy Grama P-krytycznych (lub dodat-
nich) bigraféw o n wierzchotkach oraz n > 3.
Wyjscie: Lista niesymetrycznych macierzy Grama P-krytycznych (lub dodatnich) bigra-
fow nalezacych do parami réznych O(n,Z)-orbit w P-kryt(Z",7Z) (lub w dod(Z",Z)).
1° Utworz pusta liste macierzy AMatrix;
2°for(i = 0yi <= ”'(g_l);i ++)1{
3°  Utworz pusta liste macierzy All[i];
4°  Niech L[i] bedzie lista niesymetrycznych macierzy Grama wybranych z H i posia-
dajacych doktadnie ¢ zerowych wspdtczynnikéw;

5° Wybierz parami réznych reprezentantéw z listy L[i] i dodaj do All[é], tzn.
All[i]=R0zZNEORBITY BIGRAFOWOROWNEJLICZBIEZER(L[i],n);
6° }

E Dodaj macierze z listy All[z] do listy AMatrix;
8° return AMatrix;

Uwaga . Dla ilustracji prezentujemy pomiar czasu dziatania algorytmu 4.1.9 zaréwno na
zbiorze dodatnich bigraféw, jak i na zbiorze P-krytycznych bigraféw. Dla dodatnich bigraféw
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o n = b5 wierzchotkach wyznaczenie zbioru reprezentantéw trwa zaledwie 99 milisekund, dla
dodatnich bigraféw o n = 6 wierzchotkach zajmuje to 14 sekund, zas dla dodatnich bigraféw
o n = 7 wierzcholkach wyznaczenie zbioru reprezentantéw trwa ponad 1027 sekund. Dla P-
krytycznych bigraféw o n = 6 wierzchotkach wyznaczenie zbioru reprezentantéw trwa zaledwie
67 milisekund, dla P-krytycznych bigrafow o n = 7 wierzchotka trwa to mniej niz 3 sekundy,
za$ dla P-krytycznych bigraféw o n = 8 wierzchotkach potrzeba okoto 332 sekund.

Algorytm 4.1.10. (PKRYTYCZNEBIGRAFYZDODATNIEGOBIGRAFU)
Wejscie: Niesymetryczna macierz Grama Ga dodatniego bigrafu A, lista W wiernych
pierwiastkéw bigrafu A oraz n = |Ag| > 2.
Wyjécie: Lista niesymetrycznych macierzy Grama P-krytycznych bigraféw A’
o |Ay| = n + 1 wierzchotkach utworzonych przy pomocy konstrukeji 2.2.8.
1° Utwérz podwojona symetryczng macierz Grama ép = ép + GZ" oraz pusta liste
macierzy NMatrix;
2° foreach(int[] w in Wa){
3°  Utwdrz niesymetryczng macierz Grama bigrafu A’ w nastepujacy sposob:

. 1 —”LU~@A
Gar = ] ;
0 Ga

4°  if(JESTPKRYTYCZNY(Garn + 1)==1)

5° Dodaj Gas do listy NMatrix, tzn. NMatrix. Add(Ga/);
6° }

7° return NMatrix;

Uwaga 4.1.11. (a) Algorytm 4.1.10 ma zlozonosé czasows rzedu O(n® - |[Wal).

(b) W praktyce zamiast bra¢ caly zbiér Wa wiernych pierwiastkéw bierzemy tylko jego
potowe, tzn. jesli wzieliSmy wektor wierny w taki, ze ga(w) = 1, to nie bierzemy juz wiernego
pierwiastka —w. Korzystamy tu z obserwacji: P-krytyczny bigraf A’ utworzony z dodatniego
bigrafu A i jego wiernego pierwiastka w lezy w tej samej orbicie, co P-krytyczny bigraf
utworzony z dodatniego bigrafu A oraz wiernego pierwiastka —w.

Algorytm 4.1.12. (PKRYTYCZNEBIGRAFYZDODATNICHBIGRAFOW)

Wejscie: GP — lista niesymetrycznych macierzy Grama dodatnich bigraféw o n wierz-
cholkach takich, ze kazde dwa bigrafy z GP naleza do réznych O(n,Z)-orbit w dod(Z",Z)
oraz n > 3.

Wyjscie: Lista niesymetrycznych macierzy Grama P-krytycznych bigraféw o n+1 wierz-
chotkach takich, ze kazde dwa bigrafy z tej listy naleza do réznych O(n,Z)-orbit w P-
kryt(Z", 7).

1° Utwérz puste listy macierzy AMatrix, AMatrix® i M;

2° foreach(int[,] P in GP){

3°  W,= lista wiernych pierwiastkéw dodatniego bigrafu o niesymetrycznej macierzy
Grama P. Jest to tylko polowa wiernych pierwiastkow, tzn. jesli w jest w liScie Wp, to —w
nie dodajemy do tej listy, gdyz dadza one P-krytyczne bigrafy nalezace do tej samej O(n + 1,
Z)-orbity:;

4°  Utwoérz P-krytyczne bigrafy z dodatniego bigrafu o niesymetrycznej macierzy Gra-
ma P i wiernych pierwiastkéw mnalezacych do listy W, i dodaj je do listy M,
tzn. M=PKRYTYCZNEBIGRAFYZDODATNIEGOBIGRAFU(P, W), n);
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5° Dodaj liste M niesymetrycznych macierzy Grama P-krytycznych bigraféw do
AMatrix i wyczy$é liste M, tzn. AMatrix.Add(M); M = [|;

6° }

7° Wybierz z listy AMatrix niesymetryczne macierze Grama P-krytycznych bigraféw
takich, ze kazde dwa bigrafy naleza do rézmych O(n+1, Z)-orbit w P-kryt(Z"*,Z) i dodaj je
do listy AMatrix®; do wyboru reprezentantéw uzyj ROZNEORBITY BIGRAFOW (AMatrix,n+1);

8° return AMatrix®;

Uwaga . Ztozonos¢ algorytmu 4.1.12 jest zdominowana przez wyznaczanie réznych O(n+
1, Z)-orbit (krok 7°) dla zbioru bigraféw otrzymanego w poprzednich punktach. Moc tego zbio-
ru bigrafow jest ograniczona przez ZpeGP ng ‘, gdzie W), jest zbiorem wiernych pierwiastkow
dodatniego bigrafu p. Dla ilustracji prezentujemy pomiar czasu dzialania algorytmu 4.1.12.
Dla n = 6 czas dzialania to zaledwie 324 milisekundy, dla n = 7 juz ponad 13 sekund, za$ dla
n = 8 potrzeba blisko 3490 sekund. Jak wida¢ w opisie algorytmu, potrzebne sa szczegdlne
dane wejsciowe, uzyskiwane algorytmem 4.1.13. Ich wyznaczenie w tych trzech przypadkach

trwa odpowiednio: 167 milisekund, 16 sekund oraz 963 sekund.

Algorytm 4.1.13. (DODATNIEBIGRAFYZDODATNICHBIGRAFOW)

Wejscie: GP - lista niesymetrycznych macierzy Grama dodatnich bigraféw o n wierzchot-
kach takich, ze kazde dwa bigrafy z GP naleza do réznych O(n,Z)-orbit w dod(Z",Z) oraz
n > 3.

Wyjscie: Lista niesymetrycznych macierzy Grama dodatnich bigraféw o n + 1 wierzchot-
kach takich, ze kazde dwa bigrafy z tej listy naleza do réznych O(n+ 1, Z)-orbit w dod(Z"H,
7).

1° Utworz puste listy macierzy PMatrix, PMatrix®;

2° foreach(int[,] P in GP){

3°  Utwérz podwojong symetryczna macierz Grama P=P4+PreM, (Z);

4°  Dlakazdego wektora = (i1, - . ., ptn) 0 wspélczynnikach p; € {—1,0, 41} sprawdz,

D e tr
czy det [ 1; ’ ; } > 0. Jesli tak, to dodaj niesymetryczng macierz Grama [%‘“f} do listy

macierzy PMatrix;}

5° Wybierz z listy PMatrix niesymetrycznych macierzy Grama dodatnich bigraféw o n+1
wierzcholkach parami réznych reprezentantéw O(n + 1,Z)-orbit w dod(Z"™,Z) i dodaj ich
do listy PMatrix®, tzn. PMatrix®*=R0OzZNEORBITYBIGRAFOW (PMatrix,n + 1);

6° return PMatrix®;

Uwaga . Zlozonosé algorytmu jest zdominowana przez wyznaczanie réznych O(n + 1, Z)-
orbit (krok 5°) dla zbioru bigraféw wyznaczonego w poprzednich punktach. Moc tego zbioru
jest ograniczona przez 3".

Algorytm 4.1.14. (WIELOMIANCOXETERA)
Wejécie: Niesymetryczna macierz Grama Ga bigrafu A.
Wyjscie: Wielomian Coxetera bigrafu A.
1° Utwoérz macierz Coxetera bigrafu A, tzn. Coxa := —Ga - GVZ“";
2° Policz wielomian charakterystyczny z macierzy Coxetera za pomocg funkcji maplowe;j
charpoly znajdujacej sie w pakiecie with(linalg), tzn. det:=charpoly(Coxa );
3° return det;
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Uwaga . Wyznaczenie wielomianu Coxetera sprowadza sie do uzycia funkcji charpoly
w Maple, ktéra ma ztozonosé rzedu O(n?).

Nastepujacy algorytm sformulowano w [56, Algorithm 3.7] (zobacz takze [52, Algorytm
1.61]) w oparciu o dowdd [55, Proposition 4.1] (patrz [52, Twierdzenie 1.60]).

Algorytm 4.1.15. (OGRANICZONEZLICZANIE)
Wejscie: Niesymetryczna macierz Grama Ga dodatniego bigrafu A.
Wyjécie: Lista wektoréw v € Z" takich, ze ga(v) = v - Ga - 0" = 1.
1° Utwérz symetryczna macierz Grama bigrafu A, tzn. Ga = %[@ A+ GK] oraz pusta
liste L;
2° Policz wartosci wlasne dy,...,d, z macierzy Ga. Poniewaz A jest dodatni, wiec
wszystkie wartoéci wlasne z GaA sa rzeczywiste i dodatnie. Do liczenia warto$ci wtasnych
uzywamy maplowej funkcji Eigenvalues dostepnej w pakiecie with(LinearAlgebra);
3° Niech my := min{dy, ..., d,};
4° Znajdz najwieksza liczbe catkowita (dodatnia) ]\//fq takg, ze ]/W\q < \/mIq; Jesli ]\/4\(] > 6,

to ]\/4\q = 6;

5° Zmajdz wszystkie wektory v = (vy,...,v,) € Z" takie, ze v - Ga - 0" = 1 oraz
—]\/4\(] <wv; < J/W\q dla dowolnego j € {1,...,n} i dodaj je do listy L;

6° return L;

Uwaga . Algorytm 4.1.15 jest realizacja przeszukiwania wyczerpujacego. W praktyce dla
nieduzych bigraféw wyznaczane ograniczenie Mq na wspolrzedng wektora jest na tyle niskie,
ze znajdowanie wszystkich poszukiwanych wektoréw trwa krotko.

W powyzszym algorytmie (krok 4°) korzystamy z faktu, ze jesli A jest dodatnim bigrafem
bez petli o n wierzchotkach, za$ v jest jego A-pierwiastkiem (z jedynki), to —6 < v; < 6,
zobacz [58, str. 834, Lemma 2.1] (a takze [38, 39]).

Uwaga 4.1.16. (a) W 1976 roku L. Adleman i K. Manders [1] wykazali, ze problem
decyzyjny, czy kwadratowe réwnanie diofantyczne ¢(r) = d ma calkowite rozwiazanie, czy
nie, jest NP-zupelny.

(b) Rozwazane przez nas réwnania diofantyczne maja kilka ograniczen. Sa to kwadratowe
réwnania diofantyczne nastepujacej postaci: ga(z) = 23 + -+ + 22 + doic diijix]— =1, gdzie
ga jest dodatnim funkcjonalem Grama bigrafu A (bez petli). Wowczas wektory bazowe e;,
dla dowolnego i € {1,...,n}, sa pierwiastkami tego typu réwnan diofantycznych z jedynkami
przy :EZQ Poniewaz ga jest dodatni, wiec na mocy wniosku 2.1.5, —1 < diAj < 1. Do rozwa-
zanych przez nas probleméw zwykle potrzebny jest caly zbiér pierwiastkow R, dla bigrafu
A (bez petli). Z pracy Ovsienki [39] wynika nastepujace ograniczenie na pierwiastki v € Ry,
dodatniego funkcjonalu Grama bigrafu A (bez petli): —6 < v; < 6, przy czym liczba 6 jest
osiggana np. dla dodatniego bigrafu A = [£g. W praktyce dla nieduzych dodatnich bigraféw
ograniczenie to jest znacznie mniejsze.

(c) Ograniczenie na pierwiastki dodatniego bigrafu (z pewnymi dodatkowymi zalozenia-
mi) mozna réwniez znalezé przy pomocy algorytmu Lagrange’a opisanego w [56, Remark 3.8].
Algorytm ten sprowadza ga do postaci kanonicznej, a nastepnie znajduje osobne ograniczenie
na kazda ze wspélrzednych wektora v bedacego potencjalnym pierwiastkiem ga, patrz [52]
oraz [21, Algorithm 5.5].

W algorytmie 4.1.15 wykorzystujemy nastepujacy fakt.
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Lemat 4.1.17. Jedli A jest dodatni, to zbiér pierwiastkow Ra = {v € Z"; qa(v) =
v-Ga - v = 1} jest skoficzony.
Dowéd Patrz [52] oraz [55, Proposition 4.1].

Algorytm 4.1.18. (ALGORYTMINFLACYJNY)
Wejscie: Niesymetryczna macierz Grama G x € M,(Z) P-krytycznego bigrafu A
0 |Ag| = n > 3 wierzcholkach oraz wierny wektor h = (hy, ..., hy) # 0 taki, ze Ker qx = Z-h.
Wyjscie: E-typ DA P-krytycznego bigrafu A.
1° Podstaw A := A oraz utwoérz symetryczng macierz Grama Ga = %[GA + G‘X] dla
bigrafu A.
2° Dla kazdego wierzcholka ¢ € {1,...,n} takiego, ze h. < 0 wykonaj nastepujace
operacje:
A=t A (tzn. Ga := (E.)" - Ga - E7, dla E; = diag(1,...,1,—1.,1,...,1));
h:=trh (tzn. (tSh). := —h,);
3° Dopéki zadna wspotrzedna wektora h nie przekroczyla 6 oraz zbioér przerywanych
krawedzi AT jest niepusty wykonuj nastepujace operacje:
Wybierz dowolna przerywana krawedz e,- - -ep;
A=t A (tzn. Ga = (E))" - Ga - E,,, dla E, jak w lemacie 2.3.3);
h:=t},(h) (tzn. t}, (h) == he + hs);
4° Sprawdz ktéremu z graféw DA € {An, ﬁ)n, IE(;, IE7, Eg} (przy pewnej numeracji wierz-
cholkéw) odpowiada macierz Ga;
5° Zwroé DA,

Uwaga 4.1.19. Bigrafy t_A, t_; A bedace odpowiednio inflacja A w wierzchotku ¢ € A
oraz inflacja A wzgledem niepustego zbioru krawedzi Af(a, b) zostaly opisane w pracy [58,
Definition 3.1] (a takze w definicji 2.3.2).

Uwaga 4.1.20. (a) Opis algorytmu inflacyjnego mozna znalezé w [58, Algorithm 3.1]
(zobacz takze [31, Algorithm 5.4]). Z udowodnionego tam twierdzen (zobacz [58, Theorem
3.2] oraz [31, Theorem 5.2]) wynika, ze istnieje E-typ DA dla gléwnych bigraféw. Poniewaz
P-krytyczne bigrafy sa gtéwne (patrz twierdzenie 2.1), wiec istnieje dla nich E-typ.

(b) W algorytmie 4.1.18 korzystamy z nastepujacego faktu: jesli Kerga = Z - h, gdzie A
jest P-krytycznym bigrafem o |Ag| = n > 3 oraz h = (hy,...,h,) # 0, to —6 < h; < 6 dla
dowolnego i € {1,...,n} (zobacz rozdzial 2.1).

(c) Poniewaz po zakonczeniu kroku 2° wektor h jest dodatni (tzn. h; > 0 dla dowolnego
i €{1,...,n}), zas operacje z kroku 3° zwiekszaja wspélrzedne wektora h, wiec algorytm sie
zakonczy po skonczonej liczbie krokéw.

(d) Petla z kroku 3° algorytmu 4.1.18 wykona sie co najwyzej 5n razy. W kazdym prze-
biegu petli wykonujemy mnozenie macierzy G = E&f’" ‘G- E, dla wybranych wierzchotkow
a,b € Ay takich, ze e,- - -e5. Poniewaz algorytm mnozenia macierzy dziala w czasie O(n?),
zatem krok 3° mozna wykonaé¢ w czasie O(n?).

(e) W kroku 4° w celu znalezienia grafu Euklidesa DA € {A,,D,,Eq E; Es} takiego,
ze Gpa = P - G - P, dla pewnej macierzy permutacji P € §n, mozna przejrzeé caly zbior
macierzy §n Jest to jednak bardzo czasochlonne, dlatego postepujemy w nastepujacy sposob:
obliczamy ciag stopni s = (s1,...,s,) wierzchotkéw grafu A (otrzymanego po skonczeniu
kroku 3°). Nastepnie sprawdzamy, czy s; = 2 dla kazdego 1 < ¢ < n. Jedli tak, to DA
z kroku 4°, to A,,_1. W przeciwnym wypadku sprawdzamy, czy w ciagu stopni s wystepuja dwa
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wierzchotki stopnia 3 lub jeden wierzcholek stopnia 4. W przypadku pozytywnej odpowiedzi,
DA =D,,_4, za$ w przypadku negatywnej DA € {Eg,E;, Eg}. Zatem krok 4° mozna wykonaé
w czasie O(n?), za$ caly algorytm 4.1.18 dziata w czasie O(n?).

Algorytm 4.1.18 mozna poprawié¢ stosujac algorytm mnozenia macierzy wykorzystujacy
szczegOlne wlasnosci macierzy E;, E_. z krokow 2° i 3°.

Algorytm 4.1.21. (WIELOMIANYCOXETERADLAPKRYTYCZNYCHBIGRAFOW)

Wejscie: Lista NG niesymetrycznych macierzy Grama P-krytycznych bigraféw A o funk-
cjonalach Grama nalezacych do P-kryt? oraz 3 <n = |Ag| < 10.

Wyjscie: Lista All.ox wielomianéw Coxetera dla P-krytycznych bigraféw o niesymetrycz-
nych macierzach Grama nalezacych do NG.

1° Niech §n:GENERUJMACIERZOWAGRUPEPERMUTACJI(n);

2° Niech All.ox bedzie pusta lista;

3° foreach (int[ , ] Ga in NG) {

4°  foreach (int[,] P in S,) {

5° G, := P .Gx - P;

6° Niech G2 bedzie macierza gérnotrojkatng skonstruowang z macierzy G1 = [gj]
(tzn. if ((i > j)&&(gi;! = 0)) then { gji == gji + gij; gij := 03});

7° Coxp 1= -Gy - GQ_”;

8° coxa (t) = det(t - E — Coxa), gdzie E jest macierza identycznosciowa;

9° if (coxa(t) € Allcox) then dodaj wielomian coxa (t) do listy Allcox;}

10° }

11° return  All.oy;

Uwaga 4.1.22. W algorytmie 4.1.21 korzystamy z faktu, ze wielomian coxa (t) bigrafu
A € UBigr, zalezy od numeracji wierzchotkdéw, nie zalezy natomiast od macierzy znaku
£e 6’21 dzialajacych na tych bigrafach, patrz [58]. Dlatego w kroku 1° zamiast generowaé cala
grupe ortogonalna O(n,Z) generujemy tylko grupe macierzy permutacji §n

4.2. Algorytmy dla prawie T P-krytycznych posetow

W rozdziale tym przedstawimy algorytmy, ktéry postuzyly do znalezienia pelnej listy
prawie T P-krytycznych posetéw jednopikowych oraz opisu sieciowych systemow pierwiastkéw
dla tych posetéw. Przy znalezienia pelnej listy prawie T P-krytycznych posetéw korzystamy
z faktu (udowodnionego w twierdzeniu 3.2.6), ze takie posety maja co najwyzej 9 elementéw.
Opiszemy réwniez metode, ktora postuzyta nam do znalezienia defektu oraz zredukowanej
liczby Coxetera dla posetéow z rozdziatu 3.3. Podamy takze metode znajdowania macierzy
B € M, (Z) zadajacej Z-dwuliniowa réwnowazno$¢ miedzy posetem I a grafem Euklidesa Ay,
gdzie Ay € {A3, A5, Dn, EG, ]E7, Eg}

Dla posetu I = {1,...,n} macierz Eulera (niesymetryczna) C; kodujaca poset I jest
jednoczesnie niesymetryczna macierza Grama pewnego bigrafu A; = (A, Ap). Bigraf ten
mozna opisa¢ w nastepujacy sposéb:

o Ag={1,....,n,n+ 1},

e jesli ¢;; > 0 oraz ¢ # j, to w bigrafie A; mamy c¢;; przerywanych krawedzi e;- - -,

e jesli ¢j; < 0 oraz i # j, to w bigrafie A; mamy |c;;| ciagtych krawedzi o; oj.
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Zatem algorytmy opisane w podrozdziale 4.1 dla bigraféw mozna stosowaé dla posetéw jed-
nopikowych I, jak i dla posetéw T = I'\{x}.

Algorytm 4.2.1. (PRAWIETPKRYTYCZNEPOSETYJEDNOPIKOWE)
Wejscie: Liczba catkowita n > 4;
Wyjscie: Lista PrawieKryt macierzy Titsa prawie T P-krytycznych posetéw jednopiko-
wych oraz lista Kryt macierzy Titsa T P-krytycznych posetéow jednopikowych.
1° Utwoérz puste listy PrawieKryt oraz Kryt;
2° Utworz macierze gérnotrdjkatne Cr = [¢;;] € M, (Z) o wspdlczynnikach ¢;; € {0,1}
spelniajace nastepujace warunki:

® Cci1 = =cCpp = 1;

e jesli ¢;j = 1 oraz cjs = 1, to ¢;s = 1 dla dowolnych 1 <1i < j < s <n;

3° Dla kazdej macierzy z punktu 2° utwérz macierz Titsa Cr= [CT%T‘#} e M, +1(Z),
1
gdzie U = | : |;
1
4° Wybierz spoéréd macierzy z punktu 3° te, dla ktérych éT =Cr+ 6’? spekia kazdy
z nastepujacych warunkéw:

o det @T = 0;

e dla dowolnego j € {1,...,n} macierz Cr [7] powstala z Cr przez usuniecie j-tego wier-
sza 1 j-tej kolumny jest dodatnio okredlona, tzn. spelnia kryterium Sylvestera opisane
w podrozdziale 4.1;

i dodaj je do listy PrawieKryt. Jesli dodatkowo macierz aT[n + 1] powstala z éT przez
usuniecie wiersza n+1 i kolumny n+1 jest dodatnio okreslona, tzn. spetnia warunki kryterium
Sylvestera, to dodaj Cr do listy Kryt;

5° return PrawieKryt, Kryt;

Uwaga 4.2.2. Poniewaz dla prawie T P-krytycznych posetéw jednopikowych I liczbe ele-
mentow tego posetu jest ograniczona, tzn. 5 < |I| = n+1 < 9, wiec algorytm 4.2.1 wykonujemy
dlan=4,5,6,7,8.

Algorytm 4.2.3. (DEFEKTORAZZREDUKOWANALICZBACOXETERA )

Wejscie: Macierz Titsa C; gléwnego posetu I o |I| = n oraz wektor h € Z" taki, ze
Kerqr =7 - h.
Wyjécie: Defekt Oy : Z" — Z oraz zredukowana liczba Coxetera €;.
1° Utwdérz macierz Coxetera Coxy = —61 . (7;“";

2° Ustaw ¢ :=1 oraz W := (Tc;q;

3° Niech T' = [T1,...,T,] bedzie wektorem takim, ze T = =z - 60\)(1 — x, gdzie
x = [z1,. .., Tpl;

4° Niech 0 = nwd(T1,...,T,) € Zx];

5° if(0 jest liczba){ ¢ := ¢+ 1; oraz Cox; := Cox; - W; i idz do kroku 3%}
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6° else{ T := [a R 8] Sprawdz, czy T'=h lub T' = —h. Jedli tak, to return (0,c),
jesli nie to {c =c+ 1; Cox; = Coxy - W i id# do kroku 3°};

Uwaga 4.2.4. Z [56, Theorem 4.7] (a takze twierdzenia 3.5.1), wynika, ze jesli I jest
gléwny, to istnieje liczba €7 > 1 oraz 0; : Z" — Z takie, ze Per (z) = x + 9r(x) - h. Calkowity
wektor h # 0 taki, ze Ker g qr = Z - h znajdujemy rozwiazujac uktad Z-réwnan liniowych
Cr-al" = 0, gdzie C; = C; + C” Do rozwigzania tego ukladu uzywamy funkcji isolve
w Maple dostepnej w pakiecie LlnearAlgebra. Na podstawie twierdzenia 3.5.1, algorytm
4.2.3 zastosowany dla prawie T'P-krytycznych posetow jednopikowych zwraca zredukowang
liczbe Coxetera ¢; oraz defekt O : Z' — 7. Ponadto z obliczen komputerowych dla prawie
T P-krytycznych posetéw jednopikowych wynika, ze ¢; < 30.

Algorytm 4.2.5. (USTAWIANIEPIERWIASTKOWWORBITY)
Wejscie: Macierz Titsa Ci dodatniego posetu I o |I| = n oraz lista L; wszystkich pier-
wiastkéw posetu I, tzn. wektoréw v € Z™ takich, ze v - 61 o =1,
Wyjscie: Tablica list Orb zawierajaca pierwiastki posetu I poustawiane w d r-orbity, tzn.
pierwiastki z i-tej (IDI orbity znaJdqu sie na liscie Orb[ .
1° Utworz macierz Coxetera Coxl = —CI C’ tr.
2° i:=1; Utwoérz pusta liste Orbli];
3° while(lista L jest niepusta) {
4°  Wez pierwiastek v z listy L i zapamietaj go jako vg;
5°  Usun pierwiastek v z listy Ly;
6°  Dodaj vy do listy Orbli];
7°  Utwbérz wektor v; = v - 60\}{[;
8°  while(v; <> vp){

9° Dodaj v; do Orbl[il;

10° Usun vy z Ly;

11° v = vy - Coxy;}

12°  Utwdrz nowa orbite Orb[i + +];
13° }

Ereturn Orb;

Uwaga 4.2.6. Liste wszystkich pierwiastkéw dodatniego posetu I (ze struktura Titsa)
znajdujemy stosujac algorytm OGRANICZONEZLICZANIE opisany w podrozdziale 4.1.

Operacje usun pierwiastek z listy rozumiemy jako oznaczenie pierwiastka jako usuniety,
tzn. usuniety[i] = true. Zatem algorytm 4.2.5 mozna zaimplementowaé w czasie
O(|Lg| - n?), gdzie n? jest zlozonoscia pomnozenia wektora przez macierz o n-wierszach
i kolumnach.

Algorytm 4.2.7. (TuBYDLAPIERWIASTKOWODEFEKCIEZEROWYM )

Wejscie: Macierz Titsa Cr prawie T P-krytycznego posetu jednopikowego I o |[I| =n >5
oraz wektor 0 # h = (hq,..., hy,) taki, ze Kerqr = Z - h.

Wyjscie: T - tablica list zawierajacych wektory tworzace tuby, tzn. na liScie T[i] znajduja
sie wektory w, u[l],...,u[2 - s,] (rysunek 4.2.10) bedace fragmentem i-tej tuby klepsydralne;
rangi Sy.

1° Zmajdz s € {1,...,n} takie, ze h, € { 1,+1};
2° Utwérz macierz Coxetera—Tltsa tzn. Coxl = —C’I C'_”
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3° Niech 6}8) bedzie macierza powstala z macierzy 6] przez wyzerowanie wszystkich
wspotczynnikow z s-tej kolumny oraz wszystkich wspotczynnikow z s-tego wiersza za wyjat-
kiem wspétczynnika cgs = 1;
4° Niech Lj bedzie lista wszystkich pierwiastkéw dla funkcjonatu zakodowanego przez
é}s). Lista ta jest skonczona, bo macierz é}s) + C*}S)“" jest dodatnio okreslona. Lista Ly jest
uzyskana za pomocg algorytmu OGRANICZONEZLICZANIE;
5° Niech 51 bedzie defektem prawie T P-krytycznego posetu I policzonym za pomoca
algorytmu DEFEKTORAZZREDUKOWANALICZBACOXETERA;
6° Wybierz z listy L; pierwiastkow te pierwiastki v € Ly, dla ktérych defekt jest zerowy,
tzn. 51(7)) = 01 dodaj je do listy RLy;
7° Ustaw pierwiastki z listy RL; w orbity w anlogiczny sposob, jak w USTAWIANIE-
PIERWIASTKOWW ORBITY i zapisz wynik do tablicy list Orb, tzn. w liscie Orb[i] znajduja sie
pierwiastki z i-tej ®;-orbity poustawiane tak, ze Orb[i][j + 1]=Orb]i] [j]-C/(;q;
8° Zapisz w tablicy T'S dtugosci réznych o r-orbit Orb, gdzie przez dtugosé i-tej d r-orbity
Orb rozumiemy liczbe réinych pierwiastkéw z tej ®-orbity (tzn. |Orbli|);
9° foreach(int s in 7°S){
10°  Woybierz z tablicy ®-orbit Orb te orbity, ktére majg dhugosé s i zapamietaj je
jako OP, tzn.
k=0l =0;
for(int i = 150 <= |Orb|; i + +){
if(|Orb[i]|==s) { kK = k + 1; OP[k]=Orbli]; }
}
11°  Dla kazdych p < ¢, p,q € {1,...,|OP|} oraz s > 2 wykonaj:
for(i = 1;0 < |OP[p]|; i + +){
for(j = 1;5 < |OP[q][; j + +){ R
w = OP[pl[i] (tzn. wez i-ty pierwiastek z p-tej ®-orbity i zapisz go jako w);
u[1] = OP[g][j]; @[1] = u[1] - Coxy;
w[2] = u[1] + u[1] - Cox; — w; @[2] = u[2] - Coxy;
for(k =3k <2-s; k++){
ulk] = u[k — 1] + ulk — 1] - Cox; — u[k — 2] - Cox;
@[k] = ulk] - Cox3}
Sprawdz, czy dla kazdego [ € {1, ..., s}
o wektory u[l + s] — u[l],u[2 + s] — u[2],...,u[l + s] — u[l] sa postaci A-h
dla jakiego$ \ € Z oraz
o wektory ull], @[l], @[l — 1], u[l + 1] tworza ®;-oczko, tzn. ull] + W[l =
wll — 1] + ull + 1].
Jedli tak, to dodaj wektory w, u[l],...,u[2- s] do listy T[il] oraz il =il 4 1;

}

}

W przypadku, gdy s = 2 krok 11° nalezy odrobing poprawi¢. Jako w bierzemy
wektor zerowy, za$ jako u[l] = OP[p][i] (tzn. i-ty wektor z p-tej ®-orbity). Pozostale operacje
pozostaja bez zmian.

}

12° return T
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Uwaga 4.2.8. Opis tego algorytmu mozna znalezé w artykule [56]. Zlozonosé algorytmu

~(s)

4.2.7 jest zdominowana przez wyznaczenie (w kroku 4°) zbioru pierwiastkow dla g Is za pomoca
algorytmu OGRANICZONEZLICZANIE.

Poniewaz I jest prawie T P-krytycznym posetem jednopikowym, wiec na mocy wniosku
3.2.7 zachodzi nieréwnosé 5 < [I| =n < 9. Ponadto dla dowolnego j < n — 1 wspoélrzedne h;
wektora h sa niezerowe oraz istnieje s < n takie, ze hy € {—1,+1}.

7 dodatniosci funkcjonatu Titsa ?jgs), dla s < n wynika, ze zbioér pierwiastkéw z kroku
4° jest skonczony. W szczegélnosci wybrany z tego zbioru podzbiér pierwiastkéw o defek-
cie zerowym jest skofczony (krok 6°) oraz skonczone sa <T>porbity dla tych pierwiastkéow
(krok 7°). Na podstawie [56, Theorem 4.7] dlugosci ®;-orbit pierwiastkéw o defekcie zero-
wym sg skonczone i dziela zredukowana liczbe Coxetera ¢; > 1. ObliczyliSmy, ze dla pra-
wie T P-krytycznych posetéw jednopikowych é; < 30. Z [56, Theorem 5.3] wynika, ze o
oczkowy kolczan dla pierwiastkéw v € 8°Rg, ma ksztalt tuby klepsydralnej rangi s,, gdzie
Sy = |§>1—(9rb(v)\.

Uwaga 4.2.9. Algorytm 4.2.7 stosujemy réwniez dla posetéow T = I\{x} powstalych
z posetéw T P-wyjatkowych I przez usuniecie pika x. Wowczas wejsciem dla tego algorytmu
jest macierz incydencji Cp posetu T oraz wektor 0 # h € Z" taki, ze Kerqr = Z - h.

RYSUNEK 4.2.10. FRAGMENT KOLCZANU ®;-OCZKOWEGO

Orb(w) : — w— = — — — — — — — Sr(w)— — — — —

N
/
\
/

Orb(u[l]):  w[l]— — — —@1 = ;@A) — — — — — — — — — oy (w[1])
AN / T~ N —
Orb(ul2]) : — —uf2] < ————— wg = Pr(uf2]) — — — —
\
Orbuf)): - = === = uf3] < ————— @5 = By (uf3))
Orb(u[d]): ———=————— ——————= ul4] K - =
Orb(ulr]) :

Algorytm 4.2.11. (KOLCZANOCZKOWYZPIERWIASTKOWODEFEKCIEDODATNIM)

Wejscie: Macierz Titsa Cr prawie T P-krytycznego posetu jednopikowego I o |[I| =n >5
oraz wektor 0 # h = (hq,..., hy,) taki, ze Kerqr = Z - h.

Wyjscie: T - lista zawierajaca wektory tworzace fragment kotcznéw oczkowych, tzn. na
liscie T znajduja sie wektory u[l], ..., u[s,],w[1], ..., w[s;] (rysunek 4.2.14) tworzace fragment
kotczanu (f[—oczkovvego.

1° Zmajdz s € {1,...,n} takie, ze hy € {—1,+1};
2° Utwdérz macierz Coxetera-Titsa, tzn. 6(;(1 = —CA’I . él_”;

3° Niech 6}8) bedzie macierza powstala z macierzy 6[ przez wyzerowanie wszystkich
wspoOtczynnikow z s-tej kolumny oraz wszystkich wspotczynnikow z s-tego wiersza za wyjat-
kiem wspoélczynnika cgg = 1;

4° Niech Lj bedzie lista wszystkich pierwiastkéw dla funkcjonalu zakodowanego przez
6}8). Lista ta jest skonczona, bo macierz (7}” + 6}5)” jest dodatnio okreslona. Lista Ly jest
uzyskana za pomoca algorytmu OGRANICZONEZLICZANIE;
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5° Niech 51 bedzie defektem prawie T P-krytycznego posetu I policzonym za pomoca
algorytmu DEFEKTORAZZREDUKOWANALICZBACOXETERA;

6° Wybierz z listy L pierwiastkow te pierwiastki v € Ly, dla ktorych defekt jest dodatni,
tzn. Or(v) > 0, i dodaj je do listy RLy;

7° Przy pomocy pierwiastkéw z listy RL; oraz macierzy Coxetera-Titsa utwérz frag-
menty d a-orbit dla pierwiastkéw o defekcie dodatnim (tzn. niech liczba pierwiastkéw w o I-
orbitach bedzie < M). Zapisz je w tablicy list Orb, tzn na licie Orb[i] znajduja sie pierwiastki
z i-tej ®r-orbity poustawiane tak, ze Orbl[i][j + 1]=Orb]i] [j}-éo\)q;

8° Znajdz wsréd Orb skrajne orbity, tzn. p,q € {1,...,|Orbl|}, p # ¢ takie, ze Orb[p][i] =
Orb[q][j] + Orb[q][j] - Cox; dla pewnych i € {1,...,|0rb[p]|}, 7 € {1,...,|Orb[q]|}. Zapisz
skrajne orbity w tablicy Sk wraz z i i j (tzn. Sk[k, 1] = p, Sk[k, 2] = ¢, Sk[k, 3] = i, Sk[k, 4] = j,
gdzie k jest k-ta skrajna EI\>I—01rbitz%).

9° for(int i = 1; < [Sk|; ¢ + +){

10°  p=s[i,1]; il = s[i, 3]; ¢ = s, 2]; i2 = s[i, 4];

11° w[t] = Orblp][i1]; u[2] = Orblg][i2;

12°  for(int £k =2; kK < |Orb| — 1; k + +){

13° ulk + 1] = u[k] + u[k] - Cox; — ulk — 1] - Coxy;
14° Sprawdz, czy ulk + 1] nalezy do ktérej$ orbity oraz nie jest to ta sama

orbita, do ktérej nalezy wulk]. Jesli nie, to sprawdz, czy istnieje orbita j taka, ze wektory
Orb[j][#3] + Orb[4][i3] - Cox; oraz u[k] sa réwne, dla pewnego 3.
e Jedli istnieje taka orbita, to zapamietaj w[k] = Orb[j][i3] oraz popraw
ulk + 1] tak, ze ulk + 1] = u[k] + u[k] - Cox; — u[k — 1] - Cox; — w[k] - Cox;.
e Jedli nie istnieje taka orbita, to znajdz orbity r # [ takie, ze wektory u[k],
Orb[r][r1] 4 Orb]r|[r1] .Cox; — Orb[l][I1] sa réwne; zapisz w[k] = Orb[r][rl] oraz zmieh u[k+ 1]
tak, ze u[k + 1] = u[k] + u[k] - Cox; — u[k — 1] - Cox; — w[k] - Cox;. }
15°  Dodaj wektory u[l],...,u[Orb], w[l],...,w[Orb] do T';}
16°return 77

Uwaga 4.2.12. Zlozonoéé¢ tego algorytmu jest zdominowana przez wyznaczenie zbioru
pierwiastkéw dla dodatniego funkcjonatu Titsa 6}5), gdzie s < n+ 1, takie, ze hy € {—1,+1}.
Poniewaz I jest prawie T'P-krytycznym posetem, wiec na mocy wniosku 3.2.7 jadro jest postaci
Kergr = Z - h, gdzie h = (h1,...,hp, hnt1), hi # 0 dla dowolnego i < n. Ponadto istnieje
s < n+ 1 takie, ze hy € {—1,+1}. Liczba </ISI—0rbit dla prawie T P-krytycznych posetow
jednopikowych nie przekracza 9.

W celu uzyskania kotczanu o r-oczkowego dla pierwiastkow o defekcie ujemnym nalezy
zmodyfikowaé krok 6° tak, by wybieraé z listy L; pierwiastki o defekcie ujemnym.

Uwaga 4.2.13. W przypadku P-krytycznych posetow T = I\{x} (gdzie I jest TP-

wyjatkowym posetem jednopikowym), ktére sa Z-dwuliniowo réwnowazne z A3z lub A5 nalezy
poprawi¢ krok 8° algorytmu 4.2.11. Dokladniej, zamiast zaczaé¢ od orbit skrajnych nalezy
zaczaé od ®p-oczka rzedu 2.
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RYSUNEK 4.2.14. FRAGMENT KOLCZANU ®;-OCZKOWEGO DLA PIERWIASTKOW O 07 > 0

Orb]):  wl]— — = =) - —— ————5 < — — —
N s T

Orb(u[2]) : - —u2-—-= - == Srwp)—-——— — — =
\ / \ ~

Orb(uf3)):  ——— ——— ] ———— — — — Dr(uf3]) — — —
~. 7 ~

Orb(uld]):  ————-———-—-——— ud] = — - — — — — 3, (ul4))
/ \A 7

Orb(w[4]):  ——— ——— wld]— — — — — & (wld]) #— —

Orb(ufs):  ——=———-—-=- ——— — ———~— ulf] — — — —

\
Orb(uf6]):  ——— ———= — — — — ————— — — — — u[6)]

5. Podsumowanie

Zasadniczym celem rozprawy doktorskiej byla klasyfikacja spektralna Coxetera
P-krytycznych bigraféw oraz prawie T P-krytycznych posetéw jednopikowych a takze opi-
sanie, sieciowych systemow pierwiastkow dla prawie T P-krytycznych posetéw jednopikowych.

Przedstawiliémy konstrukcje P-krytycznych bigraféw o n 4+ 1 wierzchotkach z dodatnich
bigraféw o n > 2 wierzchotkach i ich wiernych pierwiastkow. ZdefiniowaliSmy dzialanie gru-
py ortogonalnej O(n,Z) na bigrafach. Stosujac wspomniang konstrukcje podaliSmy pelna
liste P-krytycznych bigraféw o liczbie wierzchotkoéw nie przekraczajacej 10, z doktadnoscia
do dziatania grupy ortogonalnej O(n,Z) na tych bigrafach. Udowodniliémy twierdzenia cha-
rakteryzujace P-krytyczne bigrafy. W szczegdlnosci pokazalidémy, ze bigraf A = (A, Aq)
o liczbie wierzchotkéw |Ag| > 3 jest P-krytyczny wtedy i tylko wtedy, gdy jest nieujemny
oraz Kerga = 7Z - h, gdzie h € Z" jest wiernym wektorem. Zatem klasyfikacja P-krytycznych
bigraféw (spéjnych i bez petli) redukuje sie do klasyfikacji krytycznych bigraféw [26]. Udowod-
niliSmy, ze zbiér pierwiastkéw dla P-krytycznych bigraféw jest nieskonczony. Pokazalismy, ze
bigraf bez petli jest dodatni wtedy i tylko wtedy, gdy zbidér pierwiastkéw (z jedynki) tego bi-
grafu jest skonczony. Ponadto podaliémy pelng liste wielomianéw Coxetera dla P-krytycznych
bigraféw o liczbie wierzchotkéw nie przekraczajacej dziesieciu.

Ciekawym problemem, ktérego nie poruszyliémy w rozprawie, jest opisanie kotczanéw ®a-
oczkowych dla P-krytycznych bigraféw A, w szczegdlnosci zbadanie typu tubularnego tuba
dla rozwazanych bigraféw. Innym problemem, nad ktérym warto sie pochyli¢ jest opisanie jak
zmieniajg sie wielomiany Coxetera dla P-krytycznych lub dodatnich bigraféw wraz ze zmiana
numeracji wierzchotkdw.

W rozprawie scharakteryzowaliémy prawie T P-krytyczne posety jednopikowe. Sktadaja sie
na nie posety T'P-krytyczne (jest ich 115) oraz posety T P-wyjatkowe (jest ich 17). Udowodni-
lidmy, ze poset jednopikowy I jest prawie T'P-krytyczny wtedy i tylko wtedy, gdy 5 < |[I] < 9,
I jest nieujemny oraz Ker q; = Z - h, gdzie h jest prawie wiernym wektorem.

Pokazalidmy, ze prawie T P-krytyczne posety jednopikowe maja co najwyzej 9 elementow.
Stosujac algorymy opisane w rozdziale czwartym podaliSmy pelng liste jednopikowych posetdw
prawie T P-krytycznych, a takze opisaliSmy kolczany d r-oczkowe dla prawie T P-krytycznych
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posetow. W przypadku posetéw T P-wyjatkowych opisaliémy réwniez kolczany ®r-oczkowe
dla posetéw T = I'\{x}.

Udowodnilismy, ze poset jednopikowy jest T P-wyjatkowy wtedy i tylko wtedy, gdy
5 < |I €9, qpr = (/1(1*) i q; sa nieujemne oraz Kerq; = Z - h, Kerqpr = 7Z - h™, gdzie
h™ = (hy,..., hy) jest nil-wektorem, zas h = (h™,0) jest prawie wiernym wektorem.

W pracy [48] A. M. Polishchuk wyrdznia na licie posetéw P-krytycznych (w sensie
Bondarenko-Stepochkina) posety stabo P-krytyczne (w sensie Bondarenko) oraz podaje przy-
ktad takiego posetu T'. Okazuje sie, ze poset I = T'U{x} znajduje si¢ na przedstawionej przez
nas w rozdziale 3.3 liScie posetéw T'P-wyjatkowych (poset L127). Istnieje podejrzenie, ze jedno-
pikowy poset I jest T'P-krytyczny wtedy i tylko wtedy, gdy T' = I\{*} jest stabo P-krytyczny
(w sensie Bondarenki). Niestety do tej pory nie udalo sie tego pokazaé.

Wykorzystujac wyniki publikacji [35, 47, 53, 54, 55, 56, 57, 58] przedstawiliémy w rozpra-
wie pakiet algorytméw (wraz z oszacowaniem zlozonosci czasowej), ktére postuzyly nam do
klasyfikacji P-krytycznych bigraféw (bez petli) oraz prawie T P-krytycznych posetéw jednopi-
kowych, m.in. algorytm konstruujacy P-krytyczne bigrafy o n + 1 wierzchotkach z dodatnich
bigraféw o n wierzchotkach i ich wiernych pierwiastkow; implementacje grupy ortogonalnej
O(n, Z); algorytm znajdujacy reprezentantéw O(n, Z)-orbit zaréwno dla P-krytycznych bigra-
fow jak i dla dodatnich bigraféw; implementacje algorytmu inflacyjnego dla P-krytycznych
bigrafow; algorytm pozwalajacy znalezé pelng liste prawie T P-krytycznych posetéw jednopi-
kowych. OpisaliSmy réwniez metode pozwalajaca znalezé defekt i zredukowana liczbe Coxetera
dla prawie T P-krytycznych posetéw, a takze implementacje algorytméw stuzacych do opisu
sieciowych systemoéw pierwiastkéw dla prawie T P-krytycznych posetow.
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