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Tematem rozprawy jest klasa czeSciowo przemiennych graféw bezkontek-
stowych. Jest to model obliczen odzwierciedlajacy zaréwno rekurencyjne jak
i wspéibiezne zachowania programéw. W dziedzinie automatycznej weryfikacji
i analizy programéw istnieje zapotrzebowanie na systemy, ktére potrafia mo-
delowaé rozne aspekty programow a przy okazji posiadaja dobre wlasnosci al-
gorytmiczne. Wydaje sie, ze jestedmy wcigz na poczatku drogi ku efektywnej
automatycznej weryfikacji, nie mniej jednak niektére techniki stosowane sg juz
w przemysle.

Rezultaty przestawione w tej pracy sa podzielone na dwie glowne czedci.
Pierwsza z nich skupia sie na wyrazalnosci badanego modelu, druga przestawia
metody jego analizy. Czes¢ algorytmiczna dotyczy gléwnie probleméw osiagal-
nosci oraz sprawdzania rownowaznosci.

Grafy bezkontekstowe. Jednym z powszechnie znanych formalizméw w teo-
rii jezykdéw i automatow sa gramatyki bezkontekstowe. Najwygodniejsze z punktu
widzenia weryfikacji i analizy systeméw sa gramatyki w postaci Greibach. Gra-
matyka w postaci Greibach sklada sie z nieterminali, liter alfabetu oraz produk-
cji postaci:

X5 X, Xy, (1)

gdzie X, X1,..., X} sa nieterminalami, a zas$ jest literg alfabetu. Dozwolone sa
produkcje postaci X —— .

Dla gramatyki bezkontekstowej mozemy w sposéb naturalny zdefiniowaé graf
konfiguracji. Jest to graf etykietowany!, ktérego wierzchotkami sg wszystkie kon-
figuracje (czyli w tym wypadku slowa zlozone z nieterminali) a krawedzie od-
powiadaja produkcjom. Taki graf nazywamy grafem bezkontekstowym, a klase
grafow grafami bezkontekstowymi.

Przyktad 1 Jako ilustracje rozwazmy nastepujaca gramatyke bezkontekstows
w postaci Greibach z dwoma nieterminalami: S i B, trzema literami: a, b i s

LW rzeczywistosci jest multigraf, gdyz moze istnieé¢ wiele krawedzi, etykietowanych réznymi
literami, pomiedzy para tych samych wierzchotkéw. Nie mniej jednak w tym tekscie uzywamy
terminu graf.



oraz trzema produkcjami
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Przyktadowy wywéd stowa a?sb? to
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a jezyk generowany przez te gramatyke dla nieterminala poczatkowego S to
zbidér stéw postaci a”sb™ dla n > 0. Graf konfiguracji jest nastepujacy:
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Grafy bezkontekstowe sa uwazane za podstawowy model rekursji w progra-
mach. Produkcja X —% Y Z jest interpretowana jako wywolanie rekurencyjne
procesu potomnego w stanie Y z procesu w stanie X. Po zakoficzeniu procesu
potomnego proces pierwotny rozpocznie dalsze obliczenie w stanie Z. Produkcja
ta moze by¢ zaobserwowana z zewnatrz systemu jako zdarzenie typu a.

Przemienne grafy bezkontekstowe. Modelem bardzo podobnym do gra-
matyk bezkontekstowych sa mniej znane przemienne gramatyki bezkontekstowe.
One takze skladaja sie z nieterminali, liter oraz produkcji postaci (1). Réznica
jest interpretacja produkcji: pomijamy ograniczenie dotyczace lewostronnosci
wywodu. Intuicyjnie porzadek nieterminali w produkcji jest tu nieistotny, tak
jakby byly one zupelnie przemienne. Jezyki definiowalne przez takie gramatyki
nazywamy przemiennymi jezykami bezkontekstowymi.

W tym wypadku konfiguracja jest multizbiér nieterminali zamiast stowa zto-
zonego z nieterminali, gdyz kolejno$¢ nie gra roli. Dlatego wierzcholki grafu
konfiguracji to multizbiory nieterminali, a krawedzie jak poprzednio odpowia-
daja produkcjom. Tak okreslony zbiér graféw nazywamy przemiennymi grafami
bezkontekstowymi.

Przemienne grafy bezkontekstowe stuza jako podstawowy model wspo6ibiez-
noéci. Produkcja X —% Y Z jest interpretowana jako instrukcja wywolana przez
proces w stanie X . Skutkuje ona przej$ciem do stanu Y oraz powolaniem procesu
potomnego rozpoczynajacego obliczenie w stanie Z. Poza systemem widoczne
jest tylko, ze nastapito zdarzenie typu a

Ogoélniejsze klasy graféw. Opisane powyzej grafy bezkontekstowe (dalej
zwane sekwencyjnymi) oraz przemienne grafy bezkontekstowe sa szczegdlnymi
przypadkami klasy systeméw zwanych PRS (Process Rewrite Systems) zapro-
ponowanej przez R. Mayra w 1997 roku [14]. Przedstawil on w jednolity spos6b



szereg znanych klas systeméw nieskoniczenie stanowych, miedzy innymi: sekwen-
cyjne i przemienne grafy bezkontekstowe, grafy automatéw ze stosem, sieci Pe-
triego itd. Jedna z podklas PRS sa grafy PA, bardzo naturalne uogdlnienie
zaréwno sekwencyjnych jak i przemiennych graféw bezkontekstowych.
Gramatyka PA sklada si¢ ze skoniczonych zbioréw nieterminali, liter i pro-
dukcji postaci
X 5,

gdzie t jest termem zawierajacym nieterminale w liSciach (jako symboli zero-
argumentowych) oraz dwie operacje dwuargumentowe: zlozenia sekwencyjnego
’2 1 zlozenia réwnoleglego ’||’. Konfiguracjami w tym systemie sa termy. Zto-
zenie sekwencyjne tq;to interpretowane jest jako wykonanie najpierw operacji
dotyczacych termu t1, a potem termu to, a zlozenie réwnolegle t1 || to jako réw-
noczesne przetwarzanie obu terméw. Wierzchotki termu, ktére w danym mo-
mencie mozna przetwarzaé to te liscie, ktorych zaden przodek nie jest drugim
argumentem zlozenia sekwencyjnego. Innymi stowy intuicyjnie nie istnieje ope-
racja, ktora koniecznie musi byé wykonana weczeéniej. Aplikacja produkcji do
takiego liscia polega na zastapieniu liScia prawa strona produkcji. Graf konfi-
guracji okreslamy analogicznie jak w poprzednich rozdzialach, wierzchotki to
termy, a krawedzie odpowiadaja produkcjom.

Grafy PA odzwierciedlaja zaréwno mechanizmy rekurencyjne jak i wspot-
biezne, w zwiazku z czym dobrze nadaja si¢ jako model do takich obliczen.
Problemem sa jednak ich wlasnoéci algorytmiczne. Wiele pytan ma w tym wy-
padku zlozono$é¢ obliczeniowa wyzsza niz dla sekwencyjnych lub przemiennych
graféw bezkontekstowych.

Miedzy innymi ten fakt motywuje poszukiwanie innej naturalnej wspélnej
nadklasy obu klas graféw bezkontekstowych.

Czesciowo przemienne grafy bezkontekstowe. Jak wspominaliémy po-
wyzej produkcje zaréwno w sekwencyjnych jak i przemiennych grafach bezkon-
tekstowych maja te sama postaé (1):

X5 X ... Xg,

ale inng interpretacje. W pierwszy przypadku nieterminale nie moge sie w ogdle
zamienia¢ miejscami, w drugim wszystkie nieterminale moga sie zamienia¢ miej-
scami (wiec istotny jest tylko multizbiér nieterminali).

Ta obserwacja pozwala na ogdlniejsza definicje pozwalajaca niektérym pa-
rom nieterminali zamienia¢ sie ze soba, a innym nie. Pomyst ten jest zaczerpniety
z teorii §ladéw [15, 16, 7], ktéra bada wlasnosci jezykéw stéw w sytuacji, gdy
pozwolimy niektérym literom (terminalom) zamieniaé sie ze soba. Warto jed-
nak podkresli¢, ze te dwa podejscia réznia sie miedzy soba: teoria $ladéw bada
czedciowa przemiennos$é na poziomie liter, a prezentowany pomyst bada jg na
poziomie nieterminali.

Czesciowo przemienna gramatyka bezkontekstowa sklada sie ze skonczonego
zbioru nieterminali V', skoficzonego zbioru liter alfabetu ¥, skonczenie wielu
produkeji A postaci (1) oraz dodatkowo symetrycznej, przeciwzwrotnej relacji



niezaleznosci I C V x V. Powiemy, ze dwa nieterminale X i Y sa niezalezne
gdy (X,Y) € I. Dla ulatwienia definiujemy takze relacje zaleznosci D CV x 'V
jako D = (V x V) \ I i méwimy, ze X 1Y sa zalezne gdy (X,Y) € D. Relacja
D jest zatem symetryczna i zwrotna.

Dwa stowa zlozone z nieterminali nazwiemy réwnowaznymi gdy jedno moze
by¢ przeksztatcone na drugie poprzez ciag operacji zamian par sasiednich, nie-
zaleznych nieterminali. Innymi stowy relacja ta, ~, jest zdefiniowana jako naj-
mniejsza relacja rownowazno$ci zawierajaca pary

(a XY pB,aY X 3)

dla wszystkich par nieterminali (X,Y") € I oraz stéw «, 5 € V*.

Konfiguracja w tym systemie jak klasa abstrakcji relacji ~;. Zauwazmy, ze ta
definicja odpowiada stowu dla sekwencyjnych graféw bezkontekstowych i mul-
tizbiorowi dla przemiennych graféw bezkontekstowych.

Naturalna reprezentacjg konfiguracji jest porzadek czeéciowy, w ktorym nie-
terminal X jest wiekszy od nieterminala Y gdy w kazdym stowie z rozwazanej
klasy abstrakcji ten konkretny X jest wczesniej w stowie niz ten konkretny Y.
Aby tak sie zdarzylo albo nieterminale X i Y muszg byé¢ zalezne albo musi
istnie¢ sekwencja nieterminali 71, ..., Z; taka, ze X jest zalezny z Z1, Z; jest
zalezny 7z Z;q dlai € {1,...,k — 1} oraz Z, jest zalezny z Y.

Przyktlad 2 Dla zilustrowania powyzszego pojecia rozwazmy stowow = CABACDE
oraz relacje D zawierajaca pary (A, B), (B, (), (C, D), (D, E) i symetryczne oraz
pary identycznosciowe. Wéwcezas graficzna ilustracja konfiguracji [w]., wyglada
nastepujaco
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Rysunek 1: Konfiguracja [w]., dla w = CABACDE

Graf konfiguracji jest zdefiniowany naturalnie. Wierzchotki to konfiguracje,
a krawedzie sa postaci
a
[X : a]NI - [’7 . a]N[

dla pewnej produkeji X —— ~ nalezacej do zbioru A. Odpowiadajace jezyki na-
zywamy czesciowo przemiennymi jezykami bezkontekstowymi, a grafy czeSciowo
przemiennymi grafami bezkontekstowymi.

Przechodnia relacja zaleznosci. Zakladajac przechodnio$é relacji zalezno-
$ci otrzymujemy model, ktéry wydaje sie mieé ciekawsze nawet wlasnosci niz



poprzedni. Zauwazmy bowiem, ze dla cze$ciowo przemiennych graféw bezkontek-
stowych relacja zalezno$ci zawsze jest zwrotna i symetryczna, wiec przy powyz-
szym zalozeniu staje sie ona relacja rownowaznosci. Klase abstrakcji tej relacji
nazwiemy wgtkiem. Kazdy nieterminal jest wowczas zalezny z nieterminalami z
tego samego watku, niezalezny zas od nieterminali z innych watkéw. Zauwazmy,
ze w tej sytuacji diagram z Rysunku 2 staje sie zbiorem niezaleznych liniowych
porzadkéw. Konfiguracja jest zatem krotka stow, po jednym slowie dla kazdego
watku.

Powyzsza klase na potrzeby tego autoreferatu bedziemy nazywaé w skrocie
przechodnimi grafami (lub jezykami) bezkontekstowymi.

Przyklad 3 Dla ilustracji rozwazmy nastepujaca gramatyke

s - sp p -~ B B Y ¢

s -4 . P 2 o o & ¢

z poczatkowym nieterminalem S oraz watkami {S, P}, {B} and {C}. Przykla-
dowym wywodem dla stowa aaabbcc jest

s sp-* spp-“pp-tiop — pPc o0 S0 S,

gdzie dla uproszczenia zamiast klas abstrakcji wypisujemy ich reprezentantéw,
konkretne stowa. Zauwazmy, ze kazdy wywdd ma prefiks postaci

S -4, . 4, gpn_ %, pn

oraz z P™ moze by¢ wyprowadzony dowolny przeplot stéw b™ i c”. Zatem jezyk
dla powyzszej gramatyki to

U ara@||cm),

n=0

gdzie przez u || w oznaczamy zbiér przeplotéw stéw w i w.

Przechodnie grafy bezkontekstowe sg réwnowazne bardzo naturalnemu mo-
delowi automatu. Bezstanowy automat wielostosowy jest bardzo podobny do
zwyklego automatu ze stosem, z ta tylko roznica, ze ma wiele stoséw i tylko
jeden stan. Poniewaz od stanu nic nie zalezy, to ignorujemy go w dalszych roz-
wazaniach. Automat w pojedynczym kroku czyta jedng litere z wejscia i wybiera
niedeterministycznie pewna produkcje. W wyniku produkcji pewien symbol sto-
sowy jest zdejmowany a kilka innych (by¢ moze z réznych stoséw) jest wkladane
na odpowiednie stosy.

Odpowiednio$¢ miedzy przechodnimi grafami bezkontekstowymi a bezstano-
wymi automatami wielostosowymi jest naturalna. W automacie stosy odpowia-
daja watkom a symbole stosowe nieterminalom.



Rezultaty Rozprawa doktorska skupia sie na badaniu wtlasnosci czeSciowo
przemiennych graféw bezkontekstowych oraz ich waznej podklasy przechodnich
grafow bezkontekstowych. Wyniki przedstawione w pracy podzielone s na trzy
czedci. Pierwsza cze$é poréwnuje wyrazalnosé opisywanych dwoéch klas oraz in-
nych modeli posiadajacych zaréwno wspdibiezne jak i sekwencyjne wtasnosci.
Druga czes$¢ dotyczy problemu osiagalnosci. Ostatnia bada rozstrzygalnosé pro-
blemu réwnowaznosci dwoch konfiguracji w czesciowo przemiennych grafie bez-
kontekstowym.

Wyrazalno§é. Aby pokazaé, ze pewna klasa struktur Ky ma wyrazalno$é nie
mniejsza niz druga klasa struktur Ko standardowo szuka sie¢ struktury w Ky
takiej, ktora nie ma sobie réwnowaznej w KCo. W zaleznosci od tego jaka ba-
damy rownowazno$¢ mozemy otrzymac rézne odpowiedzi. W przypadku graféw
etykietowanych naturalnym wyborem moze by¢ dobrze znana rownowazno$c je-
zykowa, ale takze inne rodzaje réwnowaznosci semantycznych. Jedna z najwaz-
nych jest réwnowazno$é bisymulacyjna [17, 18], ktéra jako relacja jest zawarta
w rownowaznoéci jezykowej. Badanych byto réwniez wiele innych, zawartych po-
miedzy réwnowaznoscig jezykowa a bisymulacyjna, znanych pod wspélna nazwag,
spektrum van Glabbeeka [8].

W pracy doktorskiej opisane jest poréwnanie wyrazalnosci czesciowo prze-
miennych grafow bezkontekstowych, ich podklasy przechodnich graféw bezkon-
tekstowych i innych, znanych wczeéniej modeli taczacych sekwencyjnosé ze wspol-
bieznoscia. Wiekszosé klas okazuje si¢ by¢ nieporéwnywalnymi, a takie rezultaty
sa najmocniejsze w wypadku najwiekszych relacji. Miedzy innymi dlatego pod-
czas badania wyrazalnosci badana jest wyrazalno$¢ jezykowa opisanych klas.

Rozprawa pokazuje, ze badane klasy graféw bezkontekstowych sg nieporéw-
nywalne z klasa jezykow grafow PA oraz z klasa jezykow bezkontekstowych do-
mknietych ze wzgledu na relacje przemiennosci na literach. Formalnie, ostatnia
klasa zawiera wszystkie jezyki postaci:

: b
{w . EluGL w ~y u}

gdzie L jest pewnym jezykiem bezkontekstowym nad alfabetem ¥, I C ¥ X
>} symetryczna relacja niezaleznosci, a ~; najmniejsza relacja réwnowaznosci
zawierajaca wszystkie pary sléw

(wabw,ubaw)

dla u,w € ¥*, (a,b) € I.

Wyniki dotyczace wyrazalno$ci sa najtrudniejszg technicznie czescia opisy-
wanego rozdziatu. Cze$¢ z nich udalo sie uzyskaé¢ za pomoca lematéw o pom-
powaniu opracowanych specjalnie dla badanych klas. Inne jednak wydaja si¢
wymagaé bardziej subtelnej analizy.

W rozdziale dotyczacym wyrazalnosci rozwazane sg takze inne aspekty klas
czesciowo przemiennych jezykow bezkontekstowych oraz przechodnich jezykéw
bezkontekstowych.



Zbadane sg wlasnosci domkniecia. Obie klasy sa zamkniete na operacje sumy
i przeplotu. Pierwsza z nich jest tez zamknieta na konkatenacje, obrazy homo-
morficzne oraz substytucje. Druga nie jest zamknieta na konkatenacje, w przy-
padku obrazéw homomorficznych i substytucji nie znamy odpowiedzi, jednak
przypuszczamy, ze rowniez nie posiada tej wlasnoéci. Obie klasy nie posiadaja
wlasnosci zamkniecia na odwrotne obrazy homomorficzne i przeciecia z jezy-
kami regularnymi. Powyzsze fakty nie wymagaja skomplikowanych metod, dosyé
standardowe techniki dostarczaja odpowiedzi.

Ostatnim wynikiem w tym rozdziale jest opracowanie wspomnianych wyzej
lematéw o pompowaniu. Dla czeSciowo przemiennych jezykow bezkontekstowych
brzmi on:

Lemat 1 Dla dowolnego czesciowo przemiennego jezyka bezkontekstowego L
istnieje stala N € N taka, Ze jesli w € L, gdzie lw| > N to istniejg stowa
x,Y, 2, 8,t takie, Ze

1. w ez ((s(yl[t)]2),
2. 1< |syt| < N oraz

3. Vm >0, zs"ytmz € L.

Lemat ten przypomina analogiczny dla bezkontekstowych, jedyna réznica
jest to, ze zamiast réwnosci w = xsytz mamy w € x ((s (y||t))||z), czyli za-
miast infikséw otrzymujemy specyficznie wybrane podciagi stowa w. Powyzszy
lemat oraz lematy dla klas jezykéw regularnych, bezkontekstowych i przemien-
nych bezkontekstowych daja sie przedstawi¢ w ogélnym jednolitym schemacie.
Obecnoséé¢ sekwencyjnosci w jezyku powoduje wystapienie dwoch miejsc pom-
powania, obecnos¢ réwnoleglosci zas owocuje wybieraniem podciagdéw zamiast
infikséw. Sytuacje ilustruje rysunek
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Problem osiggalno$ci. Powyzej wspomnielidémy, ze przechodnie grafy bez-
kontekstowe posiadaja naturalny odpowiadajacy model automatu, bezstanowy



automat wielostosowy. W rozprawie rozwazamy problem osiagalnosci dla ogél-
nych automatéw wielostosowych. W szczegdlnosci rozwiazujemy problem dla
przypadku bezstanowego, w ktérym zlozono$é obliczeniowa jest lepsza niz w
ogdlnodci.

Automaty wielostosowe sg zupelne w sensie Turinga, co skutkuje nierozstrzy-
galnoscig problemu osiagalnosci. Okazuje sie jednak, ze po niewielkich ograni-
czeniach ich mocy problem staje si¢ rozstrzygalny, a w wielu przypadkach nawet
NP-zupely. Rozwazaliémy dwa rodzaje ograniczen. Pierwsze z nich to unormo-
wanie: symbol stosowy jest unormowany jezeli jego jezyk jest niepusty, automat
jest unormowany jesli kazdy symbol stosowy jest unormowany. Drugi rodzaj to
ograniczenia na strukture stanéw. Automat jest staby, jezeli istnieje liniowy po-
rzadek na stanach taki, ze dla kazdego przejscia automatu g — ¢’ stan ¢’ jest
mniejszy lub réwny stanowi ¢ w rozwazanym porzadku. Innymi stowy nie ma
nietrywialnych petli w strukturze stanow.

Najprostszym wariantem osiagalnosci jest pytanie o mozliwos¢ osiggniecia
konfiguracji konicowej t z konfiguracji poczatkowej s. My rozwazaliSmy problem
w nieco wiekszej ogdlnosci, dla poczatkowego zbioru konfiguracji S oraz konco-
wego zbioru konfiguracji T. Przy zalozeniu, ze S i T sg zbiorami regularnymi
wiele probleméw nadal mialo dobra ztozono$é.

Okazalo sig, ze dopuszczenie regularnego zbioru poczatkowego zazwyczaj
nie pogarsza zlozonosci w stosunku do pojedynczego stanu poczatkowego. Dla-
tego przedstawiamy wyniki przy zalozeniu, ze zbiér poczatkowy jest dowolnym
zbiorem regularnym. Glowne rezultaty sa skrotowo przedstawione w ponizszej
tabeli.

Reg ~~ singleton .
unormowany nieunormowany
Reg ~~ Reg
)y NP- Inosé

bezstanowy NP-zupeloéé - - ZUpEIost .
nierozstrzygalnosé

slab rozstrzygalnosé rozstrzygalnosé
Y nierozstrzygalnosé nierozstrzygalnoscé

Réwnowaznos$é bisymulacyjna. Roéwnowaznos$é bisymulacyjna jest jedna z
fundamentalnych réwnowaznosci semantycznych [17, 18]. Jest najbardziej od-
rozniajaca spoérdéd wszystkich réwnowaznosci w spektrum van Glabbeeka, a
réwnoczesnie czesto jedyna rozstrzygalna (grafy bezkontekstowe [9], przemienne
grafy bezkontekstowe [13]). Réwnowazno$é bisymulacyjna moze byé widzialna
jako ta wlasciwa dla systemoéw niedeterministycznych, tak jak réwnowaznosé
jezykowa jest wladciwa dla systemdw deterministycznych.

Rozwazmy graf o zbiorze wierzchotkéw V' i krawedziach etykietowanych al-
fabetem X. Relacja R C V x V jest bisymulacjqg jezeli dla wszystkich par wierz-
chotkéw (p, q) € R nastepujace warunki sa spelnione:

e dla kazdej litery a € ¥ i dla kazdej krawedzi p —— p’ istnieje krawedz
q — ¢ taka, ze (p',q') € R



e dla kazdej litery a € ¥ i dla kazdej krawedzi ¢ —— ¢ istnieje krawedz
a / . ]
p — p' taka, ze (p',¢') € R

Suma bisymulacji jest réwniez bisymulacja, wiec dla danego grafu istnieje naj-
wieksza relacja bisymulacji, ona wlasnie nazywana jest réwnowaznoscig bisymu-
lacyjng i oznaczana p ~ q.

Byla ona badana intensywnie dla réznych klas Process Rewrite Systems [19].
Najczestszym pytaniem jest: dany graf G i dwa jego wierzcholki p i g; rozstrzy-
gnij, czy p ~ ¢. Dla unormowanych graféw bezkontekstowych oraz unormowa-
nych przemiennych graféw bezkontekstowych problem ten jest rozstrzygalny w
czasie wielomianowym [11, 12]. Dla graféw PA najlepszy znany algorytm jest
podwéjnie wyktadniczy [10].

Gléwnym wynikiem w rozprawie dotyczacym bisymulacji jest algorytm wie-
lomianowy rozstrzygajacy réwnowaznosé¢ bisymulacyjna w podklasie przechod-
nich graféw bezkontekstowych. Klase te nazywamy rozlgczng, jest ona nadklasa
zarowno sekwencyjnych jak i przemiennych graféw bezkontekstowych. Zaleta
algorytmu jest jednolite przedstawienie algorytméw dla sekwencyjnych i prze-
miennych graféw bezkontekstowych. Poprzednio istniejace algorytmy dla tych
klas istotnie sie¢ réznity.

Przedstawiamy tez nowy algorytm dla graféw bezkontekstowych, uwazna
adaptacje powyzszego dla tego przypadku. Jest on jest najszybszym znanym do
tej pory, dziala w czasie O(n* polylog(n))?. Dodatkowo, w podklasie gramatyk
prostych, czyli deterministycznych gramatyk bezkontekstowych, algorytm ma
ztozonoéé O(n? polylog(n)), ktéra jest réwniez najlepsza do tej pory znana.

Idea algorytmu opiera si¢ na obliczaniu relacji réwnowaznosci bisymulacyj-
nej poprzez przyblizanie sie do niej z gory, podobnie zreszta jak w niektérych
poprzednich pracach. Jako pierwszy krok znajdowana jest relacja ~( bedaca
ograniczeniem goérnym szukanej. Nastepnie w kazdej iteracji z ~j wyliczana
jest pewna poprawka ~p1, nie wieksza niz poprzednia relacja, ale wciaz nie
mniejsza niz réwnowazno$ci bisymulacyjnej. Algorytm zaprojektowany jest w
ten sposob, by zagwarantowaé, ze gdy punkt stalty obliczen zostanie osiaggniety,
czyli ~j = ~41 to bedzie nim dokladnie szukana réwnowaznosé, ~j =~.

Zaréwno poczatkowa relacja, jak i wszystkie posrednie sa zdefiniowane na
potencjalnie nieskoniczonym zbiorze V. Aby w trakcie algorytmu utrzymywac je
w pamieci potrzebna jest pewna ich skoficzona reprezentacja. Istotna techniczna
trudnoscig bylo wykazanie, ze w przypadku klasy traktowalnej kazda posred-
nia relacja daje sie reprezentowa¢ w taki sposob. Zostalo to osiggniete przez
pokazanie tzw. wlasnosci jednoznacznego rozktadu.

Aby zapewnié¢ dobra zlozono$é obliczeniowsa konieczne bylo zastosowanie
pewnych optymalizacji. Obiekty musialy by¢ trzymane w skompresowanej for-
mie, a operacje dokonywane na nich nie mogly wymagaé¢ rozkompresowania.
W tym celu uzyliémy algorytmu, ktéry pozwala przechowywania rodziny stéw
oraz szybkie wykonywanie operacji na nich [1]. Dozwolone operacje, m.in. test

27tozonoéé ta jest liczona przy powszechnie stosowanym zalozeniu, ze operacje atomowe
nawet na duzych liczbach wykonywane sa w czasie stalym.



na rownosé¢ oraz konkatenacja dwéch znanych sléw wykonywane sa w czasie
O(n polylog(n)).

Problem pozostaje otwarty dla klasy unormowanych grafow czeSciowo prze-
miennych. Nie jest znany zaden rezultat dotyczacy rozstrzygalnosci. Nieroz-
strzygalny jest jedynie problem bisymulacji dla nieunormowanych czedciowo
przemiennych graféw bezkontekstowych z e-przejsciami. Rezultat ten moze byé
prosto uzyskany przez dostosowanie konstrukeji z pracy [20].

Prezentacja wynikéw. Wiyniki opisane w rozprawie doktorskiej zostaty opu-
blikowane w kilku pracach. Rezultaty opisywane w rozdziale dotyczacym wy-
razalnodci znajduja si¢ w [6]. Badania dotyczace problemu osiagalnoSci prze-
stawione zostaly w [4]. Algorytm dotyczacy rozstrzygania réwnowaznosci bisy-
mulacyjnej w klasie traktowalnych przechodnich graféw bezkontekstowych jest
opisany w [2, 3]|. Poprzednia wersja algorytmu dla klasy graféw bezkonteksto-
wych, dzialajaca w czasie O(n®) zostala przedstawiona w [5]. Aktualna wersja,
dzialajaca w czasie O(n* polylog(n)) nie jest jeszcze opublikowana.
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