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Wprowadzenie

Rozprawa sktada sie z dwoch czedci. W pierwszej czesci formutujemy matematyczny
opis metody wyceny wyptat przez analize scenariuszy. Analiza scenariuszy nalezy
do waznych technik uzywanych w finansach do oceny wartosci obarczonych niepew-
noscig pozycji. Metody uzywane do analizowania scenariuszy pozwalaja na duza
elastycznos¢ w wyborze rozpatrywanych przysztych zmian czynnikow ryzyka wpty-
wajacych na wartos¢ kontraktow. Sa réwniez przydatne w wycenie egzotycznych
instrumentéw pochodnych, dla ktérych nie ma jawnych wzoréw na cene oraz znaj-
duja naturalne zastosowanie w inzynierii biznesowej (ang. business engineering) [13].
Dotychczas w literaturze rozpatrywano konkretne przyktady implementacji metod
analizy scenariuszy do rozwigzania pewnych skomplikowanych zagadnien, np.: do
wyceny real options [11], [12]. W niniejszej rozprawie po raz pierwszy podano bar-
dzo ogolne sformutowanie metody wyceny wyptat przez analize scenariuszy, ktora
mozna zaimplementowa¢ w bardzo szerokiej klasie modeli rynku z czasem dyskret-
nym ([4], [5], [8], [10], [17]). Zaproponowana metodologia pozwala na uwzgled-
nienie w wycenie zaréwno parametrow modelu, jak i przestanek wynikajacych z
tendencji rynkowych i biezacej sytuacji (jest to metodologia analogiczna do obowia-
zujacej w bardzo waznym, stosowanym w praktyce modelu Blacka-Littermana [3]).
W drugiej czedci pracy prezentujemy nowe wyniki dotyczace problemu efektywnego
zabezpieczenia. Wprowadzamy technike aproksymacyjna, za pomoca ktérej dowo-
dzimy twierdzenia o istnieniu i postaci rozwigzania problemu zabezpieczenia nie-
ujemnej, catkowalnej wyptaty wzgledem wypuktej pétciaglej z dotu miary ryzyka,
ktora jest ciggta i skonczona w co najmniej jednym punkcie. Jest to wazny wy-
nik, gdyz w bardzo istotny sposéb uogdlnia on wiele wczesniejszych rezultatow ([7],
[15], [16], [18], [19], [20]). Bardzo istotne uogdlnienie polega na tym, ze uzyskano
postac¢ efektywnego zabezpieczenia wyptlat, dla ktérych nie istnieje superhedging
(tw. 3.5.12). Problem efektywnego zabezpieczenia tych ostatnich wyptat nie byt do-
tychczas rozpatrywany w literaturze i nie mozna go rozwigza¢ stosowanymi dotad
technikami. Nalezy podkresli¢, ze za rozpatrywaniem problemu efektywnego zabez-
pieczenia wyptat, dla ktorych nie istnieje superhedging stoi naturalna i bardzo silng
motywacja ekonomiczng: wobec braku superreplikacji, sprzedajacy wskazuje strate-
gie inwestycyjna, ktora minimalizuje ryzyko straty mierzone za pomoca wypukte;j
miary ryzyka p. Wypukte miary ryzyka stanowia szeroka klase¢ obejmujaca m.in.
koherentne miary ryzyka, ktorych pozadane z perspektywy oceny ryzyka wtasno-
Sci wskazano m.in. w pionierskich pracach [1], [2]. Z drugiej strony nalezy zwré-
ci¢ uwage na znaczenie wyniku dla modelowania rynkéw finansowych. Dotychczas
rozpatrujac problem wyceny w zaawansowanych modelach rynku budowanych na
bezatomowych przestrzeniach probabilistycznych, zaktadano, ze kres gérny wartosci
oczekiwanych wyptaty wzgledem wszystkich miar martyngatowych jest skonczony,
co istotnie zaweza klase wyptat, dla ktérych mozna byto rozwiaza¢ problem efek-
tywnego zabezpieczenia. W podejéciu Rudloff [19] zalozenie to jest kluczowe dla
otrzymania postaci rozwiazania. Opuszczenie tego zatozenia wymagato rozwiniecia
zupetnie nowej techniki rozwigzania. Dodatkowo, bazujgc na rozwinietym podejsciu
aproksymacyjnym dowodzimy twierdzenia o istnieniu i postaci rozwiazania zagad-



nienia wypuktego zabezpieczenia wzgledem miar ryzyka z ostabionym warunkiem
ciggtodci.

Przejdziemy teraz do szczegdétowego przestawienia najwazniejszych rezultatow roz-
prawy.

Ustalmy liczbe T € N oraz niech 7 = {0,1,...,7}. Ponadto dla i € T przez T;
oznaczaé bedziemy zbiér T \ {i}. Niech (92, F,P) bedzie ogdlng przestrzenia proba-
bilistyczng z filtracja F = (F; )7 taka, ze Fo ={2,Q} i Fr=F.

Wycena wyplat przez analize scenariuszy

1. Charakteryzacja Z-warunkowych wartosci oczekiwanych dowolnych zmien-
nych losowych.

Ustalmy dowolne o-ciata G ¢ ‘H ¢ F oraz dowolny niepusty zbior U € G. o-ciato G
(odp. H) petni role zbioru zdarzen obserwowalnych na rynku do chwili ¢-1 (odp. t).
Elementy zbioru U« mozna traktowac, jako zbiory scenariuszy z historig do chwili ¢-1,
ktore zostaly wybrane do analizy scenariuszy. Zaktadamy, ze istnieje cigg reprezen-
tujgcy U, tzn. ciag zdarzen (A;)2; taki, ze A; e U dla kazdego i oraz P(U2; 4;) = 1.
Przez P, oznaczmy zbiér miar probabilistycznych réwnowaznych P. Niech Z : U — P,
bedzie ustalong funkcja. Wprowadzimy nastepujaca konwencje oznaczen: miare pro-
babilistyczng bedgca wartoscig funkcji Z na zbiorze A € U bedziemy oznaczaé przez
]PZ(A) .

Zmienne losowe rozpatrywane w tym rozdziale bedg F-mierzalnymi funkcjami o war-
tosciach w zbiorze R := RU{oo} U{-00}U{k}, gdzie r oznacza wartos¢ nieokreslona.
Powiemy, ze zmienna losowa X jest dobrze okreslona, jezeli P({X =kx}) = 0.

DEFINICJA 2.2.3. Niech dobrze okreslona zmienna losowa X bedzie taka, Ze Ep, ,\ (X|G)
istnieje dla kazdego A € U. Powiemy, ze zmienna losowa X z g jest Z-warunkowg war-
toscig oczekiwang zmiennej X pod warunkiem G, jezeli Xz g jest G-mierzalna oraz
dla kazdego A €U zachodzi rownosé

1AXZ,Q = IAEPZ(A)(X|Q).

bLatwo dowodzi sig, ze jezeli dla zmiennej losowej X istnieje Xz g, to jest wyzna-
czona jednoznacznie z doktadnoscig do zbioréw P-miary zero. Podajemy przyktad
funkcji Z takiej, ze Xz g moze nie istnie¢ nawet dla ograniczonych zmiennych loso-
wych X. Jezeli dla funkcji Z mozna znalez¢ ograniczong zmienna losowa X taka, ze
nie istnieje Z-warunkowa warto$¢ oczekiwana X pod warunkiem G, to taka funkcje
Z bedziemy uznawac za nieodpowiednig z punktu widzenia zastosowan do wyceny.
W zwiazku z tym wprowadzamy definicje

DEFINICJA 2.2.9. Powiemy, zZe funkcja Z reprezentuje zgodny wybor wzgledem H., je-
zeli dla dowolnej ograniczonej H-mierzalnej zmiennej losowej X istnieje Z-warunkowa
wartosé oczekiwana X pod warunkiem G.



Dowiedlismy nastepujacej charakteryzacji funkcji reprezentujacych zgodny wy-
bor

TWIERDZENIE 2.2.11. Funkcja Z reprezentuje zgodny wybor wzgledem H wtedy 1
tylko wtedy, gdy dla dowolnych A, B €U zachodzi réuwnosé

d]PZ(A) ,H d]PZ(B) 7‘[
1Aﬂ ( dPZ(A | ) 1Aﬂ ( dPZ(B | ) P - p.n. (1)
E(=%"19) E(=%219)

Warunek (1) jest rownowazny istnieniu miary P, dla ktérej spetnione sa warunki

B | BCFW)

E(dIPZ(A) 9) = (dIP’Z ) P-p.n. (2)

P, =P na G. (3)

Sformutujemy teraz gtéwny wynik dotyczacy istnienia, jednoznacznosci i postaci
Z-warunkowej wartosci oczekiwanej.

TWIERDZENIE 2.2.20. Niech Z :U — G bedzie funkcjg reprezentujgcq zgodny wybor
wzgledem H oraz niech Py bedzie dowolng miarg spetniajgcq warunki (2) i (3). Niech
ponadto X bedzie dowolng H-mierzalng zmienng losowq. Nastepujgce warunki sg
rownowazne:

(i) Istnieje zmienna losowa Ep,(X|G)

(i1) Istnieje Z-warunkowa wartosé oczekiwana X pod warunkiem G.

Ponadto, jezeli spetnione sq powyzsze warunki, to Z-warunkowa wartos¢ oczekiwana
X pod warunkiem G jest P-p.n. réwna Ep,(X|G).

2. Matematyczny opis metody wyceny wyplat przez analize scenariuszy.

Niech dany bedzie pewien wolny od arbitrazu model rynku M = (S, ®), gdzie S
(odp. @) jest nieujemnym procesem adaptowanym o wartosciach w R¥+! (odp. jest
zbiorem strategii samofinansujacych o wartosciach w R¥+1), dla pewnego k € N. Przez
P(M) oznaczaé bedziemy zbiér miar martyngalowych. Poniewaz rynek jest wolny
od arbitrazu, to zbior P(M) jest niepusty na mocy pierwszego fundamentalnego
twierdzenia matematyki finansowej. Ustalmy dowolny ciag zbiorow U = (U;)ier,
gdzie U; © F; jest zbiorem, dla ktorego istnieje ciag reprezentujacy U,. Dla t € Ty
przez (P.)r,, oznaczmy zbiér miar probabilistycznych réwnowaznych P, ktére sa
rowne P na F;_;. Wyptata nazwiemy dowolna dobrze okreslona F-mierzalng zmienng
losowa. Powiemy, ze adaptowany proces Y jest procesem ceny arbitrazowej wyptaty
X, jezeli Yy = X oraz rynek rozszerzony o proces Y jest wolny od arbitrazu.

DEFINICJA 2.3.3. Dowolny cigg funkcji Z = (Z!)er, takich, ze Z': U1 - (Pe)#,_,
dla t € Ty nazwiemy ciggiem reprezentujgcym subiektywne prognozy. Zbior ciggow
reprezentujgcych subiektywne prognozy bedziemy oznaczaé przez Z(U).



DEFINICJA 2.4.2. Powiemy, ze Z € Z(U) jest schematem wyceny, jezeli dla dowol-
nej ograniczonej z dotu wyplaty X :

1. ustnieje proces Zi-usrednienia X, tzn. proces Y spelniajgcy warunki: Yo =X oraz
IAEpzt(A)(YH}"t,l) = 1,Y; 1 dla kazdego A € U;_y i kazdego t € Ty.

2. jezeli proces Y przyjmugje wartosci rzeczywiste, to Y jest procesem ceny arbitra-
zowej X .

Wowczas powiemy, ze Z wycenia X przez analize scenariuszy. Ponadto proces Y na-
zywad bedziemy procesem ceny X zgodnym z Z i bedziemy go oznaczad przez 114(X).

Intuicja stojaca za powyzsza definicjg jest nastepujaca: schemat wyceny ma mieé¢
na tyle ,dobre wtasnosci”, by istniat proces Z-usrednienia dla wszystkich wyptat,
by¢ moze za wyjatkiem tych, z ktérych straty moga by¢ nieograniczone z dotu. For-
mulowanie zagadnien dla wyptat czy proceséw o bogactwie ograniczonym z dotu
jest popularne w pracach z matematyki finansowej i ma naturalng interpretacje
ekonomiczna: nie dopuszczamy nieograniczonych strat. Warunek 1. okresla zwia-
zek pomiedzy ,kandydatem na proces ceny”, a ciagiem Z € Z(U) reprezentujacym
subiektywne prognozy inwestora. Zwigzek ten mozna opisa¢ stowami w sposoéb na-
stepujacy: jezeli w chwili t — 1 zaszto zdarzenie A € U,_1, to cena jest rowna wartosci
oczekiwanej cen z chwili ¢ przy mierze przyporzadkowanej zdarzeniu A przez funkcje
AS
Zmierzamy teraz do charakteryzacji schematéw wyceny.

Przez Z.(U) ¢ Z(U) oznaczaé bedziemy zbior elementéw Z = (Zt)er, takich, ze Z¢
reprezentuje zgodny wyboér wzgledem F;. Dowodzimy (stw. 2.3.11), ze z dowolnym
elementem Z € Z.(U) mozna zwigzaé pewng miare probabilistyczng Py (z) o gestosci
danej wzorem

dP ¢
dP

W(Z) = ﬁE( ft), (4)

gdzie Pz jest dowolng miarg probabilistyczng réwnowazng P, taks, ze dla Z = Z¢,
G=F1, H=F 1Py =Py, speione sg warunki (2) i (3). Definiujemy zbiér

VteTo VAelyy P, e P(M)

. Z ez, (U) : t. Ze
M = t
L E(F2w| 5 - 1,8 |
ATV T A b |

Intuicja stojaca za definicja zbioru Z,((U) jest nastepujaca: ciag Z € Z.(U) repre-
zentujacy subiektywne prognozy jest elementem Z(U), jezeli dla kazdego t € Ty
i A €U, miara Py 4) przyporzadkowana zdarzeniu A usrednia wartodci z chwili
t na chwile t — 1 jezeli zaszto zdarzenie A w taki sam sposéb, jak pewna miara
martyngatowa P. Dowodzimy

TWIERDZENIE 2.4.10. Cigg (Z)1, = Z € Z(U) jest schematem wyceny wtedy i
tylko wtedy, gdy Z € Z,(U).

W dalszej czedci ustalamy dowolng wyptate X i rozwazamy zagadnienie opisu
zbioru Z3(U), ktérego elementami sg schematy dopuszczalne dla wyceny X, tzn.



takie Z € Z,(U), dla ktorych istnieje proces ceny X zgodny z Z. Powiemy, ze
zmienna losowa X i miara Q € P, majg tower property wzgledem pewnych o-cial G
i H, jezeli zachodzi implikacja:

Jezeli Eg(X|H), Eg[ Eg(X|H)|G] istnieja, to
istnieje Eg(X|G) oraz Eg[Eo(X|H)|G] = Eo(X]G).

Dowodzimy nastepujacej charakteryzacji zbioru Z3(U).

TWIERDZENIE 2.4.20. Niech X bedzie dowolng wyplatg oraz Z € Z)4(U). Nastepu-
jace warunki sg rownowazne:

(1) Z € Z3,(U) oraz zmienna losowa X i miara Py (z) o gestosci danej wzorem (4)
majq tower property wzgledem Fy_y i Fy dla dowolnego t € Ty.

(ii) Istnieje Ep,, ., (X|F:) dla kaidego t € T i proces

M, = Bpyp (X|F,) dlate T

przygmuje wartosci rzeczywiste.
W sytuacji, gdy zachodzi jeden z powyzszych warunkow, proces M jest procesem ceny
X zgodnym z 7.

3. Nowy opis proceséw ceny arbitrazowej dowolnej wyplaty.
Dowodzimy, ze dowolny proces ceny arbitrazowej dowolnej wyptaty mozna otrzy-
ma¢ metoda wyceny przez analize scenariuszy, tzn. zachodzi nastepujace

TWIERDZENIE 2.4.21. Niech X bedzie dowolng wyplatq i niech M bedzie procesem
jej ceny arbitrazowej. Wowezas M =11%(X) dla pewnego Z € Z5,(U).

Wycene wyptaty przez analize scenariuszy mozna nazwaé¢ ,podejsciem lokal-
nym”: wybieramy zdarzenia i dla nich okreslamy reguty wyceny w taki sposéb, by
w oparciu o te reguty otrzymac proces ceny arbitrazowej wyptaty. Jest to procedura
alternatywna dla bezposredniego wyboru miary wyceniajacej. Te ostatniag metode
mozna okresli¢ mianem ,globalnego podejscia”’do wyceny.

Efektywne zabezpieczenie

Od tej pory zakladamy, ze przestrzen (€2, F,P) jest bezatomowa. Niech dany bedzie
pewien wolny od arbitrazu model rynku M = (S, ®), gdzie S (odp. ®) jest nie-
ujemnym procesem adaptowanym o wartosciach w R¥*1 (odp. jest zbiorem strategii
samofinansujacych o wartosciach w R¥*1) dla pewnego k € N. Przez V(&) oznaczaé
bedziemy proces wartosci strategii samofinansujacej £ € ®. Ponadto przez P(M)
(odp. Pp(M)) oznaczaé bedziemy zbiér miar martyngatowych (odp. miar martyn-
galowych o ograniczonych gestosciach wzgledem P).

Ustalmy wypukla, pétciggta z dotu miare ryzyka p: L' - Ru{oo} taka, ze p(0) =0,
pewna nieujemng, catkowalna wyplate H, oraz liczbe Vi > 0. Przez p* oznaczaé be-
dziemy transformate Fenchela-Legendra funkcji p. Sformutujemy teraz zagadnienie



efektywnego zabezpieczenia wyplaty H przy ograniczeniu Vj na poczatkowa wartosé

zabezpieczenia.
Niech

Loled  V(9)20, V() < Vi)
oznacza zbior strategii, ktorych proces wartosci jest nieujemny i w chwili 0 nie prze-
kracza Vj. Przy tych oznaczeniach problem efektywnego zabezpieczenia rozwazany
w pracy Rudloff [19] mozemy zapisaé, jako
inf p(-(Vr(§) - H)"). (5)

edt
13 v

Zmienng losowa —(Vr(§) — H)~ interpretujemy jako strate ponoszona przez zabez-
pieczajacego wyptate H przy pomocy strategii €.

Przez rozwigzanie problemu efektywnego zabezpieczenia rozumie sie udowodnienie
istnienia strategii realizujacej minimum (5) oraz opisanie postaci strategii realizuja-
cej minimum. O jaki opis chodzi, wyjasnimy, szkicujac metode rozwigzania.
Rudloff [19] rozwiazuje problem (5) wedtug planu:

1. Definiuje zbiér zrandomizowanych testow

R={¢:Q—-[0,1] : ¢ - Fr — mierzalne}
i formutuje problem statyczny

;r:?fap((qﬁ— H), (6)

gdzie

R:={¢peR : sup EpoH<V}.

P*eP(M)

2. Dowodzi istnienia zmiennej losowej ¢ € R bedacej rozwigzaniem problemu sta-
tycznego (6) ([19], twierdzenie 4.3).
3. Wskazuje posta¢ zmiennej losowej ) bedacej rozwigzaniem problemu statycz-
nego (6) ([19], twierdzenie 4.9). Jest to najtrudniejsza czesé pracy, w ktérej Rudloff
stosuje metody nieliniowej optymalizacji w przestrzeniach beczkowych [9], ktére
wymagaja by spetnione byto

ZALOZENIE 3.1.1. Istnieje ¢o € R takie, ze p(H(po— 1)) < oo i miara ryzyka p jest
ciggla w punkcie H(¢pg— 1).

Ponadto w tej czesci Rudloff korzysta rowniez z zalozenia

ZALOZENIE 3.1.2.

sup FEpH < 0.
P*eP (M)

4. Strategie realizujaca minimum problemu (5) otrzymuje z nastepujacego faktu.

TWIERDZENIE 3.1.3. [19], tw. 3.1] Niech ¢ bedzie rozwigzaniem problemu statycz-
nego (6) oraz niech & € CIDEO bedzie strategiq superreplikujgcqg wyplate oH. Wowczas

strategia € realizuje minimum problemu (5).



4. Efektywne zabezpieczenie wyptat, dla ktérych nie istnieje superhed-
ging.

W rozprawie podajemy przyktad problemu efektywnego zabezpieczenia kontraktu
okreslanego mianem financial stop loss ([14], rozdziat 4.2.3.), dla ktorego nie jest
spetnione zatozenie 3.1.2. W szczeg6lnosci jest to kontrakt, dla ktérego nie istnieje
superhedging. Umotywowani tym przyktadem, rozwijamy podejscie aproksymacyjne
do rozwigzania problemu efektywnego zabezpieczenia. Idea podejécia aproksyma-
cyjnego jest nastepujaca: definiujemy cigg zagadnien, ktére mozna rozwiazaé¢ zna-
nymi dotychczas metodami, a nastepnie z otrzymanych rozwigzan konstruujemy ciag
zmiennych losowych zbiezny do rozwigzania wyjsciowego problemu, korzystajac z le-
matu Delbaena i Schachermayera ([6], lemat Al.1) oraz pojecia DS-ciagu.

DEFINICJA 3.4.4. Powiemy, Ze cigg (Vn)nen jest DS-ciggiem, jezeli dla kazdego
neN:

L. Y = (Yons Ynsds - - -)-

2. Wspotrzedne wektora v, sq nieujemne, przy czym jest skonczenie wiele niezero-
wych.

3. Zkzn’yn,k =1.

Gléwnym wynikiem jest postaé rozwiazania problemu efektywnego zabezpiecze-
nia nieujemnych, catkowalnych wyptat, dla ktorych nie istnieje superhedging.

TWIERDZENIE 3.5.12. Niech p: L' - Ru{oo} bedzie wypuklq, wlasciwg, pélciggle z
dotu miarg ryzyka, p(0) =0, H nieujemnq, calkowalng wyplatq oraz ustalmy liczbe
Vo > 0. Niech ponadto spelnione bedzie zatozenie 3.1.1. Wowczas:

1. Dla r € N istnieje rozwigzanie zagadnienia

%gg{gggr{ff@(l—¢)H—p*(—Z@)}}, (7)

gdzie D={Z e L : p*(-Z) < oo}, za$ 7%{) = {(b € R @ SUPpse(p, () ErrQH < %},
pray czym (Po(M))" i= {B* € Py(M) : |Zo: oo <7}, 7 €N,

Ponadto dla dowolnego Q € D bedgcego rozwigzaniem problemu (7) istnieje rozwig-
zanie zagadnienia

sup  Gp(A), (8)
A (Po(M))7)

gdzie
W =B H(Zo- [ Ze (@
o [ (Za= Jp gy 22 M)
+ Epe HX(dP*) = VoA((Py(M))") = p* (- Z
iy B HME) = VAP M))) = p* (~Z0)
oraz Ay ((Py(M))") oznacza zbior miar o skonczonym wahaniu okreslonych na o-

ciele wszystkich podzbioréw zbioru (Py(M))".
2. Dla r € N niech Q, (odp. \.) bedzie dowolnym rozwigzaniem problemu (7) (odp.



(8) zQ=Q,). Wéwczas dla kaidego r € N istnieje zrandomizowany test spetniajgcy
warunk?

¢ (w) _ 07 gdy H(Z@r - /(Pb(M))T ZP*E‘T(dP*))(w) < 0; (9)
' 1, edy H(Zg, - f(Pb(M))v- Zps A (dP*))(w) > 0
oraz i )
Ep-Ht), = Vyy dla N\, — prawie wszystkich P* € (P,(M))". (10)

3. Dla r € N niech Q, (odp. \,) bedzie dowolnym rozwigzaniem problemu (7) (odp.
(8)). Niech ponadto 1), bedzie dowolnym zrandomizowanym testem spetniajgcym wa-
runki (9) oraz (10) oraz niech 0 € R bedzie dowolne. Wowczas istnieje DS-cigg
(Bm)S>_y, dla ktorego wzor

m=1’

SI{H:O} + n%,l—{rolo 1{H>O} Z ﬁm,rwra

r2m

definiuje zmienng losowq ¥ bedgcg rozwigzaniem zagadnienia
inf p((¢ - 1)H)
PR

4. Rozwigzaniem problemu efektywnego zabezpieczenia (5 ) jest strategia superrepli-
kujgca wyptate Y H .

5. Efektywne zabezpieczenie wyptat wzgledem miar ryzyka z ostabionym
warunkiem cigglosci.

Na zakonczenie dowodzimy twierdzenia o istnieniu i postaci rozwigzania problemu
efektywnego zabezpieczenia wzgledem miar ryzyka, dla ktorych warunek cigglosci
(zalozenie 3.1.1) zastapiono stabszym zatozeniem, ktore stanowi koniunkcja sformu-
lowanych w ponizszym twierdzeniu warunkéw (Z1) i (Z2).

TWIERDZENIE 3.5.14. Niech p: L' - Ru{oo} bedzie wypuklq, wlasciwg, pdlciggle z
dotu miarg ryzyka, p(0) =0, H nieujemnq, catkowalng wyplatq oraz ustalmy liczbe
Vo > 0. Niech ponadto spetnione bedg nastepujgce warunki:

(Z1) istnieje zrandomizowany test ¢y € R = {¢ € R : SupPpeep ) B (9H) < ‘70},
dla ktorego p(H(¢o— 1)) < oo.

(Z2) Dla kazdego k € N istnieje zmienna losowych Hy € LPk dla pewnego 1 < py, < oo
oraz istnieje zrandomizowany test qﬁ(()k) € ﬁék) = {¢ € R : SuPpeep,(m) Ep<(¢Hy) <
‘70}, takie, ze:

a) miara ryzyka p: LPx - Ru{oo} jest ciggla w punkcie Hk((é((]k) -1),

b) H, » H P-p.n. oraz istnieje zbior Q' taki, ze P(Q' = 1) i dla kaidego w € U
istnieje ko(w) t. Ze Hip(w) = H(w) dla k > ko(w).

Wowczas:

1. Dla k,r € N istnieje rozwigzanie zagadnienia
sup{ inf {Eq[Hi(1-0)]-p"(~Za)}}, (11)
QeD qbeRl()k’T)



gdzie D ={Z € L* : p*(-Z) < o0}, za$ 7@1()“) = {¢ eR : SUDp¢(p, (M))" Ep«(¢Hy) <
‘70}, przy czym (Poy(M)); == {P* € Po(M) = || Zp<|ro <7}, k,7 € N. Ponadto dla

dowolnego Q € D bedgcego rozwigzaniem problemu (11) istnieje rozwigzanie zagad-
nienia

sup  Gg'(V), (12)
AeA4 ((Pp(M))})

gdzie

GO\ = - Bl H.(Z -f T A(dP*
q () [ HZa Py (@)

; fm,(M)); B HA(AP™) = VoA (Py (ML) = p* (= Za)

oraz A ((Pp(M))}) oznacza zbior miar o skoriczonym wahaniu okreslonych na o-
ciele wszystkich podzbiorow zbioru (Py(M));.

2. Dla k,7 € N niech Qy, (odp. M) bedzie dowolnym rozwigzaniem problemu (11)
(odp. (12) 2 Q = Q). Wéwczas dla dowolnych k,r € N istnieje zrandomizowany
test Yy, spetniajocy warunki

() = { 0, gdy Hi(Zg,, = Jip,ayy; 20+ Mir (dP)) (w) <0, 13
wr L gdy Hy(Za,,, = Jip, oy e Mer (dP)) (@) > 0
oraz )
Epe(Hpy,) = Vo dla Ny, — prawie wszystkich P* e (Py(M))%. (14)

3. Dla k,r € N niech Qu.r (odp. M) bedzie dowolnym rozwigzaniem problemu (11)
(odp. (12) z Q = Q) oraz niech Yy, bedzie dowolnym zrandomizowanym testem

spetniajgcym warunki (18) oraz (14). Wowczas istniejq DS-ciggi (N, )52, (@(f) o 1
k €N takie, Ze dla dowolnego 6 € R wzor

r2m

01 (-0} + gl_glo > Tk Wlllggo > Bﬁf,)v’l{H>0}wk,r-
k>n

definiuje zrandomizowany test ¢ bedgcy rozwigzaniem zagadnienia
inf p((¢ - 1)H).
PR

4. Rozwigzaniem problemu efektywnego zabezpieczenia (5 ) jest strategia superrepli-
kujgca wyptate Y H .

W modelu rynku zbudowanym na przestrzeni probabilistycznej ([0, 1], B([0,1]),\),
gdzie A\ jest miarg Lebesgue ilustrujemy zastosowanie powyzszego twierdzenia na
przyktadzie problemu efektywnego zabezpieczenia dowolnej, nieujemnej, catkowal-
nej wyptaty H wzgledem koherentnej miary ryzyka zdefiniowanej wzorem

p(Y) :=sup [ : ~gn(2)Y (2)dz, dlaY e L'Y(Q,F,P).
neN J[0,1
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gdzie g, : [0,1] = R jest funkcja dang wzorem:

x€[0,1],

Ao
S
N

gn() = Cnl[ﬁ,u(f)‘

przy czym c,! := 1—(&)% jest stalg normujaca. Dowodzimy (stw. 3.2.5), ze dla p nie
jest spelnione zatozenie 3.1.1, zatem problemu efektywnego zabezpieczenia wzgle-
dem miary ryzyka p nie mozna rozwigza¢ w oparciu o istniejace dotychczas wyniki
[19]. Nastepnie uzasadniamy (przyktad 3.5.15), ze poniewaz p|r2 < oo (lemat 3.2.3),
to dla p =2, Hy := H Ak, k € N spelnione sa zatozenia twierdzenia 3.5.14.
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