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Celem niniejszej rozprawy jest zbadanie algebraicznego podejécia do regularnych jezy-
kow drzew nieskonczonych. Realizacja tego celu przebiegta dwutorowo, co znalazto swoje
odbicie w strukturze pracy:

(1) Zaproponowanie algebraicznej struktury dla drzew nieskoniczonych — temu zagad-
nieniu poswiecona jest pierwsza cze$¢ rozprawy.

(2) Uzycie tej struktury w celu otrzymania algorytméw, ktére rozstrzygaja przynalez-
nos¢ danego jezyka regularnego drzew nieskonczonych do ustalonej klasy jezykow —
o tym traktuje druga czes¢ rozprawy.

Metody i techniki wykorzystywane w pracy leza na pograniczu algebry, logiki i teorii
automatow.

Rozwazane w rozprawie drzewa nieskonczone sg nieurangowane (kazdy wezet posiada
skonczona liczbe dzieci, ale ich liczba nie jest z géry ograniczona), uporzadkowane (zadany
jest porzadek na dzieciach wezta) i moga posiadaé liscie (w szczegdlnosei do klasy drzew
nieskoriczonych zaliczamy wszystkie drzewa skonczone). Ponadto drzewa sa etykietowane
(kazdy wezel ma przypisana etykiete z pewnego skoniczonego alfabetu).

Podczas badan okazalo sie, ze na szczegdlng uwage zastuguje pewna podklasa drzew
nieskonczonych, a mianowicie klasa drzew cienkich. Drzewo nieskonczone nazwiemy cien-
kim, jesli zawiera ono przeliczalnie wiele gatezi (lub, réwnowaznie, nie zawiera ono pelnego
nieskonczonego drzewa binarnego jako minora). Cienkie drzewa moga by¢ traktowane ja-
ko struktura posrednia pomiedzy stowami nieskoniczonymi a drzewami nieskonczonymi.
Z jednej strony uogoélniaja zaréwno drzewa skonczone jak i stowa nieskonczone, z drugiej
strony sg prostsze w badaniu niz ogdélne drzewa nieskonczone i stanowig interesujaca klase
o dobrych wtasnosciach. Wierze, ze badanie drzew cienkich moze nam poméc lepiej zro-
zumie¢ ogdlne drzewa nieskonczone. 7Z tego tez powodu cze$¢ wynikéw rozprawy dotyczy
metod algebraicznych i algorytméw dla drzew cienkich.

Wyniki rozprawy dotyczace logiki EF i algebr dla drzew dowolnych zostaty opubliko-
wane w pracy [4], za$ dotyczace drzew cienkich — w pracy [5].



Dziedzina badan

Jezyki stéw skonczonych, stéw nieskonczonych, drzew skonczonych oraz drzew nieskon-
czonych mozna opisywaé za pomoca formut monadycznej logiki drugiego rzedu (MSO).
Ponadto, dla kazdego z tych obiektéw istnieje réwnowazny (tzn. rozpoznajacy te sama kla-
se jezykow) model automatu skonczonego. Stad tez jezyki definiowalne formutami MSO
sa nazywane jezykami reqularnymi [9, 13, 25]. Jednakze wiele jezykéw moze by¢ opisanych
w prostszych logikach, np. logika pierwszego rzedu lub logiki temporalne. Mozemy wiec
zada¢ pytanie, czy dany jezyk regularny moze by¢ wyrazony w takiej logice. W ogélnosci
takie pytanie mozemy zadaé¢ dla dowolnej klasy jezykow X. Powiemy, ze klasa X posiada
efektywng charakteryzacje, jesli nastepujacy problem decyzyjny jest rozstrzygalny: ,majac
dany na wejsciu jezyk regularny, stwierdzi¢, czy nalezy on do klasy X”.

Dla jezykow stow skonczonych Schiitzenberger [20] oraz McNaughton i Papert [15]
udowodnili twierdzenie, ktére mowi, ze nastepujace cztery warunki sa réwnowazne dla
regularnego jezyka stéow skonczonych L:

(a) L moze by¢ opisany formuta logiki pierwszego rzedu (z relacja porzadku i predyka-
tami dla liter),

(b) L moze by¢ opisany za pomoca wyrazenia bezgwiazdkowego (podzbioru wyrazen
regularnych, ktory nie dopuszcza gwiazdki Kleene’ego, ale dopuszcza uzycie dopet-
nienia),

(¢) minimalny automat deterministyczny jezyka L jest counter-free (nie zawiera pew-
nego rodzaju petli),

(d) monoid syntaktyczny jezyka L (tzn. minimalny monoid, ktéry rozpoznaje L) nie
zawiera nietrywialnej podgrupy.

Powyzsze twierdzenie daje nam charakteryzacje pewnej klasy jezykéw w terminach (a) lo-
giki, (b) wyrazen regularnych, (c¢) automatéw i (d) algebry. Warunki (c) i (d) moga by¢
sprawdzone efektywnie, zatem twierdzenie daje nam efektywna charakteryzacje logiki
pierwszego rzedu, jak rowniez efektywna charakteryzacje wyrazen bezgwiazdkowych.

Efektywne charakteryzacje sa zywym i waznym tematem w teorii jezykéw regular-
nych. W przypadku stow skoniczonych jest tu wiele wynikow [23, 24, 10, 14, 22, 27, 21],
z ktérych czesé przenosi sie réwniez na przypadek stéw nieskonczonych [26, 18]. Mniej
wiadomo dla drzew skorniczonych, ale tutaj tez uzyskano ciekawe wyniki [7, 6, 19, 1, 3].
Efektywne charakteryzacje sa zwykle trudnymi problemami, ktére wymagaja gtebokiego
zrozumienia struktury badanej klasy jezykéw. Zwykle jest ono osiagniete dzieki zasto-
sowaniu odpowiednich struktur algebraicznych opisujacych jezyki, tj. pétgrupy dla stow
skonczonych, algebry Wilkego dla stow nieskonczonych oraz algebry lesne dla drzew skon-
czonych. Co wiecej, metody algebraiczne zwykle powoduja, ze sformutowania twierdzen
sa elegantsze (sprowadzaja si¢ do sprawdzania réwnosci w algebrze), a dowody prostsze
niz w przypadku uzycia innych technik.

Dla drzew nieskonczonych satysfakcjonujaca struktura algebraiczna nie zostata jesz-
cze zaproponowana. Sa powody by podejrzewaé, ze jest to trudne zadanie. W przypadku
obiektéw skonczonych struktury algebraiczne dla jezykow sa Scisle zwigzane z automata-
mi deterministycznymi rozpoznajacymi te jezyki, zas te w przypadku obiektow nieskon-
czonych maja mniejszg site wyrazu niz automaty niedeterministyczne. 7 drugiej strony,
w przeciwienstwie do stéw, nie znamy naturalnego sposobu zwartej reprezentacji licznych



sposobéw budowy drzew z mniejszych drzew. Struktura algebraiczna dla drzew nieskon-
czonych musi poradzié sobie z oboma tymi problemami. Dotychczasowe propozycje [4, 2]
albo nie daja skonczonej reprezentacji, albo nie wykazaly jeszcze swojej uzytecznosci,
prowadzac do efektywnej charakteryzacji nietrywialnej klasy jezykow.

Czes$¢ pierwsza: algebry

W pierwszej czesci rozprawy przedstawiam trzy algebry dla drzew nieskonczonych. Dwie
z nich beda dotyczy¢ drzew cienkich, trzecia — ogdlnych drzew nieskonczonych.

Poniewaz jesteSmy zainteresowani algebraicznym podejsciem do drzew, bedziemy po-
trzebowali operacji, ktére pozwola nam budowaé drzewa z podstawowych cegietek (po-
jedynczych liter). W przypadku stéw skonczonych taka operacja jest konkatenacja stow,
ktora umozliwia sklejenie dwoch stow w jedno. W przypadku drzew nie mamy tutaj natu-
ralnego kandydata. W szczegblnosci konkatenacja dwoch drzew (dla jednego ze sposobow
uogdlnienia konkatenacji) powoduje powstanie obiektu o dwéch korzeniach. Z tego tez
powodu w algebrze lesnej dla drzew skonczonych [8] postanowiono pracowaé z lasami
(uporzadkowanymi ciagami drzew), a nie z drzewami. Z tego samego powodu pracuje-
my z lasami nieurangowanymi, podczas gdy w literaturze bardziej popularne sa obiekty
urangowane (gtéwnie binarne, zob. [11]), gdyz dla takich obiektow tatwiej jest zdefiniowaé
automat skonczony.

Pierwszg operacja jest konkatenacja lasow, ktéra umozliwia poziome potaczenie dwoch
laséw. Oznaczamy te operacje symbolem +. Jedli s it sg dwoma lasami, to s+t jest lasem,
ktéry ma tyle samo korzeni, co s it tacznie. Operacja ta niekoniecznie jest przemienna.
Las pusty jest jej elementem neutralnym.
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Potrzebujemy réwniez sposobu na pionowe taczenie lasow. Z tego powodu wprowadza-
my nowy obiekt — las z jednym wyréznionym lisciem. Ten nowy obiekt nazwiemy kontek-
stem, za$ jego wyrdzniony lis¢, ktory oznacza miejsce, gdzie mozemy doczepi¢ drugi las
— portem. Mozemy zlgczyc¢ kontekst p z lasem ¢, uzyskujac las pt, ktory powstaje przez
zastapienie portu w kontekscie p przez las t. Zauwazmy, ze liczba nastepnikow rodzica
portu zwieksza sie o liczbe korzeni w ¢t mniej jeden.

A

Mozemy rowniez ztaczy¢ kontekst p z innym kontekstem ¢, a uzyskany w ten sposob
kontekst pg spetnia réwnanie (pg)t = p(qt) dla dowolnego lasu ¢t. W koncu, mozemy
skonkatenowac las ¢ z kontekstem p, co da kontekst ¢+ p. Symetrycznie mozemy stworzy¢
kontekst p + t.



Powyzsze operacje sg wystarczajace do wygenerowania wszystkich lasow skoniczonych
(zawierajacych skorficzenie wiele weztéw). W pracy [8] opisano algebre lesng, strukture
o dwéch sortach (dla laséw i dla kontekstéw), z powyzszymi operacjami i odpowiednimi
aksjomatami, ktéra spelnia dwa warunki: (a) zbior laséw skoniczonych i kontekstow skori-
czonych z powyzszymi operacjami jest wolng algebra w klasie wszystkich algebr lesnych,
(b) jezyk laséw skoniczonych jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy jest rozpoznawany
przez homomorfizm w pewng skonczong algebre lesng, tzn. jezyk ten jest przeciwobrazem
homomorficznym pewnego podzbioru elementéw algebry. Minimalng algebre rozpoznajaca
jezyk nazywamy algebrqg syntaktyczng.

W celu wygenerowania lasow nieskonczonych, rozszerzamy algebre leSng o nowa ope-
racje. Kontekst nazwiemy strzezonym, jesli jego port nie znajduje si¢ w korzeniu. Mozemy
ztaczy¢ strzezony kontekst p ze soba nieskonczenie wiele razy, co da nam nieskonczony
las t, ktory jest jedynym lasem speliajgcym réwnanie pt = t. Oznaczamy te operacje
przez p*°.
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Przypominamy, ze las nazywamy cienkim, jesli ma przeliczalnie wiele gatezi. Las nazy-
wamy reqularnym, jesli zawiera tylko skonczenie wiele nieizomorficznych poddrzew. Przy-
ktadowo, pelne drzewo binarne jest regularne (kazde jego poddrzewo jest izomorficzne
z calym drzewem), natomiast zadne drzewo, w ktérym liczba nastepnikow wezta nie jest
ograniczona, nie jest regularne.

W rozdziale 4 pokazuje, ze zdefiniowane powyzej operacje sa wystarczajace, aby
wygenerowaé wszystkie cienkie lasy regularne. Definiuje algebre cienkq, trzysortowa (lasy,
konteksty strzezone i pozostate konteksty) strukture i dowodze nastepujacych twierdzen:

Twierdzenie 1 Zbior cienkich lasow reqularnych i cienkich kontekstow regularnych z po-
wyzszymai operacjams jest wolng algebrqg w klasie wszystkich algebr cienkich.

Twierdzenie 2 Jezyk cienkich lasow reqularnych jest reqularny wtedy i tylko wtedy, gdy
jest rozpoznawany przez homomorfizm w pewnqg skonczong algebre cienkq.

Zauwazmy, ze do wygenerowania wszystkich laséw (ktérych jest nieprzeliczalnie wiele)
nie wystarczy nam skonczona liczba operacji. Mozemy jednak ograniczy¢ sie do regu-
larnych lasow, korzystajac z faktu, ze kazdy jezyk regularny lasoéw jest jednoznacznie
wyznaczony przez regularne lasy do niego nalezace.

Niemniej jednak, definiuje rowniez drugi rodzaj algebry cienkiej, dla ktorej obiektem
wolnym jest zbior wszystkich cienkich lasow i kontekstéw. Ma ona, oczywiscie, nieskoncze-
nie wiele operacji. W pewnym sensie mozna na algebre cienkg patrze¢ jako na uogélnienie
zar6wno algebry lesnej jak i algebry Wilkego dla stéw nieskonczonych [26], natomiast
drugi rodzaj algebry cienkiej uogélnia algebre lesna jak réwniez w-potgrupy [17].

Ostatecznie pokazuje jak efektywnie przechodzi¢ pomiedzy reprezentacja jezyka lasow
cienkich w postaci automatu skonczonego a homomorfizmem w skonczong algebre cienka:
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Twierdzenie 3 Istnieje algorytm, ktory dla danego jezyka reqularnego lasow cienkich za-
danego przez automat skonczony oblicza jego syntaktyczng algebre cienkq i homomorfizm
w te algebre, ktory rozpoznaje dany jezyk. Istnieje algorytm, ktory, majgc dany homomor-
fizm w algebre cienkq, oblicza automat skonczony dla jezyka rozpoznawanego przez ten
homomorfizm.

W rozdziale 5 proponuje algebre dla lasow dowolnych. Nie ma ona tak dobrych
wtlasnodci, jak algebra cienka, w szczegdlnosci zawiera ona nieskonczenie wiele operacji
i aksjomatow. Jednakze pokazuje, ze kazdy jezyk regularny regularnych laséw nieskon-
czonych jest rozpoznawany przez homomorfizm w skonczong algebre, oraz przedstawiam
algorytm, ktory oblicza syntaktyczng algebre dla jezyka zadanego przez automat skon-
czony. Jak pokazuje w drugiej czesci rozprawy, to wystarczy, aby zastosowac te¢ algebre
w praktyce.

Poniewaz w pracy definiuje kilka struktur algebraicznych, zebratem w rozdziale 3
podstawowe definicje i twierdzenia, uzywajac terminologii algebry abstrakcyjnej dla al-
gebr wielosortowych. Ponadto definiuje odpowiedniki rozmaitosci algebr dla przypadku
wielosortowego i dowodze wielosortowego odpowiednika twierdzenia Eilenberga [12]:

Twierdzenie 4 Istnieje wzajemna jednoznaczno$é pomiedzy rozmaitosciami algebr wie-
losortowych a rozmaitosciami jezykow.

Czes¢ druga: efektywne charakteryzacje

W drugiej czedci rozprawy przedstawiam algorytmy, ktore rozstrzygaja przynaleznosé re-
gularnych jezykow laséw nieskonczonych do wybranych klas jezykow. W wickszosci przy-
padkow sprowadzaja sie one do sprawdzenia odpowiedniego rownania w algebrze syntak-
tycznej rozpoznajacej dany jezyk lasow. Elementy sortu lesnego oznaczam literami h, g,
dla sortéw kontekstowych uzywam liter v, u, w.

W rozdziale 6 przedstawiam algorytmy badajace, czy jezyk regularny laséw cienkich
spelnia pewne proste wtasnosci: przemiennos¢, zamknietos¢ na bisymulacje oraz otwar-
tos¢.

Jezyk laséw skonczonych nazwiemy przemiennym, jesli jest zamkniety na zmiane ko-
lejnosci braci (weztéw drzewa, ktére maja tego samego rodzica). Latwo pokazaé, ze jezyk
laséw skonczonych jest przemienny, wtedy i tylko wtedy gdy w jego syntaktycznej algebrze
lesnej prawdziwe jest rownanie h+ g = g+ h. Pokazuje, ze réwnanie to w przypadku laséw
nieskonczonych opisuje stabsza przemiennos¢, tzn. jezyk je spetniajacy jest zamknigty na
takg zmiane kolejnosci braci, w ktorej na kazdej $ciezce mamy jedynie skonczenie wie-
le zmian. Pokazuje rowniez, ze ogbélna przemiennos¢ dla lasow cienkich jest réwnowazna
prawdziwosci réwnania h + v = v + h.

Dwa lasy tg i t1 sa bisymulacyjnie rownowazne, jesli gracz I1 wygrywa nastepujaca gre,
rozgrywana przez dwoch graczy [16]. Gracz I rozpoczyna gre, wybierajac i € {0, 1} oraz
korzefi x; lasu t; (gracz I przegrywa, jesli lasy sa puste). Nastepnie gracz II odpowiada,
wybierajac korzen x;_; lasu t;_;, o tej samej etykiecie co z; (jesli takiego wezta nie ma
— gra sie konczy 1 wygrywa gracz I). Nastepnie gra jest kontynuowana na lasach sg, s1,
gdzie s; jest lasem powstalym po wzieciu poddrzewa zaczepionego w x; i usunieciu z niego
korzenia. Gracz II wygrywa, jesli wytrwa nieskoniczenie wiele rund.

Jezyk regularny laséw L jest zamkniety na bisymulacje, jesli dla kazdych dwoch bi-
symulacyjnie rownowaznych lasow do L nalezg oba lub zaden z nich. Dla jezykow laséw



skoniczonych ta wlasnosé jest réwnowazna réwnaniom h+g = g+ hi h+ h = h [8].
Pokazuje, ze jezyk regularny laséw cienkich jest zamkniety na bisymulacje, jesli w jego
syntaktycznej algebrze cienkiej prawdziwe sa rownania
h+v=v+h, h+h=h, U°+0v)* =07

Niektore z whasnosci jezykow nie majg swoich odpowiednikéw dla obiektow skonczo-
nych. Zbior lasow moze by¢ traktowany jako przestrzen metryczna. Definiujemy odlegtosé
pomiedzy dwoma lasami jako 27", gdzie n jest najmniejszg gtebokoscia, na ktorej te dwa
lasy sie roznia. Dla tak zdefiniowanej topologii mozemy zada¢ pytanie, czy dany jezyk
laséw jest otwarty, tzn. czy jest zbiorem otwartym w tej topologii. Rozstrzygalnos¢ tego
problemu byta znana, wktad rozprawy polega na przedstawieniu charakteryzacji algebra-
icznej. Pokazuje, ze jezyk regularny laséw cienkich jest otwarty, jesli jego syntaktyczna
algebra cienka spetnia warunek, ze jesli element v> nalezy do obrazu jezyka przy homo-
morfizmie, to dla dowolnego h element v*h réwniez nalezy. Co ciekawe, warunek ten jest
analogiczny do warunku, ktéry musi spelnia¢ otwarty jezyk stéw nieskonczonych [18].

Twierdzenie 5 Dla kaidej z trzech wlasnosci jezykéw (przemiennosé, zamknieto$é na
bisymulacje, otwarto$é w standardowej topologii) istnieje algorytm stwierdzajgcy, czy dany
jezyk regularny cienkich laséow posiada te wlasnosé.

Rozdzial 7 poswiecony jest badaniu definiowalnosci jezykow laséow nieskoriczonych
w logice temporalnej EF (réwnowaznej XPath z operacja descendant). Pokazuje ja dla
laséw cienkich i ogélnych.

Formuty w logice EF sa budowane nastepujaco: (a) dla dowolnej etykiety istnieje for-
muta, ktéra sprawdza, czy w korzeniu drzewa jest ta etykieta, (b) formuly sa zamkniete na
operacje Boole’owskie, (c) jesli ¢ jest formuta, to EFp jest formuta, ktora jest prawdziwa
w drzewach, w ktorych ¢ jest prawdziwa w pewnym witasciwym poddrzewie.

Z logika EF zwigzane jest pojecie EF-bisymulacji. Powiemy, ze jezyk regularny laséw L
jest zamkniety na EF-bisymulacje, jesli dla kazdych dwoch EF-bisymulacyjnie rownowaz-
nych laséw do L nalezg oba lub zaden z nich. Definicja EF-bisimulacyjnej réwnowazno-
sci jest analogiczna do bisymulacyjnej rownowaznosci, z ta réznica, ze gracz I jako we-
zet x; moze wybraé¢ dowolny wezel lasu ¢; (niekoniecznie korzen) i taka sama swobode ma
gracz II. Lasy EF-bisymulacyjnie réwnowazne sg modelami dla tych samych formut EF.

W [8] udowodniono, ze jezyk regularny laséw skonczonych jest definiowalny w logi-
ce EF, gdy jest zamkniety na EF-bisymulacje. W przypadku laséw nieskonczonych tak
nie jest, o czym swiadczy jezyk ,wszystkie lasy skonczone”, ktory spehia tylko te dru-
ga wlasnos¢. Pokazuje jednak, ze jezyk regularny laséw nieskonczonych jest definiowalny
w logice EF, jesli jest zamkniety na EF-bisymulacje oraz jego algebra syntaktyczna spetnia
rownanie v*h = (v + v“h)>.

Jak wida¢, nadal kluczowg role odgrywa tu zamknietosé¢ na EF-bisymulacje. W przy-
padku lasow ogdlnych podaje algorytm, ktéry ja rozstrzyga. W przypadku regularnych
laséw cienkich podaje réwniez charakteryzacje algebraiczng za pomoca rownan

h+v=v+h, vh=vh+h, (v+ (vw)*)* = (vw)>, (vwu)™ = (wou)>.

Twierdzenie 6 Dla kazdej z dwioch wlasnosci jezykow (definiowalnosé w logice temporal-
nej EF, zamknicto$é na EF-bisymulacje) istnieje algorytm stwierdzajacy, czy dany jezyk
reqularny lasow nieskonczonych posiada te wiasnosé.
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