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Wprowadzenie

Tematem niniejszej rozprawy doktorskiej jest problem ograniczonosci (ang. limitedness). Jej ce-
lem zas$, jest stworzenie teorii, w ktorej rozwiazanie tego problemu byloby eleganckie oraz dajace
perspektywy do uogélnieri. Ponizej opisuje zarys historyczny problemu, oraz jak niniejsza praca

sie na tle tego zarysu usytuowia.

Problem star height oraz problem ograniczonoS$ci

Problem star height zostal wprowadzony przez L. C. Eggana w roku 1963 [Egg63|. Jest to na-
stepujacy problem obliczeniowy. Wejscie: Jezyk regularny L (przedstawiony np. za pomoca
automatu) Obliczyé¢: Najmniejsza mozliwa liczbe zagniezdzen gwiazdki Kleene’'go w wyrazeniu
regularnym, ktore opisuje jezyk L. Rozwazane wyrazenia regularne moga korzystaé¢ z konkate-
nacji, sumy oraz gwiazdki Kleene’go, ale nie z dopetnienia. Pytanie o obliczalno§é problemu star
height pozostalo otwarte przez 25 lat, do chwili gdy K. Hashiguchi [Has88| znalaz! na nie po-
zytywna odpowiedz. Jego dowdd jest gleboki i wnikliwy, ale — jak wielu zaznacza — trudny do
zZrozumienia.

Rozwiazujac problem star height, K. Hashiguchi zdefiniowal inny problem decyzyjny, zwany
problemem ograniczonosci (ang. limitedness). Problem ten jest kombinatorycznym jadrem pro-
blemu star height oraz pokrewnych mu zagadnien z teorii jezykow formalnych. W podstawowej
postaci, problem ograniczonosci brzmi nastepujaco. Wejscie: Niedeterministyczny automat skoni-
czony A, ktorego tranzycje sa etykietowane wagami bedacymi liczbami naturalnymi. Rozstrzy-
gnagé: czy istnieje ograniczenie n takie, ze kazde akceptowane stowo ma pewien bieg akceptujacy
o sumie wag nie przekraczajacej n? Tego rodzaju automat, w ktéorym tranzycje posiadaja nie-

ujemne wagi, nazywany jest automatem z odlegloscia (ang. distance automaton). Przykladowy



automat z odlegtoscia nad alfabetem {a,b} jest przedstawiony na Rys. 1. Automat z odlegto-
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RYSUNEK 1: Automat z odlegtoscig. Stany poczatkowe to p,q, s, a stany akceptujgce to q,r,s

$cia A moze by¢ widziany jako funkcja przypisujaca danemu stowu wejSciowemu w najmniejsza
mozliwg sume wag w biegu akceptujacym stowo w, oraz oo gdy stowo nie jest akceptowane. Dla
przykladu, automat z Rys. 1 przypisuje stowu a™'ba™b...ba"™* wartos¢ min(ni,na, ..., ng, k).
Problem ograniczonosci jest pytaniem o to, czy funkcja wyznaczona przez automat ma skon-
czony obraz. Nasz przykladowy automat nie jest ograniczony, bo wartoéci przypisane stowom

aba, aabaabaa, . . ., (akb)kak, ... rosna nieograniczenie.

Pélpierscien tropikalny Problem ograniczonosci automatow z odlegloscia jest Scisle powig-
zany 7z zagadnieniami dotyczacymi polpierscienia tropikalnego (ang. tropical semiring), wprowa-
dzonego przez 1. Simona. Polpierécien ten sklada sie z liczb naturalnych oraz elementu oo, gdzie
minimum wraz z dodawaniem graja role, odpowiednio, operacji dodawania i mnozenia poétpier-
$cieniu. Zwiazek z automatami z odlegtoécig wynika z nastepujacego spostrzezenia. W automacie
z odlegloscia, wartoscia biegu jest suma wag jego tranzycji, a wartoscig stowa jest najmniejsza
mozliwa wartos¢ biegu akceptujacego dane stowo. Odpowiada to mnozeniu macierzy nad poétpier-
$cieniem tropikalnym: jezeli s1,ss,..., s, sa takimi macierzami, to w ich iloczynie, na pozycji

i, 7], znajduje sie minimum po wszystkich ciagach i1, s, ...,ix_1 € {1,...,n} wartosci
s1[d,41) + saliv, d2] + - - 4 sglig—1, J]-

Wartosé te mozna interpretowaé jako sume wag wzdluz biegu odwiedzajacego kolejno stany
1,141,149, ...,9—1,J. Opierajac sie na tym spostrzezeniu, tatwo jest wykaza¢ rownowaznosé¢ pro-
blemu ograniczonosci z nastepujacym problemem skonczonego przekroju (ang. finite section pro-
blem). Dla zbioru S macierzy n x n nad poélpierscieniem tropikalnym oraz pary wspoélrzednych
[i, 7], [¢, j]-przekrojem zbioru S nazywamy zbiér elementow, ktore pojawiaja sie na wspolrzed-
nej [¢,j] pewnej macierzy ze zbioru S. Problem skoriczonego przekroju pyta, czy dla danego
skonficzonego zbioru macierzy A, skoriczony jest [i,j]-przekroj zbioru wszystkich AT macierzy
otrzymanych przez wymnazanie macierzy ze zbioru A.

Rozstrzygalno$é problemu ograniczonosci automatéow z odlegloscia zostata wykazana przez
K. Hashiguchiego w [Has82|. I. Simon skomentowal ([Sim88|) wynik stowami: ,rozwiazanie jest
bardzo skomplikowane i trudne do zobrazowania, co poprowadzito do dalszej pracy nad szukaniem

innych dowodoéw tego wyniku”. Ponadto, podany algorytm ma bardzo zta ztozono$é obliczeniows.



Dowod K. Hashiguchiego rozstrzygalnosci problemu star height przebiega poprzez zawila redukcje

do problemu ograniczonosci.

Topologiczne podejscie do problemu ograniczonosci Inny dowod rozstrzygalnosci pro-
blemu ograniczonosci zostal podany przez H. Leunga w [Leu98|, w artykule pod tytutem ,,Topo-
logiczne podejscie do problemu ograniczonosci automatéw z odlegloécia”’. H. Leung wprowadzit
rozszerzenie 7 polpierécienia tropikalnego o nowy element w, z porzadkiem 0 < 1 < 2 < ... <
w < 00. Operacje w polpierscieniu 7 to znowu minimum oraz dodawanie, gdzie z+w = max(z,w)
dla z € 7. Kluczowe sa wtasnosci topologiczne pélpierscienia 7: element w jest punktem skupie-
nia dowolnego nieograniczonego ciagu liczby naturalnych. Doktadniej, rozpatrujemy metryke na
7T, w ktorej odlegloscia miedzy liczba n a elementem w jest 1/n, podczas gdy kazda liczba jest
odlegta od elementu oo o 1. Topologia 7 jest przedstawiona na Rys. 2. Korzys¢ z wprowadzenia
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RYSUNEK 2: Topologia oraz porzqdek w potpierscieniuv T

elementu w jest nastepujaca. Niech A bedzie skoriczonym zbiorem macierzy nad polpierécieniem

T, ktore nie uzywaja wartosci w. Wowczas, [i, j]-przekroj zbioru AT jest skoriczony wtedy i tylko

wtedy, gdy jego topologiczne domkniecie A+ zawiera macierz, ktorej [i, j]-ta wspolrzedna jest
rowna w. W celu rozstrzygniecia problemu skoriczonego przekroju, H. Leung wprowadzil jeszcze
jeden, skoriczony poélpierscien R, bedacy uproszczong wersja polpierscienia 7: sktada sie on z
elementéw 0,1,w, 00, i element 1 reprezentuje wszystkie skoniczone, dodatnie wartosci. Istnieje
naturalne przeksztalcenie, ktore macierzy nad polpierscieniem 7 przyporzadkowuje jej uprosz-
czenie, bedace macierza nad polpierscieniem R, poprzez zastapienie skonczonych, dodatnich war-
tosci wartoscia 1. To przeksztalcenie jest homomorfizmem polpierécieni. Poniewaz uproszczenie
to rozréznia skoriczone wartosci od elementu w, problem ograniczonosci mozna przedstawié¢ naste-
pujaco: dla danego skoriczonego zbioru macierzy A, obliczyé zbior uproszczen macierzy bedacych
elementami zbioru A+.

Dla macierzy nad polpierscieniem R, H. Leung rozwazal operacje stabilizacji (ang. stabiliza-
tion), ktora przypomina akceleracje: dla danej idempotentnej macierzy e nad polpierscieniem R,

jej stabilizacja e” jest uproszczenie granicy macierzy e,e?,e3

,..., traktowanych jako macierze
nad polpierscieniem 7. Przykladowo, niech e bedzie macierza 1 x 1, ktorej jedyny element ma
wartos¢ 1. Macierz ta jest idempotentem, gdy widziana jest jako macierz nad potpierscieniem R.
Jednak nad potpierscieniem 7, jej kolejne potegi to 1,2,3,4,..., a ich granica jest w. Dlatego
tez, stabilizacja e” macierzy e jest macierza, ktorej jedyny element ma warto$é w.

H. Leung zaproponowat nastepujaca charakteryzacje zbioru uproszczer macierzy wystepuja-
cych w domknieciu A+.

a(AF) = a(A)#)

Powyzej, o oznacza operacje upraszczania macierzy, a a(A)< #) oznacza zbior wszystkich ma-



cierzy nad poélpierscieniem R, ktore da sie wygenerowaé za pomoca wymnazania oraz stabilizacji
ze zbioru uproszczenn macierzy wystepujacych w A.

Poniewaz zbiér wszystkich macierzy n X n o wspotczynnikach w R jest skoriczony, powyzsza
charakteryzacja pozwala na efektywne rozstrzygniecie problemu ograniczonosci. Niestety, dowod
charakteryzacji zostal jedynie naszkicowany przez H. Leunga w [Leu98].

W [Sim94], I. Simon podal niezalezny dowdd charakteryzacji H. Leunga. Kluczowym za-
stosowanym narzedziem sa lasy faktoryzacji (ang. factorization forests) — potezny, acz prosty
wynalazek ulatwiajacy operowanie na skoriczonych poétgrupach.

Automaty Kirstena W [Kir05], D. Kirsten zaproponowal nowy model automatéw, ktore na-
zwal zagniezdzonymi automatami z odleglodcia pustynna (ang. nested distance desert automata).
My bedziemy je po prostu nazywali automatami Kirstena. Automat Kirstena mozna w skrocie
opisa¢ jako niedeterministyczny automat, wyposazony w wiele licznikéw, ktore uporzadkowane
sa w Scista hierarchie: zwiekszenie jednego licznika wywoluje réwniez wyzerowanie wszystkich
licznikéw bedacych nizej w hierarchii. Wartoscia biegu jest maksymalna wartos$é osiagnieta przez
ktorykolwiek z licznikéw. Wartoscia stowa jest najmniejsza mozliwa warto$é biegu, ktory je ak-
ceptuje. Wobec tego, podobnie do automatéw z odlegtoscia, automaty Kirstena przypisuja akcep-
towanym stowom wej$ciowym liczby naturalne, a pozostalym stowom — warto$é co. Dlatego tez,
nie jest pozbawionym sensu rozpatrywanie problemu ograniczonosci dla automatéw Kirstena.
Rozwijajac algebraiczne metody K. Hashiguchiego, I. Simona oraz H. Leunga, D. Kirsten po-
dal dowod rozstrzygalnosci ograniczonosci swoich automatéw. Ponadto, D. Kirsten przedstawil

elegancka i w miare bezposrednia redukcje problemu star height do tego problemu ograniczonosci.

Temat pierwszej czesci rozprawy W pierwszej czesci niniejszej pracy, przedstawiamy ko-
lejny dowod problemu ograniczono$ci automatéw z odlegloscia, oraz dla B-automatéow — modelu
ktory uogoélnia automaty Kirstena, i ktory opisujemy w dalszej czesci tego wprowadzenia. Do-
wod ten czerpie z topologicznych idei H. Leunga, a takze z techniki I. Simona korzystajacej z
laséw faktoryzacji. Zgodnie z podejsciem topologicznym, patrzymy na pélgrupe macierzy nad
polpierscieniem 7 jako na zwarta polgrupe topologiczng, a konkretniej — jako na potgrupe pro-
skoniczona. Kazda taka polgrupa jest wyposazona w operacje zwana w-potega (ang. w-power),

3t ... Okazuje sie, ze

ktora danej macierzy s przyporzadkowuje granice ciaggu macierzy s, s>, s
w-potega w potgrupie macierzy nad potpierscieniem 7 odpowiada stabilizacji H. Leunga. Dowo-
dzimy nastepujacej, kluczowej wlasnosci potgrupy macierzy nad potpierscieniem 7 .
Twierdzenie 1 Niech A bedzie skonczonym zbiorem macierzy n X n nad pdtpierscieniem 7T .
Wowczas

AT =A@,
gdzie AL %) oznacza 2bior wszystkich macierzy, ktore da sie wygenerowaé za pomocg wymnazania
oraz w-potegi ze zbioru A.

Powyzsza wlasnosé jest bardzo blisko zwiazana z charakteryzacja podana przez H. Leunga.

W istocie, bardzo tatwo jest wykazaé, ze powyzsze twierdzenie implikuje charakteryzacje podana



przez H. Leunga (implikacja w druga strone jest rowniez dosy¢ prosta). Nasz dowod powyzszej
wlasnosci opiera sie o rozszerzenie pojecia lasow faktoryzacji na obiekty, ktore nazywamy pol-
grupami ze stabilizacja. Pod tym wzgledem, dowod przypomina dowod przedstawiony przez I.
Simona w [Sim94]. Uwazamy, Ze nasz dowod jest prostszy, a takze ogodlniejszy (gdyz dotyczy
B-automatow) od wezesniej przedstawianych dowodow, ale przede wszystkim, pomaga on do-
strzec zwigzki pomiedzy problemem ograniczonosci a topologia proskoiiczona, ktore sa zglebiane

w drugiej czesci pracy.

Logika MSO+B oraz B/S-automaty

Logika MSO-+B W swojej rozprawie doktorskiej, M. Bojanczyk rozpoczat badania nad logika
MSO-B na drzewach nieskoriczonych. Jest to rozszerzenie logiki MSO o nowy kwantyfikator B.
Definicja kwantyfikatora B jest taka, ze formuta BX.o(X) zachodzi, jezeli istnieje wspolne ogra-
niczenie na rozmiar zbioru pozycji X, ktory spetnia formute ¢. M. Bojariczyk wykazal rozstrzy-
galnosé niektoérych fragmentéw tej logiki, jednak w pelnej ogélnosci problem pozostaje otwarty,
nawet w przypadku stéw nieskoriczonych.

Praca nad logika MSO+B stala sie czescia wiekszego projektu (opisanego szerzej w [Bojl10]),
ktory stara sie rozszerzy¢ pojecie jezyka w-regularnego, jednocze$nie zachowujac jego silne wla-
snoéci. Przykladowo, jezyk zdefiniowany w logice MSO+B wciaz wyznacza kongruencje o skon-
czonym indeksie, nawet w przypadku silnej rownowaznosci Arnolda, czesto rozpatrywanej w
odniesieniu do nieskoriczonych stow. W [Boj09, BT09| podano kilka klas jezykow, rozszerzaja-
cych jezyki w-regularne. Zdefiniowane je jako rozszerzenia slabej logiki monadycznej (ang. Weak
MSO logic) — ktorej wyrazistosé jest rownowazna logice MSO na stowach nieskoriczonych — po-
przez wprowadzenie kwantyfikwatora B, lub réznych innych kwantyfikatoré6w. Te rozszerzenia
dopuszaly réwnowazne opisy w terminach automatéw, tym samym umozliwiajac rozwiazanie
problemu spetnialnosci.

Problem spelnialnosci petnej logiki MSO+B jest trudniejszy niz problem ograniczonosci,
gdyz dla danego automatu z licznikami A (np. automatu Kirstena), tatwo skonstruowaé for-
mule MSO+B, ktora wyraza fakt, ze A jest ograniczony:

Dla dowolnego nieskoniczonego stowa w1 $wo$ws$ . . . istnieje nieskoriczone stowo p1$p28038 . ..

takie, ze:

— dla kazdej liczby i € {1,2,...}, stowo p; opisuje akceptujacy bieg automatu .4
po stowie w;

— dla kazdego licznika istnieje ograniczenie na rozmiar zbioru pozycji zaznaczaja-
cych kolejne wzrosty wybranego licznika, pomiedzy ktérymi nie nastepuje jego

wyzerowanie

W publikacji [BCO06], autorzy (nieSwiadomi istniejacych wynikéw na temat problemu ogra-
niczonosci) wykazali rozstrzygalnosé pewnego fragmentu logiki MSO+B, ktory zawiera formuly
takie jak powyzsza. Tak wiec, przedstawili oni nowy, niezalezny dowéd problemu rozstrzygalnosci

problemu ograniczonosei (automatow z odlegloscia, czy tez automatow Kirstena).



Jednym z narzedzi wykorzystanych w dowodzie sa B-automaty. Sa one podobne do automatow
Kirstena z ta réznica, ze liczniki nie sa uporzadkowane w hierarchie, i mozna na nich wykonywacé
dwie operacje: zwiekszania oraz wyzerowania. Wartoscia stowa jest najmniejsza mozliwa wartos$cé
biegu, ktéry je akceptuje, zas wartoscia biegu jest najwieksza wartosé osiagana przez ktory badz
z licznikow. Autorzy wprowadzili rowniez inny model automatéw, ktore nazwali S-automatami.
Ich definicja jest taka jak definicja B-automatow, z tg roznica, ze stowa ,najwieksza” oraz ,naj-
mniejsza’ sg ze sobg zamienione. S-automaty sa wygodne, poniewaz ich problem ograniczonosci
jest tatwo rozstrzygalny. W zasadniczym kombinatorycznym wyniku pracy [BCO06], wykazany
jest zwiazek B-automatow z S-automatami, z ktorego z kolei wynika rozstrzygalnosé fragmentu
logiki MSO-+B. Dow6d tego wyniku opiera si¢ rowniez o lasy faktoryzacji I. Simona.

Zeby przeniesé te wyniki do $wiata stow nieskoriczonych, wprowadzono w B-automaty. Sa one
zdefiniowane podobnie jak B-automaty, ale zamiast przypisywaé stowu liczbe, daja one odpo-
wiedz Boolowska, oparta o warunek Biichi’ego, oraz to, czy podczas biegu, liczniki miaty ogra-
niczone wartosci. wB-automaty definiuja klase jezykdw w B-regularnych, ktora rozszerza jezyki
w-regularne, oraz odpowiada syntaktycznemu fragmentowi logiki MSO-B, w ktorym jest organi-
czona jest mozliwos¢ uzywania negacji. Zasadniczy wynik pracy [BC06] implikuje rozstrzygalnosé
spelialnosci dla tego fragmentu logiki.

Okazuje sie, ze klasa jezykow wB-regularnych jest dosyé naturalng klasa. Pojawia sie przykta-
dowo réwniez w pracy [ST11], ktora rozpatruje pozornie niezwiagzane zagadnienia. W tej pracy
rozwazane sg automaty wyposazone w wiele licznikow, z testami na réwnosé, oraz mozliwoscia
zwiekszania i zmniejszania licznikéw, tyle, ze o warto$¢ niekontrolowans przez automat. Oka-
zuje sie, Ze te automaty, rozpatrywane na stowach nieskoriczonych (z warunkiem akceptacji typu
Biichi’ego) sa réwnowazne wB-automatom. Warto zauwazyé, ze wyposazenie wB-automatu w
mozliwo$¢ zmniejszania licznika o jeden prowadzi tatwo do nierostrzygalnosci, gdyz umozliwia
symulacje maszyny dwulicznikowej. Nawet dla wB-automatéw z jednym licznikiem i bez mozli-
wosci resetowania, prowadzi to do nieroztrzygalnej pustosci (w pracy [DDG'10] przedstawiony
jest dowdd, w ktorej automaty z jednym licznikiem, z dekrementacja i inkrementacja i testem na

istnienie ograniczenia wystepuje pod nazwa ,,Energy Games”).

Teoria Colcombeta W pracach [Col09, Col10], T. Colcombet rozwingl cala teorie, ktora,
miedzy innymi, implikuje zasadniczy wynik pracy [BC06], oraz ujawnia jego zwiazki z proble-
mem ograniczonosci. Teoria ta opiera sie gtéwnie na pracy [BCO06|, lecz czerpie tez z metod H.
Leunga oraz D. Kirstena. Kluczowym pojeciem wprowadzonym przez T. Colcombeta jest funkcja
kosztu (ang. cost function). Jest to abstrakcja, ujmujaca istote funkcji obliczanych przez auto-
maty z licznikami — utozsamiane ze sobg sa funkcje wygladajace podobnie z punktu widzenia
ograniczono$ci. Definicja jest nastepujaca. Dla danych dwoch funkcji f,g: AT — N, okreslonych
na zbiorze wszystkich slow nad alfabetem A, méwimy, ze f dominuje g, jezeli na kazdym zbiorze
stow, na ktorym funkcja f jest ograniczona, funkcja g jest réwniez ograniczona. Relacja domina-
cji zadaje relacje przechodnia i zwrotna na zbiorze wszystkich funkeji. Méwimy, ze dwie funkcje
f oraz g sa rownowazne, jezeli f dominuje g, oraz g dominuje f. Klasy réwnowaznosci tej relacji

rownowaznosci nazywane sg funkcjami kosztu.



Problem ograniczonosci jawi sie zatem jako problem rozstrzygniecia, czy funkcja wyznaczona
przez dany automat A jest zdominowana przez funkcje, ktora przypisuje wartosé 0 stowom akcep-
towanym przez A oraz warto$¢ oo stowom odrzucanym przez A. Warto zauwazy¢, ze wlasnosé ta
zalezy nie tyle od funkcji wyznaczonej przez automat A, co od jej klasy abstrakcji, tj. wyznaczonej
przez nia funkcji kosztu.

Nastepujacy wynik jest sformutowany w [Col09], cho¢ wynika on tez z [BCO6]:

Twierdzenie 2 Klasa funkcji kosztu wyznaczanych przez B-automaty jest tozsama z klasq funkcji
kosztu wyznaczonych przez S-automaty. W konsekwencji, relacja dominaciji jest rozstrzygalna dla

tej klasy funkcji kosztu.

Za T. Colcombetem, nazywamy funkcje kosztu wyznaczone przez B-automaty (tudziez S-
automaty) regularnymi funkcjami kosztu. Teoria T. Colcombeta podaje opis klasy regularnych
funkcji kosztu nie tylko za pomoca automatow, ale takze rownowazne opisy w jezyku polgrup ze
stabilizacja, oraz za pomoca rozszerzen logiki MSO, czy tez w koincu za pomoca odpowiednich

wyrazen regularnych.

Nie jest jasne, czy teoria funkcji kosztu, oparta o automaty z licznikami, jest wlasciwym
podejsciem do problemu spelnialnosci logiki MSO+B na stowach nieskoriczonych, czy jedynie do
jej fragmentu z ograniczonym uzyciem negacji.

Rzucajacym sie w oczy problemem przy probie rozszerzenia tego podejscia do wiekszych
fragmentow logiki MSO+B jest to, ze nie ma sensownego sposébu na zdefiniowanie ,dopelnie-
nia” funkcji kosztu. Dalsze watpliwosci wynikaja z pracy [HST10], ktora dowodzi, ze za pomoca
MSO-+B mozna zdefiniowa¢ nieborelowskie zbiory stéw nieskoniczonych. Implikuje to, ze nie jest
ona réwnowazna zadnemu modelowi automatéw z Borelowskim warunkiem akceptacji. Wyklucza

to stosowanie wszelkich znanych automatoéw niedeterministycznych z licznikami.

Topologiczne podejscie do problemu ograniczonoS$ci

Intencja niniejszej pracy jest cheé choé najmniejszego przyblizenia sie do problemu rozstrzy-
gniecia logiki MSO-+B na stowach nieskoriczonych. Chociaz nie czynimy zadnego postepu pod
wzgledem rozstrzyganego fragmentu tej logiki, mamy nadzieje na stworzenie teorii, w ktorej
choéby sam problem ograniczonosci miatby eleganckie i intuicyjne rozwiazanie.

Najbardziej przystepne dowody problemu ograniczonosci to dowody D. Kirstena oraz T. Col-
combeta. Jednakze, w dowodach tych, topologiczna idea H. Leunga gra bardzo watla role, gdyz
opieraja sie one gléwnie na rozwazaniach algebraicznych, co czyni te dowody ,trudnymi do zo-
brazowania”, uzywajac okreslenia I. Simona. Wierzymy, ze topologia ma istotne znaczenie w od-
niesieniu do problemu ograniczonosci, a doktadniej, ze istnieje zwiazek z topologia proskonczona.
Dlatego tez rozwijamy teorie B- oraz S-automatow, poréwnywalna z klasyczna teorig automatow
skonczonych, ktéra jawi sie jako naturalne srodowisko do rozwazania probleméw podobnych do
ograniczonosci czy tez dominacji.

W klasycznej teorii, podobnie jak w teorii automatéow Biichi’ego, oprocz automatéw, istotne

sg pojecia: wyrazen regularnych, rozpoznawania przez morfizmy, logiki MSO oraz kongruencji



syntaktycznej, z ktorych wszystkie sg rownowazne pod wzgledem definiowanej przez nie klasy
jezykow.

W drugiej czedci niniejszej rozprawy przedstawiamy analogiczna teorie, ktora jest zbudowana
wokot B- oraz S-automatéw. Na wyjsciu natykamy sie na nastepujacy problem: czym jest obiekt
definiowany przez B-automat? Rozwiazanie T. Colcombeta uznaje, ze tym obiektem jest funkcja
kosztu wyznaczona przez automat. Wada tego rozwigzania jest to, ze funkcje kosztu sa obiek-
tami zupelnie innej natury, niz jezyki stow. Nie ma bowiem sensu pojecie dopelnienia funkcji
kosztu, nie mozna tez méwi¢ o przynaleznosci do funkcji kosztu. Oba te pojecia sa niezbedne do
definicji kongruencji syntaktycznej. Funkcje kosztu nie sg podatne na inne standardowe teorio-
mnogos$ciowe operacje, takie jak iloraz przez relacje rownowaznosci. W efekcie, w teorii T. Col-
combeta nie wystepuje konstrukcja analogiczna do konstrukeji Myhill’a-Nerod’a, ktora z jezyka
regularnego tworzy kanoniczny obiekt go rozpoznajacy.

Podejscie przedstawione w niniejszej rozprawie omija te trudnosci, gdyz uznajemy, ze auto-
maty rozpoznaja jezyki stow, tyle, ze proskonczonych. Dla przyktadu, automat przedstawiony na
Rys. 1 odrzuca stowo proskoriczone (a“b)“a®, ktore jest granica ciagu stow ((a*'b)*a*)52 . Od-
krywamy odpowiednie pojecia wyrazen regularnych, rozpoznawania przez morfizmy, logiki oraz
kongruencji syntaktycznej, z ktorych kazde definiuje te sama klase jezykdéw stow proskoniczonych.
Godna uwagi jest prostota sformutowania kluczowych probleméw: problem ograniczonosci jawi
sie jako problem uniwersalnosci automatu, a problem dominacji to nic innego, jak problem in-
kluzji jezykow. Automat z odlegltoscia rozwazany w przyktadzie nie jest uniwersalny, bo odrzuca
stowo (a“b)“a®. W dalszej czesci tego autoreferatu, streszezamy teorie rozwinieta w drugiej czesci

rozprawy.

Przeglad drugiej czesci rozprawy

Ponizej opiszemy nieco dokladniej pojecia oraz zasadnicze twierdzenie drugiej czesci rozprawy.
Zasadnicze twierdzenie méwi o réwnowaznych charakteryzacjach pewnej klas jezykéw stow pro-
skoniczonych, tzn. podzbioréw wolnej pétgrupy proskoiiczonej: poprzez wyrazenia regularne, au-
tomaty niedeterministyczne, rozpoznawalnosé przez homomorfizmy oraz przez wlasnos$é skoriczo-

nego indeksu. Wpierw, wprowadzimy powyzsze pojecia.

Polgrupa proskoniczona Niech A bedzie ustalonym, skoriczonym alfabetem. Bedziemy za-
ktadaé, ze wszystkie stowa skonczone sa nad tym alfabetem.
Niech

w1, W2, W3, ... (1)

bedzie nieskoniczonym ciagiem stéw skoniczonych. Powiemy, ze powyzszy ciag stow ostatecznie
nalezy do jezyka L C AT, jezeli od pewnego momentu n, wszystkie stowa w,,, wn11,. .. naleza do
jezyka L. Mowimy, ze ciag stow (1) jest zbiezny, jezeli dla kazdego jezyka regularnego L, ciag (1)
ostatecznie nalezy do jezyka L albo do jego dopelmienia, AT — L. Powiemy, Ze dwa zbieine

ciagi slow wy,waq, ... oraz vy, vs,... 83 rozroznianie przez jezyk L, jezeli tylko jeden z ciaggow



ostatecznie nalezy do jezyka L. Jezeli dwa ciagi nie sa rozrézniane przez zaden jezyk regularny,
to sa one sa rownowazne.
Klasy abstrakcji powyzszej relacji réwnowaznosci nazywamy stowami proskonczonymi, i ozna-

czamy je symbolami x,y, . ... Zbiér stéw proskoriczonych oznaczamy symbolem A+,

Przyktad 1. 1. Jezeli w jest ustalonym stowem skoiiczonym, to ciag w,w,w, ... jest zbiezny.

Klase abstrakcji tego ciagu zbieznego utozsamiamy ze stowem w.

2. Jezeli a € A jest litera, to ciag a,a?,a®,a,... nie jest zbiezny, gdyz kolejne jego wyrazy

naprzemiennie naleza i nie naleza do jezyka regularnego (AA)™

3. Zkolei cigg a,a?,a®,a", ... jest zbiezny, co wynika z lematu o pompowaniu dla jezykéw re-

gularnych. Klase abstrakeji tego ciagu zbieznego oznaczamy przez a*. Jest to nieskonczone
stowo proskoniczone;j.

4. Ciag (aa),(aa)?,(aa)¥, (aa)",... rowniez jest zbiezny, oraz jest rownowazny ciagowi z
poprzedniego przyktadu

5. Jezeli dwa ciagi wq,ws, ... oraz vi,vs, ... sa zbiezne oraz x i y to ich klasy abstrakcji, to
ciag wiv1, wavs, ... rOwniez jest zbiezny, a jego klase abstrakcji oznaczamy x -y
6. Jezeli ciag wy,wa, ... jest zbiezny oraz x jest jego klasa abstrakcji, to ciag wi,w%',wg', ..

jest réwniez zbiezny, a jego klase abstrakeji oznaczamy x*

Operacje x,y — x -y oraz x — x* opisane w powyzszym przykladzie nie zaleza od wyboru
reprezentantéow klas abstrakcji « oraz y, zatem zadaja one w sposéb poprawny przeksztalcenia na
zbiorze A+ Potgrupe A+ nazywamy wolng polgrupa generowana przez zbiér A. Przeksztalcenie
T — ¥ nazywamy w-potegq. Zbior stow skonczonych A* zanurza si¢ w naturalny sposéob w zbiér
stow proskoriczonych, tak jak to opisano w pierwszym podpunkcie przykladu. Na zbiorze A+
mozna zadaé¢ metryke, w ktorej odlegloécia pomiedzy dwoma stowami proskoiiczonymi x,y jest
liczba 277, gdzie r jest rozmiarem najmniejszego jezyka regularnego L ktory rozroznia reprezen-
tanta klasy x od reprezentanta klasy y (to nie zalezy od wyboru reprezentantow). Rozmiar jezyka
regularnego mierzymy poprzez moc najmniejszej potgrupy, ktora dany jezyk rozpoznaje. Metryke
tq mozna réwniez rozwazaé na zbiorze AT stéw skonczonych. Nietrudno wykazaé, ze przestrzen
A¥ jest izometryczna z uzupelnlenlem przestrzem AT wzgledem tej metryki. W szczegdlnoéci,
zbior AT jest gesty w At Ponadto, przestrzen A+ jest catkowicie niespdjna, nieprzeliczalnag
przestrzenia zwarta. W szczegolnosci, zbior stow ktore da sie wygenerowaé poprzez konkatenacje
oraz w-potege z liter w alfabecie A nie wyczerpuje wszystkich stow proskoriczonych, gdyz jest on
przeliczalny. Przez A oznaczamy zbior Aty dodanym izolowanym punktem e, reprezentujacym

stowo puste.

Jezyki rozpoznawane przez B-automaty oraz S-automaty Niech A bedzie B-automatem
oraz niech f4: AT — N bedzie wyznaczong przezeni funkcja. Zauwazmy, ze dla dowolnej liczby
naturalnej n, przeciwobraz f;'([0,n]) przedzialu [0,7] jest jezykiem regularnym nad alfabetem

A. Wynika to z tego, ze B-automat A mozna zastapi¢ automatem skonczonym, ktéry umie



liczy¢é do progu n, i stwierdzi¢, czy dla wartos¢ fa(w) przypisana stowu w jest nie wieksza
niz n. Na podstawie tej obserwacji nietrudno wykazaé, ze funkcja f4 jest jednostajnie ciagla
funkcja na przestrzeni metrycznej A (na zbiorze N rozwazamy zwarta metryke, w ktorej oo jest
jedynym punktem skupienia). Wobec tego, rozszerza si¢ ona w sposob jednoznaczny do ciaglej
funkcji f4 okreslonej na calej przestrzeni A+, Jezykiem automatu A nazywamy zbior wszystkich
stow proskonczonych, ktorym rozszerzenie f 4 przypisuje wartos¢ skoriczona. Latwo zauwazy¢, ze
automat A jest ograniczony wtedy i tylko wtedy, gdy jego jezyk jest réwny A¥, Przyktadowo,
automat przedstawiony na Rys. 1 definiuje zbiér wszystkich stéw proskonczonych, ktére maja
skoniczenie wiele liter b oraz w ktorych kazdy spojny ciag liter a ma ograniczona dlugosé.

Gdy A jest S-automatem, mozemy powtdrzy¢é powyzsze rozumowanie. Jezyk automatu A
definiujemy jednak jako zbiér wszystkich stéw proskoniczonych, ktorym rozszerzenie f 4 przypisuje

wartosé oo.

Wyrazenia B- oraz S-regularne Rozwazamy rozszerzenia wyrazen regularnych, podobne do
tych, ktore byly wprowadzone w pracy [BC06]. W tamtej pracy, wyrazenia B- oraz S-regularne
opisywaly klasy ciagéw stow skoriczonych, podczas gdy tutaj, opisuja one jezyki stéw proskoniczo-
nych. Wyrazenie B-regularne opisuje zbiér otwarty, podczas gdy wyrazenie S-regularne — zbior
domkniety w przestrzeni A+,

Wyrazenia B-regularne, oprocz standardowych operacji sumy, konkatenacji oraz gwiazdki Kle-
ene’go, moga korzystaé z operacji ograniczonej iteracyi, oznaczanej L — L<°°. Z kolei, wyrazenia
S-regularne, oprocz standardowych operacji, moga korzystaé z nieskoriczonej iteracji, oznaczonej
L — L*°. Wyrazenia B-regularne definiuja otwarte podzbiory przestrzeni E, a wyrazenia S-

regularne definiuja jej domkniete podzbiory. Pominiemy precyzyjne definicje w tym streszczeniu.

Przyktad 2. Wyrazenie B-regularne
(a<>°b)*a<>

definiuje zbior stow proskoniczonych, w ktorych kazdy spojny cigg liter a ma ograniczona dlugosé.
Wyrazenie S-regularne
(a+b)*a>(a+b)*

definiuje zbior, ktory jest dopelnieniem jezyka definiowanego przez powyzsze wyrazenie B-regularne.

Kongruencja syntaktyczna Dla jezyka stow proskonczonych L C ler, definiujemy jego
(-, #)-kongruencje syntaktyczng, jako najmniejsza relacje rownowaznosci ktora jest niezmienni-

cza ze wzgledu na mnozenie, w-potege oraz na przynaleznosé¢ do zbioru L.

Poélgrupy stabilizacyjne oraz rozpoznawalno$é Pdtgrupa stabilizacyjna jest to skonczona
polgrupa, wyposazona w topologie (zazwyczaj nie bedaca topologia Hausdorfla) oraz w dodat-
kows, operacje stabilizacji, oznaczana s — s#. Wymagane sa pewne aksjomaty laczace te trzy
struktury, ktore odzwierciedlaja topologiczne oraz algebraiczne wlasciwosci mnozenia i w-potegi
w poélgrupie A+,

Kluczowe jest nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie 3 Niech a: A — S bedzie przeksztatceniem ze skoriczonego alfabetu A w pdtgrupe
stabilizacyjng S. Wowczas istnieje najwiekszy ciggly homomorfizm &: At — S, ktéry rozszerza
przeksztatcenie «. Ponadto, dla dowolnego domknietego (odp. otwartego) zbioru F C S, jego

przeciwobraz &~ (F) jest definiowany przez wyrazenie S-reqularne (odp. B-regularne).

W powyzszym sformulowaniu, od homomorfizmu & wymagamy, by zachowal on mnozenie
oraz przeksztalcal w-potege na stabilizacje. Wymaganie méwiace, ze jest on ,najwiekszy” na-
lezy interpretowaé jako pewna kanonicznosé owego rozszerzenia. Dla dowolnego zbioru F C S

powiemy, ze jezyk &~1(F) jest { -, #)-rozpoznawalny.

Glowne twierdzenie

Twierdzenie 4 Niech L C A+ bedzie jezykiem stow proskoriczonych. Wowczas, réownowazne sg

nastepujgce warunksi.

1. L jest { -, #)-rozpoznawalny oraz domknicty
2. L jest definiowany przez wyrazenie S-reqularne
3. L jest rozpoznawany przez pewien S-automat

4. L=LnNA( % oraz jego kongruencja syntaktyczna ma skoriczony indeks
Dualnie, réwnowazne sq¢ nastepujgce warunki.

1. L jest { - ,#)-rozpoznawalny oraz otwarty
2°. L jest definiowany przez wyrazenie B-regularne
3’. L jest rozpoznawany przez pewien B-automat

4°. Dopetnienie A¥ L jezyka L jest (- | #)-rozpoznawalne oraz domkniete

Punkt czwarty méwi o tym, ze jezyk L jest ,wyznaczony” poprzez zbior stow proskoriczonych
ktore jednocze$nie naleza do jezyka L oraz do zbioru stow ktére sie dadza wygenerowaé z al-
fabetu A poprzez konkatenacje oraz w-potege. Mozna wskazaé przyktady, ktore pokazuja, ze to
wymaganie jest konieczne.

Rownowaznosci w powyzszym twierdzeniu sa efektywne, tzn. mozna efektywnie przeksztalcié
automat B-regularny w réwnowazne wyrazenie B-regularne, lub wyznaczy¢ najmniejsza potgrupe
stabilizacyjna rozpoznajaca jezyk przezen wyznaczony, itp. Wobec tego, twierdzenie to implikuje
tatwo rozstrzygalnos¢ problemu ograniczonosci dla B-automatow: dla danego B-automatu A
rozpoznajacego jezyk L, wyznaczamy wyrazenie S-regularne definiujace dopelnienie A+~ L,
i nastepnie stwierdzamy, czy wyrazenie to definiuje zbiér pusty. Sprawdzanie pustosci wyrazen
regularnych jest trywialne.

Podsumowanie Rozprawa opisuje teorie stosowng do rozpatrywania probleméw decyzyjnych
dla B- oraz S-automatéw, takich jak problem ograniczonosci. Pod wieloma wzgledami, teoria ta
rozszerza teorie jezykow regularnych. Zasadniczym pomystem jest przeniesienie rozwazai ze stow

skonczonych na slowa proskoriczone, oraz stworzenie narzedzi algebraicznych temu stuzacych.

11



Literatura

[BCO6]

[Boj09)

[Boj10]

[BT09]

[Col09]

[Col10]

[DDG+10]

[Egg63]

[Has82]

[Has88|

[HST10]

[Kir05]

[Leu9s]

Mikotaj Bojanczyk and Thomas Colcombet. Bounds in w-regularity. In Logic in
Computer Science, pages 285296, 2006.

Mikotaj Bojanczyk. Weak MSO with the unbounding quantifier. In Susanne Albers
and Jean-Yves Marion, editors, STACS, volume 3 of LIPIcs, pages 159-170. Schloss
Dagstuhl - Leibniz-Zentrum fuer Informatik, Germany, 2009.

Mikotaj Bojariczyk. Beyond w-regular languages. In STACS, pages 11-16, 2010.

Mikotaj Bojanczyk and Szymon Toruniczyk. Deterministic automata and extensions
of Weak MSO. In Ravi Kannan and K. Narayan Kumar, editors, F'STTCS, volume 4
of LIPIcs, pages 73-84. Schloss Dagstuhl - Leibniz-Zentrum fuer Informatik, 2009.

Thomas Colcombet. The theory of stabilisation monoids and regular cost functions.
In Susanne Albers, Alberto Marchetti-Spaccamela, Yossi Matias, Sotiris E. Nikolet-
seas, and Wolfgang Thomas, editors, ICALP (2), volume 5556 of Lecture Notes in
Computer Science, pages 139-150. Springer, 2009.

Thomas Colcombet. Regular cost functions, part i: Logic and algebra over words.
unpublished, 2010.

Aldric Degorre, Laurent Doyen, Raffaella Gentilini, Jean-Francois Raskin, and Szy-
mon Torunczyk. Energy and mean-payoff games with imperfect information. In Anuj
Dawar and Helmut Veith, editors, CSL, volume 6247 of Lecture Notes in Computer
Science, pages 260—274. Springer, 2010.

Lawrence C. Eggan. Transition graphs and the star height of regular events. Michigan
Math. J., 10:385-397, 1963.

Kosaburo Hashiguchi. Limitedness theorem on finite automata with distance func-
tions. Journal of Computer and System Sciences, 24:233-244, 1982.

Kosaburo Hashiguchi. Algorithms for determining relative star height and star height.
Inf. Comput., 78(2):124-169, 1988.

Szczepan Hummel, Michat Skrzypczak, and Szymon Toruriczyk. On the topological
complexity of MSO+U and related automata models. In Petr Hlineny and Antonin
Kucera, editors, MFCS, volume 6281 of Lecture Notes in Computer Science, pages
429-440. Springer, 2010.

Daniel Kirsten. Distance desert automata and the star height problem. Theoretical
Informatics and Applications, 39(3):455-511, 2005.

Hing Leung. The topological approach to the limitedness problem on distance auto-
mata. Idempotency, pages 88111, 1998.

12



[Sim88]

[Sim94]

[ST11]

Imre Simon. Recognizable sets with multiplicites in the tropical semiring. In Mathe-
matical Foundations of Computer Science, volume 324 of Lecture Notes in Computer
Science, pages 107-120, 1988.

Imre Simon. On semigroups of matrices over the tropical semiring. ITA, 28(3-4):277—
294, 1994.

Luc Segoufin and Szymon Toruriczyk. Automata based verification over linearly or-
dered data domains. In STACS. Schloss Dagstuhl - Leibniz-Zentrum fuer Informatik,
Germany, 2011. To appear.

13



