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WSTEP

Krzywizna Mengera to pojecie zdefiniowane dla trojek punktéw w przestrzeni Euklide-
sowej. Niech R(z,y, z) bedzie promieniem najmniejszego okregu przechodzacego przez trzy
punkty z, y i z. Wowczas krzywizna Mengera trojki (x,vy, 2) jest towna R(z,y, z) . Poje-
cie to moze by¢ wykorzystane do zdefiniowania wielu innych poje¢ krzywizny dla zbioréw
l-wymiarowych zanurzonych w R" i pojawia si¢ w literaturze w kilku réznych kontekstach.

Oryginalne motywacje do badania tego pojecia pochodzity, w pewnej czesci, z nauk przy-
rodniczych i dotyczyly badania modeli dla tanicuch6w polimerowych, czasteczek DNA oraz
struktur biatkowych; zobacz fizyczne prace Banavara i innych [1] oraz Suttona i Balluffi [26].
Chodzito, w pierwszej kolejnosci, o matematyczne sformalizowanie naturalnych, fizycznych
warunkdéw: braku samoprzecie¢ krzywych, a takze faktu, ze rézne obiekty fizyczne, ktore
mozna modelowaé jako krzywe lub powierzchnie, maja jednak pewna charakterystyczng
grubosé. Cel ten mozna osiaggnaé¢ na przyktad przez narzucenie dolnego ograniczenia na
tzw. grubosé, zdefiniowana jako infimum wartosci R(x,y, z) po wszystkich trojkach punk-
tow x, y 1 z lezacych na krzywej. Mozna tez badac tzw. promien krzywizny globalnej zadany
w punkcie x przez infimum z R(x,y, z) po wszystkich parach y,z. Teoria dla obiektow jed-
nowymiarowych zostala szeroko rozwinieta i udato sie udowodnié¢ szereg rezultatow. Wy-
mienimy tylko kilka, majacych znaczenie dla naszych badan. Zostaty zdefiniowane pojecia
krzywizn catkowych, ktére dawaly sie bada¢ metodami analitycznymi i pozwalaly udowad-
niaé¢ np. istnienie krzywych o minimalnej krzywiznie w danej klasie zawezlenia (patrz prace
Gonzaleza, Maddocksa, Schurichta i von der Mosela [9], Cantarelli i Kusnera [4], Gonzaleza
i de la Llave [8]), czy istnienie tzw. weztow idealnych, ktére minimalizuja stosunek dlugosci
do grubosci, patrz m.in. Cantarella i Kusner [4], Cantarella i inni [3], Durumeric [7]| oraz
Schuricht i von der Mosel [17]. Szerszy opis tej tematyki mozna znalezé w cytowanych

artykutach.
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Zupelie niezaleznie od motywacji fizycznych, badania prowadzone przez Mielnikowa,
Tolse, Davida i innych matematykéw nad charakteryzacja usuwalnych osobliwosci ograni-
czonych funkcji analitycznych i rozwigzaniem hipotezy Wituszkina, réwniez doprowadzity
do badania definiowanej jako catka krzywizny obiektéw niegltadkich. O zwiazkach anali-
zy harmonicznej z krzywizna Mengera pisali w przegladowych tekstach Mattila [14] oraz
Tolsa [27]; Léger [11] udowodnil, ze krzywe o skonczonej catkowej krzywiznie Mengera
sa przeliczalnie 1-prostowalne. Byt to jeden z kluczowych krokéw w dowodzie hipotezy
Wituszkina.

Prowadzone sa tez intensywne badania nad uogoélnieniem takiego pojecia krzywizny dla
niegtadkich powierzchni, a nawet og6lniej, dla k-wymiarowych podrozmaitosci w R™. Tutaj
roOwniez celem jest wykrywanie samoprzecie¢ i znajdowanie dobrych zanurzen, np. takich,
dla ktorych istnieje mozliwie grube otoczenie tubularne rozpatrywanego obiektu. Pojawia-
ja sie tez zastosowania w rachunku wariacyjnym. Okazuje sie, ze ,naturalne” uogoélnienie
krzywizny Mengera na wyzsze wymiary jako odwrotnosci promienia sfery przechodzacej
przez pewne k + 2 punkty jest bledna. W [24, Appendix B| Strzelecki i von der Mosel
pokazali przyklad gtadkiej rozmaitosci, dla ktorej taka krzywizna bylaby nieograniczona.
Dobrze zdefiniowana krzywizna pozwala narzucaé¢ wiezy topologiczne w zadaniach waria-
cyjnych i znajdowaé minima funkcjonatow w konkretnej klasie izotopii, patrz np. [21] i [22].
Lerman i Whitehouse [12] i [13] wprowadzili ostatnio wiele roéznych rodzajow krzywizn cal-
kowych dla miar. Ich prace skupiaja sie na teorii miar jednostajnie prostowalnych w sensie
zdefiniowanym przez Davida i Semmesa w monografii |6] i wiaza teorie zbiorow jednostajnie
prostowalnych z krzywiznami catkowymi.

Chodzi zatem o znalezienie takiego pojecia krzywizny, ktére bedzie miato sens dla obiek-
tow o stosunkowo niskiej regularnosci, a zarazem takiego, ktorego kontrolowanie bedzie
pozwalato wnioskowaé o wyzszej regularnosci oraz lepszym” ksztalcie (brak samoprzecie¢
i grube otoczenie tubularne). Przyktadem takiego pojecia jest tzw. stata cieciwa-tuk (ang.
chord-arc constant), badana w pracach Semmesa [18] i [19] oraz w [2]. Innym tego typu
pojeciem jest uogodlniona druga forma podstawowa badana przez Tatiane Toro [28] oraz
Miilera i Sveraka [15].

Nasze badania skupiaja sie na krzywiznach zdefiniowanych jako pewien potencjat odpy-
chajacy, ktory uogolnia krzywizne Mengera dla krzywych. Takie potencjatly mozna trakto-
waé jako wyidealizowany model wielopunktowych oddzialywan odpychajacych, ktore za-
pobiegaja przecinaniu sie odlegtych cze$ci powierzchni. W pracach [21] i [22| Strzelecki
i von der Mosel wprowadzili pojecie globalnej krzywizny dla szerokiej klasy powierzchni,
opisanych parametrycznie. Udowodnili brak samoprzecie¢, regularnoéé¢ klasy O oraz ist-
nienie odpowiednio grubego otoczenia tubularnego (o wielkosci zwiazanej z ograniczeniem
krzywizny globalnej) takich powierzchni. Wyniki te zostaly tez zastosowane do zagadnieni
wariacyjnych z wiezami topologicznymi, np. do minimalizacji pola powierzchni przy usta-
lonym z gory genusie lub klasie izotopii.
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WYZEJ WYMIAROWA KRZYWIZNA MENGERA

Dla m+2 punktow {xq, z1, ..., Tme1} C R™ definiujemy ich dyskretng krzywizne wzorem
Y VAN G T .
,C($0>"'7xm+1) = ( <IO - +1>) 27
diam({zg, x1, ..., Tmi1})"F
gdzie A(xg, ..., Tmy1) 0znacza otoczke wypukly zbioru {zo, ..., .1}, ktora w najczest-

szym przypadku bedzie (m + 1)-wymiarowym sympleksem. Dla m = 2 mozna z tatwoscig
udowodnié, ze powyzsza warto$¢ KC jest zawsze mniejsza niz krzywizna zdefiniowana w |24]
ale dla w miare ,regularnych” czworoscian6w obie wartosci sa poréwnywalne. Jest to kon-
sekwencja faktu, ze powierzchnia boczna czworo$cianu jest zawsze ograniczona przez 4w
razy kwadrat jego srednicy.

Niech ¥ C R" bedzie dowolnym, m-wymiarowym, zwartym zbiorem oraz niech p > 0.
Wprowadzamy pojecie catkowej krzywizny Mengera rzedu p zbioru X (w skrocie bedziemy
ja nazywaé p-energiq )

A m m m+2
() &)= [ Koo A A SR =T XS
(m~+2) times

Tak zdefiniowana energia jest skoriczona dla kazdej rozmaitosci klasy C? (zobacz Stwierdze-

nie 1.7.5 oraz Wniosek 1.7.6). We wspolnej pracy z Marta Szumarnska [10] dowodzimy tez, ze

m(m+1)
p

oraz konstruujemy przyktady funkcji klasy C1*° dla ktoérych powyzsza energia jest nieskorn-

czona. Zatem wyktadnik vy jest w istocie optymalny i nie mozna go polepszy¢.

W [24] autorzy definiuja podobny funkcjonalt M, ktory spetnia £,(¥) < M,(X) w
wymiarze m = 2 i kowymiarze 1. Nastepnie dowodza, ze jesli wartosé M, (2) jest skoniczona
dla pewnego p > 8, to istnieje skala R > 0, ktora zalezy tylko od energii M, (%), taka ze
dla dowolnego r < R i dowolnego x € ¥ mamy regularnos$¢ typu Ahlforsa

%ﬂzmﬁwm»>gﬁ.

wykresy funkcji klasy C1* réwniez maja skonczong energie o ile tylko v > vy = 1 —

Co znamienne w tym twierdzeniu, to fakt, ze skala R, ponizej ktérej mamy powyzsza nie-
rownosc, zalezy tylko od energii M,,, a nie od samej Y. Jest to kluczowy element wszystkich
dalszych wynikow. Po udowodnieniu tej jednostajnej regularnos$ci w sensie Ahlforsa, auto-
rzy wykazuja istnienie plaszczyzn stycznych i szacuja ich oscylacje. W rezultacie otrzymuja
regularnosé klasy ¢, gdzie o = 1 — % oraz sg w stanie oszacowac¢ norme Holdera pochod-
nej parametryzacji przez stalg zalezna jedynie od energii. W dalszej kolejnosci staje sie to
przydatne przy dowodzeniu twierdzen o istnieniu miniméw funkcjonatu energii w zadanej
klasie izotopii.

W naszej rozprawie dowodzimy analogicznych twierdzen w dowolnym wymiarze i ko-
wymiarze dla energii zdefiniowanej przez (1). Rozprawa jest czeScia wiekszego projek-
tu, ktorego celem jest zbadanie réwniez innych mozliwych definicji krzywizny Mengera
i wynikajacych z ich skoriczonosci efektéw podnoszacych regularno$é oraz ich zwiazkow z
przestrzeniami Soboleva. Planujemy tez zbada¢ mozliwe zastosowania tych krzywizn do
narzucania wiezoéw topologicznych w zadanich wariacyjnych.
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GLOWNE REZULTATY

W naszych badanich rozpatrujemy dwie klasy zbiorow: klasa A(d, m) zbioroéw (J, m)-
dopuszczalnych(ang. admissible) oraz klasa F(m) zbiorow m-tadnych(ang. fine). Obie te
klasy zawieraja zwarte, m-wymiarowe podzbiory przestrzeni Euklidesowej R™, ktore spet-
niaja pewne, niezbyt mocne i do$¢ ogolne warunki (zobacz Definicja 1.8.2 oraz Defini-
cja 1.8.8). Definicja klasy A(d, m) jest bardziej topologiczna i postuguje sie pojeciem indek-
su zaczepienia dwoch podrozmaitosci R". Klasa F(m) jest za to zdefiniowana w terminach
czysto metrycznych. InspirowaliSmy sie tutaj pracami Reifenberga [16] oraz Davida, Ka-
niga i Toro [5] o zbiorach ptaskich w sensie Reifenberga. Przyktadami zbioréw nalezacych
do F(m) lub A(§, m) sa zwarte, gtadkie rozmaitosci zanurzone immersyjnie w R”, kazda
skoriczona suma takich immersyjnych obrazéw rozmaitosci, a nawet ich bilipschitzowskie
obrazy.

Dowodzimy, ze jesli ¥ lezy w jednej z klas F(m) lub A(d,m) oraz energia &,(X) jest
skoriczona dla pewnego p > m(m + 2), to ¥ mozna lokalnie przedstawié¢ jako wykres
funkcji klasy O, gdzie o = 1 — W. Nasz pierwszy znaczacy rezultat to

Twierdzenie 1 (porownaj Twierdzenie 2.0.12). Niech E < 0o bedzie pewng dodatnig statq
i niech ¥ € A(S,m) bedzie zbiorem dopuszczalnym takim, ze £,(X) < E dla pewnego
p > m(m + 2). Wowczas istnieje promieri R = R(E,m,p,d) taki, Ze dla kazdego p < R
i dowolnego x € ¥ zachodzi nierdwnosé

A (ENB(z,p)) > (1-8%)Fwnp™.

Kluczowa czescig dowodu jest Stwierdzenie 2.2.1, ktore zapewnia w prawie kazdym punk-
cie ¢ € ¥ i dla kazdego promienia r > 0 mniejszego niz pewna odlegltosé¢ stopu d(z),
istnienie m-wymiarowej plaszczyzny H takiej, ze rzut ¥ N B(x,r) na przestrzen afiniczng
x + H zawiera dysk B(z,v1 —62r) N (z + H). To samo stwierdzenie pozwala tez znaj-
dowa¢ w miare ,regularne” sympleksy (zobacz Definicja 1.6.1) z wierzchotkami lezacymi
w zbiorze ¥ i rozmiarami poréwnywalnymi z d(x). Dowod Stwierdzenia 2.2.1 opiera sie na
podobnym algorytmie, jaki zostal przedstawiony w [24] ale jest ogolniejszy i w istocie prost-
szy. Eksponuje on gtéwna trudnosé, jaka napotkali Strzelecki i von der Mosel i rozwiazuje
ja rozpatrujac jedynie dwa przypadki zamiast pieciu, jak w pracy [24]. Istota algorytmu
moze by¢ opisana nastepujaco. Patrzymy na > w coraz wickszych skalach. Jesli > w danej
skali jest prawie plaskie (tzn. lezy w malym otoczeniu jakiejs m-ptaszczyzny), to musimy
powiekszy¢ skale. W innym przypadku, mozemy znalez¢ punkt y € 3, ktory jest odlegty
od pewnej m-plaszczyzny rozpietej przez m + 1 punktéw lezacych na . W ten sposob
konstruujemy w miare ,regularne” sympleksy, znajdujac jednoczesnie m-plaszczyzny, na
ktore ¥ ma duze rzuty.

W dalszej kolejnosci pokazujemy, ze kazdy zbior (6, m)-dopuszczalny ¥ o skoriczonej
p-energii jest rowniez m-tadny (poréwnaj Twierdzenie 2.3.4). Dowdd jest techniczny. Wy-
korzystujemy w nim nastepujace

Stwierdzenie 1 (poréwnaj Wniosek 2.1.2). Niech 3 C R™ bedzie pewnym m-wymiarowym
zbiorem, reqularnym w sensie Ahlforsa i takim, Ze energia E,(X) jest skoriczona dla pewnego
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p > m(m + 2). Wowczas istniejg state C > 0 oraz 7 € (0,1) takie, Ze dla kazdego x € ¥ i
kazdego dostatecznie matego r > 0 mamy

Bz, r) < CrT,
gdzie B(x,r) oznacza liczby B Petera Jonesa zbioru X.
To stwierdzenie ma decydujaca role w §3, gdzie dowodzimy nastepujace

Twierdzenie 2 (poréwnaj Twierdzenie 3.0.6). Niech ¥ € F(m) bedzie m-tadnym zbiorem
takim, ze E,(X) < E < oo dla pewnego p > m(m + 2). Wowczas istniejg state R > 0 oraz
T € (0,1) takie, zZe dla kazdego x € % zbior ¥ NB(x, R) jest wykresem pewnej funkcji F, €
CY7 (T, %, T,X1). Ponadto promien R i norma Hdldera pochodnej DF, zalezq wytgcznie od
E, m oraz p.

Dowod wykorzystuje podobna metode jaka uzyli David, Kenig i Toro w [5, Proposi-
tion 9.1]. Jest techniczny i dos¢ diugi ale z pomoca Stwierdzenia 1 ogolny zamyst wydaje
sie jasny. Wybieramy dowolnie punkt x € 3, a nastepnie dla kazdego r > 0 znajdujemy
m-plaszczyzne H(r), ktora najlepiej przybliza zbior 3 w kuli B(z, r). Ograniczenie na licz-
by (, wraz z wtasno$ciami zbiorow m-tadnych implikuja, ze zbior X jest ptaski w sensie
Reifenberga ze znikajaca stala (zobacz Definicja 1.5.8). Pozawala to dowiesé, ze niezalez-
nie od wyboru plaszczyzn H(r) istnieje granica T,% := lim, o H(r). Dalej, korzystajac ze
Stwierdzenia 1 pokazujemy, ze ¥ (1,%X,T,X) S |z — y|”, co ostatecznie pozwala wykazac,
ze Y jest rozmaitoécig klasy CO17.

Nasz dowod jest zupelnie niezalezny od wynikéw Davida, Keniga i Toro [5], a otrzymany
rezultat jest odrobine silniejszy. Pokazujemy, ze skala R oraz norma Holdera pochodnej
DF, nie zalezg od X, a jedynie od energii. JesteSmy przekonani, ze bedzie to kluczowe gdy
zastosujemy nasze wyniki w rachunku wariacyjnym.

Warto tez wspomnieé, ze nasz dowod nie uzywa pojecia trapping bor wprowadzonego
przez Strzeleckiego i von der Mosela w |25, §5.1]. Zamiast tego, wykorzystujemy fakt, ze
zbiory (§, m)-dopuszczalne o skoficzonej p-energii sa rowniez m-tadne, a co za tym idzie,
istnieje dobre oszacowanie na liczby 6 Reifenberga (zwane tez dwustronnymi liczbami [3).

W 8§84 pokazujemy, ze wykladnik 7 mozna polepszyé¢ do optymalnej wartoéci @ = 1 —

m(m+2), Wykorzystujemy w tym celu metode opracowana przez Strzeleckiego, Szumanska

i von der Mosela [20, §6.1|. Tutaj rowniez byliSmy w stanie nieco uprosci¢ ich techni-
ke. Definiujemy tylko dwa zbiory ztych parametrow X i 3 (xo, ..., z,,) oraz korzystamy
z dobrych wtasno$ci metryki na Grassmanianie opisanych w §1.3. Nadzwyczaj przydat-
ne okazalo sie by¢ Stwierdzenie 1.3.12, ktore pozwala oszacowaé odleglosé (,kat”) miedzy
dwiema m-ptaszczyznami U i V', wiedzac jedynie, ze wektory pewnej prawie ortonormalne;j
bazy U leza blisko V.

Dowo6d podwyzszonej regularnosci sprowadza sie do oszacowania oscylacji ptaszczyzn
stycznych. Kat pomiedzy dwiema plaszczyznami stycznymi < (7,%,T,>) mozna szacowac
przez kat < (X,Y), gdzie X i Y to pewne plaszczyzny ,sieczne”, przechodzace przez od-
powiednio dobrane punkty . Najpierw wybieramy duza liczbe naturalng N € N. Punkty
Xo, - - -, Ty lezace na X, ktore rozpinaja plaszczyzne X, sa dobrane tak, by odlegtosé od x do
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ktoregokolwiek z xg, . .., x,, byta N-krotnie mniejsza niz odlegto$¢ miedzy z i y. Analogicz-
nie wybieramy punkty o, ..., ¥, rozpinajace Y. Dalej, stosujemy podstawowe twierdzenie
rachunku catkowego, by oszacowa¢ popelniony blad, czyli katy < (7,X, X) oraz <(T,%,Y).
Dzieki dobremu doborowi punktéw z; i y; mozemy pokazac, ze katy te daja sie ograniczy¢
przez oscylacje ptaszczyzn stycznych na zbiorze o $rednicy % Nastepnie wykorzystujac
gorne ograniczenie na energie £,(X) < E, dowodzimy, ze <(X,Y) < |z — y|*.

Wybieramy punkt o € ¥ dowolnie. Wiemy a priori, ze dla pewnego R > 0 zbiér X N
B(o, R) pokrywa sie z wykresem funkcji ¢ : T,5 — T,%+ klasy C+7. Opisana wyzej technika
daje oszacowanie

(2) sup {(T@(w)x, T@(y)z) <C sup <I(T¢(l,)2, T¢(y)2) + Cre.
JC,ZUEDR» $7y€DR+7‘7
eyl le—y|< 3

Nastepnie korzystamy z metody zaczerpnietej z teorii rownan rézniczkowych czastkowych i
iterujemy nasze oszacowania. Poniewaz ¢ jest klasy C'%7, pierwszy sktadnik po prawej stro-
nie (2) zbiega do zera, za$ drugi sktadnik tworzy zbiezny ciag geometryczny. To pokazuje,
ze blad popetniony przy przechodzeniu od 7,> do X iod T, do Y jest pomijalny.

DALSZE CELE BADAWCZE

Pole dalszych badan jest szeroko otwarte; wskazujemy krotko niektore z mozliwych kie-
runkow.

Spodziewamy sie, ze uda sie wykazaé, iz dla zbioréw dowolnego kowymiaru ograniczenie
krzywizny Mengera z gory ogranicza liczbe klas zbioréw z doktadnoscia do homeomorfizmu,
natomiast dla 2-wymiarowych powierzchni w przestrzeni czterowymiarowej - takze liczbe
mozliwych sposobow zawezlenia. Bedziemy roéwniez pracowaé¢ nad dowodem hipotezy, ze
catkowa krzywizna Mengera osigga minima przy zadanych z géry wiezach: ustalonej klasie
izotopii i ustalonej mierze S (X).

Dalej chcemy skupi¢ sie na badaniu innych funkcjonaléw energii, ktére dawatyby po-
dobne efekty dotyczace gtadkosci i niezmiennikow topologicznych. Uwazamy, ze godzien
rozwazenia jest m.in. funkcjonat

®) N2 = [ Rr(a) o™ (o),
2
gdzie N
K(z):= max K(z,z1,...,Tme1)-
m1’~--,xrrL+1€E

Jest on prostszy w tym sensie, ze wymaga tylko jednokrotnego catkowania. Funkcja pod-
catkowa wydaje sie by¢ naturalnym odpowiednikiem tzw. promienia krzywizny globalnej
dla krzywych, rozwazanego przez Gonzaleza, Maddocksa i innych. Poza tym, wydaje sie,
ze skornczona energia N, powinna dawa¢ silniejsze efekty, gdyz funkcja podcatkowa w tym
przypadku jest wieksza od funkcji podcatkowej energii &£,. Dla krzywych Sciste zbadanie
odpowiednika funkcjonatu (3), patrz [23], pozwolito na podanie czysto geometrycznej cha-
rakteryzacji tych krzywych klasy W?2?, ktore sa pozbawione samoprzecie¢. Razem z Pawlem
Strzeleckim i Heiko von der Moselem przygotowujemy artykul, w ktorym dowodzimy, ze
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dla p > m rozmaitosci ¥ klasy Sobolewa W?P mozna scharakteryzowa¢ przez warunek
N,(E) < 0.
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