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Wst¦p

Krzywizna Mengera to poj¦cie zde�niowane dla trójek punktów w przestrzeni Euklide-
sowej. Niech R(x, y, z) b¦dzie promieniem najmniejszego okr¦gu przechodz¡cego przez trzy
punkty x, y i z. Wówczas krzywizna Mengera trójki (x, y, z) jest równa R(x, y, z)−1. Poj¦-
cie to mo»e by¢ wykorzystane do zde�niowania wielu innych poj¦¢ krzywizny dla zbiorów
1-wymiarowych zanurzonych w Rn i pojawia si¦ w literaturze w kilku ró»nych kontekstach.
Oryginalne motywacje do badania tego poj¦cia pochodziªy, w pewnej cz¦±ci, z nauk przy-

rodniczych i dotyczyªy badania modeli dla ªa«cuchów polimerowych, cz¡steczek DNA oraz
struktur biaªkowych; zobacz �zyczne prace Banavara i innych [1] oraz Suttona i Ballu� [26].
Chodziªo, w pierwszej kolejno±ci, o matematyczne sformalizowanie naturalnych, �zycznych
warunków: braku samoprzeci¦¢ krzywych, a tak»e faktu, »e ró»ne obiekty �zyczne, które
mo»na modelowa¢ jako krzywe lub powierzchnie, maj¡ jednak pewn¡ charakterystyczn¡
grubo±¢. Cel ten mo»na osi¡gn¡¢ na przykªad przez narzucenie dolnego ograniczenia na
tzw. grubo±¢, zde�niowan¡ jako in�mum warto±ci R(x, y, z) po wszystkich trójkach punk-
tów x, y i z le»¡cych na krzywej. Mo»na te» bada¢ tzw. promie« krzywizny globalnej zadany
w punkcie x przez in�mum z R(x, y, z) po wszystkich parach y,z. Teoria dla obiektów jed-
nowymiarowych zostaªa szeroko rozwini¦ta i udaªo si¦ udowodni¢ szereg rezultatów. Wy-
mienimy tylko kilka, maj¡cych znaczenie dla naszych bada«. Zostaªy zde�niowane poj¦cia
krzywizn caªkowych, które dawaªy si¦ bada¢ metodami analitycznymi i pozwalaªy udowad-
nia¢ np. istnienie krzywych o minimalnej krzywi¹nie w danej klasie zaw¦¹lenia (patrz prace
Gonzaleza, Maddocksa, Schurichta i von der Mosela [9], Cantarelli i Kusnera [4], Gonzaleza
i de la Llave [8]), czy istnienie tzw. w¦zªów idealnych, które minimalizuj¡ stosunek dªugo±ci
do grubo±ci, patrz m.in. Cantarella i Kusner [4], Cantarella i inni [3], Durumeric [7] oraz
Schuricht i von der Mosel [17]. Szerszy opis tej tematyki mo»na znale¹¢ w cytowanych
artykuªach.
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Zupeªnie niezale»nie od motywacji �zycznych, badania prowadzone przez Mielnikowa,
Tols¦, Davida i innych matematyków nad charakteryzacj¡ usuwalnych osobliwo±ci ograni-
czonych funkcji analitycznych i rozwi¡zaniem hipotezy Wituszkina, równie» doprowadziªy
do badania de�niowanej jako caªka krzywizny obiektów niegªadkich. O zwi¡zkach anali-
zy harmonicznej z krzywizn¡ Mengera pisali w przegl¡dowych tekstach Mattila [14] oraz
Tolsa [27]; Léger [11] udowodniª, »e krzywe o sko«czonej caªkowej krzywi¹nie Mengera
s¡ przeliczalnie 1-prostowalne. Byª to jeden z kluczowych kroków w dowodzie hipotezy
Wituszkina.
Prowadzone s¡ te» intensywne badania nad uogólnieniem takiego poj¦cia krzywizny dla

niegªadkich powierzchni, a nawet ogólniej, dla k-wymiarowych podrozmaito±ci w Rn. Tutaj
równie» celem jest wykrywanie samoprzeci¦¢ i znajdowanie dobrych zanurze«, np. takich,
dla których istnieje mo»liwie grube otoczenie tubularne rozpatrywanego obiektu. Pojawia-
j¡ si¦ te» zastosowania w rachunku wariacyjnym. Okazuje si¦, »e �naturalne� uogólnienie
krzywizny Mengera na wy»sze wymiary jako odwrotno±ci promienia sfery przechodz¡cej
przez pewne k + 2 punkty jest bª¦dna. W [24, Appendix B] Strzelecki i von der Mosel
pokazali przykªad gªadkiej rozmaito±ci, dla której taka krzywizna byªaby nieograniczona.
Dobrze zde�niowana krzywizna pozwala narzuca¢ wi¦zy topologiczne w zadaniach waria-
cyjnych i znajdowa¢ minima funkcjonaªów w konkretnej klasie izotopii, patrz np. [21] i [22].
Lerman i Whitehouse [12] i [13] wprowadzili ostatnio wiele ró»nych rodzajów krzywizn caª-
kowych dla miar. Ich prace skupiaj¡ si¦ na teorii miar jednostajnie prostowalnych w sensie
zde�niowanym przez Davida i Semmesa w monogra�i [6] i wi¡»¡ teori¦ zbiorów jednostajnie
prostowalnych z krzywiznami caªkowymi.
Chodzi zatem o znalezienie takiego poj¦cia krzywizny, które b¦dzie miaªo sens dla obiek-

tów o stosunkowo niskiej regularno±ci, a zarazem takiego, którego kontrolowanie b¦dzie
pozwalaªo wnioskowa¢ o wy»szej regularno±ci oraz �lepszym� ksztaªcie (brak samoprzeci¦¢
i grube otoczenie tubularne). Przykªadem takiego poj¦cia jest tzw. staªa ci¦ciwa-ªuk (ang.
chord-arc constant), badana w pracach Semmesa [18] i [19] oraz w [2]. Innym tego typu
poj¦ciem jest uogólniona druga forma podstawowa badana przez Tatian¦ Toro [28] oraz
Mülera i Sveráka [15].
Nasze badania skupiaj¡ si¦ na krzywiznach zde�niowanych jako pewien potencjaª odpy-

chaj¡cy, który uogólnia krzywizn¦ Mengera dla krzywych. Takie potencjaªy mo»na trakto-
wa¢ jako wyidealizowany model wielopunktowych oddziaªywa« odpychaj¡cych, które za-
pobiegaj¡ przecinaniu si¦ odlegªych cz¦±ci powierzchni. W pracach [21] i [22] Strzelecki
i von der Mosel wprowadzili poj¦cie globalnej krzywizny dla szerokiej klasy powierzchni,
opisanych parametrycznie. Udowodnili brak samoprzeci¦¢, regularno±¢ klasy C1,1 oraz ist-
nienie odpowiednio grubego otoczenia tubularnego (o wielko±ci zwi¡zanej z ograniczeniem
krzywizny globalnej) takich powierzchni. Wyniki te zostaªy te» zastosowane do zagadnie«
wariacyjnych z wi¦zami topologicznymi, np. do minimalizacji pola powierzchni przy usta-
lonym z góry genusie lub klasie izotopii.
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Wy»ej wymiarowa krzywizna Mengera

Dla m+2 punktów {x0, x1, . . . , xm+1} ⊆ Rn de�niujemy ich dyskretn¡ krzywizn¦ wzorem

K(x0, . . . , xm+1) :=
H m+1(4(x0, . . . , xm+1))

diam({x0, x1, . . . , xm+1})m+2
,

gdzie 4(x0, . . . , xm+1) oznacza otoczk¦ wypukª¡ zbioru {x0, . . . , xm+1}, która w najcz¦st-
szym przypadku b¦dzie (m+ 1)-wymiarowym sympleksem. Dla m = 2 mo»na z ªatwo±ci¡
udowodni¢, »e powy»sza warto±¢ K jest zawsze mniejsza ni» krzywizna zde�niowana w [24]
ale dla w miar¦ �regularnych� czworo±cianów obie warto±ci s¡ porównywalne. Jest to kon-
sekwencj¡ faktu, »e powierzchnia boczna czworo±cianu jest zawsze ograniczona przez 4π
razy kwadrat jego ±rednicy.
Niech Σ ⊆ Rn b¦dzie dowolnym, m-wymiarowym, zwartym zbiorem oraz niech p > 0.

Wprowadzamy poj¦cie caªkowej krzywizny Mengera rz¦du p zbioru Σ (w skrócie b¦dziemy
j¡ nazywa¢ p-energi¡ Σ)

(1) Ep(Σ) :=
ˆ

Σm+2
K(x0, . . . , xm+1)p dH m

x0
· · · dH m

xm+1
, Σm+2 = Σ× · · · × Σ︸ ︷︷ ︸

(m+2) times

.

Tak zde�niowana energia jest sko«czona dla ka»dej rozmaito±ci klasy C2 (zobacz Stwierdze-
nie 1.7.5 oraz Wniosek 1.7.6). We wspólnej pracy z Mart¡ Szuma«sk¡ [10] dowodzimy te», »e

wykresy funkcji klasy C1,ν równie» maj¡ sko«czon¡ energi¦ o ile tylko ν > ν0 = 1− m(m+1)
p

oraz konstruujemy przykªady funkcji klasy C1,ν0 dla których powy»sza energia jest niesko«-
czona. Zatem wykªadnik ν0 jest w istocie optymalny i nie mo»na go polepszy¢.
W [24] autorzy de�niuj¡ podobny funkcjonaª Mp, który speªnia Ep(Σ) ¬ Mp(Σ) w

wymiarzem = 2 i kowymiarze 1. Nast¦pnie dowodz¡, »e je±li warto±¢Mp(Σ) jest sko«czona
dla pewnego p > 8, to istnieje skala R > 0, która zale»y tylko od energiiMp(Σ), taka »e
dla dowolnego r < R i dowolnego x ∈ Σ mamy regularno±¢ typu Ahlforsa

H 2(Σ ∩ B(x, r))  π

2
r2 .

Co znamienne w tym twierdzeniu, to fakt, »e skala R, poni»ej której mamy powy»sz¡ nie-
równo±¢, zale»y tylko od energiiMp, a nie od samej Σ. Jest to kluczowy element wszystkich
dalszych wyników. Po udowodnieniu tej jednostajnej regularno±ci w sensie Ahlforsa, auto-
rzy wykazuj¡ istnienie pªaszczyzn stycznych i szacuj¡ ich oscylacj¦. W rezultacie otrzymuj¡
regularno±¢ klasy C1,α, gdzie α = 1− 8

p
oraz s¡ w stanie oszacowa¢ norm¦ Höldera pochod-

nej parametryzacji przez staª¡ zale»n¡ jedynie od energii. W dalszej kolejno±ci staje si¦ to
przydatne przy dowodzeniu twierdze« o istnieniu minimów funkcjonaªu energii w zadanej
klasie izotopii.
W naszej rozprawie dowodzimy analogicznych twierdze« w dowolnym wymiarze i ko-

wymiarze dla energii zde�niowanej przez (1). Rozprawa jest cz¦±ci¡ wi¦kszego projek-
tu, którego celem jest zbadanie równie» innych mo»liwych de�nicji krzywizny Mengera
i wynikaj¡cych z ich sko«czono±ci efektów podnosz¡cych regularno±¢ oraz ich zwi¡zków z
przestrzeniami Soboleva. Planujemy te» zbada¢ mo»liwe zastosowania tych krzywizn do
narzucania wi¦zów topologicznych w zadanich wariacyjnych.
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Gªówne rezultaty

W naszych badanich rozpatrujemy dwie klasy zbiorów: klasa A(δ,m) zbiorów (δ,m)-
dopuszczalnych(ang. admissible) oraz klasa F(m) zbiorów m-ªadnych(ang. �ne). Obie te
klasy zawieraj¡ zwarte, m-wymiarowe podzbiory przestrzeni Euklidesowej Rn, które speª-
niaj¡ pewne, niezbyt mocne i do±¢ ogólne warunki (zobacz De�nicja 1.8.2 oraz De�ni-
cja 1.8.8). De�nicja klasy A(δ,m) jest bardziej topologiczna i posªuguje si¦ poj¦ciem indek-

su zaczepienia dwóch podrozmaito±ci Rn. Klasa F(m) jest za to zde�niowana w terminach
czysto metrycznych. Inspirowali±my si¦ tutaj pracami Reifenberga [16] oraz Davida, Ka-
niga i Toro [5] o zbiorach pªaskich w sensie Reifenberga. Przykªadami zbiorów nale»¡cych
do F(m) lub A(δ,m) s¡ zwarte, gªadkie rozmaito±ci zanurzone immersyjnie w Rn, ka»da
sko«czona suma takich immersyjnych obrazów rozmaito±ci, a nawet ich bilipschitzowskie
obrazy.
Dowodzimy, »e je±li Σ le»y w jednej z klas F(m) lub A(δ,m) oraz energia Ep(Σ) jest

sko«czona dla pewnego p > m(m + 2), to Σ mo»na lokalnie przedstawi¢ jako wykres

funkcji klasy C1,α, gdzie α = 1− m(m+2)
p

. Nasz pierwszy znacz¡cy rezultat to

Twierdzenie 1 (porównaj Twierdzenie 2.0.12). Niech E <∞ b¦dzie pewn¡ dodatni¡ staª¡

i niech Σ ∈ A(δ,m) b¦dzie zbiorem dopuszczalnym takim, »e Ep(Σ) ¬ E dla pewnego

p > m(m + 2). Wówczas istnieje promie« R = R(E,m, p, δ) taki, »e dla ka»dego ρ ¬ R
i dowolnego x ∈ Σ zachodzi nierówno±¢

H m(Σ ∩ B(x, ρ))  (1− δ2)
m
2 ωmρ

m .

Kluczow¡ cz¦±ci¡ dowodu jest Stwierdzenie 2.2.1, które zapewnia w prawie ka»dym punk-
cie x ∈ Σ i dla ka»dego promienia r > 0 mniejszego ni» pewna odlegªo±¢ stopu d(x),
istnienie m-wymiarowej pªaszczyzny H takiej, »e rzut Σ ∩ B(x, r) na przestrze« a�niczn¡
x + H zawiera dysk B(x,

√
1− δ2r) ∩ (x + H). To samo stwierdzenie pozwala te» znaj-

dowa¢ w miar¦ �regularne� sympleksy (zobacz De�nicja 1.6.1) z wierzchoªkami le»¡cymi
w zbiorze Σ i rozmiarami porównywalnymi z d(x). Dowód Stwierdzenia 2.2.1 opiera si¦ na
podobnym algorytmie, jaki zostaª przedstawiony w [24] ale jest ogólniejszy i w istocie prost-
szy. Eksponuje on gªówn¡ trudno±¢, jak¡ napotkali Strzelecki i von der Mosel i rozwi¡zuje
j¡ rozpatruj¡c jedynie dwa przypadki zamiast pi¦ciu, jak w pracy [24]. Istota algorytmu
mo»e by¢ opisana nast¦puj¡co. Patrzymy na Σ w coraz wi¦kszych skalach. Je±li Σ w danej
skali jest prawie pªaskie (tzn. le»y w maªym otoczeniu jakiej± m-pªaszczyzny), to musimy
powi¦kszy¢ skal¦. W innym przypadku, mo»emy znale¹¢ punkt y ∈ Σ, który jest odlegªy
od pewnej m-pªaszczyzny rozpi¦tej przez m + 1 punktów le»¡cych na Σ. W ten sposób
konstruujemy w miar¦ �regularne� sympleksy, znajduj¡c jednocze±nie m-pªaszczyzny, na
które Σ ma du»e rzuty.
W dalszej kolejno±ci pokazujemy, »e ka»dy zbiór (δ,m)-dopuszczalny Σ o sko«czonej

p-energii jest równie» m-ªadny (porównaj Twierdzenie 2.3.4). Dowód jest techniczny. Wy-
korzystujemy w nim nast¦puj¡ce

Stwierdzenie 1 (porównaj Wniosek 2.1.2). Niech Σ ⊆ Rn b¦dzie pewnym m-wymiarowym

zbiorem, regularnym w sensie Ahlforsa i takim, »e energia Ep(Σ) jest sko«czona dla pewnego
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p > m(m+ 2). Wówczas istniej¡ staªe C > 0 oraz τ ∈ (0, 1) takie, »e dla ka»dego x ∈ Σ i

ka»dego dostatecznie maªego r > 0 mamy

β(x, r) ¬ Crτ ,

gdzie β(x, r) oznacza liczby β Petera Jonesa zbioru Σ.

To stwierdzenie ma decyduj¡c¡ rol¦ w �3, gdzie dowodzimy nast¦puj¡ce

Twierdzenie 2 (porównaj Twierdzenie 3.0.6). Niech Σ ∈ F(m) b¦dzie m-ªadnym zbiorem

takim, »e Ep(Σ) ¬ E <∞ dla pewnego p > m(m + 2). Wówczas istniej¡ staªe R > 0 oraz

τ ∈ (0, 1) takie, »e dla ka»dego x ∈ Σ zbiór Σ∩B(x,R) jest wykresem pewnej funkcji Fx ∈
C1,τ (TxΣ, TxΣ⊥). Ponadto promie« R i norma Höldera pochodnej DFx zale»¡ wyª¡cznie od

E, m oraz p.

Dowód wykorzystuje podobn¡ metod¦ jak¡ u»yli David, Kenig i Toro w [5, Proposi-
tion 9.1]. Jest techniczny i do±¢ dªugi ale z pomoc¡ Stwierdzenia 1 ogólny zamysª wydaje
si¦ jasny. Wybieramy dowolnie punkt x ∈ Σ, a nast¦pnie dla ka»dego r > 0 znajdujemy
m-pªaszczyzn¦ H(r), która najlepiej przybli»a zbiór Σ w kuli B(x, r). Ograniczenie na licz-
by β, wraz z wªasno±ciami zbiorów m-ªadnych implikuj¡, »e zbiór Σ jest pªaski w sensie
Reifenberga ze znikaj¡c¡ staª¡ (zobacz De�nicja 1.5.8). Pozawala to dowie±¢, »e niezale»-
nie od wyboru pªaszczyzn H(r) istnieje granica TxΣ := limr→0H(r). Dalej, korzystaj¡c ze
Stwierdzenia 1 pokazujemy, »e �(TxΣ, TyΣ) . |x − y|τ , co ostatecznie pozwala wykaza¢,
»e Σ jest rozmaito±ci¡ klasy C1,τ .
Nasz dowód jest zupeªnie niezale»ny od wyników Davida, Keniga i Toro [5], a otrzymany

rezultat jest odrobin¦ silniejszy. Pokazujemy, »e skala R oraz norma Höldera pochodnej
DFx nie zale»¡ od Σ, a jedynie od energii. Jeste±my przekonani, »e b¦dzie to kluczowe gdy
zastosujemy nasze wyniki w rachunku wariacyjnym.
Warto te» wspomnie¢, »e nasz dowód nie u»ywa poj¦cia trapping box wprowadzonego

przez Strzeleckiego i von der Mosela w [25, �5.1]. Zamiast tego, wykorzystujemy fakt, »e
zbiory (δ,m)-dopuszczalne o sko«czonej p-energii s¡ równie» m-ªadne, a co za tym idzie,
istnieje dobre oszacowanie na liczby θ Reifenberga (zwane te» dwustronnymi liczbami β).
W �4 pokazujemy, »e wykªadnik τ mo»na polepszy¢ do optymalnej warto±ci α = 1 −

m(m+2)
p

. Wykorzystujemy w tym celu metod¦ opracowan¡ przez Strzeleckiego, Szuma«sk¡

i von der Mosela [20, �6.1]. Tutaj równie» byli±my w stanie nieco upro±ci¢ ich techni-
k¦. De�niujemy tylko dwa zbiory zªych parametrów Σ0 i Σ1(x0, . . . , xm) oraz korzystamy
z dobrych wªasno±ci metryki na Grassmanianie opisanych w �1.3. Nadzwyczaj przydat-
ne okazaªo si¦ by¢ Stwierdzenie 1.3.12, które pozwala oszacowa¢ odlegªo±¢ (�k¡t�) mi¦dzy
dwiema m-pªaszczyznami U i V , wiedz¡c jedynie, »e wektory pewnej prawie ortonormalnej
bazy U le»¡ blisko V .
Dowód podwy»szonej regularno±ci sprowadza si¦ do oszacowania oscylacji pªaszczyzn

stycznych. K¡t pomi¦dzy dwiema pªaszczyznami stycznymi �(TxΣ, TyΣ) mo»na szacowa¢
przez k¡t �(X, Y ), gdzie X i Y to pewne pªaszczyzny �sieczne�, przechodz¡ce przez od-
powiednio dobrane punkty Σ. Najpierw wybieramy du»¡ liczb¦ naturaln¡ N ∈ N. Punkty
x0, . . . , xm le»¡ce na Σ, które rozpinaj¡ pªaszczyzn¦X, s¡ dobrane tak, by odlegªo±¢ od x do
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któregokolwiek z x0, . . . , xm byªa N -krotnie mniejsza ni» odlegªo±¢ mi¦dzy x i y. Analogicz-
nie wybieramy punkty y0, . . . , ym rozpinaj¡ce Y . Dalej, stosujemy podstawowe twierdzenie
rachunku caªkowego, by oszacowa¢ popeªniony bª¡d, czyli k¡ty �(TxΣ, X) oraz �(TyΣ, Y ).
Dzi¦ki dobremu doborowi punktów xi i yi mo»emy pokaza¢, »e k¡ty te daj¡ si¦ ograniczy¢
przez oscylacj¦ pªaszczyzn stycznych na zbiorze o ±rednicy |x−y|

N
. Nast¦pnie wykorzystuj¡c

górne ograniczenie na energi¦ Ep(Σ) ¬ E, dowodzimy, »e �(X, Y ) . |x− y|α.
Wybieramy punkt o ∈ Σ dowolnie. Wiemy a priori, »e dla pewnego R > 0 zbiór Σ ∩

B(o,R) pokrywa si¦ z wykresem funkcji ϕ : ToΣ→ ToΣ⊥ klasy C1,τ . Opisana wy»ej technika
daje oszacowanie

(2) sup
x,y∈DR,
|x−y|¬r

�(Tϕ(x)Σ, Tϕ(y)Σ) ¬ C̃ sup
x,y∈DR+r,
|x−y|¬ r

N

�(Tϕ(x)Σ, Tϕ(y)Σ) + Ĉrα .

Nast¦pnie korzystamy z metody zaczerpni¦tej z teorii równa« ró»niczkowych cz¡stkowych i
iterujemy nasze oszacowania. Poniewa» ϕ jest klasy C1,τ , pierwszy skªadnik po prawej stro-
nie (2) zbiega do zera, za± drugi skªadnik tworzy zbie»ny ci¡g geometryczny. To pokazuje,
»e bª¡d popeªniony przy przechodzeniu od TxΣ do X i od TyΣ do Y jest pomijalny.

Dalsze cele badawcze

Pole dalszych bada« jest szeroko otwarte; wskazujemy krótko niektóre z mo»liwych kie-
runków.
Spodziewamy si¦, »e uda si¦ wykaza¢, i» dla zbiorów dowolnego kowymiaru ograniczenie

krzywizny Mengera z góry ogranicza liczb¦ klas zbiorów z dokªadno±ci¡ do homeomor�zmu,
natomiast dla 2-wymiarowych powierzchni w przestrzeni czterowymiarowej - tak»e liczb¦
mo»liwych sposobów zaw¦¹lenia. B¦dziemy równie» pracowa¢ nad dowodem hipotezy, »e
caªkowa krzywizna Mengera osi¡ga minima przy zadanych z góry wi¦zach: ustalonej klasie
izotopii i ustalonej mierze H m(Σ).
Dalej chcemy skupi¢ si¦ na badaniu innych funkcjonaªów energii, które dawaªyby po-

dobne efekty dotycz¡ce gªadko±ci i niezmienników topologicznych. Uwa»amy, »e godzien
rozwa»enia jest m.in. funkcjonaª

(3) Np(Σ) :=
ˆ

Σ
K̃p(x) dH m(x) ,

gdzie
K̃(x) := max

x1,...,xm+1∈Σ
K(x, x1, . . . , xm+1) .

Jest on prostszy w tym sensie, »e wymaga tylko jednokrotnego caªkowania. Funkcja pod-
caªkowa wydaje si¦ by¢ naturalnym odpowiednikiem tzw. promienia krzywizny globalnej
dla krzywych, rozwa»anego przez Gonzaleza, Maddocksa i innych. Poza tym, wydaje si¦,
»e sko«czona energia Np powinna dawa¢ silniejsze efekty, gdy» funkcja podcaªkowa w tym
przypadku jest wi¦ksza od funkcji podcaªkowej energii Ep. Dla krzywych ±cisªe zbadanie
odpowiednika funkcjonaªu (3), patrz [23], pozwoliªo na podanie czysto geometrycznej cha-
rakteryzacji tych krzywych klasyW 2,p, które s¡ pozbawione samoprzeci¦¢. Razem z Pawªem
Strzeleckim i Heiko von der Moselem przygotowujemy artykuª, w którym dowodzimy, »e
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dla p > m rozmaito±ci Σ klasy Sobolewa W 2,p mo»na scharakteryzowa¢ przez warunek
Np(Σ) <∞.
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