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Fundamentalnym problemem w hydrodynamice jest istnienie globalnych w czasie, regular-
nych i jednoznacznych rozwiazan rownan Naviera-Stokesa w trojwymiarowym obszarze prze-
pltywu. Na chwile obecna nie istnieje dowdd, ze rozwiazania takie istniejg, ani zadne kontr-
przyktady $wiadczace, ze tak by byé¢ nie miato. W przypadku przeptywoéw dwuwymiarowych
problem jest tatwiejszy. Wykazano istnienie globalnych w czasie, jednoznacznych i regularnych
rozwigzan, zatem mozna go bada¢ za pomoca teorii uktadéw dynamicznych. Model Naviera-
Stokesa ma jedno wazne ograniczenie - z definicji nie opisuje ptynéw posiadajacych strukture
wewnetrzng i dlatego w wielu przypadkach trzeba go zastepowaé¢ modelami ogélniejszymi
i bardziej szczegbétowymi, ktore biorag ja pod uwage.

W pracy zajmowatem sie dwuwymiarowym modelem plynu mikropolarnego, zaproponowa-
nym przez C. Eringena w [3], ktory dobrze opisuje niektore ptyny posiadajace mikrostrukture
np. krew, ciekte krysztaly, ciekte polimery. Model ten powstaje przez dodanie do réwnan
Naviera-Stokesa dodatkowego rownania wyrazajacego zasade zachowania momentu pedu oraz
przez pewne sprzegniecie rownan. Dzieki takiej konstrukeji model ten zawiera w sobie, ja-
ko przypadek szczegdlny, model Naviera-Stokesa. Rozwazatem przeptyw na dwuwymiarowym
torusie @ = (0, L)?. Przepltyw taki moze by¢ interpretowany jako ruch ptynu w plaszczyz-
nie x5 = const przecinajacej zbior Q@ x R C R?® przy nastepujacych zalozeniach: pola ze-
wnetrzne oraz sam ruch nie zaleza od x3. Mozemy to osiagna¢ w nastepujacy sposob: zakta-
damy, ze sktadowa predkosci ug jest zerowa oraz ze osie obrotu czastek plynu sa prostopa-
dle do plaszczyzny (x4, x9). Powyzsze zalozenia implikuja, Ze pola u,p,w przyjmuja postac:
u = (ui(z,t),us(z,t),0), p = p(z,t), w = (0,0,ws(x,t)), gdzie = = (x1,22) € Q. Niech
f = (fi(z,t), fa(z,1),0), g = (0,0, 93(x,t)). Wtedy uklad réwnani ptynu mikropolarnego ma
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gdzie u = (u1,us) jest polem predkosci ptynu, p - cisnieniem, a w = ws - polem mikrorotacji
okreslajacym predkosci katowe obracajacych sie czastek oraz
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Pola f = (fi1, f2) 1 ¢ = g3 sa silami i momentami zewnetrznymi dziatajacymi na ptyn. State
v, vp, o oraz [3 sa dodatnie i reprezentuja wspotczynniki lepkosci. Zaktadamy, ze plyn jest
niescisliwy a jego gestosé jest rowna jeden.

Celem mojej rozprawy byto badanie modelu ptynu mikropolarnego w kontekscie badan
nad turbulencja przeptywoéw. Waznym aspektem badan turbulencji jest problem skoriczonej
wymiarowosci przeptywu tzn. problem opisu przeptywu za pomoca skoniczonej liczby parame-
trow. Temu zagadnieniu zostata poSwiecona gtowna czes¢ rozprawy.

Model ptynu mikropolarnego byt juz wczesniej badany pod tym katem przez G. Lukasze-
wicza, ktory w [6] pokazal istnienie atraktora i oszacowal jego wymiar fraktalny. Praca ta
dotyczyta przeptywu w obszarze ograniczonym z warunkiem Dirichleta na brzegu.

W pracy poréwnatem réwniez modele Naviera-Stokesa i ptynu mikropolarnego, aby zbadaé
jak liczba stopni swobody zalezy od modelu. Interesowata mnie zaleznosé¢ oszacowan od v, —
parametru, ktory w pewnym sensie rozroznia te modele (dla v, = 0 nastepuje rozprzegniecie
rownan - uktad "rozpada sie" na rownanie Naviera-Stokesa i rownanie na rotacje czastek) oraz

od warunkéw brzegowych — poréwnatem oszacowania dla warunku okresowego i Dirichleta.

Gloéwne rezultaty rozprawy

1) Korzystajac z metody Faedo-Galerkina i odpowiednich oszacowan a priori, wykazatem
istnienie stabych i silnych, globalnych w czasie oraz jednoznacznych rozwigzan réwnan ptynu
mikropolarnego. Rozwiazania te istnieja w przestrzeniach, ktére sa naturalnym, dostosowanym
do réwnan rozszerzeniem przestrzeni, w ktorych istnieja rozwiazania réwnan Naviera-Stokesa.
Uzyskane wyniki sg wiec w pewnym sensie optymalne. Twierdzenia te sa punktem wyjscia do
dalszych rozwazan dotyczacych asymptotyki przeptywu.

2) Udowodnitem istnienie globalnego atraktora dla stabych rozwigzan - zwartego zbioru nie-
zmienniczego przyciagajacego zbiory ograniczone w przestrzeni fazowej. Istnienie atraktora
jest wazna cechg ukladu dynamicznego, poniewaz dynamika na atraktorze charakteryzuje
w pewnym sensie asymptotyczne zachowanie si¢ uktadu. Ponadto oszacowalem od gory wy-
miar fraktalny i wymiar Hausdorffa tego atraktora. df(A,,) < 2m, dgy(A,.) < m, gdzie

m ~ F,a F jest do asymptotyczna wielkoscig sit i momentéw mierzong w normie L%(Q);

F = limsup, ... /|[f(#)[[2> + [|g(t)|[3,. Takie ograniczenie jest jedna z bardziej interesuja-
cych cech uktadu, gdyz moze by¢ interpretowane jako ograniczenie na liczbe stopni swobody
przeptywu po dtugim czasie. Skoniczony wymiar atraktora dla potgrupy zwiazanej z uktadem

rownan roézniczkowych czastkowych sugeruje, ze uktad a priori nieskoriczenie wymiarowy dazy
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do uktadu skoniczenie wymiarowego tj. dajacego sie scharakteryzowaé¢ z pomoca skoriczonej
liczby parametrow.

3) Stosujac metode kompleksyfikacji, pokazalem istnienie rozwiazan analitycznych o warto-
Sciach w przestrzeni Gevrey’a. Jest to uogolnienie wyniku C. Foiasa i R. Temama [4], ktorzy
pokazali te wtasnosé dla réwnan Naviera-Stokesa, na szersza klase rownan. Okazuje sie, ze
rozwigzania z przestrzeni Gevrey’a lezace na atraktorze daje sie scharakteryzowac za pomoca
wartosci predkosci i rotacji w k punktach dziedziny @), gdzie k ~ d;.

4) Uzyskatem oszacowanie na liczbe harmonik determinujacych tego samego rzedu co dla
réwnan plynu mikropolarnego z warunkiem Dirichleta na brzegu c¢F? + c(v,). Oszacowanie
to jest tego rzedu co dla rownan Naviera-Stokesa z warunkiem Dirichleta na brzegu i gorsze
niz dla rownan Naviera-Stokesa z okresowym warunkiem brzegowym (rzedu F), gdzie F jest
asymptotyczna wielkoscia sit zewnetrznych dziatajacych na plyn; F' = limsup,_, . ||f(¢)||z2-
Jest to spowodowane brakiem wlasnosci ortogonalnosci dla formy by, ktora jest dwuliniowa
forma zwiazana z wyrazem (u - V)w w rownaniu (3):
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Forma b jest zwiazana z wyrazem (u - V)u w réwnaniu (1)

2
b(u,v,w) = Z /ui%wj dx
Q
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i posiada nastepujaca wlasnosé: b(u,u, Au) = 0 dla kazdego u € D(A), ktorej forma b; nie
posiada: nie jest prawda, ze b(u,w, Ajw) = 0 dla kazdego v € D(A), w € D(A;). Gdy
v, — 0 to ¢(v.) — 0, wiec mozna wysnu¢ wniosek, ze v, odpowiada za wzajemny wplyw pol
predkodci i rotacji na siebie. Dla v, = 0 mamy oszacowanie takie jak dla réwnan Naviera-
Stokesa z warunkiem Dirichleta na brzegu.

Uzyskane oszacowanie na liczbe weztéw determinujacych, eksponencjalne od wielkosci sit,
jest duzo gorsze od analogicznego wyniku dla réwnan Naviera-Stokesa z okresowym warunkiem
brzegowym (rzedu F') i poréwnywalne z wynikiem dla réwnan Naviera-Stokesa z warunkiem
Dirichleta na brzegu, ktore tez jest eksponencjalne.

Korzystajac z wynikow P.K Fritza i J.C. Robinsona [5] pokazalem istnienie zbioru we-
ztow natychmiastowo determinujacych (instantanously determining nodes) dla rozwiazan ana-
litycznych, tzn. takiego zbioru punktow X = {z1,...2x} C @, ze odwzorowanie Fx: 4 —
(a(x1), ... u(zy)) z atrakrora A na R3* jest 1 — 1, gdzie i = (u,w) jest rozwigzaniem réwnari
plynu mikropolarnego z punktu 3). Okazuje sie, ze wezly te sa tez determinujace w sensie

asymptotycznym. Oszacowanie ich liczby jest duzo lepsze - liniowe wzgledem asymptotycznej



wielkosei sit i momentow F, niz dla rozwiazan nieanalitycznych, dla ktorych ta zaleznosé jest
eksponencjalna.

Poréwnujac uzyskane oszacowania na liczbe stopni swobody dochodzimy do wniosku, ze

pewne sposoby opisu asymptotyki przeptywu sg lepsze od innych w tym sensie, ze wymagaja
mniejszej liczby parametrow. Najlepszy pod tym wzgledem wydaje sie by¢ atraktor, ponie-
waz jego wymiar fraktalny jest proporcjonalny do F , a kazdy zbiér o wymiarze fraktalnym
mniejszym niz d, d catkowite, mozna w sposob ciagly sparametryzowaé¢ za pomoca 2d + 1
parametrow. Problemem zwigzanym z taka parametryzacja jest to, ze parametry, ktérymi
opisujemy atraktor nie sg zwigzane z wielkosciami fizycznymi opisujacymi przeptyw. Jednak
gdy rozpatrujemy rozwigzania analityczne to trajektorie na atraktorze da sie opisa¢ za pomoca
wartosci predkosci i mikrorotacji w pewnej ilosci punktéw nalezacych do obszaru przeptywu
(por. punkt 3).
5) Kolejnym rozpatrywanym przeze mnie problemem bylo uzyskanie oszacowan drabinowych
(ladder estimates) wiazacych ewolucje N—tych seminorm rozwigzan z seminormami nizsze-
go rzedu. Problematyczne przy wyprowadzaniu byto to, ze w przypadku dwuwymiarowym
mikrorotacja w jest funkcja skalarng i nie da sie dla niej zdefiniowaé operatora div. Jednak
dzieki rozpatrywaniu przeptywu w dwoch wymiarach jako szczegoélnego przypadku przepty-
wu trojwymiarowego udalo si¢ uzyskaé strukture réwnania na rotacje podobna do struktury
rownania na predko$é To pozwolito na uzyskanie oszacowan drabinowych podobnych do uzy-
skanych przez M.V. Bartuccelliego, C.R. Doeringa, J.D. Gibbona oraz S.J.A. Malhama w [1].
Tego typu oszacowania postuzyly C.R. Doeringowi i J.D. Gibbonowi do badania regularnosci
rozwigzan réwnan Naviera-Stokesa w trojwymiarowym obszarze przeptywu. W [2]| pokazali
oni, ze rozwiazania rownan Naviera-Stokesa posiadaja dwojakie zachowanie sie w czasie, dtu-
gie spokojne okresy sa przedzielone krotkimi aktywnymi okresami, podczas ktorych wystepuja
duze fluktuacje predkosci, dalekie od wartosci sredniej. Pokazano, ze w "dobrych" okresach
rozwigzania sg ograniczone i regularne, podczas gdy w "ztych" okresach moga pojawiaé sie
osobliwosci. Ponadto udowodniono, ze stosunek dtugosci okresow "dobrych" do "ztych" rosnie
wraz ze wzrostem liczby Reynoldsa.

Czes¢ wynikow uzyskanych w rozprawie zostata opublikowana w |7, 8, 9].
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