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1 Zarys tematyki pracy

1.1 Sformulowanie problemu

Dla danego grafu G = (V| E) skojarzeniem M C E nazywamy taki podzbior krawedzi
grafu G, w ktorym zadne dwie krawedzie nie maja wspolnego korica. Najliczniejszym
skojarzeniem nazywamy skojarzenie o najwiekszej licznosci. Skojarzenie doskonate
to skojarzenie zawierajace |V'|/2 krawedzi. Problem najliczniejszego / doskonalego

skojarzenia polega na znalezieniu najliczniejszego / doskonalego skojarzenia w danym
grafie G.

1.2 Historia problemu

Problem najliczniejszego skojarzenia jest jednym z najczesciej badanych problemow
grafowych — nie tylko ze wzgledu na ciekawe podloze teoretyczne, ale rowniez ze
wzgledu na wiele praktycznych zastosowan, takich jak planowanie zadan czy zaawan-
sowane metody obrobki obrazu. Historie algorytméw rozwigzujacych problem sko-
jarzenia przedstawiamy w dwoch, niezaleznych odstonach — sekwencyjnej i réwno-
leglej. W dalszej czesci przez n bedziemy oznaczali liczbe wierzchotkéow, a przez m
liczbe krawedzi grafu.

1.2.1 Algorytmy sekwencyjne

Historia algorytmow sekwencyjnych siega konca XIX wieku, kiedy to Petersen wydal
bardzo wazng publikacje na temat teorii skojarzen zatytulowana ,Die Theorem der
reguldren Graphs” [24]. Petersen udowodnil, ze kazdy kubiczny graf bez mostow
posiada doskonate skojarzenie. Dowdd twierdzenia Petersena przeprowadzony pzez
Frinke’'a [12] w 1926 roku dostarcza jednoczesnie algorytmu wyznaczajacego takie
skojarzenie w czasie O(n?).

Problem znajdowania najliczniejszego skojarzenia w dowolnych grafach czekal
dziesieciolecia na rozwigzanie w czasie wielomianowym. Z czasem okazalo sie, ze
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znacznie tatwiej rozwigza¢ problem dla graféw dwudzielnych. Charakterystyka naj-
liczniejszych skojarzenn w grafach dwudzielnych zostala podana w 1931 roku nieza-
leznie przez Konig’'a [19] 1 Egervary’ego [9]. Ich konstruktywne dowody dostar-
czyty wielomianowego algorytmu — tak zwanej metody wegierskiej. Ponad trzy-
dziesci lat poézniej Edmonds [8] zaprezentowal pierwszy wielomianowy algorytm dla
dowolnych grafow. Dzialajacy w czasie O(n?) algorytm, jak si¢ pozniej okazalo, byl
daleki od rozwiazania optymalnego. W 1976 roku Gabow [13] zoptymalizowal algo-
rytm Edmonds’a redukujac jego ztozonosé do O(n?). W miedzyczasie, w roku 1973,
Hopcroft i Karp [17] zaprezentowali algorytm dla grafow dwudzielnych dziatajacy w
czasie O(m/n). Siedem lat pézniej Micali i Vazirani [21] osiagneli te sama ztozonosé
dla dowolnych grafow. Wiele innych algorytmoéw zostalo zaproponowanych w latach
poOzniejszych:

e 1991, Alt, Blum, Mehlhorn i Paul [14] — algorytm dla grafow dwudzielnych

dziatajacy w czasie O(n*2y/m/logn).

e 1991, Feder i Motwani [10] — algorytm dla graféw dwudzielnych dzialajacy w
vnm log(n?/m) )

czasie O( Togn

e 2003, Fremuth-Paeger i Jungnickel [11] — uogo6lnienie algorytmu Feder’a i Mot-
wani’ego na dowolne grafy.

e 2004, Mucha i Sankowski [23] — randomizowany algorytm dla dowolnych grafow
dzialajacy w czasie O(n®) '

e 2006, Harvey [15] — uproszczony algorytm Muchy i Sankowskiego.

Z teoretycznego punktu widzenia najszybszym algorytmem do wyznaczania najliczniej-
szego skojarzenia w dowolnych grafach gestych jest algorytm Muchy i Sankowskiego
[23]. Jednakze, ze wzgledu na wykorzystywanie przez ten algorytm skomplikowanej
metody szybkiego mnozenia macierzy, jest on niepraktyczny.

Pomimo wieloletnich staran okazalto sie, ze stworzenie efektywnego algorytmu dla
problemu najliczniejszych skojarzenn w ogolnym przypadku jest bardzo trudne. Dla-
tego tez przez lata koncentrowano sie na poszukiwaniu rozwigzan dla réznych klas
grafow. Przyktadem moga by¢ choéby grafy planarne. Dzieki zastosowaniu eliminacji
Gaussa autorstwa Lipton’a, Rose’a i Tarjan’a (tzw. algorytmu nested dissection)
Mucha i Sankowski [22| zmodyfikowali swo6j algorytm i uzyskali ztozonosé O(n®/?) —
jest to, z punktu widzenia teorii, najszybszy algorytm dla graféw planarnych.

Inng interesujaca klasa grafow sa grafy kubiczne. Cieszg sie one zainteresowaniem
od do$¢ niedawna. Wszystko dzieki Biedl [3], ktora zaprezentowata liniowa redukcje
problemu najliczniejszego skojarzenia w dowolnym grafie do problemu najliczniejszego
skojarzenia w grafie kubicznym. Wynik ten pozwala zamieni¢ dowolny wielomianowy
algorytm dla grafow kubicznych o zlozonosci O(f(n,m)), w algorytm dla dowolnych
grafow dzialajacy w czasie O(f(n,m) + m). Grafy kubiczne sa najprostsza klasa
grafow, dla ktorych problem skojarzen jest tak samo trudny jak problem ogdélny.

LO(n*) to czas optymalnego mnozenia macierzy, w < 2.376.
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Ograniczajac sie do analizy r6znych podklas graféow mozna uzyskaé¢ algorytmy
szybsze od opisanych do tej pory. Przyktadem moze by¢ cho¢by wspomniany dowod
twierdzenia Petersen’a [24| zaproponowany przez Frinke’a. W 2001 roku Biedl i inni
[4] zaprezentowali nowy algorytm do konstruowania doskonalych skojarzen w grafach
kubicznych bez mostow dziatajacy w czasie O(nlogn) (grafy takie zawsze posia-
daja doskonate skojarzenie). Innymi algorytmami tego typu sa: liniowy algorytm
dla grafow kubicznych planarnych [4], czy tez algorytm Schrijver’a [25] dla grafow
kubicznych dwudzielnych.

1.2.2 Algorytmy réwnolegte

Problem réownolegtego wyznaczania najliczniejszego skojarzenia w dowolnych grafach
jest co najmniej tak ciekawy, jak sekwencyjna wersja tego zagadnienia. Pytanie —
czy mozna wyznaczyC najliczeniejsze skojarzenie w dowolnym grafie w czasie poli-
logarytmicznym, pozostaje bez odpowiedzi. Wprawdzie istnieja rownolegte algorytmy
randomizowane rozwiazujace ten problem, jednak nikomu do tej pory nie udalo sie
zaprezentowac¢ algorytmu deterministycznego, czy tez udowodnié, ze taki algorytm
nie istnieje.

Wzmozone badania nad algorytmami réwnoleglymi rozpoczely sie okoto 40 lat
temu, ale glowna teoria wykorzystywana przez réwnolegle algorytmy algebraiczne
byta znana juz w latach 40-tych XX wieku. W 1947 roku Tutte [30] stwierdzil, ze
graf posiada doskonate skojarzenie wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik symboli-
cznej macierzy sasiedztwa grafu jest rozny od zera. W 1982 roku Borodin, Ga-
then i Hopcroft [5| zaprezentowali, bazujac na twierdzeniu Tutte’a i na fakcie, ze
mozna wyliczy¢ wyznacznik numerycznej macierzy rownolegle, randomizowany algo-
rytm rownolegly weryfikujacy istnienie doskonatego skojarzenia w dowolnym grafie w
czasie O(log” n).

W 1986 roku Karp, Upfal i Widgerson [18] opublikowali artykut p.t. ,Constructing
a perfect matching is in Random NC”, w ktorym zaprezentowali pierwszy réwnolegty
algorytm konstruujacy doskonale skojarzenie. Dziata on w czasie O(log® m) i wyko-
rzystuje O(n%°) procesorow.

W 1988 roku Moitra i Johnson [2| zaproponowali algorytm dla graféow odcinkowych
dziatajacy w czasie O(log>n) i uzywajacy O(n®/logn) procesoréow. W 1989 roku
Dahlhaus, Karpinski i Lingas [7| analizowali planarne grafy dwudzielne. Zapro-
ponowali oni algorytm dzialajacy w czasie O((n/2 — 1 + v/n)log’ n) na O(n'®log®n)
procesorach (I to wielkos$¢ najliczniejszego skojarzenia w grafie). Bardziej ogolna klasa
grafow — grafy dwudzielne, zostaly zanalizowane przez Chaudhuri [6] w 1994 roku.
Skonstruowal on algorytm dziatajacy w czasie O(nloglog®n) na O(n?/loglogn) pro-
cesorach.

W 1996 Sharan i Wigderson |27] zaprezentowali nowe podejscie do konstruowania
doskonatego skojarzenia. Uzyskali oni algorytm dla dwudzielnych graféw kubicznych
dzialajacy w czasie O(log®n) i wykorzystujacy O(nlog*n/logn) procesorow.
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2 Wazne wyniki

Zanim przejde do prezentacji wynikow uzyskanych w przedlozonej pracy, pokrotce
przedstawie trzy algorytmy, ktorych znajomosé jest bardzo pomocna w ich zrozumie-
niu. Doktadniejszy opis tych algorytmoéw zaprezentowany zostal w rozprawie doktor-
skiej.

2.1 Algorytm Frinke’a

Algorytm Frinke’a do wyznaczania doskonalego skojarzenia w grafach kubicznych bez
mostow w czasie O(n?) jest bezposrednim rezultatem dowodu twierdzenia Petersena
zaprezentowanego przez Frinke’a.

Teoria 1 (Petersen). Niech G = (V, E) bedzie grafem kubicznym nie zawierajgcym
mostow. Wowczas G posiada doskonate skojarzenie.

Algorytm Frinke’a korzysta z obserwacji, zgodnie z ktora graf kubiczny bez mostow
mozna zredukowaé do grafu o dwa wierzchotki mniejszego poprzez usuniecie sasiaduja-
cych wierzchotkow ci d i potaczenie wierzchotkow a, b, ei f w jeden z dwoch sposobow
zaprezentowanych na rysunku 1 (moga wystepowa¢ przypadki szczegolne, w ktorych
niektore krawedzie sa podwodjne — dokladna analiza wszystkich przypadkéw zostala
zaprezentowana w rozprawie doktorskiej). Frink udowodnil, Zze co najmniej jedna z
tych dwoch redukeji prowadzi do grafu bez mostow. Wykonujac sekwencje odpowied-
nich redukcji uzyskujemy w korcu graf pusty, w ktérym doskonate skojarzenie M tez
jest puste. Nastepng faza algorytmu Frinke’a jest wycofanie redukcji z jednoczesna
aktualizacja konstruowanego doskonatego skojarzenia. Proces wycofywania redukcji
prezentuje rysunek 2.

Poniewaz algorytm Frinke’a wykonuje O(n) faz redukcji, a kazda z nich wymaga
sprawdzenia, czy uzyskany graf nie posiada mostow (co mozna zrealizowa¢ w czasie
liniowym), caly algorytm dziala w czasie O(n?). Dokladny opis algorytmu zostal
zaprezentowany w rozdziale 4.1 rozprawy.

a b a b a b

@) (b) (©

Rysunek 1: Redukcja grafu kubicznego bez mostow wzgledem krawedzi ¢ — d zapro-
ponowana przez Frinke’a. (a) Wierzcholki ¢ i d zostaja usuniete z grafu. (b) Pierwszy
rodzaj redukcji — wierzchotek a jest polaczony z e, wierzcholek b jest potaczony z
f. (¢) Drugi rodzaj redukcji — wierzcholek a jest potaczony z f, wierzcholek b jest
potaczony z e.



2.2 Algorytm Biedl

Biedl i inni [4] zaproponowali modyfikacje algorytmu Frinke’a o ztozonosci O(nlog* n).
W celu uzyskania lepszej ztozono$ci niz O(n?) konieczne jest przyspieszenie dwoch
elementow algorytmu — poszukiwania mostéow w grafie oraz poszukiwania cyklu
naprzemiennego, ktory jest potrzebny w realizacji redukcji z rysunku 2(d). Pier-
wszy z probleméw moze zosta¢ rozwigzany przez zastosowanie dynamicznych struk-
tur danych dla problemu dwuspéjnosci grafu (kazdy graf kubiczny bez mostow jest
rowniez dwuspojny). Biedl zastosowala strukture danych zaprezentowana w [16],
ktorej zamortyzowany czas dziatania pojedynczej operacji wynosi O(log4 n). Drugi z
problemo6w zostal wyeliminowany dzieki nastepujacej obserwacji:

Lemat 1. Dla dowolnej krawedzi p dwuspdjnego grafu kubicznego G istnieje doskonate
skojarzenie nie zawierajgce p.

Algorytm wybiera dowolng krawedz p i dokonuje kolejnych redukcji Frinke’a wzgle-
dem krawedzi sasiedniej z p (kazda redukcja powoduje modyfikacje krawedzi p —
przyktadowo krawedZ a — ¢ na rysunku 1(a) staje sie krawedzia a — e na rysunku
1(b)). Nastepnie konstruowane jest poczatkowe skojarzenie nie zawierajace krawedzi

a b a b a b a b

e f e f e f e

g o o
c c c
d d
e f e f e f e
(a) (b) (€) (d)
Rysunek 2: Cztery mozliwe przypadki wycofywania redukcji Frinke’a. (a) Zadna z
usuwanych z grafu krawedzi nie jest skojarzona — dodaj krawedz c—d do skojarzenia.
(b) Krawedz a — e nalezy do skojarzenia — usun a — e ze skojarzenia i dodaj a — ¢
i d — e do skojarzenia. (c) Krawedz b — f nalezy do skojarzenia — usun b — f ze
skojarzenia i dodaj b — c i d — f do skojarzenia. (d) Krawedzie a —e i b — f sa
w skojarzeniu — znajdz cykl naprzemienny C' zawierajacy co najmniej jedna z tych
krawedzi (w przykladzie ¢ — b — --- — f — d) 1 zmien przynaleznos¢ w skojarzeniu

wszystkich krawedzi z C. W ten sposob przypadek (d) jest redukowany do jednego z

(a), (b) lub (c).



p, dzieki czemu faza wycofywania redukcji nie natrafia na przypadek z rysunku 2(d).
Szczegolowa prezentacja algorytmu zostala zawarta w rozdziale 4.2 rozprawy.

2.3 Algorytm Muchy-Sankowskiego

Zaproponowany w 2004 roku algorytm Muchy-Sankowskiego [20] to najszybsza metoda
wyznaczania maksymalnego skojarzenia w dowolnych grafach gestych. Algorytm
ten dziala w czasie O(n*) i wykorzystuje metody algebraiczne. Dla danego grafu
G = (V,E), gdzie n = |V/|, konstruowana jest symboliczna macierz sasiedztwa 1" o
wymiarach n X n zdefiniowana nastepujaco:

0 jesliViz] - V[y| ¢ E
Tz, y] = ey jeSliViz] —Vyle Eiz <y

gdzie e, , to zmienne symboliczne. Okazuje si¢, ze wyznacznik symbolicznej macierzy
T jest rozny od zera wtedy i tylko wtedy, gdy G posiada doskonate skojarzenie.
Wyliczenie wyznacznika macierzy symbolicznej jest bardzo kosztowne, ale jesli zmien-
ne symboliczne zastapi si¢ losowymi elementami ciata Z,, dla odpowiednio duzej
liczby pierwszej p (otrzymujac w ten sposob macierz numeryczna 7”), to zerowanie
sie wyznacznika macierzy 7" jest rownowazne nieistnieniu doskonalego skojarzenia w
grafie z duzym prawdopodobienstwem.

Jesli macierz T" jest osobliwa, to graf prawdopodobnie nie posiada doskonalego
skojarzenia. Aby w takiej sytuacji wyznaczy¢ wielko$¢ maksymalnego skojarzenia,
wystarczy znalezé maksymalng nieosobliwg podmacierz 7", ktora odpowiada pod-
grafowi grafu GG posiadajacemu doskonale skojarzenie.

W celu skonstruowania doskonalego skojarzenia, algorytm Muchy-Sankowskiego
testuje kolejne krawedzie grafu, sprawdzajac czy sa one dozwolone (naleza do pewnego
doskonatego skojarzenia) i jesli tak, to dodaje je do konstruowanego wyniku. Testu
krawedzi pod wzgledem bycia dozwolona mozna dokona¢ poprzez usuniecie z macierzy
T’ wierszy i kolumn odpowiadajacych badanej krawedzi i sprawdzenie, czy uzyskana
w ten sposOb macierz ma wyznacznik rézny od zera.

Stosujac zalezno$¢ miedzy wyznacznikami podmacierzy macierzy T’ a macierzg
T'"=! nie jest konieczne liczenie wyznacznika za kazdym razem:

det(T"\ [y, x])
det(T")

Tz, y) = (1)

Aby wyznaczy¢ krawedz dozwolong wystarczy w macierzy 7"~ ! znalezé element rozny
od zera, odpowiadajacy pewnej krawedzi. Nastepnie macierz odwrotng mozna zaktu-
alizowa¢ bez potrzeby wyliczania jej od poczatku:

Ty, *| - T [*,

T/fl — T/fl _
T/*l[y, $]

W ten sposob uzyskujemy prosta implementacje algorytmu Muchy-Sankowskiego
dzialajaca w czasie O(n3). Wersja dzialajaca w czasie O(n*) jest bardziej skompli-
kowana. Jej szczegolowy opis znajduje sie w [23].
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3 Opis wynikéw pracy

3.1 Skojarzenia w grafach kubicznych bez mostéw

Punktem wyjscia dla algorytmu do wyznaczania doskonatego skojarzenia w grafach
kubicznych bez mostow jest algorytm Biedl. Waskim gardlem tego algorytmu jest
weryfikacja czy graf jest dwuspojny, do ktorej wykorzystywana jest dynamiczna struk-
tura danych dla problemu dwuspdjnosci grafu. Nowy algorytm (zaprezentowany w
rozdziale 4.3 pracy) wykonuje test dwuspojnosci przy uzyciu dwoch znacznie pro-
stszych struktur danych — dynamicznej struktury danych dla problemu spé6jnosci
grafu [16] oraz dynamicznych drzew Tarjan’a [28|.

Dynamiczna struktura danych dla problemu spojnosci grafu jest wykorzystywana
do dwoch rzeczy. Po pierwsze odpowiada ona na pytanie, czy dane dwa wierzchotki
grafu sa polaczone $ciezka. Po drugie, utrzymuje ona drzewo rozpinajace grafu, dla
ktorego jest utworzona. Drzewo to stuzy do inicjalizacjii aktualizacji drzewa Tarjan’a.
Ogolny zarys weryfikacji, czy wykonywana redukcja Frinke’a zachowuje dwuspojnosé
grafu jest nastepujaca:

e Jesli ktoras z par wierzchotkéw a, b, e lub f nie jest potaczona $ciezka po
wykonaniu redukcji, oznacza to, ze nalezy wybra¢ drugi rodzaj redukcji.

e W przeciwnym przypadku, wykorzystujac drzewo Tarjan’a (a dokladniej opera-
cje wyznaczania najblizszego wspolnego przodka dla danej pary wierzcholkow),
weryfikujemy, czy kazdy najblizszy przodek wszystkich par wierzchotkow a, b, e
lub f lezy na pewnym cyklu w zredukowanym grafie. Jak wykazano w pracy, jest
to warunek konieczny i wystarczajacy do tego, aby analizowany graf kubiczny
byl dwuspojny.

W zaleznosci od stosowanej wersji struktury danych dla problemu dynamicznej
spojnosci uzyskuje sie algorytm deterministyczny dziatajacy w czasie O(nlog®n) (w
przypadku struktury danych zaprezentowanej w [16]|) lub algorytm randomizowany
dzialajacy w czasie O(nlognloglog®n) ([29]).

3.1.1 Uzycie ubytkowych struktur danych

Podobnie jak w przypadku algorytmu Biedl, szybkos$¢ dziatania algorytmu z poprzed-
niego rozdziatu jest ograniczona przez strukture danych dla problemu sp6jnosci grafu.
Redukcje Frinke’a nie tylko usuwaja, ale rowniez dodaja krawedzie do grafu, wiec
uzyta struktura danych musi wspiera¢ obie operacje. W rozdziale 4.4 pracy prezen-
tuje modyfikacje algorytmu, ktora eliminuje potrzebe wspierania operacji dodawania
krawedzi. Modyfikacja ta pozwala na stosowanie tzw. ubytkowych (ang. decremen-
tal) struktur danych.

W przypadku wielu klas graféw znane sg ubytkowe wersje struktur danych znacznie
szybsze od dynamicznych odpowiednikow. Niestety, dla graféow rzadkich, a takimi sg
grafy kubiczne, nie jest znana szybsza struktura danych. Niewykluczone jednak, ze
w przysztosci zostanie ona skonstruowana.

7



3.2 Rownolegly algorytm dla grafé6w dwudzielnych kubicznych

Kolejnym zaprezentowanym w pracy wynikiem (rozdziat 5.1) jest rownolegly algorytm
znajdujacy doskonale skojarzenie w grafach dwudzielnych kubicznych. Dziata on w
czasie O(log®n) i wykorzystuje O(n/logn) procesoréw. Algorytm ten jest tak samo
szybki jak najszybszy znany do tej pory algorytm zaproponowany przez Shanan’a i
Wigderson’a |27], ale jest znacznie prostszy i uzywa mniejszej liczby procesorow.

Algorytm wykorzystuje obserwacje, ze kazdy dwudzielny (spojny) graf kubiczny
jest dwuspojny (a zatem posiada rowniez doskonale skojarzenie). Zasada dziatania
jest zblizona do algorytmu Frinke’a. Gléwne réznice polegaja na tym, ze:

e algorytm rownolegly wykonuje wiele redukcji jednoczesnie wzgledem zbioru
niezaleznych krawedzi,

e w fazie wycofywania redukcji wykonanych w jednym kroku cykl naprzemienny
(wymagany przez przypadek z rysunku 2(d)) konstruowany jest tylko raz.

Do wyznaczenia zbioru niezaleznych krawedzi wykorzystywany jest rownolegly algo-
rytm Shannon’a [26], ktory po zaadoptowaniu do naszych potrzeb znajduje zbior
niezaleznych krawedzi liniowej wielkosci w czasie O(log" n) z uzyciem O(n) proce-
sorow.

Pojedynczy krok wycofywania redukeji podzielony jest na dwie fazy. W pierwszej
wycofywane sa wszystkie redukcje, ktore nie maja obu krawedzi skojarzonych (przy-
padki (a), (b) i (¢) z rysunku 2). W drugiej z grafu usuwane sa wszystkie krawedzie
skojarzone, co prowadzi do grafu regularnego stopnia 2. Nastepnie wyznaczane jest
w nim doskonate skojarzenie przy uzyciu metody rownoleglego liczenia sum prefikso-
wych w czasie O(logn). Drzieki tej operacji wszystkie pozostate redukcje moga by¢
wykonane, gdyz przypadek 2(d) zostal zamieniony w przypadek 2(a).

3.3 Roéwnolegly algorytm dla grafé6w planarnych dwudzielnych
kubicznych

Algorytm zaprezentowany w poprzednim punkcie wykonuje O(logn) faz, z ktorych
kazda zabiera czas O(logn). Najwolniejszym elementem kazdej fazy jest proces wy-
znaczania doskonalego skojarzenia roztacznego z danym doskonalym skojarzeniem
(metoda sum prefiksowych). Ograniczajac sie do analizy grafow planarnych mozna
ten proces przyspieszyc.

W rozdziale 5.2 prezentuje algorytm, ktorego zasadnicza r6znica w stosunku do al-
gorytmu z poprzedniego rozdziatu jest wykonywanie redukcji wzgledem zbioru nieza-
leznych cykli grafu, a nie pojedynczych krawedzi. Redukujac cate cykle na raz elimi-
nuje potrzebe wyznaczania doskonatego skojarzenia roztacznego z danym. Rozwigza-
nie takie prowadzi do algorytmu dziatajacego w czasie O(lognlog®n). W ten sposob
uzyskatem najszybszy znany do tej pory algorytm do wyznaczania doskonatego sko-
jarzenia w grafach planarnych dwudzielnych kubicznych.



3.4 Rownolegly algorytm algebraiczny dla dowolnych grafow

Kolejna czesé pracy poswiecona jest rownolegtemu wyznaczaniu najliczniejszego sko-
jarzenia w dowolnych grafach gestych. Jako baze wyjéciowa wykorzystany zostat alge-
braiczny algorytm Muchy i Sankowskiego [23]. W rozdziale 5.3 pracy zaprezentowane
sa kolejne wersje tego algorytmu. Rozdzial 5.3.1 prezentuje wyznaczanie doskonatego
skojarzenia w grafach dwudzielnych. Rozdzial 5.3.2 uogolnia algorytm na przypadek
dowolnych grafow. Rozdzial 5.3.3 prezentuje sposoéb wyznaczania najliczniejszych, a
nie tylko doskonatych skojarzen.

Czes¢ teoretyczna pracy zakoriczona jest prezentacja teoretycznej implementacji
algebraicznego algorytmu Muchy i Sankowskiego w wersji sekwencyjnej (rozdziat
5.3.4) oraz w wersji rownoleglej dla architektury PRAM (rozdzial 5.3.5). Druga czes¢
prezentacji algorytmu algebraicznego znajduje sie w czesci praktycznej. Rozdziat 6.2
przedstawia implementacje algorytmu na architekture dzisiejszych kart graficznych.
W rozdziale tym omoéwione sg rowniez szczegbly architektury kart graficznych i pro-
blemy wydajnosciowe, ktore trzeba mie¢ na wzgledzie w celu uzyskania wydajnej
implementacji algorytmu. Analizy wydajnosciowe wykazuja, ze uzyskany algorytm
dla pewnych klas graféow dziata szybciej od klasycznych algorytmow sekwencyjnych
szeroko stosowanych w praktyce. Dokladne wyniki przedstawione sa w rozdziale 6.3.

3.5 Doskonale skojarzenie poprzez redukcje do problemu SAT

Kolejny algorytm, zaprezentowany w rozdziale 6.1 rozprawy, konstruuje doskonate
skojarzenie poprzez konwersje grafu do formuty logicznej zawierajacej | E'| zmiennych.
Kazdej krawedzi grafu jest przyporzadkowana jedna zmienna. Formuta logiczna moze
zosta¢ skonstruowana w sposob nastepujacy — dla kazdego wierzchotka v € V' grafu
z incydentnymi krawedziami N.(G,v) = {ej,es,...,ex} generowane sa nastepujace
klauzule:

61\/62\/"'\/6k
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Wartos$ciowanie spetniajace formute logiczng przypisuje wartos$¢ ,prawda” wszystkim
zmiennym, ktorych odpowiadajace krawedzie naleza do skonstruowanego skojarzenia.
Formuta nie jest spelnialna gdy graf nie posiada doskonatego skojarzenia.

Uzyskana w ten sposob formuta w przypadku grafow gestych jest wielkosci ©(n?),
co czyni algorytm bezuzytecznym (nawet, gdyby mozna byto znalezé wartosciowanie
spelnialne w czasie liniowym) w $wietle istnienia algorytmu Micali’ego i Varizani’ego
[21] dziatajacego w czasie o(n?). Istnieje jednak mozliwo$¢ wstepnego przetworzenia
grafu wejéciowego, ktora prowadzi do formuty liniowej wielkosci, co szczegdtowo opi-
sano w rozdziale 6.1.

W ogoélnosci problem znajdowania wartosciowania spelniajacego dana formute
nalezy do klasy NP. W naszym przypadku jednak znaczna cze$¢ klauzul jest w postaci
2-CNF, co daje nadzieje na stosunkowo krotki czas rozwigzywania problemu w prakty-
ce. Rozwigzywanie problemu SAT moze by¢ szczegblnie szybkie w przypadku istnienia
wielu rozwigzan. Ograniczajac sie do graféw kubicznych dwuspdjnych nadzieje taka
daje hipoteza Lovasz’a i Plummer’a:



Hipoteza 1 (Lovasz-Plummer). Niech G bedzie dowolnym grafem kubicznym bez
mostow o n wierzchotkach. Istnieje stata c taka, zZe G posiada co najmniej e™
doskonatych skojarzen.

Jak pokazuja eksperymenty zaprezentowane w rozdziale 6.3.3, algorytm do wyzna-
czania doskonalych skojarzen poprzez redukcje do problemu SAT dziala w czasie
liniowym dla pewnych klas grafow.

3.6 Analizy wydajnoSciowe algorytmoéw

W ramach podsumowania uzyskanych wynikéw z praktycznego punktu widzenia doko-
natem poréwnania wydajnosci zaproponowanych algorytmow (rozdzialy 6.3 i 6.4).
Analizie zostaly poddane nastepujace algorytmy:

e implementacja algorytmu Edmondsa pochodzaca z biblioteki Boost [1]. Pod
uwage zostaly wziete cztery wersje tego algorytmu — wersja bez zastosowania
heurystyk wyznaczajacych poczatkowe skojarzenie oraz algorytmy wykorzystu-
jace trzy rozne metody do wyznaczania poczatkowego skojarzenia,

e algorytm do wyznaczania doskonatego skojarzenia w dowolnych grafach metoda
SAT;

e rownolegly algorytm macierzowy zrealizowany na karcie graficznej do wyznacza-
nia najliczniejszego skojarzenia;

e algorytm Biedl do wyznaczania doskonatego skojarzenia w grafach kubicznych
dwuspodjnych;

e nowy algorytm do wyznaczania doskonaltego skojarzenia w grafach kubicznych
dwuspdjnych.

Dzialanie algorytmow zostato zbadane na 10-ciu grupach grafow (w sumie 5950 grafow
zawierajacych ponad 100 milionow wierzchotkow i ponad 800 milionéw krawedzi)
pochodzacych z réznych zrodel i zawierajacych m.in. grafy planarne, regularne i
dwudzielne.

Analiza uzyskanych wynikow wykazata miedzy innymi, ze w przypadku grafow
gestych najszybszym algorytmem jest rownolegly algorytm macierzowy. Jest to dosé
obiecujacy rezultat, ktory ukazuje sens prowadzenia dalszych badan w zakresie rowno-
leglych algorytmow grafowych.

Algorytm bazujacy na redukcji do problemu SAT w przypadku pewnych grafow
dziala bardzo dtugo. Okazuje sie jednak, ze ograniczajac sie do grafow dwuspojnych
kubicznych (ktore, zgodnie z hipoteza posiadaja wyktadniczo wiele skojarzen), w
przypadku $rednim algorytm zachowuje sie bardzo dobrze. Tylko jeden sposrod
badanych algorytmow jest w praktyce szybszy — algorytm Edmondsa z udoskonalong
przeze mnie metoda konstruowania poczatkowego skojarzenia.

Algorytm z rozdziatu 3.1 do wyznaczania doskonatego skojarzenia w grafach dwu-
spojnych kubicznych dla wiekszosci testowanych grafow przegrywa z algorytmem Ed-
mondsa i algorytmem SAT, ktore dziataja sSrednio w czasie liniowym. W przypadkach
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pesymistycznych pozostaje on jednak daleko przed konkurencja, co jest potwierdze-
niem teoretycznych ztozonosci badanych algorytmow.
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