
Teoria i praktyka wyznaczanianajliczniejszego skojarzenia w grafachAutoreferat rozprawy doktorskiej
Piotr Sta«czykInstytut Informatyki UW1 Zarys tematyki pracy1.1 Sformuªowanie problemuDla danego grafu G = (V,E) skojarzeniem M ⊆ E nazywamy taki podzbiór kraw¦dzigrafu G, w którym »adne dwie kraw¦dzie nie maj¡ wspólnego ko«ca. Najliczniejszymskojarzeniem nazywamy skojarzenie o najwi¦kszej liczno±ci. Skojarzenie doskonaªeto skojarzenie zawieraj¡ce |V |/2 kraw¦dzi. Problem najliczniejszego / doskonaªegoskojarzenia polega na znalezieniu najliczniejszego / doskonaªego skojarzenia w danymgra�e G.1.2 Historia problemuProblem najliczniejszego skojarzenia jest jednym z najcz¦±ciej badanych problemówgrafowych � nie tylko ze wzgl¦du na ciekawe podªo»e teoretyczne, ale równie» zewzgl¦du na wiele praktycznych zastosowa«, takich jak planowanie zada« czy zaawan-sowane metody obróbki obrazu. Histori¦ algorytmów rozwi¡zuj¡cych problem sko-jarzenia przedstawiamy w dwóch, niezale»nych odsªonach � sekwencyjnej i równo-legªej. W dalszej cz¦±ci przez n b¦dziemy oznaczali liczb¦ wierzchoªków, a przez mliczb¦ kraw¦dzi grafu.1.2.1 Algorytmy sekwencyjneHistoria algorytmów sekwencyjnych si¦ga ko«ca XIX wieku, kiedy to Petersen wydaªbardzo wa»n¡ publikacj¦ na temat teorii skojarze« zatytuªowan¡ �Die Theorem derregulären Graphs� [24]. Petersen udowodniª, »e ka»dy kubiczny graf bez mostówposiada doskonaªe skojarzenie. Dowód twierdzenia Petersena przeprowadzony pzezFrinke'a [12] w 1926 roku dostarcza jednocze±nie algorytmu wyznaczaj¡cego takieskojarzenie w czasie O(n2).Problem znajdowania najliczniejszego skojarzenia w dowolnych grafach czekaªdziesi¦ciolecia na rozwi¡zanie w czasie wielomianowym. Z czasem okazaªo si¦, »e1



znacznie ªatwiej rozwi¡za¢ problem dla grafów dwudzielnych. Charakterystyka naj-liczniejszych skojarze« w grafach dwudzielnych zostaªa podana w 1931 roku nieza-le»nie przez König'a [19] i Egerváry'ego [9]. Ich konstruktywne dowody dostar-czyªy wielomianowego algorytmu � tak zwanej metody w¦gierskiej. Ponad trzy-dzie±ci lat pó¹niej Edmonds [8] zaprezentowaª pierwszy wielomianowy algorytm dladowolnych grafów. Dziaªaj¡cy w czasie O(n4) algorytm, jak si¦ pó¹niej okazaªo, byªdaleki od rozwi¡zania optymalnego. W 1976 roku Gabow [13] zoptymalizowaª algo-rytm Edmonds'a redukuj¡c jego zªo»ono±¢ do O(n3). W mi¦dzyczasie, w roku 1973,Hopcroft i Karp [17] zaprezentowali algorytm dla grafów dwudzielnych dziaªaj¡cy wczasie O(m
√
n). Siedem lat pó¹niej Micali i Vazirani [21] osi¡gn¦li t¦ sam¡ zªo»ono±¢dla dowolnych grafów. Wiele innych algorytmów zostaªo zaproponowanych w latachpó¹niejszych:

• 1991, Alt, Blum, Mehlhorn i Paul [14] � algorytm dla grafów dwudzielnychdziaªaj¡cy w czasie O(n3/2
√

m/ logn).
• 1991, Feder i Motwani [10] � algorytm dla grafów dwudzielnych dziaªaj¡cy wczasie O(

√
nm log(n2/m)

logn
).

• 2003, Fremuth-Paeger i Jungnickel [11] � uogólnienie algorytmu Feder'a i Mot-wani'ego na dowolne grafy.
• 2004, Mucha i Sankowski [23] � randomizowany algorytm dla dowolnych grafówdziaªaj¡cy w czasie O(nω) 1.
• 2006, Harvey [15] � uproszczony algorytm Muchy i Sankowskiego.Z teoretycznego punktu widzenia najszybszym algorytmem do wyznaczania najliczniej-szego skojarzenia w dowolnych grafach g¦stych jest algorytm Muchy i Sankowskiego[23]. Jednak»e, ze wzgl¦du na wykorzystywanie przez ten algorytm skomplikowanejmetody szybkiego mno»enia macierzy, jest on niepraktyczny.Pomimo wieloletnich stara« okazaªo si¦, »e stworzenie efektywnego algorytmu dlaproblemu najliczniejszych skojarze« w ogólnym przypadku jest bardzo trudne. Dla-tego te» przez lata koncentrowano si¦ na poszukiwaniu rozwi¡za« dla ró»nych klasgrafów. Przykªadem mog¡ by¢ cho¢by grafy planarne. Dzi¦ki zastosowaniu eliminacjiGaussa autorstwa Lipton'a, Rose'a i Tarjan'a (tzw. algorytmu nested dissection)Mucha i Sankowski [22] zmody�kowali swój algorytm i uzyskali zªo»ono±¢ O(nω/2) �jest to, z punktu widzenia teorii, najszybszy algorytm dla grafów planarnych.Inn¡ interesuj¡c¡ klas¡ grafów s¡ grafy kubiczne. Ciesz¡ si¦ one zainteresowaniemod do±¢ niedawna. Wszystko dzi¦ki Biedl [3], która zaprezentowaªa liniow¡ redukcj¦problemu najliczniejszego skojarzenia w dowolnym gra�e do problemu najliczniejszegoskojarzenia w gra�e kubicznym. Wynik ten pozwala zamieni¢ dowolny wielomianowyalgorytm dla grafów kubicznych o zªo»ono±ci O(f(n,m)), w algorytm dla dowolnychgrafów dziaªaj¡cy w czasie O(f(n,m) + m). Grafy kubiczne s¡ najprostsz¡ klas¡grafów, dla których problem skojarze« jest tak samo trudny jak problem ogólny.1O(nω) to czas optymalnego mno»enia macierzy, ω < 2.376.2



Ograniczaj¡c si¦ do analizy ró»nych podklas grafów mo»na uzyska¢ algorytmyszybsze od opisanych do tej pory. Przykªadem mo»e by¢ cho¢by wspomniany dowódtwierdzenia Petersen'a [24] zaproponowany przez Frinke'a. W 2001 roku Biedl i inni[4] zaprezentowali nowy algorytm do konstruowania doskonaªych skojarze« w grafachkubicznych bez mostów dziaªaj¡cy w czasie O(n log4 n) (grafy takie zawsze posia-daj¡ doskonaªe skojarzenie). Innymi algorytmami tego typu s¡: liniowy algorytmdla grafów kubicznych planarnych [4], czy te» algorytm Schrijver'a [25] dla grafówkubicznych dwudzielnych.1.2.2 Algorytmy równolegªeProblem równolegªego wyznaczania najliczniejszego skojarzenia w dowolnych grafachjest co najmniej tak ciekawy, jak sekwencyjna wersja tego zagadnienia. Pytanie �czy mo»na wyznaczy¢ najliczeniejsze skojarzenie w dowolnym gra�e w czasie poli-logarytmicznym, pozostaje bez odpowiedzi. Wprawdzie istniej¡ równolegªe algorytmyrandomizowane rozwi¡zuj¡ce ten problem, jednak nikomu do tej pory nie udaªo si¦zaprezentowa¢ algorytmu deterministycznego, czy te» udowodni¢, »e taki algorytmnie istnieje.Wzmo»one badania nad algorytmami równolegªymi rozpocz¦ªy si¦ okoªo 40 lattemu, ale gªówna teoria wykorzystywana przez równolegªe algorytmy algebraicznebyªa znana ju» w latach 40-tych XX wieku. W 1947 roku Tutte [30] stwierdziª, »egraf posiada doskonaªe skojarzenie wtedy i tylko wtedy, gdy wyznacznik symboli-cznej macierzy s¡siedztwa grafu jest ró»ny od zera. W 1982 roku Borodin, Ga-then i Hopcroft [5] zaprezentowali, bazuj¡c na twierdzeniu Tutte'a i na fakcie, »emo»na wyliczy¢ wyznacznik numerycznej macierzy równolegle, randomizowany algo-rytm równolegªy wery�kuj¡cy istnienie doskonaªego skojarzenia w dowolnym gra�e wczasie O(log2 n).W 1986 roku Karp, Upfal i Widgerson [18] opublikowali artykuª p.t. �Constructinga perfect matching is in Random NC�, w którym zaprezentowali pierwszy równolegªyalgorytm konstruuj¡cy doskonaªe skojarzenie. Dziaªa on w czasie O(log3m) i wyko-rzystuje O(n6.5) procesorów.W 1988 roku Moitra i Johnson [2] zaproponowali algorytm dla grafów odcinkowychdziaªaj¡cy w czasie O(log2 n) i u»ywaj¡cy O(n6/ logn) procesorów. W 1989 rokuDahlhaus, Karpinski i Lingas [7] analizowali planarne grafy dwudzielne. Zapro-ponowali oni algorytm dziaªaj¡cy w czasie O((n/2− l+
√
n) log7 n) na O(n1.5 log3 n)procesorach (l to wielko±¢ najliczniejszego skojarzenia w gra�e). Bardziej ogólna klasagrafów � grafy dwudzielne, zostaªy zanalizowane przez Chaudhuri [6] w 1994 roku.Skonstruowaª on algorytm dziaªaj¡cy w czasie O(n log log2 n) na O(n3/ log log n) pro-cesorach.W 1996 Sharan i Wigderson [27] zaprezentowali nowe podej±cie do konstruowaniadoskonaªego skojarzenia. Uzyskali oni algorytm dla dwudzielnych grafów kubicznychdziaªaj¡cy w czasie O(log2n) i wykorzystuj¡cy O(n log∗ n/ log n) procesorów.3



2 Wa»ne wynikiZanim przejd¦ do prezentacji wyników uzyskanych w przedªo»onej pracy, pokrótceprzedstawi¦ trzy algorytmy, których znajomo±¢ jest bardzo pomocna w ich zrozumie-niu. Dokªadniejszy opis tych algorytmów zaprezentowany zostaª w rozprawie doktor-skiej.2.1 Algorytm Frinke'aAlgorytm Frinke'a do wyznaczania doskonaªego skojarzenia w grafach kubicznych bezmostów w czasie O(n2) jest bezpo±rednim rezultatem dowodu twierdzenia Petersenazaprezentowanego przez Frinke'a.Teoria 1 (Petersen). Niech G = (V,E) b¦dzie grafem kubicznym nie zawieraj¡cymmostów. Wówczas G posiada doskonaªe skojarzenie.Algorytm Frinke'a korzysta z obserwacji, zgodnie z któr¡ graf kubiczny bez mostówmo»na zredukowa¢ do grafu o dwa wierzchoªki mniejszego poprzez usuni¦cie s¡siaduj¡-cych wierzchoªków c i d i poª¡czenie wierzchoªków a, b, e i f w jeden z dwóch sposobówzaprezentowanych na rysunku 1 (mog¡ wyst¦powa¢ przypadki szczególne, w którychniektóre kraw¦dzie s¡ podwójne � dokªadna analiza wszystkich przypadków zostaªazaprezentowana w rozprawie doktorskiej). Frink udowodniª, »e co najmniej jedna ztych dwóch redukcji prowadzi do grafu bez mostów. Wykonuj¡c sekwencj¦ odpowied-nich redukcji uzyskujemy w ko«cu graf pusty, w którym doskonaªe skojarzenie M te»jest puste. Nast¦pn¡ faz¡ algorytmu Frinke'a jest wycofanie redukcji z jednoczesn¡aktualizacj¡ konstruowanego doskonaªego skojarzenia. Proces wycofywania redukcjiprezentuje rysunek 2.Poniewa» algorytm Frinke'a wykonuje O(n) faz redukcji, a ka»da z nich wymagasprawdzenia, czy uzyskany graf nie posiada mostów (co mo»na zrealizowa¢ w czasieliniowym), caªy algorytm dziaªa w czasie O(n2). Dokªadny opis algorytmu zostaªzaprezentowany w rozdziale 4.1 rozprawy.
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(c)Rysunek 1: Redukcja grafu kubicznego bez mostów wzgl¦dem kraw¦dzi c− d zapro-ponowana przez Frinke'a. (a)Wierzchoªki c i d zostaj¡ usuni¦te z grafu. (b) Pierwszyrodzaj redukcji � wierzchoªek a jest poª¡czony z e, wierzchoªek b jest poª¡czony z
f . (c) Drugi rodzaj redukcji � wierzchoªek a jest poª¡czony z f , wierzchoªek b jestpoª¡czony z e. 4



2.2 Algorytm BiedlBiedl i inni [4] zaproponowali mody�kacj¦ algorytmu Frinke'a o zªo»ono±ciO(n log4 n).W celu uzyskania lepszej zªo»ono±ci ni» O(n2) konieczne jest przyspieszenie dwóchelementów algorytmu � poszukiwania mostów w gra�e oraz poszukiwania cyklunaprzemiennego, który jest potrzebny w realizacji redukcji z rysunku 2(d). Pier-wszy z problemów mo»e zosta¢ rozwi¡zany przez zastosowanie dynamicznych struk-tur danych dla problemu dwuspójno±ci grafu (ka»dy graf kubiczny bez mostów jestrównie» dwuspójny). Biedl zastosowaªa struktur¦ danych zaprezentowan¡ w [16],której zamortyzowany czas dziaªania pojedynczej operacji wynosi O(log4 n). Drugi zproblemów zostaª wyeliminowany dzi¦ki nast¦puj¡cej obserwacji:Lemat 1. Dla dowolnej kraw¦dzi p dwuspójnego grafu kubicznego G istnieje doskonaªeskojarzenie nie zawieraj¡ce p.Algorytm wybiera dowoln¡ kraw¦d¹ p i dokonuje kolejnych redukcji Frinke'a wzgl¦-dem kraw¦dzi s¡siedniej z p (ka»da redukcja powoduje mody�kacj¦ kraw¦dzi p �przykªadowo kraw¦d¹ a − c na rysunku 1(a) staje si¦ kraw¦dzi¡ a − e na rysunku1(b)). Nast¦pnie konstruowane jest pocz¡tkowe skojarzenie nie zawieraj¡ce kraw¦dzi
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Rysunek 2: Cztery mo»liwe przypadki wycofywania redukcji Frinke'a. (a) �adna zusuwanych z grafu kraw¦dzi nie jest skojarzona � dodaj kraw¦d¹ c−d do skojarzenia.(b) Kraw¦d¹ a− e nale»y do skojarzenia � usu« a − e ze skojarzenia i dodaj a− ci d − e do skojarzenia. (c) Kraw¦d¹ b − f nale»y do skojarzenia � usu« b − f zeskojarzenia i dodaj b − c i d − f do skojarzenia. (d) Kraw¦dzie a − e i b − f s¡w skojarzeniu � znajd¹ cykl naprzemienny C zawieraj¡cy co najmniej jedn¡ z tychkraw¦dzi (w przykªadzie c − b − · · · − f − d) i zmie« przynale»no±¢ w skojarzeniuwszystkich kraw¦dzi z C. W ten sposób przypadek (d) jest redukowany do jednego z(a), (b) lub (c). 5



p, dzi¦ki czemu faza wycofywania redukcji nie natra�a na przypadek z rysunku 2(d).Szczegóªowa prezentacja algorytmu zostaªa zawarta w rozdziale 4.2 rozprawy.2.3 Algorytm Muchy-SankowskiegoZaproponowany w 2004 roku algorytmMuchy-Sankowskiego [20] to najszybsza metodawyznaczania maksymalnego skojarzenia w dowolnych grafach g¦stych. Algorytmten dziaªa w czasie O(nω) i wykorzystuje metody algebraiczne. Dla danego grafu
G = (V,E), gdzie n = |V |, konstruowana jest symboliczna macierz s¡siedztwa T owymiarach n× n zde�niowana nast¦puj¡co:

T [x, y] =







0 je±li V [x]− V [y] 6∈ E
ex,y je±li V [x]− V [y] ∈ E i x < y

−ey,x je±li V [x]− V [y] ∈ E i x > ygdzie ex,y to zmienne symboliczne. Okazuje si¦, »e wyznacznik symbolicznej macierzy
T jest ró»ny od zera wtedy i tylko wtedy, gdy G posiada doskonaªe skojarzenie.Wyliczenie wyznacznika macierzy symbolicznej jest bardzo kosztowne, ale je±li zmien-ne symboliczne zast¡pi si¦ losowymi elementami ciaªa Zp, dla odpowiednio du»ejliczby pierwszej p (otrzymuj¡c w ten sposób macierz numeryczn¡ T ′), to zerowaniesi¦ wyznacznika macierzy T ′ jest równowa»ne nieistnieniu doskonaªego skojarzenia wgra�e z du»ym prawdopodobie«stwem.Je±li macierz T ′ jest osobliwa, to graf prawdopodobnie nie posiada doskonaªegoskojarzenia. Aby w takiej sytuacji wyznaczy¢ wielko±¢ maksymalnego skojarzenia,wystarczy znale¹¢ maksymaln¡ nieosobliw¡ podmacierz T ′, która odpowiada pod-grafowi grafu G posiadaj¡cemu doskonaªe skojarzenie.W celu skonstruowania doskonaªego skojarzenia, algorytm Muchy-Sankowskiegotestuje kolejne kraw¦dzie grafu, sprawdzaj¡c czy s¡ one dozwolone (nale»¡ do pewnegodoskonaªego skojarzenia) i je±li tak, to dodaje je do konstruowanego wyniku. Testukraw¦dzi pod wzgl¦dem bycia dozwolon¡ mo»na dokona¢ poprzez usuni¦cie z macierzy
T ′ wierszy i kolumn odpowiadaj¡cych badanej kraw¦dzi i sprawdzenie, czy uzyskanaw ten sposób macierz ma wyznacznik ró»ny od zera.Stosuj¡c zale»no±¢ mi¦dzy wyznacznikami podmacierzy macierzy T ′ a macierz¡
T ′−1 nie jest konieczne liczenie wyznacznika za ka»dym razem:

T ′−1[x, y] = (−1)x+y det(T
′ \ [y, x])

det(T ′)Aby wyznaczy¢ kraw¦d¹ dozwolon¡ wystarczy w macierzy T ′−1 znale¹¢ element ró»nyod zera, odpowiadaj¡cy pewnej kraw¦dzi. Nast¦pnie macierz odwrotn¡ mo»na zaktu-alizowa¢ bez potrzeby wyliczania jej od pocz¡tku:
T ′−1 = T ′−1 − T ′−1[y, ∗] · T ′−1[∗, x]

T ′−1[y, x]W ten sposób uzyskujemy prost¡ implementacj¦ algorytmu Muchy-Sankowskiegodziaªaj¡c¡ w czasie O(n3). Wersja dziaªaj¡ca w czasie O(nω) jest bardziej skompli-kowana. Jej szczegóªowy opis znajduje si¦ w [23].6



3 Opis wyników pracy3.1 Skojarzenia w grafach kubicznych bez mostówPunktem wyj±cia dla algorytmu do wyznaczania doskonaªego skojarzenia w grafachkubicznych bez mostów jest algorytm Biedl. W¡skim gardªem tego algorytmu jestwery�kacja czy graf jest dwuspójny, do której wykorzystywana jest dynamiczna struk-tura danych dla problemu dwuspójno±ci grafu. Nowy algorytm (zaprezentowany wrozdziale 4.3 pracy) wykonuje test dwuspójno±ci przy u»yciu dwóch znacznie pro-stszych struktur danych � dynamicznej struktury danych dla problemu spójno±cigrafu [16] oraz dynamicznych drzew Tarjan'a [28].Dynamiczna struktura danych dla problemu spójno±ci grafu jest wykorzystywanado dwóch rzeczy. Po pierwsze odpowiada ona na pytanie, czy dane dwa wierzchoªkigrafu s¡ poª¡czone ±cie»k¡. Po drugie, utrzymuje ona drzewo rozpinaj¡ce grafu, dlaktórego jest utworzona. Drzewo to sªu»y do inicjalizacji i aktualizacji drzewa Tarjan'a.Ogólny zarys wery�kacji, czy wykonywana redukcja Frinke'a zachowuje dwuspójno±¢grafu jest nast¦puj¡ca:
• Je±li która± z par wierzchoªków a, b, e lub f nie jest poª¡czona ±cie»k¡ powykonaniu redukcji, oznacza to, »e nale»y wybra¢ drugi rodzaj redukcji.
• W przeciwnym przypadku, wykorzystuj¡c drzewo Tarjan'a (a dokªadniej opera-cj¦ wyznaczania najbli»szego wspólnego przodka dla danej pary wierzchoªków),wery�kujemy, czy ka»dy najbli»szy przodek wszystkich par wierzchoªków a, b, elub f le»y na pewnym cyklu w zredukowanym gra�e. Jak wykazano w pracy, jestto warunek konieczny i wystarczaj¡cy do tego, aby analizowany graf kubicznybyª dwuspójny.W zale»no±ci od stosowanej wersji struktury danych dla problemu dynamicznejspójno±ci uzyskuje si¦ algorytm deterministyczny dziaªaj¡cy w czasie O(n log2 n) (wprzypadku struktury danych zaprezentowanej w [16]) lub algorytm randomizowanydziaªaj¡cy w czasie O(n logn log log3 n) ([29]).3.1.1 U»ycie ubytkowych struktur danychPodobnie jak w przypadku algorytmu Biedl, szybko±¢ dziaªania algorytmu z poprzed-niego rozdziaªu jest ograniczona przez struktur¦ danych dla problemu spójno±ci grafu.Redukcje Frinke'a nie tylko usuwaj¡, ale równie» dodaj¡ kraw¦dzie do grafu, wi¦cu»yta struktura danych musi wspiera¢ obie operacje. W rozdziale 4.4 pracy prezen-tuj¦ mody�kacj¦ algorytmu, która eliminuje potrzeb¦ wspierania operacji dodawaniakraw¦dzi. Mody�kacja ta pozwala na stosowanie tzw. ubytkowych (ang. decremen-tal) struktur danych.W przypadku wielu klas grafów znane s¡ ubytkowe wersje struktur danych znacznieszybsze od dynamicznych odpowiedników. Niestety, dla grafów rzadkich, a takimi s¡grafy kubiczne, nie jest znana szybsza struktura danych. Niewykluczone jednak, »ew przyszªo±ci zostanie ona skonstruowana.7



3.2 Równolegªy algorytm dla grafów dwudzielnych kubicznychKolejnym zaprezentowanym w pracy wynikiem (rozdziaª 5.1) jest równolegªy algorytmznajduj¡cy doskonaªe skojarzenie w grafach dwudzielnych kubicznych. Dziaªa on wczasie O(log2 n) i wykorzystuje O(n/ logn) procesorów. Algorytm ten jest tak samoszybki jak najszybszy znany do tej pory algorytm zaproponowany przez Shanan'a iWigderson'a [27], ale jest znacznie prostszy i u»ywa mniejszej liczby procesorów.Algorytm wykorzystuje obserwacj¦, »e ka»dy dwudzielny (spójny) graf kubicznyjest dwuspójny (a zatem posiada równie» doskonaªe skojarzenie). Zasada dziaªaniajest zbli»ona do algorytmu Frinke'a. Gªówne ró»nice polegaj¡ na tym, »e:
• algorytm równolegªy wykonuje wiele redukcji jednocze±nie wzgl¦dem zbioruniezale»nych kraw¦dzi,
• w fazie wycofywania redukcji wykonanych w jednym kroku cykl naprzemienny(wymagany przez przypadek z rysunku 2(d)) konstruowany jest tylko raz.Do wyznaczenia zbioru niezale»nych kraw¦dzi wykorzystywany jest równolegªy algo-rytm Shannon'a [26], który po zaadoptowaniu do naszych potrzeb znajduje zbiórniezale»nych kraw¦dzi liniowej wielko±ci w czasie O(log∗ n) z u»yciem O(n) proce-sorów.Pojedynczy krok wycofywania redukcji podzielony jest na dwie fazy. W pierwszejwycofywane s¡ wszystkie redukcje, które nie maj¡ obu kraw¦dzi skojarzonych (przy-padki (a), (b) i (c) z rysunku 2). W drugiej z grafu usuwane s¡ wszystkie kraw¦dzieskojarzone, co prowadzi do grafu regularnego stopnia 2. Nast¦pnie wyznaczane jestw nim doskonaªe skojarzenie przy u»yciu metody równolegªego liczenia sum pre�kso-wych w czasie O(logn). Dzi¦ki tej operacji wszystkie pozostaªe redukcje mog¡ by¢wykonane, gdy» przypadek 2(d) zostaª zamieniony w przypadek 2(a).3.3 Równolegªy algorytm dla grafów planarnych dwudzielnychkubicznychAlgorytm zaprezentowany w poprzednim punkcie wykonuje O(logn) faz, z którychka»da zabiera czas O(logn). Najwolniejszym elementem ka»dej fazy jest proces wy-znaczania doskonaªego skojarzenia rozª¡cznego z danym doskonaªym skojarzeniem(metoda sum pre�ksowych). Ograniczaj¡c si¦ do analizy grafów planarnych mo»naten proces przyspieszy¢.W rozdziale 5.2 prezentuj¦ algorytm, którego zasadnicz¡ ró»nic¡ w stosunku do al-gorytmu z poprzedniego rozdziaªu jest wykonywanie redukcji wzgl¦dem zbioru nieza-le»nych cykli grafu, a nie pojedynczych kraw¦dzi. Redukuj¡c caªe cykle na raz elimi-nuj¦ potrzeb¦ wyznaczania doskonaªego skojarzenia rozª¡cznego z danym. Rozwi¡za-nie takie prowadzi do algorytmu dziaªaj¡cego w czasie O(logn log∗ n). W ten sposóbuzyskaªem najszybszy znany do tej pory algorytm do wyznaczania doskonaªego sko-jarzenia w grafach planarnych dwudzielnych kubicznych.8



3.4 Równolegªy algorytm algebraiczny dla dowolnych grafówKolejna cz¦±¢ pracy po±wi¦cona jest równolegªemu wyznaczaniu najliczniejszego sko-jarzenia w dowolnych grafach g¦stych. Jako baz¦ wyj±ciow¡ wykorzystany zostaª alge-braiczny algorytm Muchy i Sankowskiego [23]. W rozdziale 5.3 pracy zaprezentowanes¡ kolejne wersje tego algorytmu. Rozdziaª 5.3.1 prezentuje wyznaczanie doskonaªegoskojarzenia w grafach dwudzielnych. Rozdziaª 5.3.2 uogólnia algorytm na przypadekdowolnych grafów. Rozdziaª 5.3.3 prezentuje sposób wyznaczania najliczniejszych, anie tylko doskonaªych skojarze«.Cz¦±¢ teoretyczna pracy zako«czona jest prezentacj¡ teoretycznej implementacjialgebraicznego algorytmu Muchy i Sankowskiego w wersji sekwencyjnej (rozdziaª5.3.4) oraz w wersji równolegªej dla architektury PRAM (rozdziaª 5.3.5). Druga cz¦±¢prezentacji algorytmu algebraicznego znajduje si¦ w cz¦±ci praktycznej. Rozdziaª 6.2przedstawia implementacj¦ algorytmu na architektur¦ dzisiejszych kart gra�cznych.W rozdziale tym omówione s¡ równie» szczegóªy architektury kart gra�cznych i pro-blemy wydajno±ciowe, które trzeba mie¢ na wzgl¦dzie w celu uzyskania wydajnejimplementacji algorytmu. Analizy wydajno±ciowe wykazuj¡, »e uzyskany algorytmdla pewnych klas grafów dziaªa szybciej od klasycznych algorytmów sekwencyjnychszeroko stosowanych w praktyce. Dokªadne wyniki przedstawione s¡ w rozdziale 6.3.3.5 Doskonaªe skojarzenie poprzez redukcj¦ do problemu SATKolejny algorytm, zaprezentowany w rozdziale 6.1 rozprawy, konstruuje doskonaªeskojarzenie poprzez konwersj¦ grafu do formuªy logicznej zawieraj¡cej |E| zmiennych.Ka»dej kraw¦dzi grafu jest przyporz¡dkowana jedna zmienna. Formuªa logiczna mo»ezosta¢ skonstruowana w sposób nast¦puj¡cy � dla ka»dego wierzchoªka v ∈ V grafuz incydentnymi kraw¦dziami Ne(G, v) = {e1, e2, . . . , ek} generowane s¡ nast¦puj¡ceklauzule:
e1 ∨ e2 ∨ · · · ∨ ek

∀e1,e2∈Ne(G,v),e1 6=e2¬e1 ∨ ¬e2Warto±ciowanie speªniaj¡ce formuª¦ logiczn¡ przypisuje warto±¢ �prawda� wszystkimzmiennym, których odpowiadaj¡ce kraw¦dzie nale»¡ do skonstruowanego skojarzenia.Formuªa nie jest speªnialna gdy graf nie posiada doskonaªego skojarzenia.Uzyskana w ten sposób formuªa w przypadku grafów g¦stych jest wielko±ci Θ(n3),co czyni algorytm bezu»ytecznym (nawet, gdyby mo»na byªo znale¹¢ warto±ciowaniespeªnialne w czasie liniowym) w ±wietle istnienia algorytmu Micali'ego i Varizani'ego[21] dziaªaj¡cego w czasie o(n3). Istnieje jednak mo»liwo±¢ wst¦pnego przetworzeniagrafu wej±ciowego, która prowadzi do formuªy liniowej wielko±ci, co szczegóªowo opi-sano w rozdziale 6.1.W ogólno±ci problem znajdowania warto±ciowania speªniaj¡cego dan¡ formuª¦nale»y do klasy NP. W naszym przypadku jednak znaczna cz¦±¢ klauzul jest w postaci2-CNF, co daje nadziej¦ na stosunkowo krótki czas rozwi¡zywania problemu w prakty-ce. Rozwi¡zywanie problemu SAT mo»e by¢ szczególnie szybkie w przypadku istnieniawielu rozwi¡za«. Ograniczaj¡c si¦ do grafów kubicznych dwuspójnych nadziej¦ tak¡daje hipoteza Lovasz'a i Plummer'a: 9



Hipoteza 1 (Lovasz-Plummer). Niech G b¦dzie dowolnym grafem kubicznym bezmostów o n wierzchoªkach. Istnieje staªa c taka, »e G posiada co najmniej ec ndoskonaªych skojarze«.Jak pokazuj¡ eksperymenty zaprezentowane w rozdziale 6.3.3, algorytm do wyzna-czania doskonaªych skojarze« poprzez redukcj¦ do problemu SAT dziaªa w czasieliniowym dla pewnych klas grafów.3.6 Analizy wydajno±ciowe algorytmówW ramach podsumowania uzyskanych wyników z praktycznego punktu widzenia doko-naªem porównania wydajno±ci zaproponowanych algorytmów (rozdziaªy 6.3 i 6.4).Analizie zostaªy poddane nast¦puj¡ce algorytmy:
• implementacja algorytmu Edmondsa pochodz¡ca z biblioteki Boost [1]. Poduwag¦ zostaªy wzi¦te cztery wersje tego algorytmu � wersja bez zastosowaniaheurystyk wyznaczaj¡cych pocz¡tkowe skojarzenie oraz algorytmy wykorzystu-j¡ce trzy ró»ne metody do wyznaczania pocz¡tkowego skojarzenia,
• algorytm do wyznaczania doskonaªego skojarzenia w dowolnych grafach metod¡SAT;
• równolegªy algorytm macierzowy zrealizowany na karcie gra�cznej do wyznacza-nia najliczniejszego skojarzenia;
• algorytm Biedl do wyznaczania doskonaªego skojarzenia w grafach kubicznychdwuspójnych;
• nowy algorytm do wyznaczania doskonaªego skojarzenia w grafach kubicznychdwuspójnych.Dziaªanie algorytmów zostaªo zbadane na 10-ciu grupach grafów (w sumie 5950 grafówzawieraj¡cych ponad 100 milionów wierzchoªków i ponad 800 milionów kraw¦dzi)pochodz¡cych z ró»nych ¹ródeª i zawieraj¡cych m.in. grafy planarne, regularne idwudzielne.Analiza uzyskanych wyników wykazaªa mi¦dzy innymi, »e w przypadku grafówg¦stych najszybszym algorytmem jest równolegªy algorytm macierzowy. Jest to do±¢obiecuj¡cy rezultat, który ukazuje sens prowadzenia dalszych bada« w zakresie równo-legªych algorytmów grafowych.Algorytm bazuj¡cy na redukcji do problemu SAT w przypadku pewnych grafówdziaªa bardzo dªugo. Okazuje si¦ jednak, »e ograniczaj¡c si¦ do grafów dwuspójnychkubicznych (które, zgodnie z hipotez¡ posiadaj¡ wykªadniczo wiele skojarze«), wprzypadku ±rednim algorytm zachowuje si¦ bardzo dobrze. Tylko jeden spo±ródbadanych algorytmów jest w praktyce szybszy � algorytm Edmondsa z udoskonalon¡przeze mnie metod¡ konstruowania pocz¡tkowego skojarzenia.Algorytm z rozdziaªu 3.1 do wyznaczania doskonaªego skojarzenia w grafach dwu-spójnych kubicznych dla wi¦kszo±ci testowanych grafów przegrywa z algorytmem Ed-mondsa i algorytmem SAT, które dziaªaj¡ ±rednio w czasie liniowym. W przypadkach10
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