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W skªad rozprawy wchodz¡ cztery artykuªy naukowe, które powstaªy podczas
moich studiów doktoranckich na Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego. Dotycz¡ one zagadnie« zwi¡zanych z oszacowaniami
momentów i ogonów norm wektorów losowych.

W napisanych wspólnie z Tomaszem Tkoczem (obecnie doktorantem w University
of Warwick) pracach [NT1] oraz [NT2] rozwa»ali±my tzw. problem S-inequality. Mó-
wi¡c ogólnie, rozwi¡zanie tego zagadnienia dla pewnej miary borelowskiej µ prowadzi
do optymalnych nierówno±ci dla momentów norm wektorów losowych o rozkªadzie
µ. Nasze dociekania doprowadziªy do rozwi¡zania zagadnienia dla pewnych szczegól-
nych miar produktowych. Praca [NT1] zostaªa opublikowana w czasopi±mie Israel
Journal of Mathematics. Praca [NT2] zostaªa przyj¦ta do druku i opublikowana w
wersji elektronicznej w czasopi±mie Mathematische Nachrichten.

Artykuª [NO] dotyczy optymalnych staªych w nierówno±ciach typu Chinczyna.
Prac¦ napisaªem wspólnie z prof. Krzysztofem Oleszkiewiczem. De�niujemy w niej
ultra sub-gaussowskie wektory losowe i udowadniamy optymalne oszacowania pomi¦-
dzy parzystymi momentami sum niezale»nych wektorów tego typu. Nasze rozwa»ania
obejmuj¡, jako przypadek szczególny, klasyczn¡ nierówno±¢ Chinczyna dla sum ra-
demacherowych. Praca zostaªa opublikowana w czasopi±mie Positivity.

W pracy [N] rozwa»am niesymetryczn¡ wersj¦ twierdzenia FKN, pochodz¡cego w
swojej pierwotnej wersji od E. Friedguta, G. Kalaia i A. Naora, [FKN]. Udaªo mi si¦
wzmocni¢ pewne oszacowania pochodz¡ce z pracy [JOW] i udowodni¢ analogiczny
wynik w przypadku kostki symetrycznej i funkcji przyjmuj¡cych warto±ci w prze-
dziale [−1, 1]. Uzyskane rezultaty bazuj¡ na nierówno±ciach hiperkontrakcyjnych i
nierówno±ciach dla momentów i ogonów chaosów rademacherowych.

Poni»ej opisz¦ szczegóªowo udowodnione przeze mnie twierdzenia oraz ich zwi¡zki
z istniej¡c¡ literatur¡ przedmiotu.
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S-inequality Rozwa»my miar¦ borelowsk¡ µ na przestrzeni metrycznej (X, d). Dla
t > 0 i zbioru borelowskiego A de�niujemy t-otoczk¦ zbioru A, At = {x ∈ Rn :
dist(x,A) < t}. Zagadnienie izoperymetryczne dla miary µ polega na wyznaczeniu
wielko±ci ht(s) = inf{µ(At) : µ(A) = s}. W przypadku miary Lebesgue'a i prze-
strzeni euklidesowej Rn powy»sze in�mum przyjmowane jest dla kul euklidesowych
(klasyczna izoperymetria). Je±li zatem |A| oznacza n-wymiarow¡ miar¦ Lebesgue'a
zbioru A, za± vn jest obj¦to±ci¡ kuli euklidesowej o promieniu 1 w Rn, to z warunku
|A| = |B|, gdzie B jest kul¡ euklidesow¡, wynika |At| ≥ |Bt|. �atwo wywnioskowa¢
st¡d nierówno±¢

|At| ≥ vn

(
(|A|/vn)1/n + t

)n
.

Rozwi¡zanie zagadnienia izoperymetrycznego znane jest równie» dla standardowej
miary Gaussa γn na Rn, czyli miary z g¦sto±ci¡ dγn(x) = (2π)−n/2e−|x|

2/2, gdzie | · |
jest norm¡ euklidesow¡. W tym przypadku optymalnymi zbiorami nie s¡ kule, lecz
póªprzestrzenie Hv = {x ∈ Rn : x · v < 1}, gdzie v ∈ Rn i · jest standardowym
iloczynem skalarnym, patrz [SC] oraz [B]. Ze wzgl¦du na rotacyjn¡ niezmienniczo±¢
miary Gaussa mo»emy ograniczy¢ si¦ do rozwa»ania póªprzestrzeni postaci Hs =
{x ∈ Rn : x1 < s}. Zde�niujmy funkcj¦ Φ(s) = γ1((−∞, s)). Z rozwi¡zania
zagadnienia izoperymetrycznego wynika, »e je±li γn(A) = γn(Hs) = Φ(s), to γn(At) ≥
γn(Hs+t) = Φ(s+ t). St¡d

γn(At) ≥ Φ(Φ−1(γn(A)) + t). (1)

Znane jest równie» rozwi¡zanie problemu izoperymetrycznego dla rotacyjnie nie-
zmienniczej miary probabilistycznej σn na euklidesowej sferze jednostkowej Sn−1 w
Rn, patrz [L]. Optymalnymi zbiorami s¡ zbiory postaci Sn−1 ∩ {x ∈ Rn : x · v < 1}.

Oszacowania powy»szego typu s¡ niezwykle wa»ne z punktu widzenia tzw. kon-
centracji miary. Zde�niujmy funkcj¦ koncentracji miary µ,

αµ(t) = sup {1− µ(At) : µ(A) ≥ 1/2} .

Z (1) ªatwo otrzymujemy αγn(t) = 1−Φ(t) ≤ 1
2
e−t

2/2. Powy»sza nierówno±¢ implikuje
koncentracj¦ funkcji 1-lipschitzowskich F : Rn → R,

γn ({|F −MedF | ≥ t}) ≤ e−t
2/2,

gdzie MedF jest median¡ funkcji F . Jest to podstawowe narz¦dzie w wielu zagadnie-
niach analizy i rachunku prawdopodobie«stwa, np. w tzw. lokalnej teorii przestrzeni
Banacha (dowód twierdzenia Dvoretzky'ego). Z zagadnieniem koncentracji miary
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wi¡»¡ si¦ wa»ne nierówno±ci funkcyjne, np. nierówno±¢ Poincaré, logarytmiczna nie-
równo±¢ Sobolewa, nierówno±¢ Cheegera, nierówno±¢ splotu in�mum, czy nierówno±¢
Bobkowa.

Zagadnienie S-inequality jest koncepcyjnie zbli»one do problemu izoperymetrycz-
nego. Niech µ b¦dzie miar¡ borelowsk¡ na Rn. Problem polega na znalezieniu wiel-
ko±ci

gt(s) = inf{µ(tA) : µ(A) = s}, (2)

gdzie zbiór tA = {x ∈ Rn : x = ta, a ∈ A} jest tzw. dylatacj¡ zbioru A. Zatem
zamiast rozwa»ania otoczek zbioru A patrzymy na jego jednokªadne obrazy. Ze
wzgl¦du na jednorodno±¢ miary Lebesgue'a, mamy |tA| = tn|A|, a zatem in�mum we
wzorze (2) jest dla niej przyjmowane przez wszystkie zbiory borelowskie o mierze s.

Z punktu widzenia zastosowa« w powy»szym zagadnieniu wa»ne jest sprecyzo-
wanie klasy zbiorów K, w której postawiony problem chcemy rozwi¡za¢. Bardzo
u»yteczne jest rozwi¡zanie zagadnienia w klasie K wszystkich zbiorów symetrycz-
nych wypukªych. Wprowad¹my nast¦puj¡c¡ de�nicj¦.

De�nicja 1. Niech µ b¦dzie miar¡ borelowsk¡. Powiemy, »e µ speªnia S-inequality
dla klasy zbiorów K , je±li dla ka»dego A ∈ K z warunku µ(A) = µ(P ) wynika
nierówno±¢ µ(tA) ≥ µ(tP ) dla wszystkich t ≥ 1, gdzie P jest pasem, przez co w tym
autoreferacie b¦dziemy rozumie¢ zbiór postaci P = {|x1| < L}.

Zaªó»my dodatkowo, »e pasy P nale»¡ do rodziny K. Wówczas in�mum we
wzorze (2) jest osi¡gane przez pas P maj¡cy miar¦ s. W tej sytuacji pasy nazywamy
zbiorami ekstremalnymi. �atwo wówczas zauwa»y¢, »e je±li µ(A) = µ(P ), to dla
0 < t ≤ 1 mamy µ(tA) ≤ µ(tP ).

Okazuje si¦, »e ekstremalno±¢ pasów w klasie K zbiorów symetrycznych wypu-
kªych implikuje optymalne nierówno±ci dla momentów dowolnych norm wektorów
losowych o rozkªadzie µ. Konkretnie, prawdziwe jest nast¦puj¡ce stwierdzenie.

Stwierdzenie 1. Przypu±¢my, »e probabilistyczna miara borelowska µ na Rn jest ab-
solutnie ci¡gªa wzgl¦dem miary Lebesgue'a i speªnia S-inequality dla klasy K zbiorów
symetrycznych wypukªych. Wówczas dla dowolnej normy ‖·‖ na Rn i dla p ≥ q > 0
prawdziwa jest nierówno±¢(∫

Rn
‖x‖p dµ(x)

)1/p

≤ Cp,q

(∫
Rn
‖x‖q dµ(x)

)1/q

,

gdzie X = (X1, . . . , Xn) jest wektorem losowym o rozkªadzie µ oraz

Cp,q =

(∫
Rn |x1|p dµ(x)

)1/p(∫
Rn |x1|q dµ(x)

)1/q
.
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Chciaªbym tutaj uzasadni¢ to stwierdzenie, jako »e jego dowód nie znajduje si¦
w »adnej z publikacji wchodz¡cych w skªad rozprawy. Przedstawione poni»ej rozu-
mowanie pochodzi od S. Szarka. Niech a ∈ R b¦dzie tak¡ liczb¡ rzeczywist¡, »e
E ‖X‖p = E|aX1|p. Wówczas

p

∫ ∞
0

tp−1P (‖X‖ > t) dt = p

∫ ∞
0

tp−1P (|aX1| > t) dt.

Funkcje t 7→ P (‖X‖ > t) oraz t 7→ P (|aX1| > t) s¡ ci¡gªe, a zatem istnieje t0 > 0,
dla którego P (‖X‖ > t0) = P (|aX1| > t0). Zbiory {‖x‖ ≤ t0} oraz {|ax1| ≤ t0} s¡
symetryczne i wypukªe. Ponadto drugi zbiór jest pasem w Rn. St¡d i z faktu, »e µ
speªnia S-inequality dla symetrycznych zbiorów wypukªych, mamy µ (t{‖x‖ ≤ t0}) ≥
µ (t{|ax1| ≤ t0}) dla t ≥ 1, czyli P (‖x‖ ≤ tt0) ≥ P (|ax1| ≤ tt0) . Wynika st¡d, »e dla
t ≥ t0 jest P (‖x‖ > t) ≤ P (|ax1| > t). Ponadto dla 0 < t ≤ t0 mamy P (‖x‖ > t) ≥
P (|ax1| > t). Zatem dla wszystkich t > 0 prawdziwa jest nierówno±¢((

t

t0

)q
−
(
t

t0

)p)
(P (‖x‖ > t)− P (|ax1| > t)) ≥ 0.

Caªkuj¡c t¦ nierówno±¢ stronami i korzystaj¡c z równo±ci E ‖X‖p = E|aX1|p otrzy-
mujemy E ‖X‖q ≥ E|aX1|q, czyli (E ‖X‖q)1/q ≥ |a|(E|X1|q)1/q. Oczywi±cie mamy
równie» (E ‖X‖p)1/p = |a|(E|X1|p)1/p. St¡d

(E ‖X‖p)1/p ≤ (E|X1|p)1/p

(E|X1|q)1/q
(E ‖X‖q)1/q,

co mieli±my udowodni¢.
Analogicznie mo»emy uzasadni¢ nast¦puj¡ce stwierdzenie, dotycz¡ce optymal-

nych oszacowa« momentów sum niezale»nych zmiennych losowych (jest to tzw. nie-
równo±¢ typu Chinczyna-Kahane'a).

Stwierdzenie 2. Przypu±¢my, »e probabilistyczna miara µ na R jest absolutnie
ci¡gªa wzgl¦dem miary Lebesgue'a i dla wszystkich n ≥ 1 miara produktowa µn

speªnia S-inequality dla klasy K zbiorów symetrycznych wypukªych. Niech S =∑n
i=1 viXi, gdzie X1, X2, . . . , Xn s¡ niezale»ne i maj¡ rozkªad µ oraz v1, v2, . . . , vn

s¡ dowolnymi wektorami w przestrzeni Banacha (E, ‖·‖). Wówczas dla p ≥ q > 0
prawdziwa jest nierówno±¢(

E

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

viXi

∥∥∥∥∥
p)1/p

≤ Cp,q

(
E

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

viXi

∥∥∥∥∥
q)1/q

,

gdzie Cp,q = (E|X1|p)1/p/(E|X1|q)1/q.
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Rozwi¡zanie problemu S-inequality w klasie zbiorów symetrycznych wypukªych
jest znane jedynie dla standardowej miary Gaussa na Rn. Jest to rezultat pochodz¡cy
od R. Lataªy i K. Oleszkiewicza, [LO]. W tym przypadku S-inequality jest speªnione,
czyli optymalnymi zbiorami s¡ pasy. Prowadzi to do oszacowania

γn(tA) ≥ 2Φ

(
tΦ−1

(
1 + γn(A)

2

))
− 1,

które jest analogiem nierówno±ci (1). Dowód korzysta z rotacyjnej niezmienniczo±ci
miary Gaussa i z tzw. symetryzacji Ehrharda.

Znane s¡ równie» ogólne oszacowania wielko±ci µ(At) dla miar logarytmicznie
wkl¦sªych (log-wkl¦sªych). Miar¦ borelowsk¡ µ na Rn nazywamy log-wkl¦sª¡, je±li

µ(λA+ (1− λ)B) ≥ µ(A)λµ(B)1−λ, λ ∈ (0, 1),

dla dowolnych zbiorów borelowskich A,B. Absolutnie ci¡gªa wzgl¦dem miary Le-
besgue'a miara µ jest log-wkl¦sªa wtedy i tylko wtedy, gdy ma g¦sto±¢ postaci e−Φ,
gdzie Φ : Rn → (−∞,∞] jest funkcj¡ wypukª¡. Jednym z najwa»niejszych przykªa-
dów miar log-wkl¦sªych s¡ rozkªady jednostajne na ciaªach wypukªych, czyli zbiorach
zwartych wypukªych o niepustym wn¦trzu. Innym przykªadem jest standardowy roz-
kªad gaussowski na Rn.

Niech A b¦dzie symetrycznym zbiorem wypukªym i niech µ b¦dzie miar¡ log-
wkl¦sª¡. W pracy [B] C. Borell udowodniª nast¦puj¡ce oszacowanie,

µ(tA) ≥ 1− µ(A)

(
1− µ(A)

µ(A)

) t+1
2

, t ≥ 1.

Nierówno±¢ ta jest ciekawa jedynie dla zbiorów A speªniaj¡cych warunek µ(A) > 1/2.
W pracy [G] O. Guédon udowodniª wzmocnion¡ wersj¦ lematu Borella,

µ(tA) ≥ 1− (1− µ(A))
t+1
2 , t ≥ 1.

Powy»sze oszacowania prowadz¡ do nierówno±ci typu Chinczyna-Kahane'a dla miar
log-wkl¦sªych. Mówi¡c precyzyjnie, dla dowolnej miary log-wkl¦sªej µ i dla dowolnej
normy ‖·‖ na Rn prawdziwa jest nierówno±¢(∫

‖x‖p dµ(x)

)1/p

≤ 12
p

q

(∫
‖x‖q dµ(x)

)1/q

, 1 ≤ q ≤ p.
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Wspólnie z Tomaszem Tkoczem rozwa»ali±my zespolon¡ wersj¦ zagadnienia
S-inequality dla miary Gaussa. Zespolona miara Gaussa γCn jest miar¡ z g¦sto±ci¡

dγCn(z) =
1

(2π)n
exp

(
−1

2

n∑
i=1

(|<zi|2 + |=zi|2)

)
.

Jest to wi¦c standardowa miara gaussowska na R2n ≈ Cn. Odpowiednikiem zbiorów
symetrycznych s¡ tutaj zbiory zaokr¡glone, czyli zbiory speªniaj¡ce warunek eiθA =
A dla wszystkich θ ∈ R. Cylindrem nazwiemy zbiór postaci C = {z ∈ Cn : |z1| ≤ L}.
Mo»emy sformuªowa¢ nast¦puj¡c¡ hipotez¦, postawion¡ przez A. Peªczy«skiego.

Hipoteza 1. Rozwa»my klas¦ K wszystkich zaokr¡glonych zbiorów wypukªych w
Cn. Dla zbioru A ∈ K rozwa»my cylinder C speªniaj¡cy warunek γCn(A) = γCn(C).
Wówczas γCn(tA) ≥ γCn(tC) dla wszystkich t ≥ 1 oraz γCn(tA) ≤ γCn(tC) dla
wszystkich 0 < t ≤ 1.

W pracy [T] T. Tkocz cz¦±ciowo udowodniª t¦ hipotez¦ pokazuj¡c, »e nierówno±¢
γCn(tA) ≤ γCn(tC), 0 < t ≤ 1 jest speªniona przy dodatkowym zaªo»eniu, »e zbiór A
speªnia warunek γCn(A) ≤ 0, 64. Hipoteza w peªnej ogólno±ci jest wci¡» otwarta.

W artykule [NT1] zaj¦li±my si¦ klas¡ K1 wypukªych zbiorów 1-zaokr¡glonych,
czyli zbiorów wypukªych speªniaj¡cych warunek

(z1, . . . , zn) ∈ A =⇒ (eiθ1z1, . . . , e
iθnzn) ∈ A, θ1, . . . , θn ∈ R.

Jest to oczywi±cie klasa w¦»sza ni» klasa wszystkich zaokr¡glonych zbiorów wypu-
kªych. Klasa ta jest interesuj¡ca, gdy» zawiera ona kule w normach ‖·‖ speªniaj¡cych
warunek ∥∥(eiθ1z1, . . . , e

iθnzn)
∥∥ = ‖(z1, . . . , zn)‖ , θ1, . . . , θn ∈ R.

Udaªo nam si¦ udowodni¢ Hipotez¦ 1 w klasieK1, a nawet w szerszej klasie wszystkich
zupeªnych obszarów Reinhardta, czyli zbiorów speªniaj¡cych warunek

(z1, . . . , zn) ∈ A =⇒ (w1, . . . , wn) ∈ A, gdy |wi| ≤ |zi| dla i = 1, . . . , n.

Konkretnie, prawdziwe jest nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 1 ([NT1], Theorem 1). Niech R b¦dzie klas¡ wszystkich zupeªnych
obszarów Reinhardta w Cn. Dla zbioru A ∈ R rozwa»my cylinder C speªniaj¡cy
warunek γCn(A) = γCn(C). Wówczas γCn(tA) ≥ γCn(tC) dla wszystkich t ≥ 1 oraz
γCn(tA) ≤ γCn(tC) dla wszystkich 0 < t ≤ 1.

Strategia dowodu jest nast¦puj¡ca. Korzystamy z prostej obserwacji.
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Stwierdzenie 3 ([NT1], Proposition 1). Niech A ⊂ Cn b¦dzie zbiorem borelowskim
i niech C b¦dzie cylindrem speªniaj¡cym warunek γCn(A) = γCn(C). Wówczas nie-
równo±¢ γCn(tA) ≥ γCn(tC) jest speªniona dla wszystkich t ≥ 1 wtedy i tylko wtedy,
gdy ka»dy jednokªadny obraz Ã zbioru A speªnia d

dt
γCn(tÃ)

∣∣
t=1
≥ d

dt
γCn(tC̃)

∣∣
t=1
,

gdzie C̃ jest cylindrem, dla którego γCn(Ã) = γCn(C̃).

Zatem mo»emy ograniczy¢ si¦ do dowodu nierówno±ci d

dt
γCn(tA)

∣∣
t=1
≥ d

dt
γCn(tC)

∣∣
t=1
.

Nast¦pnie zauwa»amy, »e

d
dt
γCn(tA)

∣∣
t=1

= 2nγCn(A)−
∫
A

|z|2 dγCn(z).

Korzystaj¡c z warunku γCn(A) = γCn(C) i wyra»aj¡c d

dt
γCn(tC)

∣∣
t=1

w terminach
γCn(C) otrzymujemy równowa»n¡ wersj¦ problemu,∫

A

|z|2 dγCn(z) ≤ 2nγCn(A) + 2(1− γCn(A)) ln (1− γCn(A)) . (3)

Kluczowym pomysªem jest sformuªowanie funkcyjnej wersji nierówno±ci (3) i prze-
prowadzenie dowodu indukcyjnego tej nierówno±ci. B¦dzie nam potrzebne poj¦cie
entropii funkcji wzgl¦dem miary. Dla g : X → R+ i miary probabilistycznej µ na X
de�niujemy

Entµ(g) =

∫
X

g(x) ln g(x) dµ(x)−
(∫

X

g(x) dµ(x)

)
ln

(∫
X

g(x) dµ(x)

)
.

Wówczas prawdziwe jest nast¦puj¡ce stwierdzenie.

Stwierdzenie 4 ([NT1], Lemma 2). Niech g : Cn → R+ b¦dzie funkcj¡ ograniczon¡
speªniaj¡c¡ warunki

1) g(eiθ1z1, . . . , e
iθnzn) = g(z) dla z ∈ Cn i θ1, . . . , θn ∈ R,

2) dla dowolnych w, z ∈ Cn warunek |wk| ≤ |zk|, k = 1, . . . , n implikuje g(w) ≤
g(z).

Wówczas

EntγCn g ≤
∫
Cn
g(z)

(
|z|2

2
− n

)
dγCn(z).

Korzystaj¡c z powy»szego stwierdzenia dla g(z) = 1−1A otrzymujemy nierówno±¢
(3). Dowód Stwierdzenia 4 opiera si¦ na jednowymiarowym oszacowaniu entropii.
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Lemat 1. Niech ν b¦dzie probabilistyczn¡ miar¡ borelowsk¡ na R+ i niech f : R+ →
R+ b¦dzie niemalej¡c¡ funkcj¡ ograniczon¡. Wtedy

Entν f ≤ −
∫
R+

f(x) (1 + ln ν((x,∞))) dν(x). (4)

Z Twierdzenia 1 i z dowodu Stwierdzenia 1 mo»emy ªatwo wyprowadzi¢ nast¦pu-
j¡cy wniosek.

Wniosek 1. Zaªó»my, »e ‖·‖ na Cn speªnia warunek∥∥(eiθ1z1, . . . , e
iθnzn)

∥∥ = ‖(z1, . . . , zn)‖ θ1, . . . , θn ∈ R.

Wówczas dla dowolnych p ≥ q > 0 mamy(∫
Cn
‖z‖p dγCn(z)

)1/p

≤ Cp,q

(∫
Cn
‖z‖q dγCn(z)

)1/q

,

gdzie Cp,q =
(∫

C |z|
p dγC(z)

)1/p
/
(∫

C |z|
q dγC(z)

)1/q
.

Okazuje si¦, »e z Twierdzenia 1 wynika rozwi¡zanie problemu S-inequality dla
symetrycznej miary wykªadniczej, czyli miary z g¦sto±ci¡

dνn(x) =
1

2n
exp

(
−

n∑
i=1

|xi|

)
,

i klasy I wszystkich ideaªów w Rn. Zbiór A nazywamy ideaªem, je±li x ∈ A implikuje
[−|x1|, |x1|] × . . . × [−|xn|, |xn|] ⊆ A. W szczególno±ci S-inequality jest speªnione
dla wszystkich 1-symetrycznych zbiorów wypukªych w Rn, czyli zbiorów wypukªych
speªniaj¡cych warunek

(x1, . . . , xn) ∈ A =⇒ (ε1x1, . . . , εnxn) ∈ A, ε1, . . . , εn ∈ {−1, 1}.

Twierdzenie 2 ([NT1], Theorem 2). Niech I b¦dzie klas¡ wszystkich ideaªów w Rn.
Dla zbioru A ∈ I rozwa»my pas P speªniaj¡cy warunek νn(A) = νn(P ). Wówczas
νn(tA) ≥ νn(tP ) dla wszystkich t ≥ 1 oraz νn(tA) ≤ νn(tP ) dla wszystkich 0 < t ≤ 1.

Dowód polega na zamianie zmiennych i skorzystaniu z transportu miary. Ponownie
mo»emy sformuªowa¢ wniosek dotycz¡cy oszacowania momentów norm.
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Wniosek 2 ([NT1], Corollary 2). Zaªó»my, »e ‖·‖ na Rn speªnia warunek

‖(ε1x1, . . . , εnxn)‖ = ‖(x1, . . . , xn)‖ ε1, . . . , εn ∈ {−1, 1}.

Wówczas dla dowolnych p ≥ q > 0 mamy(∫
Rn
‖z‖p dνn(z)

)1/p

≤ Cp,q

(∫
Rn
‖z‖q dνn(z)

)1/q

,

gdzie Cp,q = (Γ(p+ 1))1/p / (Γ(q + 1))1/q .

W pracy [NT2] rozszerzyli±my powy»sze rezultaty na przypadek miar z g¦sto-
±ciami

dνnp (x) = (cp/2)n exp

(
−

n∑
i=1

|xi|p
)
, 0 < p ≤ 1.

Twierdzenie 3 ([NT2], Theorem 1). Niech I b¦dzie klas¡ wszystkich ideaªów w Rn

i niech p ∈ (0, 1]. Dla zbioru A ∈ I rozwa»my pas P speªniaj¡cy warunek νnp (A) =
νnp (P ). Wówczas νnp (tA) ≥ νnp (tP ) dla wszystkich t ≥ 1 oraz νn(tA) ≤ νn(tP ) dla
wszystkich 0 < t ≤ 1.

Ponownie korzystaj¡c z prostej zamiany zmiennych udaªo nam si¦ wywnioskowa¢ ten
sam rezultat dla produktów symetrycznych rozkªadów Weibulla ωα i symetrycznych
rozkªadów Gamma λq,

dωα(x) =
1

2
α|x|α−1e−|x|

α

dx, α > 0, dλq(x) =
q

2Γ(q)
|x|q−1e−|x|dx, q ≥ 1.

Twierdzenie 3 dowodzi si¦ indukcyjnie. �atwo zauwa»y¢ ([NT2], Proposition 1),
»e S-inequality dla miary produktowej i klasy I wszystkich ideaªów w Rn wystarczy
dowodzi¢ w przypadku n = 2. W tym przypadku rozwa»amy ideaªy generowane przez
funkcje nierosn¡ce f : R+ → R+, czyli zbiory postaci {(x, y) ∈ R2 : |y| ≤ f(|x|)}.
Wówczas nietrudno zauwa»y¢, korzystaj¡c ze Stwierdzenia 3 i przeprowadzaj¡c pro-
sty rachunek, »e problem wykazania optymalno±ci pasów równowa»ny jest nast¦pu-
j¡cej nierówno±ci funkcyjnej,∫

Φ(g) dµ+ − Φ

(∫
g dµ+

)
≤
∫ ∞

0

g(x)

(
xp − 1

p

)
dµ+(x), (5)

gdzie

Φ = S ◦ T−1, T (u) = cp

∫ ∞
u

e−x
p

dx, S(u) = cp

∫ u

0

xpe−x
p

dx, g = T ◦ f
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oraz µ+ jest miar¡ na R+ z g¦sto±ci¡ cpe−x
p
. Dla p = 1 nierówno±¢ (5) jest rów-

nowa»na z nierówno±ci¡ (4). Nierówno±¢ (5) jest prawdziwa dla wszystkich funkcji
niemalej¡cych g : R+ → R+. Ze wzgl¦du na to, »e prawa strona (5) jest funkcjona-
ªem liniowym, wystarczy wykaza¢, »e prawa strona jest funkcjonaªem wypukªym, a
nast¦pnie sprawdzi¢ nierówno±¢ dla funkcji postaci g(x) = 1[a,∞)(x), a > 0. Dla tych
funkcji w nierówno±ci (5) mamy równo±¢.

Aby pokaza¢ wypukªo±¢ prawej strony, wystarczy skorzysta¢ z nast¦puj¡cego le-
matu.

Lemat 2 ([LO2], Lemma 4). Niech (Ω,F , ν) b¦dzie przestrzeni¡ probabilistyczn¡.
Zaªó»my, »e Φ : [0, 1]→ R speªnia Φ′′ > 0 oraz (1/Φ′′) jest wkl¦sªa. Dla g : Ω→ [0, 1]
de�niujemy funkcjonaª

ΨΦ(g) =

∫
Ω

Φ(g) dν − Φ

(∫
Ω

g dν

)
.

Wówczas funkcjonaª ΨΦ jest wypukªy, czyli

ΨΦ(λf + (1− λ)g) ≤ λΨΦ(f) + (1− λ)ΨΦ(g).

Nierówno±ci typu Chinczyna Rozwa»my ci¡g liczb a1, . . . , an i niech r1, . . . , rn
b¦dzie ci¡giem niezale»nych symetrycznych zmiennych Bernoulliego, czyli zmien-
nych losowych speªniaj¡cych P (ri = 1) = P (ri = −1) = 1/2. Rozwa»my sum¦
S =

∑n
i=1 airi. Zmienn¡ losow¡ S nazywamy chaosem rademacherowym pierwszego

rz¦du. Dla dowolnych p > q > 0 prawdziwa jest nast¦puj¡ca nierówno±¢, udowod-
niona po raz pierwszy przez Chinczyna, [K],

(E|S|p)1/p ≤ Cp,q(E|S|q)1/q, (6)

gdzie Cp,q jest staª¡ niezale»n¡ od n i ci¡gu a1, . . . , an. B¦dziemy zakªadali, »e staªa
Cp,q jest optymaln¡ staª¡ w nierówno±ci (6). Problem wyznaczenia staªych Cp,q ma
dªug¡ histori¦ i zostaª rozwi¡zany jedynie w kilku specjalnych przypadkach. Staªe
C2,q i Cp,2 s¡ znane. S¡ one wa»ne ze wzgl¦du na fakt, »e drugi moment zmiennej
S ma szczególnie prost¡ posta¢, ES2 =

∑n
i=1 a

2
i . Staªe Cp,2 dla p ≥ 3 wyznaczyª

Whittle, [Wh]. Staªa C2,1 zostaªa wyznaczona przez Szarka w pracy [S]. Staªe Cp,2
dla p ∈ (2, 3) oraz staªe C2,q dla q ∈ (0, 2) zostaªy wyznaczone przez Haagerupa,
[H]. W przypadku gdy p = 2 lub q = 2, optymalne staªe Cp,q zostaªy znalezione w
ogólniejszej sytuacji (gdy zamiast symetrycznych zmiennych Bernoulliego rozwa»amy
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pewn¡ klas¦ rotacyjnie niezmienniczych wektorów losowych w Rn, zawieraj¡c¡ np.
wektory rozªo»one jednostajnie na sferach i kulach euklidesowych) przez Königa i
Kwapienia, [KK], oraz Baernsteina i Culverhouse'a, [BC].

Optymalne staªe Cp,q w nierówno±ci (6), w przypadku gdy p i q s¡ parzystymi
liczbami naturalnymi oraz q|p, zostaªy wyznaczone przez W. Czerwi«skiego w jego
pracy magisterskiej, [C]. W pracy [NO], któr¡ napisaªem wspólnie z moim promoto-
rem, prof. Krzysztofem Oleszkiewiczem, wyznaczone zostaªy staªe Cp,q dla dowolnych
parzystych p, q.

Twierdzenie 4. Niech p > q > 0 b¦d¡ liczbami caªkowitymi parzystymi i niech
S =

∑n
i=1 airi. Wówczas

(E|S|p)1/p ≤
p
√

(p− 1)!!
q
√

(q − 1)!!
(E|S|q)1/q.

W pracy [NO] de�niujemy ultra sub-gaussowskie wektory losowe i dowodzimy
nierówno±ci typu Chinczyna dla sum niezale»nych wektorów tego typu. Niech ‖·‖
b¦dzie standardow¡ norm¡ euklidesow¡ na Rd i niech G b¦dzie standardowym wek-
torem gaussowskim w Rd.

De�nicja 2. Powiemy, »e wektor losowy X o warto±ciach w Rd jest ultra sub-
gaussowski, je±li X = 0 p.n. lub X jest rotacyjnie niezmienniczy (symetryczny
w przypadku d = 1), ma wszystkie momenty i ci¡g (ai)

∞
i=0, ai = E ‖X‖2n /E ‖G‖2n

jest log-wkl¦sªy, czyli a2
i ≥ ai−1ai+1 dla i ≥ 1.

Nietrudno zauwa»y¢, »e dla ci¡gu liczb dodatnich (ai)
∞
i=0 speªniaj¡cego nierówno±¢

a2
i ≥ ai−1ai+1 dla i ≥ 1 oraz warunek a0 = 1, ci¡g ( 2i

√
ai)
∞
i=1 jest nierosn¡cy. Wynika

st¡d, »e ultra sub-gaussowski wektor X speªnia nierówno±¢

(E ‖X‖p)1/p ≤ (E ‖G‖p)1/p

(E ‖G‖q)1/q
(E ‖X‖q)1/q (7)

dla parzystych liczb caªkowitych p > q > 0. Ponadto, prawdziwy jest nast¦puj¡cy
lemat.

Lemat 3 ([NO], Lemma 2). Niech X, Y b¦d¡ niezale»nymi ultra sub-gaussowskimi
wektorami losowymi w Rd. Wówczas X + Y jest równie» ultra sub-gaussowskim
wektorem losowym.

Dowód powy»szego lematu opiera si¦ na nast¦puj¡cym twierdzeniu, pochodz¡cym
od Walkupa, [W] (w naszej pracy podajemy nowy, krótki dowód tego twierdzenia).
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Twierdzenie 5 ([NO], Theorem 1). Niech (ai)
∞
i=0 oraz (bi)

∞
i=0 b¦d¡ log-wkl¦sªymi

ci¡gami dodatnich liczb rzeczywistych. Wówczas ci¡g (cn)∞n=0 zadany wzorem

cn =
n∑
i=0

(
n

i

)
aibn−i

jest równie» log-wkl¦sªy.

Jako prosty wniosek z Lematu 3 i nierówno±ci (7) otrzymujemy nierówno±¢ typu
Chinczyna dla sum niezale»nych ultra sub-gaussowskich wektorów losowych.

Twierdzenie 6 ([NO], Theorem 2). Niech d b¦dzie dodatni¡ liczb¡ caªkowit¡ i niech
p > q > 0 b¦d¡ parzystymi liczbami caªkowitymi. Rozwa»my ci¡g niezale»nych ultra
sub-gaussowskich zmiennych losowych X1, X2, . . . , Xn w Rd. Wówczas dla S = X1 +
X2 + . . .+Xn prawdziwa jest nierówno±¢

(E ‖S‖p)1/p ≤ (E ‖G‖p)1/p

(E ‖G‖q)1/q
(E ‖S‖q)1/q.

Przykªady ultra sub-gaussowskich zmiennych losowych mo»emy konstruowa¢ przy
pomocy nast¦puj¡cego lematu.

Lemat 4 ([NO], Lemma 3, Corollary 1, 2). Zaªó»my, »e wektor losowy X w Rd i nie-
ujemna zmienna losowa R s¡ niezale»ne i R·X ma rozkªadN (0, Idd). WówczasX jest
ultra sub-gaussowskim wektorem losowym. W szczególno±ci ultra sub-gaussowskimi
wektorami losowymi s¡

a) wektory losowego rozªo»one jednostajnie na sferach euklidesowych r·Sd−1, r > 0
(w przypadku d = 1 mamy symetryczn¡ zmienn¡ losow¡ przyjmuj¡c¡ warto±ci
±r),

b) wektory losowego rozªo»one jednostajnie na kulach euklidesowych r ·Bd, gdzie
r > 0 i Bd jest kul¡ o promieniu 1 i ±rodku w 0 (w przypadku d = 1 mamy
zmienn¡ losow¡ o rozkªadzie jednostajnym na [−r, r]),

c) wektory losowe z g¦sto±ci¡ gX(x) =
Γ( d

2
+1)

Γ( d
α

+1)
π−d/2e−‖x‖

α

, α > 2.

Mamy zatem nast¦puj¡cy wniosek.

Wniosek 3 ([NO], Theorem 3). Niech d b¦dzie dodatni¡ liczb¡ caªkowit¡ i niech
p > q > 0 b¦d¡ parzystymi liczbami caªkowitymi. Rozwa»my ci¡g niezale»nych
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ultra sub-gaussowskich zmiennych losowych X1, X2, . . . , Xn w Rd, rozªo»onych na
kulach lub sferach euklidsowych (niekoniecznie o ±rodku w 0). Wówczas dla S =
X1 +X2 + . . .+Xn prawdziwa jest nierówno±¢

(E ‖S‖p)1/p ≤ (E ‖G‖p)1/p

(E ‖G‖q)1/q
(E ‖S‖q)1/q.

Staªa
(E ‖G‖p)1/p

(E ‖G‖q)1/q
=

(
Γ(p+d

2
)

Γ(d
2
)

)1/p(
Γ( q+d

2
)

Γ(d
2
)

)−1/q

jest optymalna. Mo»na si¦ o tym przekona¢ rozwa»aj¡c ci¡g X1, X2, . . . zmiennych
niezale»nych o tym samym rozkªadzie i korzystaj¡c z Centralnego Twierdzenia Gra-
nicznego przy n→∞. Dla d = 1 otrzymujemy Twierdzenie 4.

Problem wyznaczenia optymalnej staªej Cp,q w nierówno±ci Chinczyna dla dowol-
nych p > q > 0 wydaje si¦ by¢ bardzo trudny. Prawdziwa jest jednak nast¦puj¡ca
nierówno±¢ typu Chinczyna-Kahane'a.

Twierdzenie 7. Niech (F, ‖·‖) b¦dzie przestrzeni¡ unormowan¡ i niech v1, . . . , vn ∈
F . Niech r1, . . . , rn b¦dzie ci¡giem niezale»nych symetrycznych zmiennych losowych
Bernoulliego. Wówczas dla p ≥ q > 1 mamy(

E

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

viri

∥∥∥∥∥
p)1/p

≤
√
p− 1

q − 1

(
E

∥∥∥∥∥
n∑
i=1

viri

∥∥∥∥∥
q)1/q

.

Powy»sz¡ nierówno±¢ mo»na udowodni¢ korzystaj¡c z tzw. nierówno±ci hiper-
kontrakcyjnej. Aby poda¢ jej sformuªowanie, rozwa»my kostk¦ dyskretn¡ {−1, 1}n z
miar¡ produktow¡ µn =

(
1
2
δ1 + 1

2
δ−1

)⊗n
. Jest to miara jednostajna na {−1, 1}n.

W przestrzeni liniowej funkcji f : {−1, 1}n → R wprowadzamy struktur¦ prze-
strzeni Hilberta L2 = L2(µn) z iloczynem skalarnym 〈f, g〉 =

∫
fg dµn i z norm¡

‖f‖ =
(∫

f 2 dµn
)1/2

. Jest to przestrze« liniowa wymiaru 2n. Dla S ⊂ {1, . . . , n}
de�niujemy funkcje Walsha, wS(x) =

∏
i∈S xi oraz w∅ ≡ 1. Zbiór funkcji (wS)S ma

moc 2n i jest ukªadem ortonormalnym w L2, a zatem jest baz¡ L2. Wynika st¡d, »e
ka»d¡ funkcj¦ f : {−1, 1}n → R mo»emy przedstawi¢ w postaci f =

∑
S aSwS, gdzie

(aS)S s¡ pewnymi liczbami rzeczywistymi. Zbiór (aS)S nazywamy spektrum funkcji
f . De�niujemy operator Pt wzorem

Pt

(∑
S

aSwS

)
=
∑
S

e−t|S|aSwS,
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gdzie |S| jest moc¡ zbioru S. Bonami, Beckner i Gross udowodnili nast¦puj¡c¡
nierówno±¢ (patrz [Bo, Be, Gr]),

‖Ptf‖p ≤ ‖f‖q , t ≥ 1

2
ln

(
p− 1

q − 1

)
, p > q > 1. (8)

W szczególno±ci, dla wszystkich aS ∈ R prawdziwa jest nierówno±¢∥∥∥∥∥∥
∑
S⊆[n]

(q − 1)|S|/2aSwS

∥∥∥∥∥∥
2

≤

∥∥∥∥∥∥
∑
S⊆[n]

aSwS

∥∥∥∥∥∥
q

. (9)

Nierówno±¢ ta zostaªa uogólniona w pracy [Ol1] na przypadek niesymetryczny, w
którym rozwa»amy kostk¦ {−γ, γ−1}n z miar¡ µn = (βδ−γ + αδγ−1)⊗, gdzie α+β = 1,
α ∈ (0, 1/2) oraz γ =

√
α/β. Przy tej normalizacji

∫
xi dµn = 0 i

∫
xixj dµn =

δi,j. W szczególno±ci funkcje Walsha tworz¡ ukªad ortonormalny. Prawdziwa jest
nierówno±¢ ∥∥∥∥∥∥

∑
T⊆[n]

cq(α, β)|T |aTwT

∥∥∥∥∥∥
2

≤

∥∥∥∥∥∥
∑
T⊆[n]

aTwT

∥∥∥∥∥∥
q

, (10)

gdzie

cq(α, β) =

√√√√√ β2− 2
q − α2− 2

q

αβ
(
α−

2
q − β−

2
q

) .
�atwo zauwa»y¢, »e (9) jest szczególnym przypadkiem (10). Faktycznie, mamy√

q − 1 = lim
ε→0

cq

(
1

2
− ε, 1

2
+ ε

)
.

Praca [N] nie dotyczy bezpo±rednio szacowania momentów sum niezale»nych
zmiennych losowych, jednak Twierdzenie 7 oraz nierówno±¢ (10) odgrywaj¡ w niej
kluczow¡ rol¦. W pracy [FKN] Friedgut, Kalai i Naor udowodnili, »e w przypadku
symetrycznym funkcja, której spektrum jest ε-skoncentrowane na pierwszych dwóch
poziomach, czyli

∑
|S|>1 a

2
S < ε2, jest Cε-bliska w normie L2 jednej z funkcji ±xi lub

funkcji staªej. W pracy [JOW] autorzy udowodnili nast¦puj¡c¡ optymaln¡ wersj¦
tego twierdzenia.

Twierdzenie 8 ([JOW], Theorem 5.3 i Theorem 5.8). Niech f : {−1, 1}n → {−1, 1}

i f =
∑

S aSwS. Zde�niujmy ρ =
(∑

|S|>1 a
2
S

)1/2

. Wówczas istnieje podzbiór B ⊆
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{1, . . . , n} speªniaj¡cy |B| ≤ 1 taki, »e
∑
|S|≤1,S 6=B a

2
S ≤ Cρ4 ln(2/ρ) oraz |aB|2 ≥

1− ρ2 − Cρ4 ln(2/ρ), gdzie C jest staª¡ uniwersaln¡.
Ponadto, w przypadku niesymetrycznym, dla f : {−γ, γ−1}n → {−1, 1} istnieje

k ∈ [n] takie, »e
∥∥f − (a∅ + a{k}w{k})

∥∥
L2 ≤ 8

√
ρ.

Dowód powy»szego twierdzenia korzysta z nierówno±ci (9). W pracy [N], ko-
rzystaj¡c z nierówno±ci (10), udowodniªem nast¦puj¡c¡ wzmocnion¡ wersj¦ drugiej
cz¦±ci Twierdzenia 8.

Twierdzenie 9. Niech f : {−γ, γ−1} → {−1, 1} oraz f =
∑

S aSwS. Zde�niujmy

ρ =
(∑

|S|>1 a
2
S

)1/2

. Wówczas istnieje k ∈ {1, . . . , n} oraz staªa uniwersalna c0 > 0

taka, »e dla ρ ln(e/ρ) < c0α mamy∥∥f − (a∅ + a{k}w{k})
∥∥
L2 ≤ 2ρ.

W drugiej cz¦±ci pracy [N] badaªem funkcje okre±lone na symetrycznej kostce
dyskretnej i przyjmuj¡ce warto±ci w przedziale [−1, 1]. Powiemy, »e funkcja f :
{−1, 1}n → R jest a�niczna, je±li f(x) = a0 +

∑n
i=1 aixi, gdzie a0, a1, . . . , an ∈

R. Oznaczmy przez A zbiór wszystkich funkcji a�nicznych okre±lonych na kostce
dyskretnej, za± przez A[−1,1] ⊂ A zbiór funkcji a�nicznych, przyjmuj¡cych na kostce
warto±ci w zbiorze [−1, 1].

W pracy [JOW] autorzy podali nastepuj¡cy przykªad. Niech g : {−1, 1}n → R
b¦dzie dana wzorem g(x) = s−1n−1/2

∑n
i=1 xi. Oczywi±cie g ∈ A. Zde�niujmy

φ(x) = −1(−∞,−1)(x) + x1[−1,1](x) + 1(1,∞)(x) oraz f = φ ◦ g. Funkcja f ma
warto±ci w zbiorze [−1, 1], ale nie musi by¢ a�niczna. Autorzy udowodnili, »e
limn→∞ distL2(f,A) = O(e−s

2/4) oraz limn→∞ distL2(f,A[−1,1]) = Θ(s−1). W [N]
udowodniªem, »e jest to najgorszy przypadek. Konkretniej, prawdziwe jest nast¦pu-
j¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 10 ([N], Theorem 3). Niech f : {−1, 1}n → [−1, 1] i niech ρ =
distL2(f,A). Wówczas distL2(f,A[−1,1]) ≤ 18√

ln(1/ρ)
.

W dowodzie wykorzystuj¦ Twierdzenie 7 oraz nast¦puj¡cy lemat.

Lemat 5. ([HK], Theorem 1 i [Ol2], Theorem 1) Niech a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an ≥ 0
i niech S =

∑n
i=1 airi, gdzie r1, . . . , rn s¡ symetrycznymi niezale»nymi zmiennymi

Bernoulliego. Wówczas dla t ≥ 1 mamy

P (|S| ≥ ‖S‖L2) >
1

10
oraz (E|S|t)1/t ≥ 1

4

√
t
(∑

i>t

a2
i

)1/2

.
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Podzi¦kowania W pierwszej kolejno±ci chciaªbym podzi¦kowa¢ mojemu promo-
torowi profesorowi Krzysztofowi Oleszkiewiczowi za jego pomoc i za rozmowy do-
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