Oszacowania sum wektoréw losowych

Piotr Nayar

Autoreferat rozprawy doktorskiej napisanej pod kierunkiem
prof. dra hab. Krzysztofa Oleszkiewicza

W sktad rozprawy wchodza cztery artykuty naukowe, ktére powstaly podczas
moich studiow doktoranckich na Wydziale Matematyki, Informatyki i Mechaniki
Uniwersytetu Warszawskiego. Dotycza one zagadnien zwiazanych z oszacowaniami
momentoéw i ogonéw norm wektorow losowych.

W napisanych wspoélnie z Tomaszem Tkoczem (obecnie doktorantem w University
of Warwick) pracach [NT1| oraz [NT2| rozwazali$my tzw. problem S-inequality. Mo-
wigc ogdlnie, rozwigzanie tego zagadnienia dla pewnej miary borelowskiej u prowadzi
do optymalnych nieréwnoéci dla momentéw norm wektoréow losowych o rozktadzie
1. Nasze dociekania doprowadzily do rozwiazania zagadnienia dla pewnych szczegdl-
nych miar produktowych. Praca [NT1] zostala opublikowana w czasopi$mie Israel
Journal of Mathematics. Praca [NT2| zostata przyjeta do druku i opublikowana w
wersji elektronicznej w czasopismie Mathematische Nachrichten.

Artykut [NOJ| dotyczy optymalnych stalych w nier6wnosciach typu Chinczyna.
Prace napisatem wspoélnie z prof. Krzysztofem Oleszkiewiczem. Definiujemy w niej
ultra sub-gaussowskie wektory losowe i udowadniamy optymalne oszacowania pomie-
dzy parzystymi momentami sum niezaleznych wektorow tego typu. Nasze rozwazania
obejmuja, jako przypadek szczegélny, klasyczna nieré6wno$é Chinczyna dla sum ra-
demacherowych. Praca zostata opublikowana w czasopi$mie Positivity.

W pracy [N]| rozwazam niesymetryczng wersje twierdzenia FKN, pochodzacego w
swojej pierwotnej wersji od E. Friedguta, G. Kalaia i A. Naora, [FKN]|. Udalo mi sie
wzmocnié pewne oszacowania pochodzace z pracy [JOW] i udowodni¢ analogiczny
wynik w przypadku kostki symetrycznej i funkcji przyjmujacych wartosci w prze-
dziale [—1,1]. Ugzyskane rezultaty bazuja na nieréwnosciach hiperkontrakcyjnych i
nier6wnosciach dla momentéw i ogonéw chaoséw rademacherowych.

Ponizej opisze szczegbtowo udowodnione przeze mnie twierdzenia oraz ich zwigzki
z istniejaca literatura przedmiotu.



S-inequality Rozwazmy miare borelowska p na przestrzeni metrycznej (X, d). Dla
t > 0 i zbioru borelowskiego A definiujemy t-otoczke zbioru A, A, = {x € R" :
dist(x, A) < t}. Zagadnienie izoperymetryczne dla miary u polega na wyznaczeniu
wielkosci hy(s) = inf{u(A;) : wu(A) = s}. W przypadku miary Lebesgue’a i prze-
strzeni euklidesowej R"™ powyzsze infimum przyjmowane jest dla kul euklidesowych
(klasyczna izoperymetria). Jesli zatem |A| oznacza n-wymiarowa miare Lebesgue’a
zbioru A, za$ v, jest objetoscia kuli euklidesowej o promieniu 1 w R"™, to z warunku
|A| = | B|, gdzie B jest kula euklidesowa, wynika |A;| > |B;|. Latwo wywnioskowa¢
stad nier6wnos¢

Ay > v, <(]A|/vn)1/" + t)".

Rozwiazanie zagadnienia izoperymetrycznego znane jest réwniez dla standardowej
miary Gaussa 7, na R", czyli miary z gestoscia dy,(z) = (2r)/2e~1#*/2 gdzie | - |
jest normg euklidesowa. W tym przypadku optymalnym: zbiorami nie sg kule, lecz
potprzestrzenie H, = {x € R" : x -v < 1}, gdzie v € R" i - jest standardowym
iloczynem skalarnym, patrz [SC| oraz |B]. Ze wzgledu na rotacyjna niezmienniczo$¢
miary Gaussa mozemy ograniczy¢ sie do rozwazania polprzestrzeni postaci H® =
{zr € R" : x; < s}. Zdefiniujmy funkcje ®(s) = 71((—o0,s)). Z rozwiazania
zagadnienia izoperymetrycznego wynika, ze jesli v, (A) = v, (H®) = ®(s), to v, (A;) >
Yo (H5TH) = ®(s +t). Stad

T(Ap) > (@ (7 (A)) +1). (1)

Znane jest roéwniez rozwigzanie problemu izoperymetrycznego dla rotacyjnie nie-
zmienniczej miary probabilistycznej o, na euklidesowej sferze jednostkowej S™ ! w
R", patrz [L]. Optymalnymi zbiorami sa zbiory postaci S" 'N{z € R": z-v < 1}.

Oszacowania powyzszego typu sa niezwykle wazne z punktu widzenia tzw. kon-
centracji miary. Zdefiniujmy funkcje koncentracji miary pu,

a,(t) = sup {1 — pu(A;) : p(A) > 1/2}.

Z (1) tatwo otrzymujemy «., (t) = 1—®(t) < %e*tz/z. Powyzsza nierd6wnos$¢ implikuje
koncentracje funkeji 1-lipschitzowskich F': R® — R,

Yo ({|F = Med F| > t}) < e /2,

gdzie Med F' jest mediang funkcji F. Jest to podstawowe narzedzie w wielu zagadnie-
niach analizy i rachunku prawdopodobienistwa, np. w tzw. lokalnej teorii przestrzeni
Banacha (dowod twierdzenia Dvoretzky’ego). 7 zagadnieniem koncentracji miary



wigza sie wazne nierownosci funkcyjne, np. nier6wnosé¢ Poincaré, logarytmiczna nie-
rownos$¢ Sobolewa, nieréwnos$¢ Cheegera, nier6wno$c¢ splotu infimum, czy nieréwnosé
Bobkowa.

Zagadnienie S-inequality jest koncepcyjnie zblizone do problemu izoperymetrycz-
nego. Niech p bedzie miara borelowska na R™. Problem polega na znalezieniu wiel-
kosci

g:(s) = inf{p(tA) : u(A) = s}, (2)
gdzie zbior tA = {x € R" : x = ta, a € A} jest tzw. dylatacja zbioru A. Zatem
zamiast rozwazania otoczek zbioru A patrzymy na jego jednokladne obrazy. Ze
wzgledu na jednorodno$¢ miary Lebesgue’a, mamy |tA| = t"|A|, a zatem infimum we
wzorze (2) jest dla niej przyjmowane przez wszystkie zbiory borelowskie o mierze s.

7 punktu widzenia zastosowan w powyzszym zagadnieniu wazne jest sprecyzo-

wanie klasy zbioréw K, w ktorej postawiony problem chcemy rozwigzaé¢. Bardzo
uzyteczne jest rozwiazanie zagadnienia w klasie I wszystkich zbioréw symetrycz-
nych wypuktych. WprowadZzmy nastepujaca definicje.
Definicja 1. Niech p bedzie miara borelowska. Powiemy, ze u spetnia S-inequality
dla klasy zbiorow IC |, jesli dla kazdego A € K z warunku p(A) = u(P) wynika
nieréwnosé pu(tA) > u(tP) dla wszystkich ¢t > 1, gdzie P jest pasem, przez co w tym
autoreferacie bedziemy rozumie¢ zbior postaci P = {|z1| < L}.

Zalozmy dodatkowo, ze pasy P naleza do rodziny K. Wowczas infimum we
wzorze (2) jest osiagane przez pas P majacy miare s. W tej sytuacji pasy nazywamy
zbiorami ekstremalnymi. Latwo wowczas zauwazy¢, ze jesli u(A) = u(P), to dla
0 <t<1mamy p(tA) < u(tP).

Okazuje sie, ze ekstremalnos¢ pasow w klasie IC zbiorow symetrycznych wypu-
ktych implikuje optymalne nieréwnosci dla momentéw dowolnych norm wektorow
losowych o rozkladzie p. Konkretnie, prawdziwe jest nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 1. Przypus$émy, ze probabilistyczna miara borelowska p na R™ jest ab-
solutnie ciggla wzgledem miary Lebesgue’a i spetnia S-inequality dla klasy IC zbioréow
symetrycznych wypuklych. Wowczas dla dowolnej normy ||-|| na R"idlap > ¢ >0
prawdziwa jest nieréwnos¢

([ et n)) " < o ([ et )™

gdzie X = (X1,...,X,,) jest wektorem losowym o rozkladzie u oraz

(Jan lal” dpu()) "™
(Jo Lo dpa(2)) ™"

p.q




Chcialtbym tutaj uzasadni¢ to stwierdzenie, jako ze jego dowod nie znajduje sie
w zadnej z publikacji wchodzacych w sklad rozprawy. Przedstawione ponizej rozu-
mowanie pochodzi od S. Szarka. Niech a € R bedzie taka liczba rzeczywista, ze
E | X|” = E|aX;|P. Wowczas

p/ £ (X > 8) dt:p/ PP (jaX| > 1) dt.
0 0

Funkcje ¢ — P (|| X|| > t) oraz t — P (|laX;| > t) sa ciagle, a zatem istnieje ¢, > 0,
dla ktorego P (|| X|| > to) = P (|laXy| > to). Zbiory {||z|| < to} oraz {|azi| < to} sa
symetryczne i wypukte. Ponadto drugi zbiér jest pasem w R"™. Stad i z faktu, ze u
spehia S-inequality dla symetrycznych zbiorow wypuktych, mamy p (¢{||z|| < to}) >
p(t{laz,| <to}) dlat > 1, czyli P(||z|| < tto) > P (Jax:| < tty) . Wynika stad, ze dla
t >ty jest P(||z]| >t) < P(|axy| > t). Ponadto dla 0 < t <ty mamy P (||z| > t) >
P (Jaxy| > t). Zatem dla wszystkich ¢ > 0 prawdziwa jest nier6wnosé

((£) - (£)) @l >0 - (el > 0) 0.

Calkujac te nier6wnosé stronami i korzystajac z rownosci E || X || = ElaX|P otrzy-
mujemy E || XY > ElaX,|9, czyli (E[|X||)"Y > |a|(E|X1|?)Y. Oczywiicie mamy
rowniez (E || X||P)Y/? = |a|(E| X, [?)'/P. Stad

E|X,|P)l/P
(& x|y < B

< (e I

co mielismy udowodnic.

Analogicznie mozemy uzasadni¢ nastepujace stwierdzenie, dotyczace optymal-
nych oszacowan momentoéw sum niezaleznych zmiennych losowych (jest to tzw. nie-
rownosé typu Chinczyna-Kahane’a).

Stwierdzenie 2. Przypu$émy, ze probabilistyczna miara p na R jest absolutnie
ciagta wzgledem miary Lebesgue’a i dla wszystkich n > 1 miara produktowa u"
spelnia S-inequality dla klasy K zbioréw symetrycznych wypuklych. Niech S =
Yo viX;, gdzie Xy, Xs, ..., X, sa niezalezne i maja rozklad p oraz vy, vs,..., v,
sa dowolnymi wektorami w przestrzeni Banacha (£, ||-||). Woéwczas dla p > ¢ > 0

prawdziwa jest nieréwnosc¢
p\ 1/p a\ 1/4

<E

gdzie G,y = (E|X1[P)/7/(E| X, ]9)1.

n

Z Uz'Xi

=1

n

Z Uin'

=1




Rozwigzanie problemu S-inequality w klasie zbioréw symetrycznych wypuklych
jest znane jedynie dla standardowej miary Gaussa na R™. Jest to rezultat pochodzacy
od R. Lataly i K. Oleszkiewicza, [LO]. W tym przypadku S-inequality jest spetnione,
czyli optymalnymi zbiorami sa pasy. Prowadzi to do oszacowania

Ta(tA) > 20 (mpl (HVTWU)) 1

ktore jest analogiem nier6wnosci (1). Dowod korzysta z rotacyjnej niezmienniczosci
miary Gaussa i z tzw. symetryzacji Ehrharda.

Znane sa rowniez ogolne oszacowania wielkosci p(A;) dla miar logarytmicznie
wklestych (log-wklestych). Miare borelowska p na R™ nazywamy log-wklesta, jesli

pAA+ (1= N)B) > u(A)'u(B)' =, A€ (0,1),

dla dowolnych zbior6w borelowskich A, B. Absolutnie ciagta wzgledem miary Le-
besgue’a miara 4 jest log-wklesta wtedy i tylko wtedy, gdy ma gestosé postaci e,
gdzie ® : R" — (—o00, 00| jest funkcja wypukta. Jednym z najwazniejszych przykla-
dow miar log-wklestych sa rozktady jednostajne na ciatach wypuktych, czyli zbiorach
zwartych wypuktych o niepustym wnetrzu. Innym przyktadem jest standardowy roz-
ktad gaussowski na R".

Niech A bedzie symetrycznym zbiorem wypuklym i niech p bedzie miarg log-
wklesta. W pracy |B] C. Borell udowodnit nastepujace oszacowanie,

p(tA) > 1— p(A) (1;(—’“;1(;1)>2, t>1.

Nier6wnos¢ ta jest ciekawa jedynie dla zbiorow A spelniajacych warunek p(A) > 1/2.
W pracy |G| O. Guédon udowodnil wzmocniona wersje lematu Borella,

t+1

p(EA) = 1= (1= p(A)F, 1> 1.
Powyzsze oszacowania prowadza do nieréwnosci typu Chinczyna-Kahane’a dla miar

log-wklestych. Mowiac precyzyjnie, dla dowolnej miary log-wklestej 1 i dla dowolnej
normy ||| na R™ prawdziwa jest nieréwnosé

(/e du(x))w <12 ( [ du(%))l/q, 1<q<p



Wspolnie z Tomaszem Tkoczem rozwazaliSmy zespolona wersje zagadnienia
S-inequality dla miary Gaussa. Zespolona miara Gaussa ycr jest miarg z gestoscia

1 1 ¢
d’}/(cn(z) = (27‘()” exp (-5 Z(’?RZ%P + |%ZZ|2)> .

=1

Jest to wiec standardowa miara gaussowska na R?" ~ C". Odpowiednikiem zbiorow
symetrycznych sg tutaj zbiory zaokrgglone, czyli zbiory speliajace warunek e A =
A dla wszystkich § € R. Cylindrem nazwiemy zbior postaci C' = {z € C" : |z| < L}.
Mozemy sformutowaé nastepujaca hipoteze, postawiong przez A. Peltczyriskiego.

Hipoteza 1. Rozwazmy klase IC wszystkich zaokraglonych zbiorow wypuktych w
C™. Dla zbioru A € K rozwazmy cylinder C' spetiajacy warunek ycn(A) = yen (C).
Wowezas yen(tA) > yen(tC) dla wszystkich t > 1 oraz yen(tA) < e (tC) dla
wszystkich 0 < ¢ < 1.

W pracy [T] T. Tkocz czesciowo udowodnil te hipoteze pokazujac, ze nieréwnosé
Yer (tA) < 4en(tC), 0 < t < 1 jest spetniona przy dodatkowym zatozeniu, ze zbior A
spetnia warunek ~cn(A) < 0,64. Hipoteza w pelnej ogélnosei jest weiaz otwarta.

W artykule [NT1| zajelismy sie klasa Ky wypuklych zbioréw 1-zaokraglonych,
czyli zbiorow wypuktlych spetniajacych warunek

(21,..., ) €EA = (e2y,... €% 2,) €A, 01,...,0, €R.

Jest to oczywiScie klasa wezsza niz klasa wszystkich zaokraglonych zbiorow wypu-
ktych. Klasa ta jest interesujaca, gdyz zawiera ona kule w normach |[|-|| spetniajacych
warunek

(€@ z1,..., e z)|| = (21, 20|l 61,... .00 €R

Udato nam sie udowodnié¢ Hipoteze 1 w klasie Ky, a nawet w szerszej klasie wszystkich
zupetnych obszaréw Reinhardta, czyli zbioréw spetniajacych warunek

(215, 2n) €A = (wy,...,w,) €A, gdy |w| <|z|dlai=1,...,n.
Konkretnie, prawdziwe jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1 ([NT1|, Theorem 1). Niech R bedzie klasq wszystkich zupetnych
obszarow Reinhardta w C". Dla zbioru A € R rozwazmy cylinder C spetniajgcy
warunek yen(A) = yen (C). Wowezas yen(tA) > ven (tC) dla wszystkich t > 1 oraz
Yen (tA) < yen (tC) dla wszystkich 0 <t < 1.

Strategia dowodu jest nastepujaca. Korzystamy z prostej obserwacji.
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Stwierdzenie 3 (|[NT1], Proposition 1). Niech A C C" bedzie zbiorem borelowskim
i niech C bedzie cylindrem spelniajacym warunek vcn(A) = e (C). Wowcezas nie-
rOWnos¢ yen (tA) > yen (tC) jest spetniona dla Wszystklch t>1 Wtedy 1 tylko wtedy,
gdy kazdy jednokladny obraz A zbioru A spelnia dt’Y(Cn tA ‘t L2 dt’}/(Cn tC’ ’t L

gdzie C jest cylindrem, dla ktorego yen(A) = ~en ().

Zatem mozemy ograniczy¢ sie do dowodu nieréwnosci Len (tA) ’t:l > L (tC) ’t:l'
Nastepnie zauwazamy, ze

d

ety = 2men(4) = [ e dnen (2
A

Korzystajac z warunku ycn(4) = e (C) i wyrazajac $cn (t(])‘t:l w terminach
ven (C) otrzymujemy réwnowazna wersje problemu,

/A |2]* dyen (2) < 2nyen(A) +2(1 = yen (A)) In (1 — yen (A)) (3)

Kluczowym pomystem jest sformulowanie funkcyjnej wersji nieréwnosci (3) i prze-
prowadzenie dowodu indukcyjnego tej nieréwnosci. Bedzie nam potrzebne pojecie
entropii funkcji wzgledem miary. Dla g : X — R, i miary probabilistycznej pu na X
definiujemy

Buty(9) = [ ao)tug(e) aute) = ( [ ato) apte) 1o [ o(o) ante) ).

Wowcezas prawdziwe jest nastepujace stwierdzenie.

Stwierdzenie 4 ([NT1|, Lemma 2). Niech g : C" — R, bedzie funkcja ograniczona
spelniajaca warunki

1) glez,... e z,)=g(z)dlazeC"iby,...,0, €R,

2) dla dowolnych w, z € C" warunek |wy| < |z|, £ = 1,...,n implikuje g(w) <

9(2).
Fnt,.. g < / (2) (? _ n) dren ().

Korzystajac z powyzszego stwierdzenia dla g(z) = 1—14 otrzymujemy nier6wnosé
(3). Dowdd Stwierdzenia 4 opiera sie na jednowymiarowym oszacowaniu entropii.

Woéwczas
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Lemat 1. Niech v bedzie probabilistyczng miarg borelowska na R, iniech f: R, —
R, bedzie niemalejaca funkcja ograniczona. Wtedy

Ent, f < — flz)(1+Inv((x,00))) dv(z). (4)
R
Z Twierdzenia 1 i z dowodu Stwierdzenia 1 mozemy tatwo wyprowadzi¢ nastepu-
jacy wniosek.
Whiosek 1. Zalozmy, ze ||-|| na C" spelnia warunek
H(ewlzl, e ei‘g”zn)H =[(z1,...,20)|| O1,...,0, €R.

Wowecezas dla dowolnych p > ¢ > 0 mamy

(L d%“z))l/p < Coo ([ 1 dww)l/q,
gdzie Gy = ([o |217 d%c(z))l/p/ ([, |4l dy(c(z))l/q.

Okazuje sie, ze z Twierdzenia 1 wynika rozwigzanie problemu S-inequality dla
symetrycznej miary wyktadniczej, czyli miary z gestoscia

dv, (z) = 2inexp (—Z |Ii|> :

i=1

i klasy 7 wszystkich ideatow w R™. Zbior A nazywamy idealem, jesli x € A implikuje
[—|z1], |2z1]] X .. X [=|2al, |2za]] € A. W szezegolnosei S-inequality jest spelnione
dla wszystkich 1-symetrycznych zbiorow wypuktych w R"™, czyli zbiorow wypuktych
spetniajacych warunek

(Z1,...,2p) €A = (e121,...,6,2,) € A, €1,...,6n € {—1,1}.

Twierdzenie 2 ([NT1|, Theorem 2). Niech T bedzie klasq wszystkich ideatéw w R™.
Dla zbioru A € T rozwazmy pas P spelniajocy warunek v,(A) = v,(P). Wowczas
Un(tA) > v, (tP) dla wszystkich t > 1 oraz v, (tA) < v,(tP) dla wszystkich 0 <t < 1.

Dowod polega na zamianie zmiennych i skorzystaniu z transportu miary. Ponownie
mozemy sformutowaé¢ wniosek dotyczacy oszacowania momentéw norm.



Whiosek 2 (INT1], Corollary 2). Zal6zmy, ze ||-|| na R™ spelnia warunek

ez, enz)ll = |@1s ey 2)| E1yenryen € {—1,11.

Wowecezas dla dowolnych p > ¢ > 0 mamy

gdzie Cpq = (T(p+1))""/ (T(q +1)"".

W pracy [NT2| rozszerzyliSmy powyzsze rezultaty na przypadek miar z gesto-

Sciami
dvy(z) = (cp/2)" exp (—Z\xﬂ’?) : 0<p<LI
i=1
Twierdzenie 3 ([NT2|, Theorem 1). Niech T bedzie klasq wszystkich ideatow w R™
i niech p € (0,1]. Dla zbioru A € T rozwazmy pas P spetniajgcy warunek v)(A) =
v (P). Wowczas vy (tA) > v (tP) dla wszystkich t > 1 oraz v,(tA) < v, (tP) dla

2
wszystkich 0 <t < 1.

Ponownie korzystajac z prostej zamiany zmiennych udato nam si¢ wywnioskowa¢ ten
sam rezultat dla produktéow symetrycznych rozktadow Weibulla w, i symetrycznych
rozktadéw Gamma A,

_ 7
2I'(q)

Twierdzenie 3 dowodzi sie indukeyjnie. Latwo zauwazy¢ (|[NT2|, Proposition 1),
ze S-inequality dla miary produktowej i klasy Z wszystkich ideatow w R™ wystarczy
dowodzi¢ w przypadku n = 2. W tym przypadku rozwazamy idealy generowane przez
funkcje nierosngce f : R, — R, czyli zbiory postaci {(z,y) € R* : |y| < f(|z])}.
Wowcezas nietrudno zauwazyé, korzystajac ze Stwierdzenia 3 i przeprowadzajac pro-
sty rachunek, ze problem wykazania optymalnoSci paséw réwnowazny jest nastepu-
jacej nierownosci funkcyjnej,

/<I>(g) dpy — @ (/g du+> < /Ooo g9(x) (:v” - %) dps (), (5)

d=S0T7", T(u):cp/ e dx, S(u):cp/ wPe™™ dx, g=Tof
u 0

1 a
dwe(z) = §oz|a:]afle"“| dz, o >0, dA,(z) 2|9 e el de, ¢ > 1.

gdzie

9



oraz pi, jest miara na R, z gestoscia c,e™™ . Dla p = 1 nieréwnosé (5) jest row-

nowazna z nierownoscia (4). Nierownosé (5) jest prawdziwa dla wszystkich funkcji
niemalejacych g : Ry — R,. Ze wzgledu na to, ze prawa strona (5) jest funkcjona-
tem liniowym, wystarczy wykazac¢, ze prawa strona jest funkcjonalem wypuktym, a
nastepnie sprawdzi¢ nieréwnos¢ dla funkeji postaci g(x) = 1j4,00)(¢), @ > 0. Dla tych
funkcji w nier6wnosei (5) mamy roéwnosé.

Aby pokaza¢ wypuklo§é prawej strony, wystarczy skorzystaé z nastepujacego le-
matu.

Lemat 2 (|[LO2|, Lemma 4). Niech (2, F,v) bedzie przestrzenia probabilistyczna.
Zalozmy, ze ® : [0,1] — R spetnia ®” > 0 oraz (1/9”) jest wklesta. Dla g : 2 — [0, 1]
definiujemy funkcjonal

wato) = [ w) v [ gav).

Wowczas funkcjonal Wg jest wypukty, czyli

Ue(Af+(1—=X)g) < AVs(f) + (1 —X)¥s(g).

Nieré6wnosci typu Chinczyna Rozwazmy ciag liczb aq,...,a, i niech rq,... 71,
bedzie ciggiem niezaleznych symetrycznych zmiennych Bernoulliego, czyli zmien-
nych losowych spehiajacych P(r; =1) = P(r; = —1) = 1/2. Rozwazmy sume
S =", a;r;. Zmienng losowa S nazywamy chaosem rademacherowym pierwszego
rzedu. Dla dowolnych p > ¢ > 0 prawdziwa jest nastepujgca nieréwnosé, udowod-
niona po raz pierwszy przez Chinczyna, [K],

(EIS|P)!/? < Gy (EIS|7)1, (6)

gdzie C,, jest stalg niezalezng od n i ciagu a4, ..., a,. Bedziemy zaktadali, ze stata
Cyp,q jest optymalna stata w nier6wnosci (6). Problem wyznaczenia statych C,, ma
dtuga historie i zostal rozwigzany jedynie w kilku specjalnych przypadkach. Stale
Cy4 1 Cpo s3 znane. Sa one wazne ze wzgledu na fakt, ze drugi moment zmiennej
S ma szczegblnie prosta posta¢, ES? = "  a?. Stale Cp» dla p > 3 wyznaczyl
Whittle, [Wh]|. Stala Cy; zostala wyznaczona przez Szarka w pracy [S]. State C,
dla p € (2,3) oraz stale Cy, dla ¢ € (0,2) zostaly wyznaczone przez Haagerupa,
[H]. W przypadku gdy p = 2 lub ¢ = 2, optymalne stale C,, zostaly znalezione w

ogoblniejszej sytuacji (gdy zamiast symetrycznych zmiennych Bernoulliego rozwazamy
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pewng klase rotacyjnie niezmienniczych wektorow losowych w R”, zawierajacg np.
wektory roztozone jednostajnie na sferach i kulach euklidesowych) przez Koniga i
Kwapienia, [KK|, oraz Baernsteina i Culverhouse’a, [BC].

Optymalne state C,, w nieréwnosci (6), w przypadku gdy p i ¢ sa parzystymi
liczbami naturalnymi oraz q|p, zostaly wyznaczone przez W. Czerwinskiego w jego
pracy magisterskiej, [C]. W pracy [NO]J, ktora napisatem wspolnie z moim promoto-
rem, prof. Krzysztofem Oleszkiewiczem, wyznaczone zostaly state C, , dla dowolnych
parzystych p, q.

Twierdzenie 4. Niech p > q > 0 bedq liczbami catkowitymi parzystymi ¢ niech
S=>5" ar;. Wowezas

(p—1N
/(g — 1)!!

W pracy |[NOJ definiujemy ultra sub-gaussowskie wektory losowe i dowodzimy
nier6wnosci typu Chinczyna dla sum niezaleznych wektorow tego typu. Niech |||
bedzie standardowa normg euklidesowa na R? i niech G bedzie standardowym wek-
torem gaussowskim w R

(EIS|)7 < (E[S|7)Ye.

Definicja 2. Powiemy, ze wektor losowy X o wartosciach w R? jest ultra sub-
gaussowski, jesli X = 0 p.n. lub X jest rotacyjnie niezmienniczy (symetryczny
w przypadku d = 1), ma wszystkie momenty i ciag (a;)2,, a; = E|| X" /E ||G||*"
jest log-wklesty, czyli a? > a;_ja;1 dlai > 1.

Nietrudno zauwazy¢, ze dla ciagu liczb dodatnich (a;)$°, spetniajacego nieréwnosé
ai > a;_1a;41 dla ¢ > 1 oraz warunek ag = 1, ciag (3/a;)32, jest nierosnacy. Wynika
stad, ze ultra sub-gaussowski wektor X spetnia nier6wnosé

E |G|P)/P

< & [ B I ™

dla parzystych liczb catkowitych p > ¢ > 0. Ponadto, prawdziwy jest nastepujacy
lemat.

Lemat 3 (|[NO|, Lemma 2). Niech X,Y beda niezaleznymi ultra sub-gaussowskimi
wektorami losowymi w R?. Wowezas X + Y jest rowniez ultra sub-gaussowskim
wektorem losowym.

Dowo6d powyzszego lematu opiera sie na nastepujacym twierdzeniu, pochodzgcym
od Walkupa, [W] (w naszej pracy podajemy nowy, krotki dowod tego twierdzenia).
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Twierdzenie 5 ([NO|, Theorem 1). Niech (a;)2, oraz (b;)2, beda log-wklestymi
ciggami dodatnich liczb rzeczywistych. Wowczas cigg (¢,)2, zadany wzorem

Cp = z": (7;) a;bp_;
i=0

jest rownzez log-wklesty.

Jako prosty wniosek z Lematu 3 i nieréwnosci (7) otrzymujemy nieréwnos¢ typu
Chinczyna dla sum niezaleznych ultra sub-gaussowskich wektoréw losowych.

Twierdzenie 6 (|[NO|, Theorem 2). Niech d bedzie dodatniq liczbg calkowitq i niech
p > q > 0 bedqg parzystymi liczbami catkowitymi. Rozwazmy ciqg niezaleznych ulira
sub-gaussowskich zmiennych losowych X1, X, ..., X,, wR?. Wiwczas dla S = X; +
Xo+ ...+ X, prawdziwa jest nierounosé

&5y < EIGID T

< a1

Przyklady ultra sub-gaussowskich zmiennych losowych mozemy konstruowac przy
pomocy nastepujacego lematu.

Lemat 4 ([NOJ, Lemma 3, Corollary 1, 2). Zal6zmy, ze wektor losowy X w R? i nie-
ujemna zmienna losowa R s niezalezne i R-X ma rozktad N (0, Idy). Wowcezas X jest
ultra sub-gaussowskim wektorem losowym. W szczego6lnosci ultra sub-gaussowskimi
wektorami losowymi sa

a) wektory losowego roztozone jednostajnie na sferach euklidesowych r-S%=1 r > 0
(w przypadku d = 1 mamy symetryczna zmienna losowa przyjmujaca wartosci
+r),

b) wektory losowego rozlozone jednostajnie na kulach euklidesowych r - B¢, gdzie
r > 0i B? jest kula o promieniu 1 i érodku w 0 (w przypadku d = 1 mamy
zmienng losowa o rozkltadzie jednostajnym na [—r,r]),

i _ DGHD /2]
c) wektory losowe z gestoscia gx () r T e , o> 2.

Mamy zatem nastepujacy wniosek.
Whiosek 3 ([NOJ, Theorem 3). Niech d bedzie dodatnia liczba catkowita i niech

p > q > 0 beda parzystymi liczbami catkowitymi. Rozwazmy ciag niezaleznych
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ultra, sub-gaussowskich zmiennych losowych X, Xs,..., X, w R% rozlozonych na
kulach lub sferach euklidsowych (niekoniecznie o $rodku w 0). Wowczas dla S =
X1+ Xo+ ...+ X, prawdziwa jest nieré6wnosé

(E |G

E S| < W(E IS]1%)1e.
Stata y y
E G (e T
(EG7) r'(5) r'($)
jest optymalna. Mozna sie o tym przekona¢ rozwazajac ciag Xi, Xo, ... zmiennych

niezaleznych o tym samym rozktadzie i korzystajac z Centralnego Twierdzenia Gra-
nicznego przy n — oo. Dla d = 1 otrzymujemy Twierdzenie 4.

Problem wyznaczenia optymalnej statej C), ;, w nieréwnosci Chinczyna dla dowol-
nych p > g > 0 wydaje sie by¢ bardzo trudny. Prawdziwa jest jednak nastepujaca
nieré6wno$¢ typu Chinczyna-Kahane’a.

Twierdzenie 7. Niech (F,||-||) bedzie przestrzeniq unormowang i niech vy, ... v, €
F. Niech ryi,...,r, bedzie ciggiem niezaleznych symetrycznych zmiennych losowych
Bernoulliego. Wowczas dla p > q > 1 mamy

q) 1/q

p\ 1/p i
qg—1

Powyzsza nier6wnos¢ mozna udowodnié korzystajac z tzw. nieréwnosci hiper-
kontrakcyjnej. Aby poda¢ jej sformutowanie, rozwazmy kostke dyskretng {—1,1}" z
miarg produktowa p, = (16, + %5_1)®n. Jest to miara jednostajna na {—1,1}".
W przestrzeni liniowej funkcji f : {—1,1}" — R wprowadzamy strukture prze-
strzeni Hilberta L* = L*(u,) z iloczynem skalarnym (f,g) = [ fg dp, i z norma

1l = () f? d,un)l/Q. Jest to przestrzeri liniowa wymiaru 27. Dla S C {1,...,n}
definiujemy funkcje Walsha, wg(z) = [[;cq #: oraz wy = 1. Zbiér funkcji (wg)s ma
moc 2" i jest ukladem ortonormalnym w L?, a zatem jest bazg L% Wynika stad, ze
kazda funkcje f: {—1,1}" — R mozemy przedstawi¢ w postaci f = > ¢ aswg, gdzie
(as)s sa pewnymi liczbami rzeczywistymi. Zbior (ag)s nazywamy spektrum funkcji
f. Definiujemy operator P; wzorem

P (Z asws) => e Plagug,

S S

n

g v;T;

=1

n

g (%A

=1
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gdzie |S| jest mocg zbioru S. Bonami, Beckner i Gross udowodnili nastepujaca
nierownos¢ (patrz [Bo, Be, Gr]),

1 p—1

W szczegodlnodei, dla wszystkich ag € R prawdziwa jest nieréwnosé

Z (q — 1)\3\/2a5w5 < Z asws|| . 9)

SCln) ) |Isc .

Nier6wnos¢ ta zostala uogolniona w pracy |Ol1] na przypadek niesymetryczny, w
ktorym rozwazamy kostke {—v,77'}" z miara p,, = (86_, + ad,-1)?, gdzie a+f = 1,
a € (0,1/2) oraz v = \/a/B. Przy tej normalizacji [ z; dp, = 01 [ zz; dp, =
0;j. W szczegolnodcei funkcje Walsha tworza uklad ortonormalny. Prawdziwa jest
nieré6wnosé

Zcq(avﬁ)‘T‘aTwT < ZCLTUJT ; (10)

TC[n) o, |7 .

gdzie

Cq(av B) =

af (oz_g — ﬁ‘%) '

FLatwo zauwazy¢, ze (9) jest szczegdlnym przypadkiem (10). Faktycznie, mamy
— _ . 11,
Vq =lime, {5 —e5+e).

Praca |N] nie dotyczy bezposrednio szacowania momentéw sum niezaleznych
zmiennych losowych, jednak Twierdzenie 7 oraz nierownosé¢ (10) odgrywaja w niej
kluczowg role. W pracy |[FKN] Friedgut, Kalai i Naor udowodnili, ze w przypadku
symetrycznym funkcja, ktorej spektrum jest e-skoncentrowane na pierwszych dwoch
poziomach, czyli >7,q ., a% < €%, jest Ce-bliska w normie L? jednej z funkeji +; lub
funkcji statej. W pracy [JOW] autorzy udowodnili nastepujaca optymalna wersje
tego twierdzenia.

Twierdzenie 8 ([JOW], Theorem 5.3 i Theorem 5.8). Niech f : {—1,1}" — {—1,1}
1/2
i f =) gasws. Zdefiniujmy p = (Z|S|>1 a%) . Woweczas istnieje podzbior B C
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{1,...,n} spetniajacy |B| < 1 taki, Ze 37 ) 54 a% < Cp*In(2/p) oraz |ag|* >
1—p* = Cp*In(2/p), gdzie C jest stalq uniwersalng.

Ponadto, w przypadku niesymetrycznym, dla f : {—v,7'}" — {=1,1} istnieje
k € [n] takie, zZe Hf — (ag + a{k}w{k})HL2 < 8y/p-

Dowod powyzszego twierdzenia korzysta z nieréwnosci (9). W pracy [N], ko-
rzystajac z nierownosci (10), udowodnitem nastepujaca wzmocniona wersje drugiej
czesci Twierdzenia 8.

Twierdzenie 9. Niech [ : {—v,7 '} = {=1,1} oraz [ = Y gasws. Zdefiniujmy

1/2
p= (Z|S|>1 a%) . Wowczas istnieje k € {1,...,n} oraz stata uniwersalna co > 0

taka, ze dla pln(e/p) < coo mamy

”f — (ap + a{k}w{k})”L2 < 2p.

W drugiej czesci pracy |[N| badatem funkcje okreslone na symetrycznej kostce
dyskretnej i przyjmujace wartosci w przedziale [—1,1]. Powiemy, ze funkcja f :
{=1,1}" — R jest afiniczna, jesli f(z) = ao + Y ., a;z;, gdzie ag,aq,...,a, €
R. Oznaczmy przez A zbior wszystkich funkcji afinicznych okreslonych na kostce
dyskretnej, za$ przez A_; 1) C A zbior funkcji afinicznych, przyjmujacych na kostce
wartosci w zbiorze [—1,1].

W pracy [JOW]| autorzy podali nastepujacy przyklad. Niech g : {—-1,1}" — R
bedzie dana wzorem g(z) = s n V23" 1z, Oczywiscie g € A. Zdefiniujmy
P(x) = =1 —1)(x) + 211 3(2) + Laoo)(z) oraz f = ¢ o g. Funkcja f ma
wartosci w zbiorze [—1,1], ale nie musi by¢ afiniczna. Autorzy udowodnili, ze
lim,, o dist2(f, A) = O(e=>/%) oraz lim, . distz2(f, A1) = O(s™1). W |N]
udowodnitem, ze jest to najgorszy przypadek. Konkretniej, prawdziwe jest nastepu-
jace twierdzenie.

Twierdzenie 10 (|N|, Theorem 3). Niech f : {—1,1}" — [—1,1] i niech p =

distz2(f, A). Wowczas distp2(f, Aj—117) < _/—1;(81/p)'

W dowodzie wykorzystuje Twierdzenie 7 oraz nastepujacy lemat.

Lemat 5. (|[HK]|, Theorem 1 i [O12], Theorem 1) Niech a1 > as > ... > a, > 0
i niech S = >0  a;r;, gdzie r,...,r, sa symetrycznymi niezaleznymi zmiennymi
Bernoulliego. Wowczas dla ¢ > 1 mamy

1 t\1/t 1 21/2
B(IS| > |ISl2) > 15 oraz  (EIS]") zzﬂ(;ai).
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