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Wiele klasycznych zagadnienn Teorii Prawdopodobieristwa zajmuje si¢ badaniem wla-
snoSci produktéw miar probabilistycznych. Wystarczy wspomnie¢ twierdzenia graniczne
dla sum niezaleznych zmiennych losowych: Prawo Wielkich Liczb, Centralne Twierdzenie
Graniczne czy Prawo Iterowanego Logarytmu. Cechg wspdlng dla tych zagadnien jest to,
ze rozwazane produkty miar nie majg z géry ustalonego wymiaru, a czgsto wrecz wy-
miar dazy do nieskoficzono$ci. Kluczowym narzedziem do badania wlasnoSci produktéw
miar sg nieréwnosci probabilistyczne. Najog6lniej ujmujac, streszczana tu rozprawa trak-
tuje o réznych aspektach nieréwnosci hiperkontrakcyjnych, nierdwnosci funkcyjnych typu
entropii-energii (do ktérych zalicza si¢ nieréwnos$¢ Poincaré i logarytmiczng nieréwnos¢
Sobolewa) i koncentracji miary.

1. Hiperkontrakcja

Rozdziaty 1-3 rozprawy traktuja o pojeciu hiperkontrakcji i nieréwno$ciach hiper-
kontrakcyjnych, zaréwno w klasycznym kontekscie potgrup Markowa (rozdziat 2), jak
i w kontekscie rzeczywistych zmiennych losowych (rozdziat 3). W celu zreferowania wy-
nikéw autora, zamieszczonych w tej czeSci rozprawy, przyblizymy najwazniejsze pojecia
i znane z literatury wyniki.

Niech €2 bedzie przestrzenia polska (rozwazania bgdg obejmowaly gtéwnie przyklady:
R, R", zbiér dyskretny skoriczony). Bedziemy rozwazaé pétgrupe operatoréw Markowa,
dzialajaca na przestrzeni funkcji (rzeczywistych) okreslonych na € (np. funkcji cigglych
ograniczonych z ) w R), z borelowska, probabilistyczng miarg niezmienniczg u. W takiej
sytuacji mozemy rozwazac rozszerzenia pétgrupy (P;)¢>o do pétgrup P;: LP(pu) — LP(u)
dla dowolnego 1 < p < oo (LP(u) oznacza tutaj przestrzen LP(€2, B(£2), 1)). W dalszym
ciggu bedziemy zakladaé, ze pétgrupa P;: L?(u) — L*(p) jest pétgrupa operatoréw
samosprzezonych.

Definicja 1. Pétgrupa (P;);>o jest (p, q)-hiperkontraktywna (1 < q¢ < p < 00), jesli
istnieje stata to = to(p, ¢) > 0, dla ktérej operator P, rozszerza si¢ do operatora ciggtego
Py, : L9(pn) — LP(u), o normie 1. Jesli ¢ jest najmniejsze mozliwe o wyzej opisanej wla-
snosci, to statg e 0 bedziemy nazywac stalq (p, q)-hiperkontrakcji dla pétgrupy (P:)¢o.

* Praca doktorska powstata przy wsparciu Ministerstwa Nauki i Szkolnictwa WyZszego z grantu promo-
torskiego N N201 0226 33 oraz z grantu PO3A 012 29
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Pierwsze przyklady hiperkontraktywnych péigrup Markowa wywodza si¢ z fizyki ma-
tematycznej — poétgrupa Ornsteina-Uhlenbecka, oraz z analizy harmonicznej — poétgrupa
operatoréw splotowych na kostce dyskretnej {—1,1}". Hiperkontraktywnos$é pétgrupy
Ornsteina-Uhlenbecka wykazal E. Nelson [16], otrzymujac optymalng stalg (p, ¢)-hiper-
kontrakcji: /(¢ —1)/(p — 1). Z kolei A. Bonami [2], w pracy dotyczacej analizy har-
monicznej na grupach dyskretnych, otrzymata analogiczny wynik dla pétgrupy operato-
réw splotowych (T3);>o na kostce dyskretnej Z5 = {—1,1}": Tof = f = u}, gdzie
p&™ oznacza n-krotny produkt miar dwupunktowych H7a61 + 177“5_1 (oczywiScie miarg
niezmienniczg jest u$™). Tak zdefiniowana pélgrupe (7;);>0 bedziemy dalej nazywali
(symetryczng) potgrupg Bernoulliego. Wynik Bonami zostal uogdlniony przez K. Olesz-
kiewicza [17] na przypadek niesymetrycznej potgrupy Bernoulliego (czyli takiej, ktérej
miara stacjonarna jest produktem niekoniecznie symetrycznych miar dwupunktowych).
Doktadniej, obliczone zostaly tam optymalne state (2, q)- i (p,2)-hiperkontrakcji dla tej
potgrupy.

Uzyteczno$¢ pojecia hiperkontrakcji wynika m.in. ze stabilnoSci ze wzgledu na ,.ten-
sorowanie” (patrz np. [2, Ch. 3, Lemme 1]). Konkretniej, jesli pétgrupa (Pt(l))t20> z mia-
ra niezmiennicza u;, jest (p,q)-hiperkontraktywna ze stata o; (i = 1,2), to pétgrupa
P = Pt(l) ® Pt@), okreslona na funkcjach postaci f(z,y) = >;<n 9i(z)hi(y) jako

(Puf)(@,y) = S (P ) (@) (PP hi) (y),

I<N

ktorej miarg niezmiennicza jest u = p; ® 2, jest (p, ¢)-hiperkontraktywna ze stalg o =
min(oq, 02). Oczywiscie powyzszy fakt mozna uogdlnié¢ na produkt wigkszej liczby p6t-
grup. Wynika stad natychmiast, ze hiperkontraktywnos$¢ zaréwno pétgrupy Ornsteina-Uh-
lenbecka, jak i potgrupy Bernoulliego, wystarczy bada¢ w wymiarze n = 1, gdyz obydwie
maja strukture produktowa.

C. Borell [4] zauwazyl, Ze wynik Bonami o hiperkontraktywno$ci pétgrupy Bernoullie-
go moze by¢ wykorzystany od badania chaoséw rademacherowych, réwniez tych o wspot-
czynnikach bedacych wektorami przestrzeni Banacha. Praca W. Krakowiaka i J. Szulgi [8]
stanowi rozwini¢cie idei Borella na przypadek form wieloliniowych od innych zmiennych
niz zmienne Bernoulliego (zob. takze [10, Ch. 3]). Wtasnie w pracy [8] zostalo wprowa-
dzone pojecie hiperkontraktywnej zmiennej losowe;j:

Definicja 2. Niech 0 < ¢ < p < oo, F' bedzie przestrzenia liniowa unormowana, za$ ¢
— niezdegenerowang zmienng losowg o warto$ciach rzeczywistych. Méwimy, ze 6 jest
(p, q)-hiperkontraktywna (ze statq o > 0) w przestrzeni ', jesli E|0|P < oo oraz

(1) vx,yEF H$+09y||p < ||x+9y||Q'

Hiperkontraktywne zmienne losowe posiadajg analogiczng wlasnos¢ ,tensoryzacji”,
przystugujaca hiperkontraktywnym pétgrupom operatoréw, tzn. nieréwno$¢ (1) przenosi
si¢ np. na sumy niezaleznych kopii zmiennej € lub na formy wieloliniowe, ktérych argu-
mentami sg niezalezne kopie zmiennej 6. Na przyktad dla sum odpowiedni fakt mozna
sformutowa¢ nastepujaco: jesli (6x);_, jest ciggiem niezaleznych zmiennych losowych,
z ktorych kazda jest (p,q)-hiperkontraktywna w przestrzeni unormowanej F' ze stalg
o > 0, to dla dowolnych wektoréw x,y1,...,y, € F,

n n
| + a; Ouyre]l, < [z + ; Oyrll,-
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Ktadac w powyzszej nieréwnosci = 0 otrzymamy nieréwnoS$¢ typu Chinczyna-Kahane’a.

Znane s3 pewne charakteryzacje hiperkontraktywnych zmiennych losowych w termi-
nach ich rozktadu. S. Kwapieni i J. Szulga [9] uzyskali charakteryzacje hiperkontraktyw-
nych zmiennych losowych wsréd zmiennych o rozktadzie symetrycznym. Charakteryzacja
ta obejmuje dwa skrajne przypadki: hiperkontraktywnos$¢ w przestrzeni F' = R oraz hiper-
kontraktywno$¢ w dowolnej przestrzeni liniowej unormowanej F' (réwnowaznie, w prze-
strzeni F' = /). R. Latala w swojej pracy magisterskiej [11] rozszerzyt te wyniki, miedzy
innymi pozbywajac si¢ zatozenia symetrycznosSci.

1.1. Oszacowania stalych hiperkontrakcji

Wyniki autora zawarte w czesci rozprawy dotyczacej hiperkontrakcji wpisuja si¢ w wy-
zej nakre§lony kontekst. Rozdziat 2, ,,Oszacowania stalych hiperkontrakcji dla rozktadéw
dyskretnych”, zawiera wyniki dotyczace oszacowan statych hiperkontrakcji o), ; = e~ to(pa)
dla pewnych pétgrup Markowa o dyskretnej przestrzeni stanow. Doktadniej, dla dowolnego
dyskretnego zbioru skoriczonego {2 i zadanej na nim miary probabilistycznej p, okreslamy
pétgrupe (1;)¢>0 wzorem

() Ty = e UaBu) — e=1d 4 (1 — e E,,

gdzie [E,, oznacza catk¢ wzgledem miary p. W przypadku, gdy €2 jest zbiorem dwu-
punktowym, rozpatrywana pétgrupa jest niesymetryczng pétgrupa Bernoulliego i w takim
przypadku jedynym istotnym parametrem jest waga atomOéw miary p: o, 1 —a. Przyjmujac
dla ustalenia uwagi, ze a € (0,1/2], okreslmy o, () jako stata (p,q)-hiperkontrakcji
odpowiedniej niesymetrycznej péigrupy Bernoulliego. Autorowi udato si¢ znalezZ¢ state
op,q(c) z dokladnoscia do czynnika uniwersalnego, w przypadku gdy 1 < ¢ < p < 2 lub
2 < g < p < oo. Pierwszy z przypadkéw obejmuje

Twierdzenie 1. 0, ,(«) ~ 7, 4(0) dla dowolnych 1 < ¢ < p < 2, a € I := (0,1/2],

gdzie
1_1 di I = T eqT11 < 11 1
«e P a o € 1—{056 |q—1 \ana}a
1 1 1 1
(@-1mi)"a'> daaelh={oecl|ZF <liml<epy,
Op,q(a) = . In(1/a) L 1
— n(l/a — 1 1 rp—
m(tinny  daechb={eelf <G <Gk
p—1a [e%
=taln(1/a) dacely={acl|tinl <}

(Symbol >~ oznacza, Ze dane wielkosci sq poréownywalne z doktadnoscig do uniwersalnej
statej multiplikatywnej).

Przypadek dualny (2 < ¢ < p < o0) tatwo wyprowadzi¢ z pierwszego dzicki samo-
sprzezonosci potgrupy T3 : L?(u) — L?(u). Jako zastosowanie oszacowan statych oy, 4(c)
(dla 2 < g < p < 00) pokazano nieréwnos§¢ typu Chinczyna-Kahane’a dla ciggu niezalez-
nych zmiennych losowych o rozktadzie dwupunktowym (1 — «)d_ + 4. Otrzymane
w niej state okazuja si¢ by¢ optymalne (z doktadnoscia do czynnika uniwersalnego), co
pokazano przy uzyciu wynikow R. Lataty [12].

Drugi rezultat dotyczy uogélnienia oszacowan statych (p, ¢)-hiperkontrakcji z przy-
padku niesymetrycznej péigrupy Bernoulliego na przypadek pétgrupy (73):>0 zwiaza-
nej z dowolna, dyskretng miarg probabilistyczng p, o skofczonej liczbie atoméw (patrz
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wzor (2)). Oznaczajac stalg (p, ¢)-hiperkontrakcji tej ostatniej przez oy, (i), omawiany
wynik mozna sformutowa¢ nastgpujaco:

Twierdzenie 2. Niech . bedzie dyskretng miarqg probabilistyczng, ktorej masa najmniej-
szego atomu jest rowna o, > 0. Wowczas dla dowolnych 1 < g < p < oo,
ae[(ilrflm Opq(@) < opg(p) < opglon).
Dowdd opiera si¢ na elementarnym argumencie wariacyjnym. Analogiczny wynik
w kontekScie logarytmicznych nieréwnosci Sobolewa zwigzanych z omawiang klasa p6t-
grup Markowa pochodzi od Diaconisa i Saloft-Coste [5].
Wyniki z rozdzialu 2 zostaty opublikowane w pracy [19].

1.2. Hiperkontrakcja a geometria

Rozdziat 3, ,Hiperkontrakcja zmiennych losowych a geometria przestrzeni unormo-
wanych”, stanowi dyskusje pojecia przedstawionego w Definicji 2, z naciskiem na rolg
geometrii rozpatrywanej przestrzeni. Gtéwnym celem tego rozdziatu jest uogdélnienie wy-
nikéw Kwapienia i Szulgi [9] oraz Lataty [11], ktére charakteryzuja hiperkontraktywne
zmienne losowe w kontekscie niektorych przestrzeni unormowanych, takich jak R, prze-
strzefi Hilberta, ¢, przestrzenie LP. Uzyskany w tym kierunku wynik jest nastepujacy:

Twierdzenie 3. Niech F' bedzie ustalong przestrzeniq liniowg unormowang, p > q > 1
oraz 0 bedzie zmienng losowq o Sredniej zero i skoriczonym p-tym momencie. Wowczas
nastepujgce warunki sq rownowazne:

(i) zmienna 0 jest (p, q)-hiperkontraktywna w przestrzeni F,

(ii) istniejg state K, to > O takie, Ze dla kazdego t € [—ty, to]

B[0P 1951y < KE((2 + tyll = 1) A1)
dla dowolnych x,y € F spetniajgcych ||z|| = ||y|]| =1 i Vaer ||z + My|| > ||z

>

a takze
E[t0]"1 (1) < KE ((t0)* A 1).

Warto zwréci¢ uwage na to, ze w pierwszej nieréwnosci z warunku (ii) rozpatrywane
sg tylko takie pary wektoréw z, vy, ze x jest ortogonalny (w sensie Jamesa) do y (co powy-
zej wyrazone jest przez odpowiedni warunek; patrz tez [7]). Warunek (ii), cho¢ bardziej
bezposrednio niz (i) odwoluje si¢ do rozkladu zmiennej losowej 6 i geometrii przestrzeni
F, nadal jest do$¢ skomplikowany. Jednak za pomocg Twierdzenia 3 udowodniony zo-
stal nastepujacy warunek dostateczny, w ktérym geometria przestrzeni I’ wyrazona jest
poprzez modut wypuktosci:

Twierdzenie 4. Niech p > 1, Ed = 0, E|f]P < oo i dimF > 2. Jesli istniejq state
K, tg > 0 takie, ze B
Yig<to  Elt0P 1921y < KESp([t0]),

gdzie

. or(e), gdyee€|0,1),

ooy = 57 0.1

L, gdy € € [1,00),

to 0 jest (p,q)-hiperkontraktywna w F, dla dowolnego q € (1,p). (Powyzej, dp oznacza
modul wypuklosci przestrzeni F).



Powyzsze twierdzenia zostaly wykorzystane do skonstruowania ,,patologicznego” przy-
ktadu zmiennej losowej 6 oraz przestrzeni F' o nastgpujacej wlasnosci: 6 nie jest (2, 1 %)—hi—
perkontraktywna w F', a réwnoczesnie jest (2, 1%)—hiperk0ntraktywna w dowolnej skon-
czenie wymiarowej podprzestrzeni F'.

2. NierownosSci funkcyjne dla miar produktowych

W drugiej czgdci rozprawy, na ktdra skladaja sie rozdzialy 4-6, rozwazane sa wlas-
nosci tensoryzacyjne pewnej rodziny nieréwnosci funkcyjnych, zawierajacej nieréwnosé
Poincaré i logarytmiczng nieréwno§¢ Sobolewa (rozdziat 5) oraz pewien wariant funkcyj-
nej nieréwnos$ci koncentracyjnej, ktéra w odréznieniu od znanych tego typu nieréwnosci,
spelniona jest dla istotnie innej klasy funkcji anizeli funkcje lipschitzowskie (rozdziat 6).

Niech p bedzie probabilistyczng miarg borelowska na R™. Méwimy, ze p spelnia
nieréwnosé¢ Poincaré ze staty C' > 0, jesli dla dowolnej funkcji f: R™ — R klasy C*

/fzdu— (/fdu)2 <C/!Vf]2du.

Podobnie, miara 4 spelnia logarytmiczng nierownosé Sobolewa ze stalag C' > 0, jesli dla
dowolnej funkcji f: R” — R klasy C!

/leand,u—/fzdu ln/f2du<2C/Wf|2du.

Wsrdéd przyktadéw miar nalezy wymieni¢ kanoniczng miare gaussowska (w dowolnym
wymiarze spetnia obie nierdwnosci ze stalg 1, patrz [6]), miare wyktadniczg (spetnia nie-
réwnos$¢ Poincaré ze statg 4), miary na R™ o logarytmicznie jednostajnie wkleslej gestoSci
(spetniajg obie nieréwnosci, patrz [1]). Z punktu widzenia tematyki poruszanej w tej czgsci
rozprawy, wazng konsekwencja faktu, ze miara y spetnia jedna z powyzszych nieréwnosci,
jest tzw. wlasnos¢ koncentracji miary p. Méwiac nieformalnie, wlasno$¢ ta orzeka, iz dla
dowolnego zbioru borelowskiego A, dla ktérego u(A) > 1/2, miara zbioru punktéw
odlegtych od A o co najmniej r > 0 szybko maleje do 0 wraz ze wzrostem r. Bardziej
formalnie, wlasno$¢ koncentracji miary, ilosciowo opisywana przez funkcj¢ oy, (), mozna
wyrazi¢ m.in. w nastgpujacy sposob: jesli f: R™ — R jest funkcjg 1-lipschitzowska, to
dla kazdego r > 0,

3) u ({a: eR"| f(z) > /fd,u—i—r}) < oy (r).

Jesli dla miary ; zachodzi nieréwno$¢ Poincaré ze stala C' > 0, to ay,(r) < Ke "/ Ve,
dla pewnych stalych numerycznych K,k > 0. Jesli dla miary g zachodzi logarytmiczna
nier6wnos¢ Sobolewa ze stalag C' > 0, to oy, (r) < e1?/(20), Zjawisko koncentracji miary
obszernie oméwione zostato w monografii M. Ledoux [15].

Zaleta podejScia do zagadnienia koncentracji miary poprzez wyzej wspomniane nie-
réwnosci funkcyjne jest to, ze zaréwno nierdwno$¢ Poincaré, jak i logarytmiczna nieréw-
nos¢ Sobolewa, posiadajg wlasnos¢ ,.tensoryzacji’, analogiczng do wspomnianej wlasnosci
hiperkontraktywnych pétgrup operatoréw. Mianowicie, jesli miary p; spetniaja nieréwnosé
Poincaré [logarytmiczng nieréwnos$¢ Sobolewa] ze stata C; > 0 (i = 1, 2), to takze miara
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produktowa ;1 = 1 ® o spetnia odpowiednig nieréwnoscé, ze stala max(Cy, Cz). Podobnej
wlasnosci nie mozna w ogdlnosci spodziewaé si¢ w przypadku nieréwnosci (3).

Inne przyktady nieréwnosci funkcyjnych, rowniez z zastosowaniem do koncentracji
miary, omawia praca K. Oleszkiewicza i R. Lataly [14]. Cecha wspdlng tych wszystkich
nieréwnos$ci funkcyjnych jest m.in. postaé funkcjonatu entropii:

Entf(f) = /w(f) dp — ¢ (/fdu) :

Dla przyktadu, w nieréwnosci Poincaré mamy do czynienia z Ent7(f) dla o(z) = z2,

natomiast w logarytmicznej nieréwno$ci Sobolewa — z Entf( f?) dla o(z) = zlnz.
W dalszym ciagu, funkcjonat f — Entfj( f) bedziemy nazywali funkcjonatem @-entropii.

2.1. Funkcjonaly z wlasnoscig tensoryzacji

Wtasnos¢ tensoryzacji wspomnianych nieréwnosci funkcyjnych opiera si¢ w istocie na
odpowiedniej wiasnosci dla funkcjonatu Ent, ktdra z kolei opiera si¢ na pewnej wiasnosci
funkcji ¢: dla dowolnej przestrzeni probabilistycznej (2, F,[P), gdzie P = P; ® Po,
i dowolnej catkowalnej zmiennej losowej Z,

@ Ep(Z) - p(B2) <E((E1p(2) - p(B12)) + (E2p(Z) - ¢(E22)))
lub ré6wnowaznie
Ep(Z) — E1p(EaZ) — Eap(E1Z) + ¢(EZ) > 0,

gdzie [E; oznacza catkowanie wzgledem IP;. Powyzsza wlasno$¢ funkcjonatu ¢-entropii be-
dziemy nazywacé wiasnoscig tensoryzacji (czasami tez méwi si¢ o podaddytywnosci). Pro-
blem charakteryzacji funkcji ¢, dla ktérych funkcjonal op-entropii posiada powyzsza wha-
snos¢, zostat rozwigzany w pracy [14]. Zdefiniowana tam zostata klasa ® C C? ((0,00); R),
zawierajgca funkcje afiniczne oraz funkcje ¢, dla ktérych ¢” > 0 oraz 1/¢” jest funkcja
wklesta. Pokazane zostato [14, Corollary 3], ze jesli ¢ € ®, to spelniona jest nieréwnosé
tensoryzacyjna (4). Przedstawione tam rozumowanie daje si¢ natychmiast odwrocié, przy-
najmniej przy dodatkowym zalozeniu, ze funkcja ¢, dla ktdérej zakladamy (4), jest klasy
C2.

W rozdziale 5, ,,Funkcjonaty z wlasnoScia tensoryzacji”, problem charakteryzacji funk-
cjonaléw (p-entropii z wlasno$cig tensoryzacji zostat szczegélowo przedyskutowany. M.in.
uzupetnione zostaly argumenty, ktére w pracy [14] przedstawione zostaly szkicowo (nie-
ktére zas$ budzily nawet watpliwosci — patrz np. uwagi w pracy [3, Sec. 3]). W ramach
dalszego uzupetnienia wynikéw z [14] przedstawiono argument regularyzacyjny, ktéry
pozwala udowodni¢, iz wlasno$¢ tensoryzacji dla funkcjonatu @-entropii, czyli nieréw-
nosé (4), pociagga za sobg fakt, ze ¢ jest klasy C2. Dzieki temu uzyskano pelng charakte-
ryzacje funkcjonaléw @-entropii z wlasnoscig tensoryzacji. Ponadto, podejmujac pytania
postawione na koricu pracy [14], dokonano analogicznej charakteryzacji dla tzw. itero-
wanych funkcjonatéw -entropii. Uzyskane w tym zakresie wyniki pokazuja, ze wbrew
wezesniejszym przypuszczeniom, odpowiednia klasa funkcjonatéw okazuje si¢ by¢ bardzo
uboga — zawiera jedynie tzw. funkcjonaty iterowanej wariancji.

Wryniki z tego rozdziatu zostaly opublikowane w pracy [20].
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2.2. Koncentracja dla funkcji nielipschitzowskich

W rozdziale 6, ,,Koncentracja dla funkcji nielipschitzowskich”, udowodniona zosta-
fa pewna nowa nieréwnos$¢ koncentracyjna dla miary gaussowskiej, ktéra zachodzi dla
innej rodziny funkcji anizeli funkcje lipschitzowskie (por. (3)). Mianowicie, niech X, Y
beda niezaleznymi wektorami losowymi o kanonicznym rozktadzie gaussowskim na R",
f:R"® x R® — R bedzie funkcja klasy C2, dla ktérej E|f(X,Y)| < oo. Zdefiniujmy
zmienng losowa

M f(X,Y) =E[f(X, V)| X] +E[f(X,V)|[Y] -Ef(X,Y).

W kazdym punkcie (z,y) € R™ x R™ rozwazmy macierz pochodnych mieszanych rzgdu

2:
82
s f(x,y) = <ax-éfyj (x,y)>
v 1<i

Shysn

Twierdzenie 5. Jesli dla pewnych statych a,b > O spetnione jest

103 f (2, 9)llop < @ oraz 07, f(a,y) s < b

dla dowolnych (x,y) € R™ x R", to dla kazdego t > 0,

t 2
P(’f(X7Y) - Hlf(X7 Y)‘ > t) < CeXp ( — c¢min (7 b2> )7
a
gdzie C, c > 0 sq pewnymi statymi numerycznymi. (|- ||op i || ||s 0znaczajg, odpowiednio,
norme operatorowq i norme Hilberta-Schmidta macierzy).

Warto zwrdci¢ uwage, ze dla formy dwuliniowej f(z,y) = >, ; aijziy; powyzsze
twierdzenie podaje znane (optymalne) oszacowanie na ogon chaosu gaussowskiego. Na-
lezy jednak zaznaczyé, ze podany w rozprawie dowdd Twierdzenia 5 takiego wlasnie
oszacowania uzywa (SciSlej, oszacowania momentéw chaosu gaussowskiego). Drugim,
istotnym sktadnikiem dowodu jest pewna modyfikacja nieréwnoSci Maureya-Pisiera [18,
Theorem 2.2]. Majac do dyspozycji oszacowania momentéw chaoséw gaussowskich rzg-
du wiekszego niz 2, ktére zostaty uzyskane przez R. Latate [13], pokazane zostato takze
uogolnienie Twierdzenia 5 na funkcje zalezne od wigkszej liczby niezaleznych wektorow
gaussowskich. Przedyskutowane zostato takze uogdlnienie Twierdzenia 5 na przypadek
rozktad6w, ktdre sg lipschitzowskimi obrazami kanonicznego rozktadu gaussowskiego na
R™.
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