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Modelowanie zjawisk $wiata rzeczywistego, takich jak procesy fizyczne,
zachowanie rynkéw finansowych lub komorek organizméw zywych, jest nieod-
tacznie zwigzane z numerycznym rozwigzywaniem zadan matematyki ciaggtej.
Przyktadami takich zadan sa wielowymiarowe catkowanie, zadanie aproksy-
macji funkcji czy rozwigzywanie réwnan rézniczkowych. Majac do czynienia
z problemem obliczeniowym dobrze jest wiedzie¢, jak szybko moze by¢ on
rozwigzany przy uzyciu dostepnych srodkow, czyli jaka jest jego zlozonosé
oraz ktory sposrod rozwigzujacych zagadnienie algorytmow jest optymalny.
Komputer jest tworem dyskretnym, jest zatem jasne, ze zadania obliczenio-
we matematyki ciggtej nie sa wiernie reprezentowane w maszynach cyfrowych
i na ogol nie moga by¢ przy ich uzyciu bezbtednie rozwiazane. Kazdy algo-
rytm wykonywany na komputerze wykorzystuje jedynie czedciows informacje
o zadaniu i na ogd?! jest w stanie daé¢ jedynie rozwigzanie przyblizone. Ana-
lityczna ztoZono$é obliczeniowa (ang. information-based complexity - IBC)
[19] to teoria zajmujaca si¢ zlozonoscia zadan matematyki ciaglej, mierzo-
ng minimalng iloscig sSrodkow potrzebnych do rozwiazania danego zadania z
zadana doktadnoscia ¢.

Wisréd zadan matematyki ciaglej szczegodlnie istotne z punktu widzenia
zastosowan sg zadania wielowymiarowe. Sg to zadania zdefiniowane na prze-
strzeniach funkcji o “duzej” liczbie d argumentow. Zadania wielowymiarowe



sg czesto bardzo trudne do rozwigzania z powodu wystepowania przeklenstwa
wymiaru (ang. curse of dimensionality). Przyktadem jest zadanie catkowania
wielowymiarowego, gdzie w réznych problemach fizyki, chemii czy matema-
tyki finansowej zachodzi koniecznosé catkowana funkcji o liczbie argumen-
tow rzedu setek, tysiecy, a nawet milionéw. Ze wzgledu na powszechnosé
zadan wielowymiarowych, niezwykle istotne jest zrozumienie, co wptywa na
ich ztozonos¢ oraz jak konstruowaé skuteczne algorytmy dajace przyblizone
rozwiazania w rozsgdnym czasie. Podatnosé zadan wielowymiarowych (ang.
tractability of multivariate problems) [9, 10, 11] jest galtezia IBC zajmujaca
sie badaniem relacji pomiedzy ztozonoscia informacyjna a liczba zmiennych
d wystepujacych w zadaniu wielowymiarowym. W szczegélnosci, dziedzina
ta bada metody przezwyciezania przeklenstwa wymiaru.

Analityczna ztozono$¢ obliczeniowa i podatnosé zadan
wielowymiarowych

ANALITYCZNA ZELOZONOSC OBLICZENIOWA (IBC) jest dzialem matematy-
ki obliczeniowej ktérego przedmiotem zainteresowania sg te zadania obli-
czeniowe, dla ktérych dostepna informacja o problemie jest niekompletna,
zaburzona i/lub kosztowna. IBC rozwijala sie stopniowo w ciagu ostatnich
dziesiecioleci dostarczajac wielu istotnych wynikéw teoretycznych na temat
ztozonodci zadan matematyki ciggtej, jak réwniez praktycznych algorytmow
ktore okazaly sie odpowiednie dla wielu zastosowan.

W IBC, zadania obliczeniowe interpretujemy jako odwzorowania pomie-
dzy odpowiednimi przestrzeniami. Zadanie jest reprezentowane przez opera-
tor rozwigzania

S:F— @G,

gdzie F' jest przestrzenia unormowang z norma || - ||z (by¢ moze wyposa-
zong w pewna dodatkows strukture, jak iloczyn skalarny lub miara), a G
jest przestrzenia unormowana z norma || - ||¢. Zadanie polega na znalezie-
niu przyblizenia S(f) dla kazdego f € F. Przyblizenie jest konstruowane w
nastepujacy sposob:

e uzyskujemy informacje N(f) € IR" o elemencie f € F (jest to skonczo-
ny ciag liczb rzeczywistych),



e obliczamy ¢(N(f)) € G, gdzie ¢ jest odwzorowaniem przyporzadko-
wujacym skonczonemu ciggowi liczb rzeczywistych N(f) element prze-
strzeni G. Element ¢(N(f)) jest przyblizeniem S(f).

Para (N, ¢) to, z formalnego punktu widzenia, algorytm dajacy przyblizenie
d(N(f)) elementu S(f) dla kazdego f € F. Operator informacji N : F' — R"
sktada sie z dozwolonych funkcjonaléw informacji, to znaczy, dla kazdego
f € F mamy

N(f) =[Lrfs- - Laf],

gdzie L; jest funkcjonatem nalezacym do pewnego zbioru A C F*. Funkcja
¢ : IR® — G moze by¢ wybrana dowolnie, chociaz dla wielu operatorow
rozwigzania wystarczy rozwazac ¢ liniowe.

Rozwazmy na przyktad zadanie catkowania wielowymiarowego. Wtedy F
jest pewna przestrzenig unormowang funkcji d-zmiennych f : D — IR, gdzie
D c IRY, oraz

st = [ fwa

Informacja o funkcji f moze sktadac si¢ z obliczen jej warto$ci w punktach
dziedziny:

dla pewnych t; € D, 1 < i < n. Typowym algorytmem w tym przypadku jest
kwadratura, bedaca pewna kombinacja liniowa sktadowych wektora N(f).

Istnieja rézne sposoby definiowania bledu algorytmu (N, ¢). Wybdr kon-
kretnego z nich zalezy na ogét od naszych potrzeb, dodatkowych struktur
w jakie wyposazone sg zbiory F i (G, oraz prowadzi do ustalenia przypadku
(ang. setting) w jakim rozwazamy nasze zadanie obliczeniowe. Najczescie]
badanymi i uzywanymi w praktyce sa przypadek najgorszy (ang. worst ca-
se setting) oraz przypadek $redni (ang. average case setting), gdzie btedy sa
zdefiniowane nastepujaco:

e blgd najgorszy:
e""(N,¢) = sup [|S(f) = d(N(f))lle,

IfllFr<1

e blgd sredni:

s (v,0) = ( [L15() ~ oV NI )
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przy zatozeniu, ze F' jest dodatkowo wyposazona w miare probabili-
styczng pu.

Powyzej zostaly opisane przypadki deterministyczne. W przypadku niede-
terministycznym (zrandomizowanym) (ang. nondeterministic (randomized)
setting) algorytm generujacy przyblizenie rozwiazania jest wybierany w spo-
sob losowy. Typowym przyktadem takiego algorytmu jest klasyczne Monte
Carlo dla catkowania wielowymiarowego, gdzie przyblizona warto$¢ catki jest
liczona jako srednia z n obliczen funkcji w losowo wybranych punktach jej
dziedziny. Formalnie, algorytm w przypadku zrandomizowanym to rodzina
{(Ny, ¢u) }weq Wraz z miara probabilistyczna v na 2. Usredniajac wszystkie
mozliwe wyniki tej losowej procedury definiujemy

e blgd w przypadku zrandomizowanym:

1/2

™ ({(Nar 60 buen) = sup (BN S(/) = du(No/)I)

Majac juz pojecie bledu algorytmu (N, ¢), mozemy zdefiniowaé zlozZonosé
informacyjng zadania S jako funkcje

(0,1) = IN : € — n(e),

gdzie n(e) jest najmniejsza liczba naturalna taka, ze istnieja operator infor-
macji N korzystajacy z co najwyzej n(e) funkcjonaléw informacji z klasy A
oraz funkcja ¢ takie, ze blad algorytmu (N, ¢) wynosi, w zadanym przypadku,
CO Nnajwyzej €.

PODATNOSC ZADAN WIELOWYMIAROWYCH jest dziatem IBC zajmujacym
sie¢ zlozono$cig informacyjng zadan wielowymiarowych. Jest to stosunkowo

nowa dziedzina, zostala zapoczatkowana praca H. Wozniakowskiego [21] z
roku 1994.

Niech S bedzie ciagiem operatoréw rozwiazania:
S = {Sd . Fd — Gd}delN‘

W praktyce, Fy jest na ogdt podzbiorem pewnej przestrzeni funkcji d zmien-
nych, a operatory Sy dla d > 1 sg, w pewnym sensie, powigzane z Sy i
“trudnos¢” ich aproksymacji rosnie wraz z d.
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Definiujemy ztozonosé informacyjng zadania wielowymiarowego S jako
funkcje
(0,1) x N - IN : (g,d) — n(e,d),

gdzie n(e, d) jest réwne zloZonosci informacyjnej n(e) operatora rozwiazania
Sd.

Podatnosé zadan wielowymiarowych bada zachowanie ztozonosci informa-
cyjnej nie tylko wzgledem wymaganej doktadno$ci rozwigzania e, lecz réwniez
wzgledem liczby zmiennych d. Z reguty im wiecej zmiennych, tym trudniejszy
problem, a w wielu praktycznych zadaniach liczba wystepujacych zmiennych
jest duza lub bardzo duza (wiele takich zadan pojawito sie w ostatnich 20
latach, na przyktad w matematyce finansowej), zatem zaleznosé ztozonosci
informacyjnej problemu nie tylko od zadanej doktadnosci rozwiazania ¢, lecz
rowniez od liczby wystepujacych zmiennych d jest kluczowym czynnikiem w
zrozumieniu wewng¢trznej trudnosci zadania wielowymiarowego i poszukiwa-
niu efektywnych algorytméw jego rozwigzania.

Moéwimy, ze zadanie S jest niepodatne, jesli jego ztozonosé informacyjna
n(e,d) jest funkcja wykladnicza 7! i/lub d. Jesli ztozonosé¢ informacyjna
zadania S jest funkcja wyktadnicza liczby d wystepujacych zmiennych, to
mowimy, ze zadanie S jest dotkniete przeklenstwem wymiaru (ang. curse of
dimensionality); terminologia ta pochodzi od R.E. Bellmana z roku 1957 [1].
Takie zadania nie majg praktycznych rozwigzan, przynajmniej nie dla “du-
zych” d. Podatne zadania wielowymiarowe sg klasyfikowane na podstawie
zachowania ich ztozonosci informacyjnej. Do najbardziej znanych rodzajow
podatnosci nalezg silnie wielomianowa podatnos¢, wielomianowa podatnosc,
quasi-wielomianowa podatnosé, i staba podatnosé. Doktadniej, zadanie wie-
lowymiarowe jest:

o silnie wielomianowo podatne wtw

n(e,d) < Ce™? dla pewnych C,p > 0,

e wielomianowo podatne wtw

n(e,d) < Ce™Pd? dla pewnych C,p,q > 0,

e quasi-wielomianowo podatne wtw

n(e,d) < Cexp (t(l +Ine ") (1+1In d)) dla pewnych C.t,p,q > 0,



e stabo podatne wtw
, Inn(e,d)
lim ————~

=0.
e~l+d—oo €714 d

Wraz z rozwojem dyscypliny stato sie jasne, ze bardzo waznym czynni-
kiem majacym wplyw na podatnos$¢ zadania wielowymiarowego jest poziom
istotnosci kolejnych zmiennych zadania. Jesli wszystkie zmienne sa jednako-
wo istotne, to wtedy najczesciej problem okazuje si¢ niepodatny. Z drugiej
strony, jesli rola poszczegdlnych zmiennych nie jest jednorodna, to podat-
no$¢ problemu moze zaleze¢ od tego, jak istotng role odgrywaja poszczegol-
ne zmienne. Inne czynniki zaburzajace jednorodno$é¢ problemu roéwniez moga
mie¢ wptyw na jego podatnosé. Na przyktad, wptyw regularnosci problemu
ze wzgledu na kolejne zmienne na jego podatnos¢ byt juz badany, lecz uzyska-
no jedynie warunki na (silna) wielomianowa podatnosé, quasi-wielomianowa
podatnos¢ i stabg podatnosé. W przypadku probleméw z wagami przypisa-
nymi zmiennym sytuacja jest analogiczna; znane sg jedynie warunki wiazace
wagi z (silna) wielomianows podatnoscia, quasi-wielomianowa podatnoscia i
stabg podatnoscia.

Wyniki rozprawy

W prezentowanej rozprawie doktorskiej wprowadzamy nowy rodzaj podat-
nosci zadan wielowymiarowych:

jednostajng stabg podatno$é (ang. uniform weak tractability).

e Zadanie wielowymiarowe jest jednostajnie stabo podatne wtw n(e,d)
nie jest wyktadnicza w zadnej dodatniej potedze et i d, to znaczy dla
kazdych «, 8 > 0 zachodzi

Inn(e, d)
li ——==0.
E—l-ll—rdn—wo e~ +d°

W Rozdziale 2 rozprawy badamy jednorodne liniowe zadania tensorowe dla
klasy A*! ztozonej ze wszystkich ciggtych funkcjonaléw liniowych.

W przypadku najgorszym (worst case setting) uzyskujemy twierdzenia
charakteryzujace jednostajna staba podatnosé zadania S = {Sg}sen dla
bezwzglednego i znormalizowanego kryterium btedu. Warunek konieczny i
dostateczny na jednostaja stabg podatno$é¢ jest podany przy uzyciu ciggu
{ Ak frew wartosci wlasnych operatora Wy = S7S;. Zaktadamy przy tym, ze:
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e jesli rozwazamy kryterium bledu bezwzglednego, to A\ = 1 > Ay lub
1>M 2\,
e jesli rozwazamy kryterium btedu znormalizowanego, to Ay > Ay > 0.
Wtedy dla obu kryteriéw btedu zachodzi nastepujace twierdzenie.
Twierdzenie.

A
Zadanie S jest jednostajnie stabo podatne < Vp > 0 klim i kk] - = 0
—00 n -

W przypadku srednim (average case setting) uzyskujemy twierdzenie cha-
rakteryzujace jednostajng staba podatnosé zadania S = {Sy}sew dla bez-
wzglednego kryterium bledu. Warunek konieczny i dostateczny na jedno-
stajna staba podatnos$é podany jest przy uzyciu ciagu {ty}rew, gdzie ¢, =
D1 Ak @ {A\;}jen jest ciagiem wartosci wlasnych operatora kowariancji
C,, miary Gaussowskiej v; indukowanej na przestrzeni GGy przez operator
rozwigzania Sy : F} — G oraz miare gaussowska j; na przestrzeni Fi. Za-
ktadamy, ze 3>°72; A; < 1. Zachodzi nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie.

Zadanie S jest jednostajnie stabo podatne < ¥p > 0 ]Clirgo [lntl:j] — =

Ostatnia czes¢ Rozdzialu 2 poswiecona jest problemom aproksymacyj-
nym oraz relacji pomiedzy ich jednostajng staba podatnoscig dla klas in-
formacji A oraz AS, gdzie AS* jest klasg zlozong ze wszystkich cigglych
ewaluacji. Pokazujemy, ze przy odpowiednich zatozeniach jednostajna staba
podatno$é problemu aproksymacyjnego dla klasy A?! jest réwnowazna jego
jednostajnej stabej podatnosci dla klasy As*d. Wyniki tego typu uzyskujemy
dla przypadku najgorszego, sredniego i zrandomizowanego.

W Rozdziale 3 rozprawy badamy wielowymiarowe zadania liniowe okre-
Slone na przestrzeniach funkcji o rosnacej regularnosci wzgledem kolejnych
zmiennych. Dla kazdego z tych zadan niemalejacy ciag liczb rzeczywistych

ri<ro<ry3<...

zadaje regularnos¢ problemu.

W przypadku najgorszym badamy trzy zadania aproksymacyjne dla klasy
A2, Pierwsze zadanie polega na aproksymacji funkeji z przestrzeni Korobova.
Otrzymujemy nastepujace twierdzenie.
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Twierdzenie. Rozwaimy zadanie aproksymacji APP okreslone na przestrze-
niach Korobova. Wtedy quasi-wielomianowa podatnosé jest rownowazna jed-
nostajnej stabej podatnosci oraz stabej podatnosci i zachodzi wtw r; > 0.
Ponadto wyktadnikiem quasi-wielomianowej podatnosci jest t* = ri .

Kolejne dwa zadania aproksymacyjne okreslone sg na przestrzeniach So-
boleva. Rozwazamy dwie klasy przestrzeni Soboleva. Odpowiednie przestrze-
nie obu klas okreslone sg na tych samych zbiorach, a r6znig sie jedynie wybo-
rem iloczynu skalarnego: dla zadanego parametru regularnosci r € IN iloczyn
skalarny przestrzeni nalezacych do pierwszej klasy wykorzystuje jedynie ze-
rowe i r-te pochodne, natomiast iloczyn skalarny przestrzeni nalezacych do
drugiej klasy wykorzystuje wszystkie pochodne od zerowej do r-tej wlacznie.

Dla pierwszej klasy przestrzeni Soboleva otrzymujemy nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie. Rozwaimy zadanie aproksymacji APP' okreslone na prze-
strzeniach Soboleva pierwszego rodzaju. Wtedy quasi-wielomianowa podat-
nosc jest rownowazna jednostajnej stabej podatnosci oraz stabej podatnosci
1 zachodzi wtw r, = 1 dla kazdej liczby k € IN. Ponadto wykladnikiem quasi-
wielomianowej podatnosci jest t7 = 1.

Dla drugiej klasy przestrzeni Soboleva otrzymujemy nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie. Rozwaimy zadanie aproksymacji APP? okreslone na prze-
strzentach Soboleva drugiego rodzaju. Wtedy quasi-wielomianowa podatnosé
jest rownowazna jednostajnej stabej podatno$ci oraz stabej podatnosci i za-
chodzi wtw r1 > 1. Ponadto wyktadnik quasi-wielomianowej podatnosci t

spetnia th € [ﬁ, 1}.

W ostatniej czesci Rozdzialu 3 badamy dwa zadania aproksymacyjne
w przypadku érednim dla klasy A?!'. Oba zadania polegaja na aproksymacji
funkcji z przestrzeni C([0, 1]¢) wyposazonej w odpowiednia miare gaussowska
skupiong na podprzestrzeni tych funkcji ciagtych, ktore sg rp-krotnie réznicz-
kowalne wzgledem k-tej zmiennej. Dla pierwszego zadania przestrzen funkcji
ciagtych wyposazona jest w miare gaussowska o sredniej zero, ktérej operator
kowariancji zadany jest przez jadro kowariancji bedace produktem funkcji
kowariancji scatkowanego procesu Eulera. Dla drugiego zadania przestrzen
funkcji ciaglych wyposazona jest w miare gaussowska o Sredniej zero, ktorej
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operator kowariancji zadany jest przez jadro kowariancji bedace produktem
funkcji kowariancji scatkowanego procesu Wienera.

Dla zadania aproksymacji APP zadanego przez scatkowany proces Eulera
otrzymujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie. Rozwazimy zadanie aproksymacji APP okreslone przez scal-

kowany proces FEulera. Zadanie APP jest jednostajnie stabo podatne wtw

. . r 1
liminfg o 5 2> 513 -

Odpowiedni wynik dla zadania aproksymacji APP zadanego przez scal-
kowany proces Wienera wyglada nastepujaco.

Twierdzenie. Rozwazimy zadanie aproksymacji APP okreslone przez scal-
kowany proces Wienera. Zadanie APP jest jednostajnie stabo podatne wtw

lim infj_ lﬁl’}f > %
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