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1 Dokumenty XML

Przedstawiana rozprawa dotyczy szybkich algorytméw stuzacych do przetwarzania dokumentow
XML. Format XML jest ostatnio bardzo popularnym sposobem zapisu danych. Dokument XML
to odpowiednio sformatowany tekst. Ponizej znajduje sie przykladowy dokument.

(a)
(b)abc(/b)
<g atl="01" at2 = "0101”)(/b)

{/a)

W dokumencie takim mozemy wyr6zni¢ znaczniki. Sa to fragmenty otoczone nawiasami tréj-
katnymi. Znaczniki zaczynajace od znakéw (/, na przyklad (/a), nazywamy znacznikami zamy-
kajgcymi. Pozostale znaczniki to znaczniki otwierajgce. Pierwsze stowo pojawiajace sie wewnatrz
nawiasow trojkatnych to etykieta znacznika (na przyklad etykieta (b atl = 701" at2 =70101”)
jest b). Znaczniki otwierajace i zamykajace wystepuja zawsze w parach: znacznik otwierajacy
otwiera element, a znacznik zamykajacy o tej samej etykiecie go zamyka. Pary te musza tworzy¢
poprawne nawiasowanie, czyli na przyktad napis (a)(b){/a)(/b) nie jest dozwolony. Zatem doku-
ment XML mozna rozumie¢ jako drzewo, nazywane drzewem dokumentu, ktoérego wierzchotkami
sg poszczegdlne elementy. Przyktadowo dla powyzszego dokumentu mamy korzen o etykiecie a,
majacy dwoch synéw o etykiecie b.

W dokumencie XML mamy réwniez tekst pisany poza znacznikami. Dla kazdego maksymalnego
fragmentu tekstu mozemy w drzewie umiesci¢ odpowiadajacy mu wierzchotek. Wierzchotki takie
oznaczymy specjalng etykieta text, nie wystepujaca nigdzie indziej. Natomiast sam fragment
tekstu nazwiemy wartoscig (lub dang) wystepujaca w danym wierzcholku.

Trzecim rodzajem wierzchotkéw beda atrybuty. Przykladowo, wystepujacy w powyzszym do-
kumencie znacznik (b atl =701" at2 ="0101”) ma dwa atrybuty, maja one etykiety atl i at2
oraz wartosci odpowiednio 01 i 0101. Atrybuty moga wystepowaé¢ wylgcznie wewngtrz znaczni-
kéw otwierajacych. Wierzchotki odpowiadajace atrybutom réwniez umieszczamy w drzewie doku-
mentu. Aby odr6znié¢ atrybuty od elementéw, ich etykiety w drzewie poprzedzimy znakiem @.

Drzewo odpowiadajace naszemu przyktadowemu dokumentowi znajduje sie na ponizszym ry-
sunku.
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Rysunek 1. Drzewo reprezentujace przyktadowy dokument XML

2 Zapytania XPath

Waznym zagadnieniem jest odnajdywanie w dokumentach XML danych, ktére spelniaja zadane
kryteria. Czesto korzysta sie przy tym z jezyka XPath, stuzacego do zapisywania zapytan. Problem
algorytmiczny rozwazany w rozprawie jest nastepujacy: dane jest zapytanie XPath oraz dokument
XML, nalezy znalez¢ wszystkie wierzcholki drzewa dokumentu spelniajace to zapytanie.

W XPath mamy dwa rodzaje zapytan: zapytania unarne (nazywane tez predykatami lub fil-
trami) oraz zapytania binarne (nazywane tez wyrazeniami $ciezkowymi). Podstawowy rodzaj
zapytan to zapytania unarne; wyrazenia Sciezkowe maja raczej charakter pomocniczy, sa uzywane
wewnatrz zapytan unarnych. Zapytanie unarne dla ustalonego drzewa dokumentu wyznacza zbidér
jego wierzchotkéow. Innymi stowy, przy ustalonym drzewie i jego wierzchotku mozemy pytac, czy
zapytanie jest prawdziwe w tym wierzchotku, czy nie. Typowe zapytanie unarne to a; sprawdza
ono, czy etykieta wierzchotka to a (réwnowaznie: zwraca wszystkie wierzchotki o etykiecie a). Z ko-
lei wyrazenie $ciezkowe dla ustalonego drzewa dokumentu wyznacza zbior par wierzchotkow (z, ).
Innymi stowy, przy ustalonym drzewie i wierzchotku z drzewa mozemy pytaé, jakie wierzchotki
Y $3 z niego osiggalne za pomoca tego wyrazenia Sciezkowego. Intuicyjnie, wyrazenie $ciezkowe
opisuje Sciezke miedzy wierzchotkiem x a wierzchotkiem y (niekoniecznie najkrétsza). Typowe
wyrazenie $ciezkowe to parent/child; wyznacza ono takie pary (z,y), ze z x mozna doj$¢ do y
idac najpierw do ojca, a nastepnie do dziecka (zatem x jest bratem y lub x = y). W zapytaniach
unarnych mozemy zagniezdza¢ wyrazenia $ciezkowe i odwrotnie. Przykladem zapytania unarnego
moze by¢ child[b]. Wyznacza ono te wierzchotki, ktérych syn ma etykiete b. Uzywana przez nas
definicja jezyka XPath znajduje sie w Rozdziale 1.2.2 przedstawianej rozprawy.

Zauwazmy, ze wszystkie przyktadowe zapytania zaprezentowane do tej pory nie odwoluja sie w
ogole do danych, sprawdzaja jedynie strukture drzewa i etykiety wierzchotkéw. Fragment jezyka
XPath, ktory zawiera tylko takie zapytania, nazywany jest CoreXPath.

Zwykle zaktada sie, ze etykiety znacznikow oraz nazwy atrybutéw (w przeciwienistwie do da-
nych tekstowych czy wartosci atrybutéw) pochodza z ustalonego, niewielkiego skoniczonego zbioru.
Zreszta nawet bez tego zalozenia mozemy utozsamié ze soba wszystkie nazwy, ktére nie sg uzyte
w zapytaniu, gdyz z punktu widzenia zapytania sg one nierozréznialne. Mozemy zatem my$le¢ o
drzewie dokumentu jako o drzewie etykietowanym elementami pewnego skonczonego zbioru.

Z kolei zapytanie mozemy przeksztaltci¢ do skoriczonego automatu na drzewach. Model au-
tomatu musi byé¢ odpowiednio zaadoptowany do sytuacji, gdyz standardowo automat skoriczony
akceptuje lub odrzuca drzewo, podczas gdy my chcemy wyznaczaé zbiér wierzchotkéw drzewa.
Jedne z mozliwych rozwigzan jest takie, ze rozszerzamy alfabet. Jeden z wierzchotkéw drzewa
bedzie wyrézniony. Okazuje sie, iz dla danego zapytania mozemy skonstruowaé¢ automat, ktéry
zaakceptuje drzewo z jednym wierzchotkiem wyréznionym wtedy i tylko wtedy, gdy wierzchotek
ten spelnia nasze zapytanie. Bardzo tatwo, po prostu symulujac automat, mozemy w czasie li-
niowym wzgledem rozmiaru drzewa sprawdzi¢, czy drzewo z zaznaczonym wierzchotkiem bedzie
zaakceptowane, a zatem czy dany wierzcholek speinia nasze zapytanie. Okazuje sie jednak, ze
mozemy znacznie wiecej: mozemy w jednym przebiegu, w czasie liniowym wzgledem rozmiaru



drzewa, wyznaczy¢ od razu wszystkie wierzchotki takie, ze jesli je zaznaczymy, to automat zaak-
ceptuje. Oznacza to, iz w czasie liniowym mozemy wyznaczy¢ wszystkie wierzchotki spetniajace
dane zapytanie. Trzeba jednak zastrzec, iz rozmiar automatu moze by¢ wykladniczy wzgledem
rozmiaru zapytania. Zatem dostajemy algorytm liniowy ze wzgledu na rozmiar dokumentu, lecz
wykladniczy ze wzgledu na rozmiar zapytania. Automatowe techniki obliczania zapytan sa opisane
w [Nev02].

Inne podejscie do ewaluowania zapytan XPath opiera sie na programowaniu dynamicznym.
Umozliwia ono wyznaczenie wszystkich wierzchotkéw drzewa spelniajacych dane zapytanie w cza-
sie liniowym zaréwno ze wzgledu na rozmiar dokumentu, jak i na rozmiar zapytania [GKPO05]. Idea
jest bardzo prosta: dla kazdego podwyrazenia wyznaczamy zbiér wierzchotkéw, ktére spetniaja to
podwyrazenie. Jest to mozliwe wylacznie dla podwyrazen, ktére sg zapytaniami unarnymi, gdyz
liczba par spelniajacych wyrazenia $ciezkowe moze byé kwadratowa wzgledem rozmiaru drzewa,
wiec obliczanie wszystkich takich par byloby za wolne. Okazuje sie jednak, iz wystarczy dla
kazdego x stwierdzi¢, czy istnieje y taki, ze (z,y) spelnia dane wyrazenie Sciezkowe.

3 Rzeczywiste systemy korzystajace z XPath

Mimo iz opisany powyzej algorytm zostal opracowany juz kilka lat temu, nie jest on uzywany
w powszechnie uzywanych programach komputerowych korzystajacych z XPath. Juz w [GKP02,
GKPO05] pokazano, ze wystepujace w praktyce programy wyliczajace zapytania XPath dzialaja
bardzo nieefektywnie. Konkretnie maja one (przy pewnych zapytaniach) ztozonosé O(|t|1?!), gdzie
[t| to rozmiar dokumentu, a |¢| rozmiar zapytania. Jako ze eksperymenty przeprowadzone w tych
artykulach sa juz dosy¢ stare, powtarzamy je w niniejszej rozprawie, korzystajac z najnowszych
wersji programéw. Co do zasady wyniki naszych eksperymentéw sg takie same.

Jak wyglada zapytanie, ktore powoduje taki czas dziatania? Jest ono bardzo proste. Po prostu
sprawdzamy, czy istnieje syn, ktory ma ojca, ktéry ma syna, ktéory ma ojca, ktéry ma syna...
Przyktadowe zapytanie o rozmiarze 4 w jezyku XPath wygladatoby nastepujaco:

child/parent/child/parent/child/parent/child/parent

W jaki sposéb wyglada naiwne wyliczanie takiego wyrazenia. Po prostu rekurencyjnie préobujemy
iS¢ taka Sciezka, probujac kazdy kolejny krok wykonaé¢ na wszystkie mozliwe sposoby. Jednak
wszystkich mozliwych $ciezek jest bardzo duzo mimo, ze wszystkie one prowadza od wierzchotka
do niego samego. Na tym przykladzie widzimy takze, jak za pomoca programowania dynamicz-
nego moznaby tatwo przyspieszy¢ wyliczanie wyrazenia. Po prostu dla kazdego sufiksu naszego
wyrazenia Sciezkowego obliczamy czy z dowolnego wierzchotka z istnieje Sciezka pasujaca do tego
sufiksu. Latwo wyliczy¢ to dla dtuzszego sufiksu korzystajac z wynikéw dla krotszego sufiksu.
Nawiasem moéwiac, analogiczne polecenie wydane w linii polecenn Linuxa réwniez powoduje
sprawdzanie wszystkich mozliwosci i bardzo dtugi czas dzialania. Chodzi o polecenie

1s x/../x/../*%/../*%/..

Tutaj jednak jest to w jakim§ stopniu usprawiedliwione, gdyz semantyka jest taka, iz za gwiazdki
nalezy powstawia¢ nazwy katalogéw na wszystkie mozliwe sposoby, a nastepnie przekazaé wszyst-
kie powstale w ten sposob napisy jako parametry do polecenia 1s. Natomiast w przypadku jezyka
XPath przegladanie wszystkich mozliwosci zupelie nie ma uzasadnienia, gdyz interesuje nas tylko,
czy mozliwo$¢ przejscia danym sposobem istnieje, czy nie istnieje.

Przeprowadzilismy testy trzech bibliotek. Byly to: Xalan w wersji 2.7.1, Saxon w wersji 9.3.0.4
(HE) oraz libxml2 w wersji 2.6.31. Sa to jedne z najbardziej popularnych obecnie systeméw.
Wyniki testowania znajduja sie w Rozdziale 1.3 przedstawianej rozprawy. Ponizej przedstawiamy
jeden z wykresow.



1000 4

100

10

0,1 T

I L L T T T T
12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 1

I I I I I I I I I I
5 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28
Rysunek 2. Czas dzialania programu Xalan podczas testow (w sekundach), w zaleznosci od roz-
miaru zapytania (0§ X) oraz rozmiaru dokumentu (poszczegolne linie reprezentuja rézne rozmiary

dokumentu)

4 Zapytania odwolujace sie do danych

Jak mozna sie spodziewa¢, jezyk XPath pozwala takze na pisanie zapytan odwolujacych sie do
danych (czyli fragmentow tekstu lub wartosci atrybutow). Wazne jest przy tym, ze wartoSci te
mozna poréwnywac miedzy soba. Przyktadowe zapytanie odwolujace sie do danych to

child[@at1] = descendant/child[@at2].

Wybiera ono takie wierzchotki x, ktére maja dziecko y o etykiecie @atl oraz maja potomka
majacego dziecko z o etykiecie @at2, przy czym warto$¢ danej w y i w z musza by¢ takie same. Jesli
przypomnimy sobie, ze dzieci o etykietach zaczynajacych sie od @ oznaczaja atrybuty, mozemy to
powiedzie¢ inaczej. Zapytanie to wybiera takie wierzcholki =, ktére maja potomka y takiego, ze
warto$¢ atrybutu @atl w x oraz atrybutu @at2 w y sg takie same.

W przypadku takich zapytan mozna takze uzyé programowanie dynamicznego. Dostaje sie
w ten sposob algorytmy wielomianowe (ale juz nie liniowe) ze wzgledu na rozmiar dokumentu ¢,
jak i ze wzgledu na rozmiar zapytania ¢. Najlepszy znany algorytm, dzialajacy dla dowolnych
zapytan z XPath 1.0, ma ztozonosé O(|p|?|t|*) [GKPO03] (patrz takze [GKP05]). Dla rozwazanego w
przedstawianej rozprawie fragmentu FOXPath algorytm uzywajacy programowania dynamicznego
ma ztozonosé O(|p||t|?).

Przedstawiana rozprawe, jak rowniez artykuly na ktorych jest ona oparta: [BP0S8|, [Par09],
[BP10] oraz [BP], mozna uznaé za uogdlnienie podejscia automatowego do zapytan, ktore odnosza
sie do wartosci atrybutow i tekstu. Zgodnie z terminologia stosowana w [BK09], rozwazany przez
nas fragment jezyka XPath nazywa sic FOXPath (aczkolwiek my nie uwzgledniamy identyfikato-
row wierzchotkow). Pierwszy algorytm dla tego fragmentu majacy ztozonosé liniowa ze wzgledu
na rozmiar dokumentu podalismy w [BP08]. Stala wystepujaca przy czasie liniowym w tym al-
gorytmie byla jednak wykladnicza ze wzgledu na rozmiar zapytania. Z drugiej strony, algorytm



ten obstuguje takze rozszerzenie jezyka XPath, w ktérym moga wystepowaé dowolne wyrazenie
regularne jako wyrazenia §ciezkowe. Bedziemy uzywaé nazwy Regular XPath na to rozszerze-
nie jezyka XPath, w przeciwieristwie do fragmentu FOXPath, w ktorym wyrazenia Sciezkowe nie
moga uzywaé gwiazdki Kleene’a, co jest zgodne ze specyfikacja jezyka XPath [CD99]. Algorytm
w [BP08] uzywa metod algebraicznych, takich jak monoidy skoriczone oraz jednorodne drzewa
rozktadu Simona. W rozprawie przedstawiamy nieco inny algorytm, majacy ta sama zlozono$é,
lecz uzywajacy automatéw deterministycznych zamiast monoidow.

Nastepnie, w [Par09], podalismy algorytm dzialajacy w czasie liniowym ze wzgledu na rozmiar
dokumentu i wielomianowym ze wzgledu na rozmiar zapytania. Ten algorytm korzysta z tego, ze
wyrazenia §ciezkowe sa z FOXPath (w ktorym nie mozna zapisa¢ dowolnych wyrazen regularnych).
Zatem ten algorytm nie dziata dla zapytan z Regular XPath, tylko z FOXPath.

Rozprawa opisuje takze trzeci, niepublikowany wczesniej algorytm, ktéry jest prostsza wersja
algorytmow z [BPO§] and [Par09]. Ma on ztozonosé O(|t|log |t]) ze wzgledu na rozmiar dokumentu
t, wielomianowa zlozono$¢ ze wzgledu na rozmiar zapytania i dziala dla catego Regular XPath.
Prawdopodobnie sposréd czterech przedstawianych algorytméw wiadnie ten moze byé najbardziej
uzyteczny w praktyce. Jest latwiejszy do zrozumienia i zaimplementowania, co przypuszczalnie
rekompensuje dodatkowy czynnik log |¢|.

Nastepnie, rozprawa opisuje algorytm zaprezentowany w [BP10]|, ktory dziala dla zapytan z
Regular XPath w czasie liniowym ze wzgledu na rozmiar dokumentu i wielomianowym ze wzgledu
na rozmiar zapytania i wysoko$¢ dokumentu. Warto przy tym zwréci¢ uwage, ze typowy dokument
XML, nawet bardzo duzy, ma bardzo mala wysokos¢.

Te cztery algorytmy stanowia gléwna zawarto$é przedstawianej rozprawy. Podsumowuje to
ponizsze twierdzenie.

Twierdzenie 1
Niech t bedzie dokumentem XML, a ¢ zapytaniem z Reqular XPath. Zbior wierzchotkéw t spet-
niajgcych ¢ moze byé obliczony w czasie

o O(lil?[t]10g]t]), tub

o O(20U#D|t)), Tub

e liniowym w |t|, wielomianowym w |p| oraz w wysokosci t, lub
e gdy o jest z FOXPath—w czasie O(|¢[3[t]).

Powyzsze twierdzenie moéwi o obliczaniu zapytari unarnych, wybierajacych wierzchotki. Jak
juz wspomnieli$my, w XPath istnieja takze wyrazenia Sciezkowe, wybierajace pary wierzchotkéw.
Co do zasady, wyrazenia Sciezkowe nie mogg by¢ obliczane w czasie liniowym ze wzgledu na roz-
miar dokumentu, gdyz czasami kwadratowo wiele par moze spetniaé¢ takie zapytanie. Mozliwe
jest jednak znajdowanie wyniku takiego zapytania w czasie liniowym ze wzgledu na sume: liczba
zwracanych par plus rozmiar dokumentu. Co wiecej, prezentujemy algorytmy dzialajace na za-
sadzie tzw. stalego opoOznienia: pierwsza para spelniajaca a znajdowana jest w czasie liniowym
ze wzgledu na rozmiar dokumentu, a kazda kolejna para w czasie stalym. Zatem, gdy ktos§ chce
znalezé tylko jedna, dowolna pare (lub co najwyzej liniowa liczbe par), czas dziatania jest liniowy
ze wzgledu na rozmiar dokumentu.

Twierdzenie 2
Niech t bedzie dokumentem XML, a o wyrazeniem Sciezkowym z Regular XPath. Wszystkie pary
wierzchotkow t spetniajgce o mogq byé obliczone, jedna po drugiej, w czasie

e pierwsza para: O(|al3|t|log |t|), kazda nastepna para: O(|al?log|t|), lub
e pierwsza para: O(2°UD|t]), kazda nastepna para: O(2°0)), lub

e pierwsza para: liniowym w |t|, wielomianowym w |«| oraz w wysokosci t, kazda nastepna
para: wielomianowym w |« oraz w wysokosci t, lub

e gdy ¢ jest 2 FOXPath—pierwsza para: O(|a|[t|), kazda nastepna para: O(|al?).



5 Wazne podproblemy pojawiajace sie przy ewaluacji zapy-
tan XPath

Podczas opracowywania algorytmu ewaluujacego zapytania XPath kluczowe okazalo sie rozwia-
zanie dwéch podprobleméw, opisanych ponizej. Redukcja problemu obliczania zapytan XPath
(Twierdzenie 1) do tych probleméw jest techniczne lecz nie bardzo trudne i jest opisane w Roz-
dziale 5 rozprawy. W obu podproblemach na wejsciu dany jest pewien zbior skoriczony Q (w
domysle: zbior stanéw pewnego automatu skoriczonego). Oznaczmy zbidr relacji binarnych nad
Q przez R (tzn. elementy Rg to podzbiory @Q x Q). Dane jest takze drzewo binarne ¢, ktorego
krawedzie etykietowane sg elementami Rg. Dla danych dwéch wierzchotkéw x,y drzewa ¢ takich,
ze x jest przodkiem y, przez val;(x,y) oznaczmy zlozenie wszystkich relacji bedacych etykietami
krawedzi na $ciezce z x do y (w kolejnosci, w ktorej wystepuja na tej ciezce). Relacje ta bedziemy
nazywaé wartoscig $ciezki z x do y.

Pierwszy podproblem bedziemy nazywaé¢ problemem szybkiej ewaluacji $ciezek. Poczatkowo
mozemy wykonaé¢ pewne (dowolne) obliczenia w czasie liniowym ze wzgledu na rozmiar ¢, lub
ewentualnie w czasie |t|log|t| (zakladajac, Ze rozmiar @ jest staly). Nastepnie mamy szybko
odpowiadaé na zapytania nastepujacej postaci. Dostajemy dwa wierzcholki z i y w ¢ takie, ze
x jest przodkiem y, i mamy obliczy¢ val;(z,y). OdpowiedZz powinna zosta¢ udzielona w czasie
stalym—niezaleznym od rozmiaru drzewa ¢ czy od dtugosci éciezki z = do y, lub najwyzej w czasie
O(log [t])-

Zobaczmy przykladowe zastosowanie takiego problemu. Zalézmy, ze dany jest automat skoni-
czony A na stowach, o stanach @, oraz drzewo t z etykietami na krawedziach. Poczatkowo mozemy
wykona¢ pewne (dowolne) obliczenia w czasie liniowym ze wzgledu na rozmiar ¢. Nastepnie mamy
szybko odpowiada¢ na zapytania nastepujacej postaci. Dostajemy dwa wierzchotki z i y w drzewie
i mamy szybko odpowiedzie¢, czy $ciezka z x do y (tzn. stowo powstale przez odczytanie etykiet
na tej $ciezce) jest akceptowana przez A. Aby to rozwigzac, mozemy zamieni¢ kazda etykiete a w
drzewie przez relacje przejscia stanéw automatu A przy wezytywaniu tej litery. Wowcezas, gdy «
jest przodkiem y, val,(x,y) to relacja przejScia automatu przy odczytywaniu etykiet na $ciezce z
do y. Na jej podstawie mozemy natychmiast stwierdzi¢, czy A akceptuje taka Sciezke. Natomiast
val(x,y) mozemy obliczy¢ korzystajac z problemu szybkiej ewaluacji Sciezek. Jesli z miatby by¢
potomkiem gy, mozemy robi¢ tak samo, lecz w drzewie musimy zapisa¢ odwrotnosci powyzszych
relacji; wowczas ich sktadanie odpowiada ruchowi automatu od potomka do przodka. W ogdlno-
§ci, musimy znalez¢ najblizszego wspolnego przodka z wierzchotkow x i y (okazuje sie, Ze mozna
to zrobi¢ w czasie stalym, po odpowiednim przygotowaniu drzewa), w jednym drzewie odczytaé
relacje przejscia na $ciezce z x do z, w drugim relacje przejsScia na $ciezce z z do y, a nastepnie
zlozyé.

Drugi wazny podproblem bedziemy nazywaé¢ problemem dystrybucji tzw. nawiaséw. Podobnie
jak poprzednio mamy drzewo t etykietowane relacjami nad Q. Nawiasem bedziemy nazywaé
czworke (z,y, Qq, Qy), gdzie x jest przodkiem y w drzewie ¢, natomiast @, i @, sa podzbiorami
Q. Dla zbioru P C @ oraz relacji r nad @) bedziemy oznaczaé

Por={ql|(p,q) €r,pe P} oraz roP={ql|(q,p) €r pc P}

Powiemy, ze nawias wybiera pare (p,q) w wierzcholku z, jesli z jest miedzy z i y (by¢ moze jest
rowny jednemu z nich) oraz p € Q, o valy(z,2) i ¢ € valy(z,y) o Qy. W problemie dystrybucji
nawiaséw dostajemy zbior nawiaséw S; naszym zadaniem jest wyznaczy¢ zbior par wybieranych w
kazdym wierzchotku. Problem ten jest podobny do pewnego rodzaju zapytan XPath. Gdybysmy
kazdy nawias przetwarzali osobno, musieliby$my doda¢ jakie§ pary we wszystkich wierzchotkach
miedzy x iy, wiec czas dzialania musiatby by¢ co najmniej O(t| - |S|) (co zreszta tatwo uzyskac).
My jednak chcemy rozwiazac ten problem w czasie O(Jt|+1S|) (lub co najwyzej O(|t|log [t|+1S]))-

Dla uproszczenia w ponizszym tekscie bedziemy zakladaé, ze w drzewie t kazdy wierzcholek
ma co najwyzej jednego syna. Takie drzewo jest w istocie stowem, oznaczmy je w = aias. .. ay;
wierzchotki odpowiadaja pozycjom miedzy literami tego stowa.



6 Rozwiazanie liniowo-logarytmiczne

Przyjrzyjmy sie najpierw problemowi szybkiej ewaluacji sciezek (w przypadku gdy drzewo jest
stowem). Dosy¢ tatwo mozemy osiagna¢ czas dzialania etapu przygotowujacego O(|Q|? - n) oraz
zapytania O(|Q|?logn). Ustalmy zbiér @ oraz stowo (drzewo) wejciowe w = ajas...a,. Za-
uwazmy, ze jedli znane sa wartosci dla dwéch podstéw u i v, to w czasie O(]Q|?) mozna obliczy¢
warto$¢ dla ich konkatenacji uv: jest to po prostu ztozenie wartosci tych podstow (tzn. vals(z, z) =
valy(z,y) o valy(y, z)). Bedziemy postepowaé zgodnie ze strategia ,dziel i zwyciezaj”, w nastepu-
jacy sposob. Dla kazdej potegi dwojki k oraz dla kazdego i (z odpowiedniego zakresu) obliczamy
wartos$¢ dla podstowa a;raiki1 ... a@4+1)k—1- Dla podstow sktadajacych si¢ z pojedynczych liter
warto$¢ to po prostu relacja zapisana w jedynej literze. Dla dtuzszych stéw liczymy ja na podsta-
wie wynikéw dla stéw o polowe krotszych, zatem calo§é¢ zajmuje czas O(]Q[*n). (Na marginesie
dodajmy, ze gdy t jest dowolnym drzewem binarnym, konstrukcja analogicznej struktury danych
zajmuje nieco wiekszy czas O(|Q|?[t|log |t])).

Rozwazmy teraz etap odpowiedzi na zapytanie o warto$¢ podstowa: rozwazmy dwa indeksy ¢,
j. Podstowo a;a;y1 ...a; mozemy podzieli¢ na O(logn) podstow bedacych w naszej strukturze,
dla ktérych wartosé jest obliczona i zapamietana. Wystarczy wiec zlozy¢ te zapamietane wartosci,
aby uzyska¢ warto$¢ calego podstowa. Zajmuje to czas O(|Q]3logn).

Przejdzmy teraz do problemu dystrybucji nawiaséw. Wazne tutaj bedzie, ze kazdy nawias
mozna podzieli¢ na dwa krotsze. Konkretnie, dla dowolnego nawiasu (z,y, Q, Q) mozemy row-
nowaznie rozpatrywaé¢ dwa nawiasy

(mazaQw7valt(Zay) OQU) oraz (ZayaQLE O’UG/lt(J?,Z),Qy)

dla dowolnego wierzchotka z miedzy x a y. Chodzi o to, iz dowolna para (p, ¢) bedzie wybrana przez
oryginalny nawias w pewnym wierzchotku z, wtedy i tylko wtedy, gdy bedzie wybrana przez jeden z
nowych nawiaséw. Zgodnie z ta zasada, postepujac podobnie jak powyzej, dowolny nawias mozna
podzieli¢ na maksymalnie 2 - log n nawiaséw odpowiadajacych podstowom dla ktérych weze$niej
stablicowali$my wartosci (czyli podstowom a;riry1 - .. a@iy1)—1 W ktorych k jest potega dwojki).
Kazdy nawias z S mozna w ten sposob rozbi¢ w czasie O(|Q|? logn).

Ponadto kazdy nawias mozna rozbi¢ na |Q,| - |@Qy| nawiaséw miedzy tymi samymi wierzchol-
kami, w ktorych zbiory sa jednoelementowe. Konkretnie, bierzemy nawiasy (z,y,{p}, {q}) dla
wszystkich p € Q., ¢ € Q4. Postepujemy w ten sposéb dla wszystkich posiadanych obecnie na-
wiaséw. Nastepnie, rozpoczynajac od najdtuzszych nawiaséw, rozdzielamy kazdy nawias na dwa
o polowe krotsze, a te z kolei na nawiasy, w ktorych zbiory sa jednoelementowe (czyli w sumie z
jednego nawiasu dostajemy nie wiecej niz 2|@Q| nawiaséw). Wszystkie nawiasy, ktore dostajemy
w krokach posrednich, odpowiadajg podstowom a;xaiky1 ... a@r1)k—1, W ktorych k jest potega
dwojki, oraz maja jednoelementowe zbiory. Takich podstéw jest tylko 2n, zatem nawiaséw prze-
tworzymy w sumie co najwyzej 2|Q|*n, gdyz dla kazdego podstowa jest co najwyzej |Q|? réznych
nawiaséw majacych jednoelementowe zbiory. Wazne jest, ze kazdy nawias przetwarzamy tylko raz
(tzn. eliminujemy nawiasy, ktore otrzymalismy wielokrotnie). Jeden nawias mozemy przetworzy¢
w czasie O(|Q)|), zatem czas po czasie O(|Q|>n) dostaniemy tylko nawiasy dtugosci 1. Z takich na-
wiaséw mozemy tatwo odzyska¢ wybierane pary, gdyz moga by¢ one wybrane tylko w jednym badz
drugim koricu nawiasu. Podsumowujac, czas dzialania tego algorytmu to O(|Q[3(|t| + |S|log [t]))-

Uogolnienie powyzszego rozwiazania tych dwoch probleméw na drzewa daje dowdd pierwszego
wariantu Twierdzenia 1.

7 Rozwiazanie w czasie liniowym, drzewa rozkladu

Wréémy do problemu szybkiej ewaluacji $ciezek, w przypadku gdy drzewo jest stowem. Poprzed-
nio ewaluowaliSmy wartos$é¢ Sciezki (podstowa) w czasie logarytmicznym. Okazuje sie jednak, iz
istnieje struktura danych, przy ktorej warto$¢ podstowa mozna uzyskaé w czasie niezaleznym od
n. Struktura ta bazuje na jednorodnych drzewach rozktadu. Drzewo rozktadu to drzewo, kto-
rego wierzchotki odpowiadaja podstowom, dzieci wierzchotka wyznaczaja podziat jego podstowa



na kroétsze podstowa, a w liSciach mamy podstowa jednoliterowe. Rozwiazanie przedstawione po-
wyzej de facto uzywa takiego drzewa rozkladu. Kazdy wierzchotek tego drzewa ma dwdch synow,
a calte drzewo ma gtebokosé O(logn).

W celu stworzenia algorytmu o czasie dzialania niezaleznym od n, chcemy mie¢ do dyspozycji
drzewo rozktadu o statej (niezaleznej od n) gltebokosci. Aby to bylo mozliwe, musimy dozwolié
na istnienie w nim wierzchotkéw majacych dowolnie wiele dzieci. Niezbedny jest jednak warunek
jednorodnosci. Rozwazmy pewien wierzcholek (drzewa rozkladu) = oraz jego dzieci x1,xa, . .., k.
Odpowiadajg one pewnym podstowom wi, wa, ..., wy naszego stowa. Powiemy, ze wierzchotek x
jest jednorodny, jedli dla kazdych indekséw ¢ < j wartos¢ podstowa w;wii1 ... w; jest taka sama.
Powiemy, ze drzewo rozkladu jest jednorodne, jesli kazdy jego wierzchotek majacy przynajmniej
trzech synoéw jest jednorodny. Zauwazmy, ze nie wymagamy nic w przypadku wierzchotkéw maja-
cych dwoch dzieci, zatem binarne drzewo rozkladu zawsze jest jednorodne (przeciwnie: gdybysmy
wymagali jednorodnosci od wszystkich wierzchotkéw, to wartosé kazdego podstowa musiataby by¢
taka sama, wiec wiekszo$¢ stow nie miataby zadnego drzewa rozktadu).

Zalézmy, ze mamy (dla pewnego stowa w = ajas...a,) jednorodne drzewo rozktadu pewnej
glebokosci h. Zauwazmy, ze ma ono co najwyzej 2n wierzchotkéw. Zatem w czasie liniowym
(konkretnie O(|Q|*n)) mozemy w kazdym wierzchotku obliczy¢ wartos¢ podstowa odpowiadajacego
temu wierzchotkowi, idgc po prostu od lisci do korzenia. Co wazniejsze, mozemy nastepnie w czasie
O(|Q|?h) obliczy¢ wartos¢ dowolnego podstowa a;a;41 .. .a;. Jest tak dlatego, ze kazde podstowo
mozemy podzieli¢ na co najwyzej 2h podstéw, z ktorych kazde odpowiada pewnemu ciggowi braci
z drzewa (ale nie kazde odpowiada pojedynczemu wierzchotkowi drzewa—to bytoby niemozliwe).
Natomiast dla kazdego ciagu braci, zgodnie z definicja jednorodnosci, warto$¢ jest taka sama jak
dla jednego z nich, czyli jest zapamietana w drzewie.

Roéwniez problem dystrybucji nawiaséw mozna rozwigzaé¢ korzystajac z jednorodnego drzewa
rozkladu o glebokosci h w czasie O(|Q|?(|t|+h-|S|)). Pierwszy krok jest taki sam jak w rozwiazaniu
liniowo-logarytmicznym: kazdy nawias zamieniamy na co najwyzej 2h nawiaséw, z ktérych kazdy
odpowiada pewnemu ciggowi braci z drzewa rozkladu (Scislej: podstowo miedzy poczatkiem a
konicem nawiasu odpowiada pewnemu ciggowi braci z drzewa rozktadu). Kazdy nawias z S mozna
w ten sposob rozbi¢ w czasie O(|Q|? - h). Nastepnie kazdy z otrzymanych nawiaséw zastepujemy
przez nawiasy, w ktérych zbiory sa jednoelementowe.

Teraz pojawia sie nowa trudnosé, ktorej nie byto w rozwiazaniu liniowo-logarytmicznym: mu-
simy wyeliminowa¢ takze nawiasy odpowiadajace ciaggom braci drzewa rozktadu (a nie tylko poje-
dynczym wierzchotkom drzewa rozktadu). Oto6z dzieki jednorodnosci okazuje sie, ze jesli mamy dwa
nawiasy (x1, y1, Qz, Qy) oraz (z2,y2, @z, Qy) (majace te samych zbiory) odpowiadajace ciagom sy-
néw tego samego wierzchotka drzewa rozkladu, oraz x5 i y2 sa pomiedzy x; i y1, to drugi, krétszy,
nawias mozna usuna¢ (dodajac jeszcze pewne nawiasy odpowiadajace pojedynczym wierzchotkom
drzewa rozkladu, blisko poczatku i korica drugiego nawiasu); (prawie) wszystkie pary wybierane
przez krotszy nawias s takze wybierane przez dtuzszy nawias. Szczegély tutaj pomijamy; obser-
wacja ta jest opisana przez Lemat 4.8 w rozprawie. Wazne jest jednak, ze dzieki tej obserwacji, dla
kazdej pary zbioréw (jednoelementowych) Q., @y, oraz kazdej pozycji y w stowie, wystarczy trzy-
mac jeden, najdtuzszy nawias o takich zbiorach i koiczacy sie na tej pozycji. Powoduje to, ze liczba
nawiasoéw, ktore bedziemy mieli od tej pory, jest ograniczona przez liczbe wierzchotkéw drzewa
rozktadu, razy |Q|?>. Zatem mozemy postepowaé jak poprzednio: zaczynajac od najdtuzszych
nawiasow, kazdy nawias zastepujemy przez najwyzej 2|Q| nawiaséw o potowe kréotszych, maja-
cych jednoelementowe zbiory (obojetnie czy nasz nawias odpowiada pojedynczemu wierzchotkowi
drzewa rozkladu, czy ciagowi braci tego drzewa). W kazdym momencie eliminujemy zbedne na-
wiasy, zgodnie z powyzsza regula, dzieki czemu przetworzymy co najwyzej O(|Q|?|t|) nawiasow.
Zatem czas dzialania tego algorytmu jest taki jak zadeklarowalismy: O(|Q|?>(|t| + h -|S])).

Pozostaje pytanie, czy dla kazdego stowa i automatu istnieje jednorodne drzewo rozktadu o
stalej glebokosci (tj. niezaleznej od dtugosci stowa). Okazuje sig, ze tak; moéwi o tym twierdzenie
udowodnione przez I. Simona [Sim90]. T. Colcombet [Col07b] podal algorytm obliczajacy to
drzewo w czasie liniowym ze wzgledu na n. Nalezy jednak zwréci¢ uwage, iz zaréwno wysoko§é
takiego drzewa, jak i czas potrzebny do jego obliczenia, jest wykladniczy ze wzgledu na |Q].
(Konkretnie, cytowane twierdzenia méwia o ogélniejszej sytuacji, gdy zamiast zbioru relacji Rg



mamy dowolny monoid. Wysokos§¢ drzewa jest liniowa ze wzgledu na rozmiar monoidu, lecz
niestety liczba relacji binarnych nad @ jest wykladnicza.)

Powyzsze rozwazania mozna uog6lni¢ do sytuacji, gdy mamy do czynienia z dowolnym drzewem
zamiast ze stowem. Nie jest to jednak natychmiastowe. Jednorodne drzewa rozkladu nalezy
konstruowaé¢ wzdluz kazdej $ciezki drzewa od korzenia do lici. Aby jednak rozwiazanie mialo
ztozonos¢ liniowa wzgledem rozmiaru drzewa (a nie wzgledem sumy dlugosci wszystkich $ciezek od
korzenia do lisci), czesé drzew rozktadu nad wspolna czescia dwoch $ciezek powinna by¢é taka sama
(w odpowiednio rozumianym sensie). Przy oryginalnej definicji jednorodnego drzewa rozktadu
tak jednak nie musi byé: mozna przyklad stéw rézniagcych sie tylko ostatnia litera, dla ktorych
jednorodne drzewa rozkladu musza rézni¢ sie juz przy poczatku stowa. Trudno$é¢ ta nie wystepuje,
jesli zastosujemy ostabiong wersje definicji jednorodnego drzewa rozktadu, zaproponowana przez
T. Colcombeta [Col07a| jego drzewa rozkladu mozna generowaé¢ w sposéb deterministyczny: czesé
drzewa dla prefiksu stowa zalezy tylko od tego prefiksu. Rozwiazanie takie zostalo uzyte w pracy
[BP08] i daje druga czes¢ Twierdzenia 1. W przedstawianej rozprawie druga cze$é Twierdzenia 1
dowodzimy nieco innymi metodami, korzystajacymi z automatéw deterministycznych.

8 Szybka konstrukcja drzew rozkladu

Wiadomo, ze dla pewnych stéw jednorodne drzewo rozkladu musi mie¢ wysokos§é przynajmniej
taka jak rozmiar monoidu (czyli w naszym przypadku 2|Q|2). Czy to jednak stoi na przeszkodzie
temu, aby je szybciej oblicza¢? Rozmiar drzewa rozkladu nie jest fundamentalng przeszkoda,
gdyz drzewo rozkladu ma zawsze co najwyzej 2n wierzchotkow (gdzie n jest dlugoscia stowa),
niezaleznie od tego, jaka ma wysokos¢. W przedstawianej rozprawie udowodnione zostato, ze w
przypadku monoidu relacji binarnych nad zbiorem @ jednorodne drzewo rozktadu mozna obliczy¢
w czasie O(|Q|>n); zatem zalezno$é od |Q| jest wielomianowa, a nie wykladnicza. Konstrukcja
opiera sie na wczesniejszym dowodzie (algorytmie) z pracy T. Colcombeta. Analizujemy jednak
doktadnie jakie operacje na elementach monoidu muszg byé¢ wykonywane i pokazujemy, ze mozna
je wykonywaé¢ w czasie wielomianowym od |Q)|.

Pozostaje pytanie, czy jesli mamy jednorodne drzewo rozktadu wysokosci wyktadniczej od |Q)|,
to czy mozemy ewaluowaé¢ wartosci podstow w czasie wielomianowym od |@Q|. Okazuje sie, ze
tak. Wystarczy do drzewa rozktadu dodaé tak zwane wskazniki przyspieszajace. Dla dowolnego
wierzchotka x w drzewie rozkladu i dowolnego k£ bedacego potega dwojki, pamietamy wskaznik
do wierzcholka y (przodka x), ktéry lezy o k poziomow wyzej w drzewie rozkladu niz z. Dodat-
kowo, jesli wierzchotkowi x odpowiada podstowo w,, a wierzchotkowi y podstowo w,, wraz z tym
wskaznikiem pamieta¢ bedziemy wartos¢ prefiksu wy, ktory jest przed w,, oraz wartos¢ sufiksu
wy, ktory jest po w,. Zauwazmy, ze wskaznikéw tych jest tyle co wierzchotkow drzewa rozktadu
(czyli < 2n) razy logarytm z wysokosci drzewa (ktory jest rzedu |Q|?). Zatem mozemy w czasie
O(|Q|>n) znalez¢ wszystkie te wskazniki i warto$ci odpowiadajacych im podstow, sktadajac po
prostu dluzsze wskazniki z dwoch o potowe krotszych.

Gdy juz mamy powyzsza strukture wskaznikows, to dowolne podstowo a;a;+1 ...a; mozemy
podzieli¢ na co najwyzej O(logh) = O(|Q]?) (gdzie h to wysokosé¢ drzewa) podstéw odpowiada-
jacych badz to ciagowi braci, badz wskaznikom z naszej struktury. Po prostu uzywamy naszych
wskaznikéw przyspieszajacych, aby szybko dotrzeé¢ do najnizszego wspoélnego przodka wierzchol-
kéw odpowiadajacych pierwszej i ostatniej literze a; i a;. Nastepnie, jak poprzednio, sktadamy
zapamietane wartosci dla tych podstow. Okazuje sie, ze réwniez problem dystrybucji nawiasow
mozna rozwigza¢ w czasie O(|Q|°n), korzystajac z wtaénie opisanej struktury wskaznikow przy-
spieszajacych.

Niestety szybki algorytm konstrukcji jednorodnych drzew rozktadu dziata tylko dla stow—nie
da sie go uogoélni¢ do przypadku dowolnych drzew. Dlatego algorytm wyliczania zapytan XPath,
o ktérym mowa w trzeciej czesci Twierdzenia 1, ma zlozonosé zalezna od wysokosci drzewa. Po
prostu kodujemy dowolne drzewo w stowie, zapisujac w etykietach strukture drzewa. Kodowanie
takie moze by¢ odczytane za pomoca Regular XPath w nastepujacym sensie: dla dowolnego
zapytania ¢ mozna wyznaczy¢ zapytanie @.,. takie, ze zbiér wierzchotkéw wybieranych przez



¢ w oryginalnym drzewie ¢ mozna odtworzy¢ ze zbioru wierzchotkéw wybieranych przez wep. w
kodowaniu drzewa ¢ w stowie. Rozmiar nowego zapytania zalezy jednak (liniowo) od glebokosci
drzewa.

9 Algorytm dla zapytan z fragmentu FOXPath

Przejdzmy teraz do omodwienia czwartej czeSci Twierdzenia 1. W czesci tej mamy na wejsciu
zapytanie z fragmentu XPath, czyli wyrazenia Sciezkowe znajdujace sie w nim nie uzywaja gwiazdki
Kleene’a. Powoduje to, iz etykietowanie drzewa, ktére mamy na wejéciu do problemoéw szybkiej
ewaluacji §ciezek oraz dystrybucji $ciezek, nie jest dowolne, lecz jest pewnej szczegolnej postaci.
Dla uproszczenia przedstawimy ograniczenie na etykietowanie drzewa tylko w przypadku gdy kazdy
wierzcholek drzewa ma co najwyzej jednego syna (czyli drzewo jest stowem). Zakladamy, ze na
elementach @ istnieje porzadek liniowy < taki, ze relacje bedace etykietami drzewa zawieraja tylko
pary (p, q) dla p < ¢. Ponadto, kazda para (g, q) wystepuje albo w etykietach wszystkich krawedzi,
albo nie wystepuje w ogdle.

Mozna na to zalozenie spojrzeé z innej strony. Rozwazmy wyrazenie regularne r, w ktérym
gwiazdka Kleene’a jest nieuzywana, moze wystapi¢ jedynie A*, gdzie A jest alfabetem wej$ciowym.
Przettumaczmy to wyrazenie na automat 4. Wéwczas istnieje porzadek liniowy < na stanach tego
automatu taki, iz przejscia ze stanu p do stanu ¢ bedg istnialy tylko dla p < q. Ponadto jesli jest
przejscie z ¢ do ¢ (dla pewnego q), to odpowiada ono podwyrazeniu A*, wiec przejscie z ¢ do
q jest mozliwe po kazdej literze. Przypusémy, ze nasze drzewo powstalo z dowolnego drzewa,
poprzez zastapienie etykiet przez relacje przejscia automatu A przy wezytywaniu tych etykiet (jak
w Rozdziale 5). Dostajemy w ten sposob dokladnie drzewa spelniajace powyzszy warunek.

W jaki sposéb mozemy szybko obliczyé¢ warto$¢ dowolnego podstowa stowa w = aqas...a,7
Najpierw, dla kazdego i oraz elementéw p,q € @ obliczmy i zapamietajmy pierwsze j takie, ze
(p,q) € a;oa;t10---oaj (lub informacje, iz takie j nie istnieje). Mozna to zrobi¢ idac od prawej
do lewej: liczac wynik dla i korzystamy z wyniku dla ¢ 4+ 1. Po prostu: jesli (p,q) € a; to bierzemy
j =14, w przeciwnym wypadku bierzemy najmniejsze j takie, ze (r,q) € a;41 0 ai42 0 --- 0 aj,
uwzgledniajac wszystkie r € @ takie, ze (p,7) € a;. Oznaczmy ponadto przez Qoop zbior tych
elementow g € Q, 7e para (g, q) wystepuje we wszystkich relacjach a; (zgodnie z naszym zalozeniem
o etykietowaniu kazda para (g, ¢) albo wystepuje we wszystkich relacjach albo w zadnej).

Niech teraz dane bedzie pewne podstowo axagi1...a; (tzn. dostajemy tylko indeksy k& i [).
Przypus$émy, ze chcemy sprawdzi¢, czy pewna para (p, q) nalezy do wartosci tego podstowa (tj. do
ztozenia relacji ag,apy1,...,a;). Swiadczy o tym ciag elementow p = Qr, Qrats Qrtos - - > Qel = G
takich, ze (¢;,qi+1) € a; dla kazdego i (kK < i < l). Kluczowa obserwacja jest taka, iz posrod
|Q]+1 ostatnich element6éw tego ciagu musi wystapi¢ powtorzenie, tzn. musi by¢ ¢; = gi+1 € Qioop;
wynika to z naszego zalozenia o etykietowaniu. Niech j bedzie najmniejsze takie, ze (p, q;) € ay o
ag10---oa;. Oczywiscie j < 4, bo i spelnia ten warunek. Mozemy zalozy¢, ze ¢; = qj41 = -+ = ¢,
gdyz para (q;, ¢;) wystepuje w kazdej relacji w naszym stowie.

Wystarczy zatem, korzystajac z naszej struktury, dla kazdego elementu r € Qo0p znalezé
najmniejsze j takie, ze (p,7) € ar © ag41 © - - 0 a;. Interesuje nas tylko sytuacja, gdy j < I. Jesli
J <1—Q|, to wiemy, ze (p,r) € ag © agq10---0a;_|g. Nastepnie ostatnie |Q| relacji sktadamy
jedna po drugiej. Postepujac w ten sposéb dostajemy warto$¢ podstowa agak41...a; w czasie
o(IQl).

Podobna obserwacja pozwala na szybka dystrybucje nawiasow. Otéz okazuje sie, iz dowolny
nawias mozna zamieni¢ na |Q|? nawiasow (z,y, {q.}, {qy}), W ktorych g, € Qjoop, 0raz na |Q| na-
wiasoéw dtugosci 1. Zalozmy teraz, ze mamy dwa nawiasy (z,y1,{¢z}, {qy}) oraz (x, 2, {¢. }, {ay}),
przy czym q, € Qioop- WOWczas krétszy z tych nawiasow mozna usungé, gdyz kazda para wy-
bierana przez krotszy nawias jest wybierana takze przez dituzszy nawias (gdyz para (gy,qy) jest
na pewno w warto$ci podstowa miedzy y; a y2). Dzieki tej obserwacji, dla kazdej pary zbioréow
(jednoelementowych) {¢,}, {qy}, przy czym q, € Qio0p, oraz kazdej pozycji « w slowie, wystarczy
trzyma¢ jeden, najdluzszy nawias o takich zbiorach i zaczynajacy sie na tej pozycji. Powoduje to,
ze liczba nawiasow, ktore bedziemy mieli od tej pory, jest ograniczona przez 2|Q|?n (gdyz liczba
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nawiasoéw dtugosci 1 majacych zbiory jednoelementowe tez jest ograniczona przez |Q|?n). Zatem
mozemy postepowac jak poprzednio: zaczynajac od najdtuzszych nawiaséw, kazdy nawias zastepu-
jemy przez najwyzej 2|Q| krotszych nawiaséw majacych jednoelementowe zbiory. Odcinamy przy
tym jedna, pierwsza litere; powstaje wiec < |@| nowych nawiaséw dlugosci 1 oraz < |Q| nowych
nawiasoéw, w ktorych prawy zbior jest taki jak poprzednio, wiec zawiera si¢ W Qjoop- W kazdym
momencie eliminujemy zbedne nawiasy, zgodnie z powyzsza regula, dzieki czemu przetworzymy
co najwyzej O(]Q|?n) nawiaséw. Zatem czas dzialania tego algorytmu jest O(|Q[3n).

Uogolnienie tych algorytmoéw na drzewa prowadzi do czwartej wersji Twierdzenia 1, czyli algo-
rytmu ewaluujacego zapytania z fragmentu FOXPath w czasie O(|p[3[t]).
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