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1 Dokumenty XML

Przedstawiana rozprawa dotyczy szybkich algorytmów sªu»¡cych do przetwarzania dokumentów
XML. Format XML jest ostatnio bardzo popularnym sposobem zapisu danych. Dokument XML
to odpowiednio sformatowany tekst. Poni»ej znajduje si¦ przykªadowy dokument.

〈a〉
〈b〉abc〈/b〉
xyz
〈b at1 = ”01” at2 = ”0101”〉〈/b〉
〈/a〉

W dokumencie takim mo»emy wyró»ni¢ znaczniki. S¡ to fragmenty otoczone nawiasami trój-
k¡tnymi. Znaczniki zaczynaj¡ce od znaków 〈/, na przykªad 〈/a〉, nazywamy znacznikami zamy-

kaj¡cymi. Pozostaªe znaczniki to znaczniki otwieraj¡ce. Pierwsze sªowo pojawiaj¡ce si¦ wewn¡trz
nawiasów trójk¡tnych to etykieta znacznika (na przykªad etykiet¡ 〈b at1 = ”01” at2 = ”0101”〉
jest b). Znaczniki otwieraj¡ce i zamykaj¡ce wyst¦puj¡ zawsze w parach: znacznik otwieraj¡cy
otwiera element, a znacznik zamykaj¡cy o tej samej etykiecie go zamyka. Pary te musz¡ tworzy¢
poprawne nawiasowanie, czyli na przykªad napis 〈a〉〈b〉〈/a〉〈/b〉 nie jest dozwolony. Zatem doku-
ment XML mo»na rozumie¢ jako drzewo, nazywane drzewem dokumentu, którego wierzchoªkami
s¡ poszczególne elementy. Przykªadowo dla powy»szego dokumentu mamy korze« o etykiecie a,
maj¡cy dwóch synów o etykiecie b.

W dokumencie XMLmamy równie» tekst pisany poza znacznikami. Dla ka»dego maksymalnego
fragmentu tekstu mo»emy w drzewie umie±ci¢ odpowiadaj¡cy mu wierzchoªek. Wierzchoªki takie
oznaczymy specjaln¡ etykiet¡ text, nie wyst¦puj¡c¡ nigdzie indziej. Natomiast sam fragment
tekstu nazwiemy warto±ci¡ (lub dan¡) wyst¦puj¡c¡ w danym wierzchoªku.

Trzecim rodzajem wierzchoªków b¦d¡ atrybuty. Przykªadowo, wyst¦puj¡cy w powy»szym do-
kumencie znacznik 〈b at1 = ”01” at2 = ”0101”〉 ma dwa atrybuty, maj¡ one etykiety at1 i at2
oraz warto±ci odpowiednio 01 i 0101. Atrybuty mog¡ wyst¦powa¢ wyª¡cznie wewn¡trz znaczni-
ków otwieraj¡cych. Wierzchoªki odpowiadaj¡ce atrybutom równie» umieszczamy w drzewie doku-
mentu. Aby odró»ni¢ atrybuty od elementów, ich etykiety w drzewie poprzedzimy znakiem @.

Drzewo odpowiadaj¡ce naszemu przykªadowemu dokumentowi znajduje si¦ na poni»szym ry-
sunku.
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Rysunek 1. Drzewo reprezentuj¡ce przykªadowy dokument XML

2 Zapytania XPath

Wa»nym zagadnieniem jest odnajdywanie w dokumentach XML danych, które speªniaj¡ zadane
kryteria. Cz¦sto korzysta si¦ przy tym z j¦zyka XPath, sªu»¡cego do zapisywania zapyta«. Problem
algorytmiczny rozwa»any w rozprawie jest nast¦puj¡cy: dane jest zapytanie XPath oraz dokument
XML, nale»y znale¹¢ wszystkie wierzchoªki drzewa dokumentu speªniaj¡ce to zapytanie.

W XPath mamy dwa rodzaje zapyta«: zapytania unarne (nazywane te» predykatami lub �l-
trami) oraz zapytania binarne (nazywane te» wyra»eniami ±cie»kowymi). Podstawowy rodzaj
zapyta« to zapytania unarne; wyra»enia ±cie»kowe maj¡ raczej charakter pomocniczy, s¡ u»ywane
wewn¡trz zapyta« unarnych. Zapytanie unarne dla ustalonego drzewa dokumentu wyznacza zbiór
jego wierzchoªków. Innymi sªowy, przy ustalonym drzewie i jego wierzchoªku mo»emy pyta¢, czy
zapytanie jest prawdziwe w tym wierzchoªku, czy nie. Typowe zapytanie unarne to a; sprawdza
ono, czy etykieta wierzchoªka to a (równowa»nie: zwraca wszystkie wierzchoªki o etykiecie a). Z ko-
lei wyra»enie ±cie»kowe dla ustalonego drzewa dokumentu wyznacza zbiór par wierzchoªków (x, y).
Innymi sªowy, przy ustalonym drzewie i wierzchoªku x drzewa mo»emy pyta¢, jakie wierzchoªki
y s¡ z niego osi¡galne za pomoc¡ tego wyra»enia ±cie»kowego. Intuicyjnie, wyra»enie ±cie»kowe
opisuje ±cie»k¦ mi¦dzy wierzchoªkiem x a wierzchoªkiem y (niekoniecznie najkrótsz¡). Typowe
wyra»enie ±cie»kowe to parent/child; wyznacza ono takie pary (x, y), »e z x mo»na doj±¢ do y
id¡c najpierw do ojca, a nast¦pnie do dziecka (zatem x jest bratem y lub x = y). W zapytaniach
unarnych mo»emy zagnie»d»a¢ wyra»enia ±cie»kowe i odwrotnie. Przykªadem zapytania unarnego
mo»e by¢ child[b]. Wyznacza ono te wierzchoªki, których syn ma etykiet¦ b. U»ywana przez nas
de�nicja j¦zyka XPath znajduje si¦ w Rozdziale 1.2.2 przedstawianej rozprawy.

Zauwa»my, »e wszystkie przykªadowe zapytania zaprezentowane do tej pory nie odwoªuj¡ si¦ w
ogóle do danych, sprawdzaj¡ jedynie struktur¦ drzewa i etykiety wierzchoªków. Fragment j¦zyka
XPath, który zawiera tylko takie zapytania, nazywany jest CoreXPath.

Zwykle zakªada si¦, »e etykiety znaczników oraz nazwy atrybutów (w przeciwie«stwie do da-
nych tekstowych czy warto±ci atrybutów) pochodz¡ z ustalonego, niewielkiego sko«czonego zbioru.
Zreszt¡ nawet bez tego zaªo»enia mo»emy uto»sami¢ ze sob¡ wszystkie nazwy, które nie s¡ u»yte
w zapytaniu, gdy» z punktu widzenia zapytania s¡ one nierozró»nialne. Mo»emy zatem my±le¢ o
drzewie dokumentu jako o drzewie etykietowanym elementami pewnego sko«czonego zbioru.

Z kolei zapytanie mo»emy przeksztaªci¢ do sko«czonego automatu na drzewach. Model au-
tomatu musi by¢ odpowiednio zaadoptowany do sytuacji, gdy» standardowo automat sko«czony
akceptuje lub odrzuca drzewo, podczas gdy my chcemy wyznacza¢ zbiór wierzchoªków drzewa.
Jedne z mo»liwych rozwi¡za« jest takie, »e rozszerzamy alfabet. Jeden z wierzchoªków drzewa
b¦dzie wyró»niony. Okazuje si¦, i» dla danego zapytania mo»emy skonstruowa¢ automat, który
zaakceptuje drzewo z jednym wierzchoªkiem wyró»nionym wtedy i tylko wtedy, gdy wierzchoªek
ten speªnia nasze zapytanie. Bardzo ªatwo, po prostu symuluj¡c automat, mo»emy w czasie li-
niowym wzgl¦dem rozmiaru drzewa sprawdzi¢, czy drzewo z zaznaczonym wierzchoªkiem b¦dzie
zaakceptowane, a zatem czy dany wierzchoªek speªnia nasze zapytanie. Okazuje si¦ jednak, »e
mo»emy znacznie wi¦cej: mo»emy w jednym przebiegu, w czasie liniowym wzgl¦dem rozmiaru
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drzewa, wyznaczy¢ od razu wszystkie wierzchoªki takie, »e je±li je zaznaczymy, to automat zaak-
ceptuje. Oznacza to, i» w czasie liniowym mo»emy wyznaczy¢ wszystkie wierzchoªki speªniaj¡ce
dane zapytanie. Trzeba jednak zastrzec, i» rozmiar automatu mo»e by¢ wykªadniczy wzgl¦dem
rozmiaru zapytania. Zatem dostajemy algorytm liniowy ze wzgl¦du na rozmiar dokumentu, lecz
wykªadniczy ze wzgl¦du na rozmiar zapytania. Automatowe techniki obliczania zapyta« s¡ opisane
w [Nev02].

Inne podej±cie do ewaluowania zapyta« XPath opiera si¦ na programowaniu dynamicznym.
Umo»liwia ono wyznaczenie wszystkich wierzchoªków drzewa speªniaj¡cych dane zapytanie w cza-
sie liniowym zarówno ze wzgl¦du na rozmiar dokumentu, jak i na rozmiar zapytania [GKP05]. Idea
jest bardzo prosta: dla ka»dego podwyra»enia wyznaczamy zbiór wierzchoªków, które speªniaj¡ to
podwyra»enie. Jest to mo»liwe wyª¡cznie dla podwyra»e«, które s¡ zapytaniami unarnymi, gdy»
liczba par speªniaj¡cych wyra»enia ±cie»kowe mo»e by¢ kwadratowa wzgl¦dem rozmiaru drzewa,
wi¦c obliczanie wszystkich takich par byªoby za wolne. Okazuje si¦ jednak, i» wystarczy dla
ka»dego x stwierdzi¢, czy istnieje y taki, »e (x, y) speªnia dane wyra»enie ±cie»kowe.

3 Rzeczywiste systemy korzystaj¡ce z XPath

Mimo i» opisany powy»ej algorytm zostaª opracowany ju» kilka lat temu, nie jest on u»ywany
w powszechnie u»ywanych programach komputerowych korzystaj¡cych z XPath. Ju» w [GKP02,
GKP05] pokazano, »e wyst¦puj¡ce w praktyce programy wyliczaj¡ce zapytania XPath dziaªaj¡
bardzo nieefektywnie. Konkretnie maj¡ one (przy pewnych zapytaniach) zªo»ono±¢ O(|t||ϕ|), gdzie
|t| to rozmiar dokumentu, a |ϕ| rozmiar zapytania. Jako »e eksperymenty przeprowadzone w tych
artykuªach s¡ ju» dosy¢ stare, powtarzamy je w niniejszej rozprawie, korzystaj¡c z najnowszych
wersji programów. Co do zasady wyniki naszych eksperymentów s¡ takie same.

Jak wygl¡da zapytanie, które powoduje taki czas dziaªania? Jest ono bardzo proste. Po prostu
sprawdzamy, czy istnieje syn, który ma ojca, który ma syna, który ma ojca, który ma syna...
Przykªadowe zapytanie o rozmiarze 4 w j¦zyku XPath wygl¡daªoby nast¦puj¡co:

child/parent/child/parent/child/parent/child/parent

W jaki sposób wygl¡da naiwne wyliczanie takiego wyra»enia. Po prostu rekurencyjnie próbujemy
i±¢ tak¡ ±cie»k¡, próbuj¡c ka»dy kolejny krok wykona¢ na wszystkie mo»liwe sposoby. Jednak
wszystkich mo»liwych ±cie»ek jest bardzo du»o mimo, »e wszystkie one prowadz¡ od wierzchoªka
do niego samego. Na tym przykªadzie widzimy tak»e, jak za pomoc¡ programowania dynamicz-
nego mo»naby ªatwo przyspieszy¢ wyliczanie wyra»enia. Po prostu dla ka»dego su�ksu naszego
wyra»enia ±cie»kowego obliczamy czy z dowolnego wierzchoªka x istnieje ±cie»ka pasuj¡ca do tego
su�ksu. �atwo wyliczy¢ to dla dªu»szego su�ksu korzystaj¡c z wyników dla krótszego su�ksu.

Nawiasem mówi¡c, analogiczne polecenie wydane w linii polece« Linuxa równie» powoduje
sprawdzanie wszystkich mo»liwo±ci i bardzo dªugi czas dziaªania. Chodzi o polecenie

ls */../*/../*/../*/..

Tutaj jednak jest to w jakim± stopniu usprawiedliwione, gdy» semantyka jest taka, i» za gwiazdki
nale»y powstawia¢ nazwy katalogów na wszystkie mo»liwe sposoby, a nast¦pnie przekaza¢ wszyst-
kie powstaªe w ten sposób napisy jako parametry do polecenia ls. Natomiast w przypadku j¦zyka
XPath przegl¡danie wszystkich mo»liwo±ci zupeªnie nie ma uzasadnienia, gdy» interesuje nas tylko,
czy mo»liwo±¢ przej±cia danym sposobem istnieje, czy nie istnieje.

Przeprowadzili±my testy trzech bibliotek. Byªy to: Xalan w wersji 2.7.1, Saxon w wersji 9.3.0.4
(HE) oraz libxml2 w wersji 2.6.31. S¡ to jedne z najbardziej popularnych obecnie systemów.
Wyniki testowania znajduj¡ si¦ w Rozdziale 1.3 przedstawianej rozprawy. Poni»ej przedstawiamy
jeden z wykresów.
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Rysunek 2. Czas dziaªania programu Xalan podczas testów (w sekundach), w zale»no±ci od roz-
miaru zapytania (o± X) oraz rozmiaru dokumentu (poszczególne linie reprezentuj¡ ró»ne rozmiary
dokumentu)

4 Zapytania odwoªuj¡ce si¦ do danych

Jak mo»na si¦ spodziewa¢, j¦zyk XPath pozwala tak»e na pisanie zapyta« odwoªuj¡cych si¦ do
danych (czyli fragmentów tekstu lub warto±ci atrybutów). Wa»ne jest przy tym, »e warto±ci te
mo»na porównywa¢ mi¦dzy sob¡. Przykªadowe zapytanie odwoªuj¡ce si¦ do danych to

child[@at1] = descendant/child[@at2].

Wybiera ono takie wierzchoªki x, które maj¡ dziecko y o etykiecie @at1 oraz maj¡ potomka
maj¡cego dziecko z o etykiecie @at2, przy czym warto±¢ danej w y i w z musz¡ by¢ takie same. Je±li
przypomnimy sobie, »e dzieci o etykietach zaczynaj¡cych si¦ od @ oznaczaj¡ atrybuty, mo»emy to
powiedzie¢ inaczej. Zapytanie to wybiera takie wierzchoªki x, które maj¡ potomka y takiego, »e
warto±¢ atrybutu @at1 w x oraz atrybutu @at2 w y s¡ takie same.

W przypadku takich zapyta« mo»na tak»e u»y¢ programowanie dynamicznego. Dostaje si¦
w ten sposób algorytmy wielomianowe (ale ju» nie liniowe) ze wzgl¦du na rozmiar dokumentu t,
jak i ze wzgl¦du na rozmiar zapytania ϕ. Najlepszy znany algorytm, dziaªaj¡cy dla dowolnych
zapyta« z XPath 1.0, ma zªo»ono±¢O(|ϕ|2|t|4) [GKP03] (patrz tak»e [GKP05]). Dla rozwa»anego w
przedstawianej rozprawie fragmentu FOXPath algorytm u»ywaj¡cy programowania dynamicznego
ma zªo»ono±¢ O(|ϕ||t|2).

Przedstawian¡ rozpraw¦, jak równie» artykuªy na których jest ona oparta: [BP08], [Par09],
[BP10] oraz [BP], mo»na uzna¢ za uogólnienie podej±cia automatowego do zapyta«, które odnosz¡
si¦ do warto±ci atrybutów i tekstu. Zgodnie z terminologi¡ stosowan¡ w [BK09], rozwa»any przez
nas fragment j¦zyka XPath nazywa si¦ FOXPath (aczkolwiek my nie uwzgl¦dniamy identy�kato-
rów wierzchoªków). Pierwszy algorytm dla tego fragmentu maj¡cy zªo»ono±¢ liniow¡ ze wzgl¦du
na rozmiar dokumentu podali±my w [BP08]. Staªa wyst¦puj¡ca przy czasie liniowym w tym al-
gorytmie byªa jednak wykªadnicza ze wzgl¦du na rozmiar zapytania. Z drugiej strony, algorytm
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ten obsªuguje tak»e rozszerzenie j¦zyka XPath, w którym mog¡ wyst¦powa¢ dowolne wyra»enie
regularne jako wyra»enia ±cie»kowe. B¦dziemy u»ywa¢ nazwy Regular XPath na to rozszerze-
nie j¦zyka XPath, w przeciwie«stwie do fragmentu FOXPath, w którym wyra»enia ±cie»kowe nie
mog¡ u»ywa¢ gwiazdki Kleene'a, co jest zgodne ze specy�kacj¡ j¦zyka XPath [CD99]. Algorytm
w [BP08] u»ywa metod algebraicznych, takich jak monoidy sko«czone oraz jednorodne drzewa
rozkªadu Simona. W rozprawie przedstawiamy nieco inny algorytm, maj¡cy t¡ sam¡ zªo»ono±¢,
lecz u»ywaj¡cy automatów deterministycznych zamiast monoidów.

Nast¦pnie, w [Par09], podali±my algorytm dziaªaj¡cy w czasie liniowym ze wzgl¦du na rozmiar
dokumentu i wielomianowym ze wzgl¦du na rozmiar zapytania. Ten algorytm korzysta z tego, »e
wyra»enia ±cie»kowe s¡ z FOXPath (w którym nie mo»na zapisa¢ dowolnych wyra»e« regularnych).
Zatem ten algorytm nie dziaªa dla zapyta« z Regular XPath, tylko z FOXPath.

Rozprawa opisuje tak»e trzeci, niepublikowany wcze±niej algorytm, który jest prostsz¡ wersj¡
algorytmów z [BP08] and [Par09]. Ma on zªo»ono±¢ O(|t| log |t|) ze wzgl¦du na rozmiar dokumentu
t, wielomianow¡ zªo»ono±¢ ze wzgl¦du na rozmiar zapytania i dziaªa dla caªego Regular XPath.
Prawdopodobnie spo±ród czterech przedstawianych algorytmów wªa±nie ten mo»e by¢ najbardziej
u»yteczny w praktyce. Jest ªatwiejszy do zrozumienia i zaimplementowania, co przypuszczalnie
rekompensuje dodatkowy czynnik log |t|.

Nast¦pnie, rozprawa opisuje algorytm zaprezentowany w [BP10], który dziaªa dla zapyta« z
Regular XPath w czasie liniowym ze wzgl¦du na rozmiar dokumentu i wielomianowym ze wzgl¦du
na rozmiar zapytania i wysoko±¢ dokumentu. Warto przy tym zwróci¢ uwag¦, »e typowy dokument
XML, nawet bardzo du»y, ma bardzo maª¡ wysoko±¢.

Te cztery algorytmy stanowi¡ gªówn¡ zawarto±¢ przedstawianej rozprawy. Podsumowuje to
poni»sze twierdzenie.

Twierdzenie 1

Niech t b¦dzie dokumentem XML, a ϕ zapytaniem z Regular XPath. Zbiór wierzchoªków t speª-
niaj¡cych ϕ mo»e by¢ obliczony w czasie

• O(|ϕ|3|t| log |t|), lub

• O(2O(|ϕ|)|t|), lub

• liniowym w |t|, wielomianowym w |ϕ| oraz w wysoko±ci t, lub

• gdy ϕ jest z FOXPath�w czasie O(|ϕ|3|t|).
Powy»sze twierdzenie mówi o obliczaniu zapyta« unarnych, wybieraj¡cych wierzchoªki. Jak

ju» wspomnieli±my, w XPath istniej¡ tak»e wyra»enia ±cie»kowe, wybieraj¡ce pary wierzchoªków.
Co do zasady, wyra»enia ±cie»kowe nie mog¡ by¢ obliczane w czasie liniowym ze wzgl¦du na roz-
miar dokumentu, gdy» czasami kwadratowo wiele par mo»e speªnia¢ takie zapytanie. Mo»liwe
jest jednak znajdowanie wyniku takiego zapytania w czasie liniowym ze wzgl¦du na sum¦: liczba
zwracanych par plus rozmiar dokumentu. Co wi¦cej, prezentujemy algorytmy dziaªaj¡ce na za-
sadzie tzw. staªego opó¹nienia: pierwsza para speªniaj¡ca α znajdowana jest w czasie liniowym
ze wzgl¦du na rozmiar dokumentu, a ka»da kolejna para w czasie staªym. Zatem, gdy kto± chce
znale¹¢ tylko jedn¡, dowoln¡ par¦ (lub co najwy»ej liniow¡ liczb¦ par), czas dziaªania jest liniowy
ze wzgl¦du na rozmiar dokumentu.

Twierdzenie 2

Niech t b¦dzie dokumentem XML, a α wyra»eniem ±cie»kowym z Regular XPath. Wszystkie pary

wierzchoªków t speªniaj¡ce α mog¡ by¢ obliczone, jedna po drugiej, w czasie

• pierwsza para: O(|α|3|t| log |t|), ka»da nast¦pna para: O(|α|3 log |t|), lub

• pierwsza para: O(2O(|α|)|t|), ka»da nast¦pna para: O(2O(|α|)), lub

• pierwsza para: liniowym w |t|, wielomianowym w |α| oraz w wysoko±ci t, ka»da nast¦pna

para: wielomianowym w |α| oraz w wysoko±ci t, lub

• gdy ϕ jest z FOXPath�pierwsza para: O(|α|3|t|), ka»da nast¦pna para: O(|α|3).
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5 Wa»ne podproblemy pojawiaj¡ce si¦ przy ewaluacji zapy-

ta« XPath

Podczas opracowywania algorytmu ewaluuj¡cego zapytania XPath kluczowe okazaªo si¦ rozwi¡-
zanie dwóch podproblemów, opisanych poni»ej. Redukcja problemu obliczania zapyta« XPath
(Twierdzenie 1) do tych problemów jest techniczne lecz nie bardzo trudne i jest opisane w Roz-
dziale 5 rozprawy. W obu podproblemach na wej±ciu dany jest pewien zbiór sko«czony Q (w
domy±le: zbiór stanów pewnego automatu sko«czonego). Oznaczmy zbiór relacji binarnych nad
Q przez RQ (tzn. elementy RQ to podzbiory Q × Q). Dane jest tak»e drzewo binarne t, którego
kraw¦dzie etykietowane s¡ elementami RQ. Dla danych dwóch wierzchoªków x, y drzewa t takich,
»e x jest przodkiem y, przez valt(x, y) oznaczmy zªo»enie wszystkich relacji b¦d¡cych etykietami
kraw¦dzi na ±cie»ce z x do y (w kolejno±ci, w której wyst¦puj¡ na tej ±cie»ce). Relacj¦ t¡ b¦dziemy
nazywa¢ warto±ci¡ ±cie»ki z x do y.

Pierwszy podproblem b¦dziemy nazywa¢ problemem szybkiej ewaluacji ±cie»ek. Pocz¡tkowo
mo»emy wykona¢ pewne (dowolne) obliczenia w czasie liniowym ze wzgl¦du na rozmiar t, lub
ewentualnie w czasie |t| log |t| (zakªadaj¡c, »e rozmiar Q jest staªy). Nast¦pnie mamy szybko
odpowiada¢ na zapytania nast¦puj¡cej postaci. Dostajemy dwa wierzchoªki x i y w t takie, »e
x jest przodkiem y, i mamy obliczy¢ valt(x, y). Odpowied¹ powinna zosta¢ udzielona w czasie
staªym�niezale»nym od rozmiaru drzewa t czy od dªugo±ci ±cie»ki z x do y, lub najwy»ej w czasie
O(log |t|).

Zobaczmy przykªadowe zastosowanie takiego problemu. Zaªó»my, »e dany jest automat sko«-
czony A na sªowach, o stanach Q, oraz drzewo t z etykietami na kraw¦dziach. Pocz¡tkowo mo»emy
wykona¢ pewne (dowolne) obliczenia w czasie liniowym ze wzgl¦du na rozmiar t. Nast¦pnie mamy
szybko odpowiada¢ na zapytania nast¦puj¡cej postaci. Dostajemy dwa wierzchoªki x i y w drzewie
i mamy szybko odpowiedzie¢, czy ±cie»ka z x do y (tzn. sªowo powstaªe przez odczytanie etykiet
na tej ±cie»ce) jest akceptowana przez A. Aby to rozwi¡za¢, mo»emy zamieni¢ ka»d¡ etykiet¦ a w
drzewie przez relacj¦ przej±cia stanów automatu A przy wczytywaniu tej litery. Wówczas, gdy x
jest przodkiem y, valt(x, y) to relacja przej±cia automatu przy odczytywaniu etykiet na ±cie»ce z x
do y. Na jej podstawie mo»emy natychmiast stwierdzi¢, czy A akceptuje tak¡ ±cie»k¦. Natomiast
valt(x, y) mo»emy obliczy¢ korzystaj¡c z problemu szybkiej ewaluacji ±cie»ek. Je±li x miaªby by¢
potomkiem y, mo»emy robi¢ tak samo, lecz w drzewie musimy zapisa¢ odwrotno±ci powy»szych
relacji; wówczas ich skªadanie odpowiada ruchowi automatu od potomka do przodka. W ogólno-
±ci, musimy znale¹¢ najbli»szego wspólnego przodka z wierzchoªków x i y (okazuje si¦, »e mo»na
to zrobi¢ w czasie staªym, po odpowiednim przygotowaniu drzewa), w jednym drzewie odczyta¢
relacj¦ przej±cia na ±cie»ce z x do z, w drugim relacj¦ przej±cia na ±cie»ce z z do y, a nast¦pnie
zªo»y¢.

Drugi wa»ny podproblem b¦dziemy nazywa¢ problemem dystrybucji tzw. nawiasów. Podobnie
jak poprzednio mamy drzewo t etykietowane relacjami nad Q. Nawiasem b¦dziemy nazywa¢
czwórk¦ (x, y,Qx, Qy), gdzie x jest przodkiem y w drzewie t, natomiast Qx i Qy s¡ podzbiorami
Q. Dla zbioru P ⊆ Q oraz relacji r nad Q b¦dziemy oznacza¢

P ◦ r = {q | (p, q) ∈ r, p ∈ P} oraz r ◦ P = {q | (q, p) ∈ r, p ∈ P}.

Powiemy, »e nawias wybiera par¦ (p, q) w wierzchoªku z, je±li z jest mi¦dzy x i y (by¢ mo»e jest
równy jednemu z nich) oraz p ∈ Qx ◦ valt(x, z) i q ∈ valt(z, y) ◦ Qy. W problemie dystrybucji
nawiasów dostajemy zbiór nawiasów S; naszym zadaniem jest wyznaczy¢ zbiór par wybieranych w
ka»dym wierzchoªku. Problem ten jest podobny do pewnego rodzaju zapyta« XPath. Gdyby±my
ka»dy nawias przetwarzali osobno, musieliby±my doda¢ jakie± pary we wszystkich wierzchoªkach
mi¦dzy x i y, wi¦c czas dziaªania musiaªby by¢ co najmniej O(|t| · |S|) (co zreszt¡ ªatwo uzyska¢).
My jednak chcemy rozwi¡za¢ ten problem w czasie O(|t|+ |S|) (lub co najwy»ej O(|t| log |t|+ |S|)).

Dla uproszczenia w poni»szym tek±cie b¦dziemy zakªada¢, »e w drzewie t ka»dy wierzchoªek
ma co najwy»ej jednego syna. Takie drzewo jest w istocie sªowem, oznaczmy je w = a1a2 . . . an;
wierzchoªki odpowiadaj¡ pozycjom mi¦dzy literami tego sªowa.
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6 Rozwi¡zanie liniowo-logarytmiczne

Przyjrzyjmy si¦ najpierw problemowi szybkiej ewaluacji ±cie»ek (w przypadku gdy drzewo jest
sªowem). Dosy¢ ªatwo mo»emy osi¡gn¡¢ czas dziaªania etapu przygotowuj¡cego O(|Q|3 · n) oraz
zapytania O(|Q|3 log n). Ustalmy zbiór Q oraz sªowo (drzewo) wej±ciowe w = a1a2 . . . an. Za-
uwa»my, »e je±li znane s¡ warto±ci dla dwóch podsªów u i v, to w czasie O(|Q|3) mo»na obliczy¢
warto±¢ dla ich konkatenacji uv: jest to po prostu zªo»enie warto±ci tych podsªów (tzn. valt(x, z) =
valt(x, y) ◦ valt(y, z)). B¦dziemy post¦powa¢ zgodnie ze strategi¡ �dziel i zwyci¦»aj�, w nast¦pu-
j¡cy sposób. Dla ka»dej pot¦gi dwójki k oraz dla ka»dego i (z odpowiedniego zakresu) obliczamy
warto±¢ dla podsªowa aikaik+1 . . . a(i+1)k−1. Dla podsªów skªadaj¡cych si¦ z pojedynczych liter
warto±¢ to po prostu relacja zapisana w jedynej literze. Dla dªu»szych sªów liczymy j¡ na podsta-
wie wyników dla sªów o poªow¦ krótszych, zatem caªo±¢ zajmuje czas O(|Q|3n). (Na marginesie
dodajmy, »e gdy t jest dowolnym drzewem binarnym, konstrukcja analogicznej struktury danych
zajmuje nieco wi¦kszy czas O(|Q|3|t| log |t|)).

Rozwa»my teraz etap odpowiedzi na zapytanie o warto±¢ podsªowa: rozwa»my dwa indeksy i,
j. Podsªowo aiai+1 . . . aj mo»emy podzieli¢ na O(log n) podsªów b¦d¡cych w naszej strukturze,
dla których warto±¢ jest obliczona i zapami¦tana. Wystarczy wi¦c zªo»y¢ te zapami¦tane warto±ci,
aby uzyska¢ warto±¢ caªego podsªowa. Zajmuje to czas O(|Q|3 log n).

Przejd¹my teraz do problemu dystrybucji nawiasów. Wa»ne tutaj b¦dzie, »e ka»dy nawias
mo»na podzieli¢ na dwa krótsze. Konkretnie, dla dowolnego nawiasu (x, y,Qx, Qy) mo»emy rów-
nowa»nie rozpatrywa¢ dwa nawiasy

(x, z,Qx, valt(z, y) ◦Qy) oraz (z, y,Qx ◦ valt(x, z), Qy)

dla dowolnego wierzchoªka z mi¦dzy x a y. Chodzi o to, i» dowolna para (p, q) b¦dzie wybrana przez
oryginalny nawias w pewnym wierzchoªku z, wtedy i tylko wtedy, gdy b¦dzie wybrana przez jeden z
nowych nawiasów. Zgodnie z t¡ zasad¡, post¦puj¡c podobnie jak powy»ej, dowolny nawias mo»na
podzieli¢ na maksymalnie 2 · log n nawiasów odpowiadaj¡cych podsªowom dla których wcze±niej
stablicowali±my warto±ci (czyli podsªowom aikaik+1 . . . a(i+1)k−1 w których k jest pot¦g¡ dwójki).
Ka»dy nawias z S mo»na w ten sposób rozbi¢ w czasie O(|Q|2 log n).

Ponadto ka»dy nawias mo»na rozbi¢ na |Qx| · |Qy| nawiasów mi¦dzy tymi samymi wierzchoª-
kami, w których zbiory s¡ jednoelementowe. Konkretnie, bierzemy nawiasy (x, y, {p}, {q}) dla
wszystkich p ∈ Qx, q ∈ Qy. Post¦pujemy w ten sposób dla wszystkich posiadanych obecnie na-
wiasów. Nast¦pnie, rozpoczynaj¡c od najdªu»szych nawiasów, rozdzielamy ka»dy nawias na dwa
o poªow¦ krótsze, a te z kolei na nawiasy, w których zbiory s¡ jednoelementowe (czyli w sumie z
jednego nawiasu dostajemy nie wi¦cej ni» 2|Q| nawiasów). Wszystkie nawiasy, które dostajemy
w krokach po±rednich, odpowiadaj¡ podsªowom aikaik+1 . . . a(i+1)k−1, w których k jest pot¦g¡
dwójki, oraz maj¡ jednoelementowe zbiory. Takich podsªów jest tylko 2n, zatem nawiasów prze-
tworzymy w sumie co najwy»ej 2|Q|2n, gdy» dla ka»dego podsªowa jest co najwy»ej |Q|2 ró»nych
nawiasów maj¡cych jednoelementowe zbiory. Wa»ne jest, »e ka»dy nawias przetwarzamy tylko raz
(tzn. eliminujemy nawiasy, które otrzymali±my wielokrotnie). Jeden nawias mo»emy przetworzy¢
w czasie O(|Q|), zatem czas po czasie O(|Q|3n) dostaniemy tylko nawiasy dªugo±ci 1. Z takich na-
wiasów mo»emy ªatwo odzyska¢ wybierane pary, gdy» mog¡ by¢ one wybrane tylko w jednym b¡d¹
drugim ko«cu nawiasu. Podsumowuj¡c, czas dziaªania tego algorytmu to O(|Q|3(|t|+ |S| log |t|)).

Uogólnienie powy»szego rozwi¡zania tych dwóch problemów na drzewa daje dowód pierwszego
wariantu Twierdzenia 1.

7 Rozwi¡zanie w czasie liniowym, drzewa rozkªadu

Wró¢my do problemu szybkiej ewaluacji ±cie»ek, w przypadku gdy drzewo jest sªowem. Poprzed-
nio ewaluowali±my warto±¢ ±cie»ki (podsªowa) w czasie logarytmicznym. Okazuje si¦ jednak, i»
istnieje struktura danych, przy której warto±¢ podsªowa mo»na uzyska¢ w czasie niezale»nym od
n. Struktura ta bazuje na jednorodnych drzewach rozkªadu. Drzewo rozkªadu to drzewo, któ-
rego wierzchoªki odpowiadaj¡ podsªowom, dzieci wierzchoªka wyznaczaj¡ podziaª jego podsªowa
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na krótsze podsªowa, a w li±ciach mamy podsªowa jednoliterowe. Rozwi¡zanie przedstawione po-
wy»ej de facto u»ywa takiego drzewa rozkªadu. Ka»dy wierzchoªek tego drzewa ma dwóch synów,
a caªe drzewo ma gª¦boko±¢ O(log n).

W celu stworzenia algorytmu o czasie dziaªania niezale»nym od n, chcemy mie¢ do dyspozycji
drzewo rozkªadu o staªej (niezale»nej od n) gª¦boko±ci. Aby to byªo mo»liwe, musimy dozwoli¢
na istnienie w nim wierzchoªków maj¡cych dowolnie wiele dzieci. Niezb¦dny jest jednak warunek
jednorodno±ci. Rozwa»my pewien wierzchoªek (drzewa rozkªadu) x oraz jego dzieci x1, x2, . . . , xk.
Odpowiadaj¡ one pewnym podsªowom w1, w2, . . . , wk naszego sªowa. Powiemy, »e wierzchoªek x
jest jednorodny, je±li dla ka»dych indeksów i ≤ j warto±¢ podsªowa wiwi+1 . . . wj jest taka sama.
Powiemy, »e drzewo rozkªadu jest jednorodne, je±li ka»dy jego wierzchoªek maj¡cy przynajmniej
trzech synów jest jednorodny. Zauwa»my, »e nie wymagamy nic w przypadku wierzchoªków maj¡-
cych dwóch dzieci, zatem binarne drzewo rozkªadu zawsze jest jednorodne (przeciwnie: gdyby±my
wymagali jednorodno±ci od wszystkich wierzchoªków, to warto±¢ ka»dego podsªowa musiaªaby by¢
taka sama, wi¦c wi¦kszo±¢ sªów nie miaªaby »adnego drzewa rozkªadu).

Zaªó»my, »e mamy (dla pewnego sªowa w = a1a2 . . . an) jednorodne drzewo rozkªadu pewnej
gª¦boko±ci h. Zauwa»my, »e ma ono co najwy»ej 2n wierzchoªków. Zatem w czasie liniowym
(konkretnie O(|Q|3n)) mo»emy w ka»dym wierzchoªku obliczy¢ warto±¢ podsªowa odpowiadaj¡cego
temu wierzchoªkowi, id¡c po prostu od li±ci do korzenia. Co wa»niejsze, mo»emy nast¦pnie w czasie
O(|Q|3h) obliczy¢ warto±¢ dowolnego podsªowa aiai+1 . . . aj . Jest tak dlatego, »e ka»de podsªowo
mo»emy podzieli¢ na co najwy»ej 2h podsªów, z których ka»de odpowiada pewnemu ci¡gowi braci
z drzewa (ale nie ka»de odpowiada pojedynczemu wierzchoªkowi drzewa�to byªoby niemo»liwe).
Natomiast dla ka»dego ci¡gu braci, zgodnie z de�nicj¡ jednorodno±ci, warto±¢ jest taka sama jak
dla jednego z nich, czyli jest zapami¦tana w drzewie.

Równie» problem dystrybucji nawiasów mo»na rozwi¡za¢ korzystaj¡c z jednorodnego drzewa
rozkªadu o gª¦boko±ci h w czasie O(|Q|3(|t|+h·|S|)). Pierwszy krok jest taki sam jak w rozwi¡zaniu
liniowo-logarytmicznym: ka»dy nawias zamieniamy na co najwy»ej 2h nawiasów, z których ka»dy
odpowiada pewnemu ci¡gowi braci z drzewa rozkªadu (±ci±lej: podsªowo mi¦dzy pocz¡tkiem a
ko«cem nawiasu odpowiada pewnemu ci¡gowi braci z drzewa rozkªadu). Ka»dy nawias z S mo»na
w ten sposób rozbi¢ w czasie O(|Q|2 · h). Nast¦pnie ka»dy z otrzymanych nawiasów zast¦pujemy
przez nawiasy, w których zbiory s¡ jednoelementowe.

Teraz pojawia si¦ nowa trudno±¢, której nie byªo w rozwi¡zaniu liniowo-logarytmicznym: mu-
simy wyeliminowa¢ tak»e nawiasy odpowiadaj¡ce ci¡gom braci drzewa rozkªadu (a nie tylko poje-
dynczym wierzchoªkom drzewa rozkªadu). Otó» dzi¦ki jednorodno±ci okazuje si¦, »e je±li mamy dwa
nawiasy (x1, y1, Qx, Qy) oraz (x2, y2, Qx, Qy) (maj¡ce te samych zbiory) odpowiadaj¡ce ci¡gom sy-
nów tego samego wierzchoªka drzewa rozkªadu, oraz x2 i y2 s¡ pomi¦dzy x1 i y1, to drugi, krótszy,
nawias mo»na usun¡¢ (dodaj¡c jeszcze pewne nawiasy odpowiadaj¡ce pojedynczym wierzchoªkom
drzewa rozkªadu, blisko pocz¡tku i ko«ca drugiego nawiasu); (prawie) wszystkie pary wybierane
przez krótszy nawias s¡ tak»e wybierane przez dªu»szy nawias. Szczegóªy tutaj pomijamy; obser-
wacja ta jest opisana przez Lemat 4.8 w rozprawie. Wa»ne jest jednak, »e dzi¦ki tej obserwacji, dla
ka»dej pary zbiorów (jednoelementowych) Qx, Qy, oraz ka»dej pozycji y w sªowie, wystarczy trzy-
ma¢ jeden, najdªu»szy nawias o takich zbiorach i ko«cz¡cy si¦ na tej pozycji. Powoduje to, »e liczba
nawiasów, które b¦dziemy mieli od tej pory, jest ograniczona przez liczb¦ wierzchoªków drzewa
rozkªadu, razy |Q|2. Zatem mo»emy post¦powa¢ jak poprzednio: zaczynaj¡c od najdªu»szych
nawiasów, ka»dy nawias zast¦pujemy przez najwy»ej 2|Q| nawiasów o poªow¦ krótszych, maj¡-
cych jednoelementowe zbiory (oboj¦tnie czy nasz nawias odpowiada pojedynczemu wierzchoªkowi
drzewa rozkªadu, czy ci¡gowi braci tego drzewa). W ka»dym momencie eliminujemy zb¦dne na-
wiasy, zgodnie z powy»sz¡ reguª¡, dzi¦ki czemu przetworzymy co najwy»ej O(|Q|2|t|) nawiasów.
Zatem czas dziaªania tego algorytmu jest taki jak zadeklarowali±my: O(|Q|3(|t|+ h · |S|)).

Pozostaje pytanie, czy dla ka»dego sªowa i automatu istnieje jednorodne drzewo rozkªadu o
staªej gª¦boko±ci (tj. niezale»nej od dªugo±ci sªowa). Okazuje si¦, »e tak; mówi o tym twierdzenie
udowodnione przez I. Simona [Sim90]. T. Colcombet [Col07b] podaª algorytm obliczaj¡cy to
drzewo w czasie liniowym ze wzgl¦du na n. Nale»y jednak zwróci¢ uwag¦, i» zarówno wysoko±¢
takiego drzewa, jak i czas potrzebny do jego obliczenia, jest wykªadniczy ze wzgl¦du na |Q|.
(Konkretnie, cytowane twierdzenia mówi¡ o ogólniejszej sytuacji, gdy zamiast zbioru relacji RQ
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mamy dowolny monoid. Wysoko±¢ drzewa jest liniowa ze wzgl¦du na rozmiar monoidu, lecz
niestety liczba relacji binarnych nad Q jest wykªadnicza.)

Powy»sze rozwa»ania mo»na uogólni¢ do sytuacji, gdy mamy do czynienia z dowolnym drzewem
zamiast ze sªowem. Nie jest to jednak natychmiastowe. Jednorodne drzewa rozkªadu nale»y
konstruowa¢ wzdªu» ka»dej ±cie»ki drzewa od korzenia do li±ci. Aby jednak rozwi¡zanie miaªo
zªo»ono±¢ liniow¡ wzgl¦dem rozmiaru drzewa (a nie wzgl¦dem sumy dªugo±ci wszystkich ±cie»ek od
korzenia do li±ci), cz¦±¢ drzew rozkªadu nad wspóln¡ cz¦±ci¡ dwóch ±cie»ek powinna by¢ taka sama
(w odpowiednio rozumianym sensie). Przy oryginalnej de�nicji jednorodnego drzewa rozkªadu
tak jednak nie musi by¢: mo»na przykªad sªów ró»ni¡cych si¦ tylko ostatni¡ liter¡, dla których
jednorodne drzewa rozkªadu musz¡ ró»ni¢ si¦ ju» przy pocz¡tku sªowa. Trudno±¢ ta nie wyst¦puje,
je±li zastosujemy osªabion¡ wersj¦ de�nicji jednorodnego drzewa rozkªadu, zaproponowan¡ przez
T. Colcombeta [Col07a] jego drzewa rozkªadu mo»na generowa¢ w sposób deterministyczny: cz¦±¢
drzewa dla pre�ksu sªowa zale»y tylko od tego pre�ksu. Rozwi¡zanie takie zostaªo u»yte w pracy
[BP08] i daje drug¡ cz¦±¢ Twierdzenia 1. W przedstawianej rozprawie drug¡ cz¦±¢ Twierdzenia 1
dowodzimy nieco innymi metodami, korzystaj¡cymi z automatów deterministycznych.

8 Szybka konstrukcja drzew rozkªadu

Wiadomo, »e dla pewnych sªów jednorodne drzewo rozkªadu musi mie¢ wysoko±¢ przynajmniej
tak¡ jak rozmiar monoidu (czyli w naszym przypadku 2|Q|

2
). Czy to jednak stoi na przeszkodzie

temu, aby je szybciej oblicza¢? Rozmiar drzewa rozkªadu nie jest fundamentaln¡ przeszkod¡,
gdy» drzewo rozkªadu ma zawsze co najwy»ej 2n wierzchoªków (gdzie n jest dªugo±ci¡ sªowa),
niezale»nie od tego, jak¡ ma wysoko±¢. W przedstawianej rozprawie udowodnione zostaªo, »e w
przypadku monoidu relacji binarnych nad zbiorem Q jednorodne drzewo rozkªadu mo»na obliczy¢
w czasie O(|Q|3n); zatem zale»no±¢ od |Q| jest wielomianowa, a nie wykªadnicza. Konstrukcja
opiera si¦ na wcze±niejszym dowodzie (algorytmie) z pracy T. Colcombeta. Analizujemy jednak
dokªadnie jakie operacje na elementach monoidu musz¡ by¢ wykonywane i pokazujemy, »e mo»na
je wykonywa¢ w czasie wielomianowym od |Q|.

Pozostaje pytanie, czy je±li mamy jednorodne drzewo rozkªadu wysoko±ci wykªadniczej od |Q|,
to czy mo»emy ewaluowa¢ warto±ci podsªów w czasie wielomianowym od |Q|. Okazuje si¦, »e
tak. Wystarczy do drzewa rozkªadu doda¢ tak zwane wska¹niki przyspieszaj¡ce. Dla dowolnego
wierzchoªka x w drzewie rozkªadu i dowolnego k b¦d¡cego pot¦g¡ dwójki, pami¦tamy wska¹nik
do wierzchoªka y (przodka x), który le»y o k poziomów wy»ej w drzewie rozkªadu ni» x. Dodat-
kowo, je±li wierzchoªkowi x odpowiada podsªowo wx, a wierzchoªkowi y podsªowo wy, wraz z tym
wska¹nikiem pami¦ta¢ b¦dziemy warto±¢ pre�ksu wy, który jest przed wx, oraz warto±¢ su�ksu
wy, który jest po wx. Zauwa»my, »e wska¹ników tych jest tyle co wierzchoªków drzewa rozkªadu
(czyli ≤ 2n) razy logarytm z wysoko±ci drzewa (który jest rz¦du |Q|2). Zatem mo»emy w czasie
O(|Q|5n) znale¹¢ wszystkie te wska¹niki i warto±ci odpowiadaj¡cych im podsªów, skªadaj¡c po
prostu dªu»sze wska¹niki z dwóch o poªow¦ krótszych.

Gdy ju» mamy powy»sz¡ struktur¦ wska¹nikow¡, to dowolne podsªowo aiai+1 . . . aj mo»emy
podzieli¢ na co najwy»ej O(log h) = O(|Q|2) (gdzie h to wysoko±¢ drzewa) podsªów odpowiada-
j¡cych b¡d¹ to ci¡gowi braci, b¡d¹ wska¹nikom z naszej struktury. Po prostu u»ywamy naszych
wska¹ników przyspieszaj¡cych, aby szybko dotrze¢ do najni»szego wspólnego przodka wierzchoª-
ków odpowiadaj¡cych pierwszej i ostatniej literze ai i aj . Nast¦pnie, jak poprzednio, skªadamy
zapami¦tane warto±ci dla tych podsªów. Okazuje si¦, »e równie» problem dystrybucji nawiasów
mo»na rozwi¡za¢ w czasie O(|Q|5n), korzystaj¡c z wªa±nie opisanej struktury wska¹ników przy-
spieszaj¡cych.

Niestety szybki algorytm konstrukcji jednorodnych drzew rozkªadu dziaªa tylko dla sªów�nie
da si¦ go uogólni¢ do przypadku dowolnych drzew. Dlatego algorytm wyliczania zapyta« XPath,
o którym mowa w trzeciej cz¦±ci Twierdzenia 1, ma zªo»ono±¢ zale»n¡ od wysoko±ci drzewa. Po
prostu kodujemy dowolne drzewo w sªowie, zapisuj¡c w etykietach struktur¦ drzewa. Kodowanie
takie mo»e by¢ odczytane za pomoc¡ Regular XPath w nast¦puj¡cym sensie: dla dowolnego
zapytania ϕ mo»na wyznaczy¢ zapytanie ϕenc takie, »e zbiór wierzchoªków wybieranych przez
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ϕ w oryginalnym drzewie t mo»na odtworzy¢ ze zbioru wierzchoªków wybieranych przez ϕenc w
kodowaniu drzewa t w sªowie. Rozmiar nowego zapytania zale»y jednak (liniowo) od gª¦boko±ci
drzewa.

9 Algorytm dla zapyta« z fragmentu FOXPath

Przejd¹my teraz do omówienia czwartej cz¦±ci Twierdzenia 1. W cz¦±ci tej mamy na wej±ciu
zapytanie z fragmentu XPath, czyli wyra»enia ±cie»kowe znajduj¡ce si¦ w nim nie u»ywaj¡ gwiazdki
Kleene'a. Powoduje to, i» etykietowanie drzewa, które mamy na wej±ciu do problemów szybkiej
ewaluacji ±cie»ek oraz dystrybucji ±cie»ek, nie jest dowolne, lecz jest pewnej szczególnej postaci.
Dla uproszczenia przedstawimy ograniczenie na etykietowanie drzewa tylko w przypadku gdy ka»dy
wierzchoªek drzewa ma co najwy»ej jednego syna (czyli drzewo jest sªowem). Zakªadamy, »e na
elementach Q istnieje porz¡dek liniowy ≤ taki, »e relacje b¦d¡ce etykietami drzewa zawieraj¡ tylko
pary (p, q) dla p ≤ q. Ponadto, ka»da para (q, q) wyst¦puje albo w etykietach wszystkich kraw¦dzi,
albo nie wyst¦puje w ogóle.

Mo»na na to zaªo»enie spojrze¢ z innej strony. Rozwa»my wyra»enie regularne r, w którym
gwiazdka Kleene'a jest nieu»ywana, mo»e wyst¡pi¢ jedynie A∗, gdzie A jest alfabetem wej±ciowym.
Przetªumaczmy to wyra»enie na automat A. Wówczas istnieje porz¡dek liniowy ≤ na stanach tego
automatu taki, i» przej±cia ze stanu p do stanu q b¦d¡ istniaªy tylko dla p ≤ q. Ponadto je±li jest
przej±cie z q do q (dla pewnego q), to odpowiada ono podwyra»eniu A∗, wi¦c przej±cie z q do
q jest mo»liwe po ka»dej literze. Przypu±¢my, »e nasze drzewo powstaªo z dowolnego drzewa,
poprzez zast¡pienie etykiet przez relacje przej±cia automatu A przy wczytywaniu tych etykiet (jak
w Rozdziale 5). Dostajemy w ten sposób dokªadnie drzewa speªniaj¡ce powy»szy warunek.

W jaki sposób mo»emy szybko obliczy¢ warto±¢ dowolnego podsªowa sªowa w = a1a2 . . . an?
Najpierw, dla ka»dego i oraz elementów p, q ∈ Q obliczmy i zapami¦tajmy pierwsze j takie, »e
(p, q) ∈ ai ◦ ai+1 ◦ · · · ◦ aj (lub informacj¦, i» takie j nie istnieje). Mo»na to zrobi¢ id¡c od prawej
do lewej: licz¡c wynik dla i korzystamy z wyniku dla i+1. Po prostu: je±li (p, q) ∈ ai to bierzemy
j = i, w przeciwnym wypadku bierzemy najmniejsze j takie, »e (r, q) ∈ ai+1 ◦ ai+2 ◦ · · · ◦ aj ,
uwzgl¦dniaj¡c wszystkie r ∈ Q takie, »e (p, r) ∈ ai. Oznaczmy ponadto przez Qloop zbiór tych
elementów q ∈ Q, »e para (q, q) wyst¦puje we wszystkich relacjach ai (zgodnie z naszym zaªo»eniem
o etykietowaniu ka»da para (q, q) albo wyst¦puje we wszystkich relacjach albo w »adnej).

Niech teraz dane b¦dzie pewne podsªowo akak+1 . . . al (tzn. dostajemy tylko indeksy k i l).
Przypu±¢my, »e chcemy sprawdzi¢, czy pewna para (p, q) nale»y do warto±ci tego podsªowa (tj. do
zªo»enia relacji ak, ak+1, . . . , al). �wiadczy o tym ci¡g elementów p = qk, qk+1, qk+2, . . . , ql+1 = q
takich, »e (qi, qi+1) ∈ ai dla ka»dego i (k ≤ i ≤ l). Kluczowa obserwacja jest taka, i» po±ród
|Q|+1 ostatnich elementów tego ci¡gu musi wyst¡pi¢ powtórzenie, tzn. musi by¢ qi = qi+1 ∈ Qloop;
wynika to z naszego zaªo»enia o etykietowaniu. Niech j b¦dzie najmniejsze takie, »e (p, qi) ∈ ak ◦
ak+1◦· · ·◦aj . Oczywi±cie j ≤ i, bo i speªnia ten warunek. Mo»emy zaªo»y¢, »e qj = qj+1 = · · · = qi,
gdy» para (qi, qi) wyst¦puje w ka»dej relacji w naszym sªowie.

Wystarczy zatem, korzystaj¡c z naszej struktury, dla ka»dego elementu r ∈ Qloop znale¹¢
najmniejsze j takie, »e (p, r) ∈ ak ◦ ak+1 ◦ · · · ◦ aj . Interesuje nas tylko sytuacja, gdy j ≤ l. Je±li
j ≤ l − |Q|, to wiemy, »e (p, r) ∈ ak ◦ ak+1 ◦ · · · ◦ al−|Q|. Nast¦pnie ostatnie |Q| relacji skªadamy
jedna po drugiej. Post¦puj¡c w ten sposób dostajemy warto±¢ podsªowa akak+1 . . . al w czasie
O(|Q|4).

Podobna obserwacja pozwala na szybk¡ dystrybucj¦ nawiasów. Otó» okazuje si¦, i» dowolny
nawias mo»na zamieni¢ na |Q|2 nawiasów (x, y, {qx}, {qy}), w których qy ∈ Qloop, oraz na |Q| na-
wiasów dªugo±ci 1. Zaªó»my teraz, »e mamy dwa nawiasy (x, y1, {qx}, {qy}) oraz (x, y2, {qx}, {qy}),
przy czym qy ∈ Qloop. Wówczas krótszy z tych nawiasów mo»na usun¡¢, gdy» ka»da para wy-
bierana przez krótszy nawias jest wybierana tak»e przez dªu»szy nawias (gdy» para (qy, qy) jest
na pewno w warto±ci podsªowa mi¦dzy y1 a y2). Dzi¦ki tej obserwacji, dla ka»dej pary zbiorów
(jednoelementowych) {qx}, {qy}, przy czym qy ∈ Qloop, oraz ka»dej pozycji x w sªowie, wystarczy
trzyma¢ jeden, najdªu»szy nawias o takich zbiorach i zaczynaj¡cy si¦ na tej pozycji. Powoduje to,
»e liczba nawiasów, które b¦dziemy mieli od tej pory, jest ograniczona przez 2|Q|2n (gdy» liczba
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nawiasów dªugo±ci 1 maj¡cych zbiory jednoelementowe te» jest ograniczona przez |Q|2n). Zatem
mo»emy post¦powa¢ jak poprzednio: zaczynaj¡c od najdªu»szych nawiasów, ka»dy nawias zast¦pu-
jemy przez najwy»ej 2|Q| krótszych nawiasów maj¡cych jednoelementowe zbiory. Odcinamy przy
tym jedn¡, pierwsz¡ liter¦; powstaje wi¦c ≤ |Q| nowych nawiasów dªugo±ci 1 oraz ≤ |Q| nowych
nawiasów, w których prawy zbiór jest taki jak poprzednio, wi¦c zawiera si¦ w Qloop. W ka»dym
momencie eliminujemy zb¦dne nawiasy, zgodnie z powy»sz¡ reguª¡, dzi¦ki czemu przetworzymy
co najwy»ej O(|Q|2n) nawiasów. Zatem czas dziaªania tego algorytmu jest O(|Q|3n).

Uogólnienie tych algorytmów na drzewa prowadzi do czwartej wersji Twierdzenia 1, czyli algo-
rytmu ewaluuj¡cego zapytania z fragmentu FOXPath w czasie O(|ϕ|3|t|).
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