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Niniejsza rozprawa poswiecona jest zagadnieniom zwiazanym z matematycznym modelem
przeplywu niescidliwej cieczy lepkiej, a konkretnie analizowaé bedziemy réwnania Naviera-Sto-
kesa. Obszarem, w ktérym rozpatrujemy nasze zagadnienie, jest obszar zewnetrzny, tzn. zewne-
trze zwartego podzbioru B dwuwymiarowej przestrzeni R2. Jako warunki brzegowe rozpatrujemy
warunki brzegowe typu poslizgu, ktére sa fizycznym uzupetnieniem warunkéw brzegowych ty-
pu Dirichleta. Te ostatnie byly szeroko badane w ciggu ostatnich dziesiecioleci, podczas gdy te
pierwsze byly przez matematykow w pewien sposéb zaniedbywane, mimo iz z punktu widzenia
fizycznego w pewnych modelach sa bardziej naturalne. Skladaja si¢ one z dwéch réwnan (w
przypadku obszaru dwuwymiarowego) — jedno zwiazane jest z druga zasada dynamiki Newtona
i opisuje interakcje miedzy plynem a brzegiem (tarcie), podczas gdy drugie opisuje przeplyw
cieczy przez brzeg obszaru. W bardziej aktualnych badaniach te warunki brzegowe sa uzywane
w przyblizonych modelach gazu doskonaltego ([6], [19]), jak réwniez w modelach przeptywu krwi,
polimeréw, czy cieklych metali ([7], [13]).

Na rozprawe doktorska sktadaja sie cztery gléwne rozdzialy, a kazdy z nich jest podstawsg
samodzielnego artykulu (patrz: [15], [14], [16]).

W rozdziale drugim zajmujemy sie liniowymi problemami mechaniki ptynéw. Jest to zwykle
pierwszy krok do opracowania narzedzi, wykorzystywanych pézniej w problemach nieliniowych.
Nasze podejscie do tych probleméw jest podobne do prezentowanego w [17], gdzie autorzy pra-
cuja z réwnaniami Naviera-Stokesa, wyrazonymi przy pomocy rotacji pola predkosci. Jest to o
tyle naturalne podejscie, ze warunki brzegowe typu poslizgu w takim przypadku przeksztatcone
zostaja w warunki brzegowe typu Dirichleta na rotacje (patrz: [23]).

Jednym ze standardowych podejsé ([18], [12]) do zagadnien z hydrodynamiki polega na
wykazaniu istnienia rozwigzan, ktére posiadajg skonczona energia kinetyczna, tzn. skonczona
catke Dirichleta:

/Q |Vo|?de < oc. (1)

W przypadku warunkéw brzegowych typu Dirichleta uzyskuje sie to poprzez wprowadzanie po-
mocniczego pola wektorowego a, ktore przejmuje na brzegu calg informacje o predkosci. Przed-
stawia si¢ nastepnie szukane rozwiazanie jako v = u + a, gdzie u jest nowym szukanym polem
wektorowym, ktére nalezy juz do przestrzeni Hi(2), co znacznie upraszcza zagadnienie, z uwagi
na dodatkowe nieréwnosci, ktére mamy w tej przestrzeni do dyspozycji. Konstrukcja pola a
nie jest oczywista, poniewaz musi ono by¢ nie tylko bezdywergentne oraz doktadnie okreslone
na brzegu, ale réwniez musi spelnia¢ dodatkowsa nieré6wnosé, ktéra jest potrzebna, jesli chcemy
rozwigzaé nasze zagadnienie bez zalozenia matosci danych.

Niestety, to standardowe podejscie nie jest mozliwe dla warunkéw brzegowych typu poslizgu,
z uwagi na fakt, ze warunki te a’priori nie pozwalaja na pelne okreslenie predkosci na brzegu
obszaru, a przez to nie ma mozliwosci rozbicia pola v jako u + a, gdzie u € HJ(f2). Okazuje
sie, ze potrzebna jest bardziej subtelna konstrukcja — taka, jaka zostala przedstawiona w pracy
[17], mianowicie konstruowane pole wektorowe posiada inne wlasnosci w kierunku stycznym do
brzegu, a inne w kierunku normalnym. To pozwala na uzyskanie odpowiednich oszacowan w



klasie funkcji, ktéra jest rézna od H{(€2), ale jest bardziej naturalna w przypadku problemu na
rotacje.

Poza pomniejszymi trudnosciami, ktore napotykamy badajac obszary zewnetrzne, musimy
uporaé sie z jednym, ktéry nie jest trywialny, mianowicie z problemem jadra operatora rot-
div. Nastepujace pytanie nasuwa sie od razu: czy mozliwe jest odzyskanie pelnej informacji o
predkosci z jej rotacji. W przypadku obszaréw jednospéjnych odpowiedz jest twierdzaca, z uwagi
na fakt, ze jadro operatora rot-div jest trywialne. W obszarze zewnetrznym, a wiec sila rzeczy
niejednospdjnym, pokazujemy, ze jadro to jest jednowymiarowe (w najprostszym przypadku
I1;(Q) = Z). Niemniej jednak, uzywajac warunkéw brzegowych typu poslizgu, jesteSmy w stanie
wykazaé, ze czesé¢ predkosci v, ktéra lezy w jadrze tego operatora jest trywialna, a co za tym
idzie mozemy odzyskaé pelna informacje¢ z rotacji. Rozumowanie to opiera si¢ na mocnej zasadzie
maksimum dla funkcji harmonicznych.

Rozdziat 3 poswiecony jest zagadnieniu istnienia stabych rozwiazan dla réwnan Naviera-
Stokesa w obszarze zewnetrznym. Jak wspominaliSmy wczesniej — uzywamy tutaj narzedzi, ktore
byty rozwijane w Rozdziale 2. To pozwala nam na wykazanie istnienia rozwiazan bez zalozen na
mato$é danych. Ten rezultat jest uzupelnieniem rezultatéw dla réwnan Naviera-Stokesa, rozwa-
zanych z warunkami brzegowymi typu Dirichleta, i jest $cisle zwigzany z problemem przepltywu
(flux problem, [4]). Raz jeszcze korzystamy z podejscia z pracy [17], mianowicie rozwazajac
problem na rotacje predkosci, jednakze z uwagi na rozwazania na temat jadra operatora rot-div
jestedmy w stanie wykazac, ze uzyskane rozwigzania sa de facto rozwiazaniami wyjsciowych réw-
nan Naviera-Stokesa. W pracy [17] wystepowalo zalozenie o jednospdjnosci obszaru, w ktérym
szukamy rozwiazan.

Najwazniejsza czescig naszej rozprawy jest Rozdzial 4. Prezentujemy w nim obszerng analize
w przestrzeniach L, rozwigzan réwnan Oseena, modelujacych przepltyw cieczy w poétprzestrzeni.
Rezultaty te pozwalaja w pierwszej kolejnosci na uzyskanie oszacowan L, dla rozwigzan ukladu
Oseena réwniez w obszarach zewnetrznych. Nasze podejécie jest inne od tego, ktére jest zwykle
omawiane w literaturze (przez rozwiazanie podstawowe) — dla danego rozwiazania stosujemy
procedure lokalizacji, aby rozbié¢ rozwazany problem na problem w calej przestrzeni i problem
w poélprzestrzeni. Dla tego pierwszego wyniki sa dobrze znane ([8]) — do udowodnienia odpo-
wiednich oszacowan uzywa sie twierdzenia Lizorkina o multiplikatorach. Z kolei w przypadku
polprzestrzeni potrzebne jest inne podejscie. Stosujemy do rozwiazania transformate Fouriera,
ale tylko w kierunku stycznym do brzegu obszaru, natomiast drugi kierunek traktujemy jako
czas. W ten spos6b uzyskujemy uktad réwnan rézniczkowych zwyczajnych, ktory mozemy dalej
analizowa¢. Do uzyskania oszacowan L, uzywamy twierdzenia Marcinkiewicza o multiplikato-
rach i technik, ktére byly uzywane miedzy innymi w pracach [25], [21], czy tez [22]. CzeS$¢ tych
oszacowan wystepuje réwniez w znanych pracach o regularnosci rozwigzan rownan eliptycznych
Agmona, Douglisa i Nirenberga ([1], [2]).

Szczegdtowa analiza wartosci wlasnych, ktore sie pojawiaja przy rozwigzywaniu wspomnia-
nego ukladu réwnan zwyczajnych, daje bardzo ciekawe rezultaty, ktore przekltadajg sie istotnie
na wybor klasy funkcji dla warunkow brzegowych. Wartosci te sa Scidle zwiazane z katem mie-
dzy powierzchnia przeszkody, a wektorem v, tzn. kierunkiem przeptywu cieczy. Okazuje sie, ze
charakter rozwiazania zalezy w istotny sposdb od tego, czy rozwazany obszar jest przed prze-
szkoda, czy tez za nia. W naszej pracy pokazujemy, ze przed przeszkoda wymagane sa warunki
brzegowe, ktére sa typowe dla zagadnien $cidle eliptycznych, podczas gdy dla obszaru za prze-
szkodg musimy rozpatrywaé¢ warunki brzegowe z zaburzeniem, ktore jest charakterystyczne dla
uktadéw parabolicznych. To zjawisko moze tlumaczyé powstawanie obszaru wzburzenia (wake
region) za przeszkoda — fizycznie uzasadnionego parabolicznego obszaru za przeszkoda, ktory
charakteryzuje sie inna asymptotyka rozwiazan. Tego typu wynik jest juz znany ([8]), jednak-



ze tylko jako asymptotyczne zachowanie. Wydaje sig, ze nasz rezultat na poziomie lokalnym
(problem w pdlprzestrzeni) jest wynikiem nowym i bardzo interesujacym. Jest to najwazniejszy
wynik w naszej pracy.

Jako konsekwencja korzystania z twierdzenia Marcinkiewicza o multiplikatorach naturalnym
staje sie rozpatrywanie przestrzeni Sobolewa nie tylko niejednorodnych, ale réwniez jednorod-
nych. Czes¢ rezultatow najtatwiej jest tez przedstawi¢ w przestrzeniach Biesova z uwagi na fakt,
ze sa one najbardziej naturalne w podejsciu, jakie stosujemy, mianowicie przy pracy z mul-
tiplikatorami w przestrzeni Fouriera. To pozwala nam na otrzymanie optymalnych oszacowan
regularnosciowych.

Rezultaty w potprzestrzeni pozwalaja nam réwniez na uzyskanie oszacowan L,, dla rozwigzan
uktad Oseena w obszarze zewnetrznym. Takie oszacowania sg potrzebne, poniewaz znajdujg za-
stosowanie przy rozwiazaniu jednego z najbardziej trudnych probleméw przeptywéw w obszarach
zewnetrznych w dwéch wymiarach, mianowicie problemu zachowania predkosci w nieskonczo-
noéci. Problem ten, w ogoélnosci wciaz otwarty, znalazt swoje czeSciowe rozwigzania w pracach
[10], [11], [3], [9], jednakze dla warunkéw brzegowych typu Dirichleta. My chcieliSmy dostarczyé
narzedzi, aby te rezultaty méc rowniez zastosowaé do réwnan Naviera-Stokesa z warunkami brze-
gowymi typu poslizgu. Chcac wyjasni¢, dlaczego oszacowania L), sg potrzebne wystarczy zwrdcié
uwage na fakt, ze w przypadku, gdy wymiar 2 jest taki sam, jak potega 2 w calce Dirichleta
(1), nie mozna stwierdzié, ze v — v dla |z| — 00, a nawet nie mozna wykluczy¢ przypadku,
ze rozwiazanie jest nieograniczone. Z tego powodu nalezalo rozwazy¢ inne podejscie, w ktérym
uktad Oseena i jego oszacowania L, graja gtéwna role, zeby zapewni¢, ze rozwigzanie v dazy do
z gory okreslonego statego pola w nieskonczonosci.

W Rozdziale 5 prezentujemy nowatorskie podejscie do badania asymptotyki rozwigzan réw-
nan Naviera-Stokesa. Punktem wyjsciowym byly rezultaty z pracy Wittwera [26], gdzie autor
pokazuje istnienie rozwigzan i asymptotyczne zachowanie dla przeplywéw z okreslona symetrig
w obszarze, ktory jest polprzestrzenia. Warunki brzegowe tam rozpatrywane nie sg naturalne
(fizycznie uzasadnione) z racji potrzeby znajomosci predkosci na calym brzegu rozpatrywanej
pélptaszezyzny. Metoda, jaka postuguje sie autor, polega na uzyciu transformaty Fouriera w
jednym tylko kierunku, a traktowaniu drugiego jako czasu. Rozszerzamy to podejscie do bada-
nia niesymetrycznych przeplywéw i w calej przestrzeni. Co wiecej rachunki, jakie sa do tego
potrzebne, sa znacznie prostsze od tych z pracy [26]. Jest to po czesci zastuga tego, ze rozpatru-
jemy réwnania Naviera-Stokesa bezposrednio, a nie rozpatrujemy problemu na rotacje predkosci.
Motywacja do uzycia takich metod byla praca [20].

Jak wspomnieliémy wczesniej — badanie zachowania rozwiazania w nieskoficzonosci nie jest
problemem tatwym i potrzebne sa do tego niestandardowe metody. Dlatego tez wprowadzamy
do naszych rozwazan inne przestrzenie Banacha, bardziej dostosowane do naszego problemu.
Podobny punkt widzenia, ktorego efektem bylo znaczne uproszczenie rachunkow, mozna zaob-
serwowa¢ w pracach [24] i [5], jednakze tam rozwazane sa problemy ewolucyjne.

W tej czesci pracy pokazujemy istnienie rozwiazan, stosujac twierdzenie Banacha o punkcie
stalym. Przedstawiamy rowniez rezultaty zwiazane z asymptotycznym zachowaniem sie tych
rozwiazan. Uzywajac wzoru na rozwigzanie pokazujemy, ze dla ¢t < —1, czyli dla obszaru, ktory
moze by¢ uznany jako ten przed przeszkoda, uzyskujemy jednostajne oszacowanie transformaty
Fouriera predkosci przez wyrazenie [t(1 + |€])|~/2. Dla obszaru za przeszkoda, czyli dla t > 1,
pokazujemy, ze transformata Fouriera predkosci zachowuje sie jak |(1+t[£]?)|~1/2. Ma to bezpo-
srednie przelozenie na powstawanie za przeszkoda obszaru wzburzenia (wake region). Naszym
celem bylo wykazanie tylko podstawowej asymptotyki rozwiazan, jednakze te rezultaty daja
zapowiedz tego, co moze by¢ uzyskane, stosujac wspomniane metody.

Najwiekszym wkladem w teorie rownan Naviera-Stokesa, w naszej opinii, sa rezultaty z



Rozdziatéw 4 1 5 pracy. W tym pierwszym wyniki o istnieniu parabolicznego zaburzenia na
poziomie lokalnym w rejonie za przeszkoda sa nowe i interesujace. Rowniez uprosczenie calego
podejscia, przed twierdzenie Marcinkiewicza, moze by¢ pomocne z uwagi na fakt, ze te techniki
moga by¢ zastosowane do badania innych liniowych zagadnien. Rozdzial 5 jako caly prezentuje
nowe podejscie do wspomnianych zagadnien i mozna mieé nadzieje, ze uzywajac ich mozliwe jest
uzyskanie interesujacych, a by¢ moze rowniez istotnie nowych, rezultatéw.

Oczywiscie nie na wszystkie pytania, dotyczace prezentowanych probleméw, udato nam sie
odpowiedzie¢ w tej pracy. Nakreslone zostaly jednak kierunki badan, ktére w miare ich rozwijania
moga przynie$¢ nowe i ciekawe rezultaty — dla przykltadu techniki z Rozdziatu 5 moga by¢ uzyte
do rozpatrywania problemu optywu ciala i ten kierunek bedzie w najblizszym czasie przez autora
rozprawy obrany.
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