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Niniejsza rozprawa poświęcona jest zagadnieniom związanym z matematycznym modelem
przepływu nieściśliwej cieczy lepkiej, a konkretnie analizować będziemy równania Naviera-Sto-
kesa. Obszarem, w którym rozpatrujemy nasze zagadnienie, jest obszar zewnętrzny, tzn. zewnę-
trze zwartego podzbioru B dwuwymiarowej przestrzeni R2. Jako warunki brzegowe rozpatrujemy
warunki brzegowe typu poślizgu, które są fizycznym uzupełnieniem warunków brzegowych ty-
pu Dirichleta. Te ostatnie były szeroko badane w ciągu ostatnich dziesięcioleci, podczas gdy te
pierwsze były przez matematyków w pewien sposób zaniedbywane, mimo iż z punktu widzenia
fizycznego w pewnych modelach są bardziej naturalne. Składają się one z dwóch równań (w
przypadku obszaru dwuwymiarowego) – jedno związane jest z drugą zasadą dynamiki Newtona
i opisuje interakcję między płynem a brzegiem (tarcie), podczas gdy drugie opisuje przepływ
cieczy przez brzeg obszaru. W bardziej aktualnych badaniach te warunki brzegowe są używane
w przybliżonych modelach gazu doskonałego ([6], [19]), jak również w modelach przepływu krwi,
polimerów, czy ciekłych metali ([7], [13]).

Na rozprawę doktorską składają się cztery główne rozdziały, a każdy z nich jest podstawą
samodzielnego artykułu (patrz: [15], [14], [16]).

W rozdziale drugim zajmujemy się liniowymi problemami mechaniki płynów. Jest to zwykle
pierwszy krok do opracowania narzędzi, wykorzystywanych później w problemach nieliniowych.
Nasze podejście do tych problemów jest podobne do prezentowanego w [17], gdzie autorzy pra-
cują z równaniami Naviera-Stokesa, wyrażonymi przy pomocy rotacji pola prędkości. Jest to o
tyle naturalne podejście, że warunki brzegowe typu poślizgu w takim przypadku przekształcone
zostają w warunki brzegowe typu Dirichleta na rotację (patrz: [23]).

Jednym ze standardowych podejść ([18], [12]) do zagadnień z hydrodynamiki polega na
wykazaniu istnienia rozwiązań, które posiadają skończoną energią kinetyczną, tzn. skończoną
całkę Dirichleta: ∫

Ω
|∇v|2dx <∞. (1)

W przypadku warunków brzegowych typu Dirichleta uzyskuje się to poprzez wprowadzanie po-
mocniczego pola wektorowego a, które przejmuje na brzegu całą informację o prędkości. Przed-
stawia się następnie szukane rozwiązanie jako v = u + a, gdzie u jest nowym szukanym polem
wektorowym, które należy już do przestrzeni H1

0 (Ω), co znacznie upraszcza zagadnienie, z uwagi
na dodatkowe nierówności, które mamy w tej przestrzeni do dyspozycji. Konstrukcja pola a
nie jest oczywista, ponieważ musi ono być nie tylko bezdywergentne oraz dokładnie określone
na brzegu, ale również musi spełniać dodatkową nierówność, która jest potrzebna, jeśli chcemy
rozwiązać nasze zagadnienie bez założenia małości danych.

Niestety, to standardowe podejście nie jest możliwe dla warunków brzegowych typu poślizgu,
z uwagi na fakt, że warunki te a’priori nie pozwalają na pełne określenie prędkości na brzegu
obszaru, a przez to nie ma możliwości rozbicia pola v jako u + a, gdzie u ∈ H1

0 (Ω). Okazuje
się, że potrzebna jest bardziej subtelna konstrukcja – taka, jaka została przedstawiona w pracy
[17], mianowicie konstruowane pole wektorowe posiada inne własności w kierunku stycznym do
brzegu, a inne w kierunku normalnym. To pozwala na uzyskanie odpowiednich oszacowań w
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klasie funkcji, która jest różna od H1
0 (Ω), ale jest bardziej naturalna w przypadku problemu na

rotację.
Poza pomniejszymi trudnościami, które napotykamy badając obszary zewnętrzne, musimy

uporać się z jednym, który nie jest trywialny, mianowicie z problemem jądra operatora rot-
div. Następujące pytanie nasuwa się od razu: czy możliwe jest odzyskanie pełnej informacji o
prędkości z jej rotacji. W przypadku obszarów jednospójnych odpowiedź jest twierdząca, z uwagi
na fakt, że jądro operatora rot-div jest trywialne. W obszarze zewnętrznym, a więc siłą rzeczy
niejednospójnym, pokazujemy, że jądro to jest jednowymiarowe (w najprostszym przypadku
Π1(Ω) = Z). Niemniej jednak, używając warunków brzegowych typu poślizgu, jesteśmy w stanie
wykazać, że część prędkości v, która leży w jądrze tego operatora jest trywialna, a co za tym
idzie możemy odzyskać pełną informację z rotacji. Rozumowanie to opiera się na mocnej zasadzie
maksimum dla funkcji harmonicznych.

Rozdział 3 poświęcony jest zagadnieniu istnienia słabych rozwiązań dla równań Naviera-
Stokesa w obszarze zewnętrznym. Jak wspominaliśmy wcześniej – używamy tutaj narzędzi, które
były rozwijane w Rozdziale 2. To pozwala nam na wykazanie istnienia rozwiązań bez założeń na
małość danych. Ten rezultat jest uzupełnieniem rezultatów dla równań Naviera-Stokesa, rozwa-
żanych z warunkami brzegowymi typu Dirichleta, i jest ściśle związany z problemem przepływu
(flux problem, [4]). Raz jeszcze korzystamy z podejścia z pracy [17], mianowicie rozważając
problem na rotację prędkości, jednakże z uwagi na rozważania na temat jądra operatora rot-div
jesteśmy w stanie wykazać, że uzyskane rozwiązania są de facto rozwiązaniami wyjściowych rów-
nań Naviera-Stokesa. W pracy [17] występowało założenie o jednospójności obszaru, w którym
szukamy rozwiązań.

Najważniejszą częścią naszej rozprawy jest Rozdział 4. Prezentujemy w nim obszerną analizę
w przestrzeniach Lp rozwiązań równań Oseena, modelujących przepływ cieczy w półprzestrzeni.
Rezultaty te pozwalają w pierwszej kolejności na uzyskanie oszacowań Lp dla rozwiązań układu
Oseena również w obszarach zewnętrznych. Nasze podejście jest inne od tego, które jest zwykle
omawiane w literaturze (przez rozwiązanie podstawowe) – dla danego rozwiązania stosujemy
procedurę lokalizacji, aby rozbić rozważany problem na problem w całej przestrzeni i problem
w półprzestrzeni. Dla tego pierwszego wyniki są dobrze znane ([8]) – do udowodnienia odpo-
wiednich oszacowań używa się twierdzenia Lizorkina o multiplikatorach. Z kolei w przypadku
półprzestrzeni potrzebne jest inne podejście. Stosujemy do rozwiązania transformatę Fouriera,
ale tylko w kierunku stycznym do brzegu obszaru, natomiast drugi kierunek traktujemy jako
czas. W ten sposób uzyskujemy układ równań różniczkowych zwyczajnych, który możemy dalej
analizować. Do uzyskania oszacowań Lp używamy twierdzenia Marcinkiewicza o multiplikato-
rach i technik, które były używane między innymi w pracach [25], [21], czy też [22]. Część tych
oszacowań występuje również w znanych pracach o regularności rozwiązań równań eliptycznych
Agmona, Douglisa i Nirenberga ([1], [2]).

Szczegółowa analiza wartości własnych, które się pojawiają przy rozwiązywaniu wspomnia-
nego układu równań zwyczajnych, daje bardzo ciekawe rezultaty, które przekładają się istotnie
na wybór klasy funkcji dla warunków brzegowych. Wartości te są ściśle związane z kątem mię-
dzy powierzchnią przeszkody, a wektorem ~v∞, tzn. kierunkiem przepływu cieczy. Okazuje się, że
charakter rozwiązania zależy w istotny sposób od tego, czy rozważany obszar jest przed prze-
szkodą, czy też za nią. W naszej pracy pokazujemy, że przed przeszkodą wymagane są warunki
brzegowe, które są typowe dla zagadnień ściśle eliptycznych, podczas gdy dla obszaru za prze-
szkodą musimy rozpatrywać warunki brzegowe z zaburzeniem, które jest charakterystyczne dla
układów parabolicznych. To zjawisko może tłumaczyć powstawanie obszaru wzburzenia (wake
region) za przeszkodą – fizycznie uzasadnionego parabolicznego obszaru za przeszkodą, który
charakteryzuje się inną asymptotyką rozwiązań. Tego typu wynik jest już znany ([8]), jednak-
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że tylko jako asymptotyczne zachowanie. Wydaje się, że nasz rezultat na poziomie lokalnym
(problem w półprzestrzeni) jest wynikiem nowym i bardzo interesującym. Jest to najważniejszy
wynik w naszej pracy.

Jako konsekwencja korzystania z twierdzenia Marcinkiewicza o multiplikatorach naturalnym
staje się rozpatrywanie przestrzeni Sobolewa nie tylko niejednorodnych, ale również jednorod-
nych. Część rezultatów najłatwiej jest też przedstawić w przestrzeniach Biesova z uwagi na fakt,
że są one najbardziej naturalne w podejściu, jakie stosujemy, mianowicie przy pracy z mul-
tiplikatorami w przestrzeni Fouriera. To pozwala nam na otrzymanie optymalnych oszacowań
regularnościowych.

Rezultaty w półprzestrzeni pozwalają nam również na uzyskanie oszacowań Lp dla rozwiązań
układ Oseena w obszarze zewnętrznym. Takie oszacowania są potrzebne, ponieważ znajdują za-
stosowanie przy rozwiązaniu jednego z najbardziej trudnych problemów przepływów w obszarach
zewnętrznych w dwóch wymiarach, mianowicie problemu zachowania prędkości w nieskończo-
ności. Problem ten, w ogólności wciąż otwarty, znalazł swoje częściowe rozwiązania w pracach
[10], [11], [3], [9], jednakże dla warunków brzegowych typu Dirichleta. My chcieliśmy dostarczyć
narzędzi, aby te rezultaty móc również zastosować do równań Naviera-Stokesa z warunkami brze-
gowymi typu poślizgu. Chcąc wyjaśnić, dlaczego oszacowania Lp są potrzebne wystarczy zwrócić
uwagę na fakt, że w przypadku, gdy wymiar 2 jest taki sam, jak potęga 2 w całce Dirichleta
(1), nie można stwierdzić, że v → v∞ dla |x| → ∞, a nawet nie można wykluczyć przypadku,
że rozwiązanie jest nieograniczone. Z tego powodu należało rozważyć inne podejście, w którym
układ Oseena i jego oszacowania Lp grają główną rolę, żeby zapewnić, że rozwiązanie v dąży do
z góry określonego stałego pola w nieskończoności.

W Rozdziale 5 prezentujemy nowatorskie podejście do badania asymptotyki rozwiązań rów-
nań Naviera-Stokesa. Punktem wyjściowym były rezultaty z pracy Wittwera [26], gdzie autor
pokazuje istnienie rozwiązań i asymptotyczne zachowanie dla przepływów z określoną symetrią
w obszarze, który jest półprzestrzenią. Warunki brzegowe tam rozpatrywane nie są naturalne
(fizycznie uzasadnione) z racji potrzeby znajomości prędkości na całym brzegu rozpatrywanej
półpłaszczyzny. Metoda, jaką posługuje się autor, polega na użyciu transformaty Fouriera w
jednym tylko kierunku, a traktowaniu drugiego jako czasu. Rozszerzamy to podejście do bada-
nia niesymetrycznych przepływów i w całej przestrzeni. Co więcej rachunki, jakie są do tego
potrzebne, są znacznie prostsze od tych z pracy [26]. Jest to po części zasługa tego, że rozpatru-
jemy równania Naviera-Stokesa bezpośrednio, a nie rozpatrujemy problemu na rotację prędkości.
Motywacją do użycia takich metod była praca [20].

Jak wspomnieliśmy wcześniej – badanie zachowania rozwiązania w nieskończoności nie jest
problemem łatwym i potrzebne są do tego niestandardowe metody. Dlatego też wprowadzamy
do naszych rozważań inne przestrzenie Banacha, bardziej dostosowane do naszego problemu.
Podobny punkt widzenia, którego efektem było znaczne uproszczenie rachunków, można zaob-
serwować w pracach [24] i [5], jednakże tam rozważane są problemy ewolucyjne.

W tej części pracy pokazujemy istnienie rozwiązań, stosując twierdzenie Banacha o punkcie
stałym. Przedstawiamy również rezultaty związane z asymptotycznym zachowaniem się tych
rozwiązań. Używając wzoru na rozwiązanie pokazujemy, że dla t < −1, czyli dla obszaru, który
może być uznany jako ten przed przeszkodą, uzyskujemy jednostajne oszacowanie transformaty
Fouriera prędkości przez wyrażenie |t(1 + |ξ|)|−1/2. Dla obszaru za przeszkodą, czyli dla t > 1,
pokazujemy, że transformata Fouriera prędkości zachowuje się jak |(1+ t|ξ|2)|−1/2. Ma to bezpo-
średnie przełożenie na powstawanie za przeszkodą obszaru wzburzenia (wake region). Naszym
celem było wykazanie tylko podstawowej asymptotyki rozwiązań, jednakże te rezultaty dają
zapowiedź tego, co może być uzyskane, stosując wspomniane metody.

Największym wkładem w teorię równań Naviera-Stokesa, w naszej opinii, są rezultaty z
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Rozdziałów 4 i 5 pracy. W tym pierwszym wyniki o istnieniu parabolicznego zaburzenia na
poziomie lokalnym w rejonie za przeszkodą są nowe i interesujące. Również uprosczenie całego
podejścia, przed twierdzenie Marcinkiewicza, może być pomocne z uwagi na fakt, że te techniki
mogą być zastosowane do badania innych liniowych zagadnień. Rozdział 5 jako cały prezentuje
nowe podejście do wspomnianych zagadnień i można mieć nadzieję, że używając ich możliwe jest
uzyskanie interesujących, a być może również istotnie nowych, rezultatów.

Oczywiście nie na wszystkie pytania, dotyczące prezentowanych problemów, udało nam się
odpowiedzieć w tej pracy. Nakreślone zostały jednak kierunki badań, które w miarę ich rozwijania
mogą przynieść nowe i ciekawe rezultaty – dla przykładu techniki z Rozdziału 5 mogą być użyte
do rozpatrywania problemu opływu ciała i ten kierunek będzie w najbliższym czasie przez autora
rozprawy obrany.
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