
Kompleksy grup na kategoriach z p¦tlamiAutoreferat rozprawy doktorskiejOlga Ziemia«ska29 marca 2010
WprowadzenieGªównym celem niniejszej rozprawy jest uogólnienie klasycznej teorii kompleksów grupwprowadzonej przez A. Hae�iegera ([H1], [B-H]). Uogólniony kompleks grup ka»demuobiektowi c pewnej kategorii indeksuj¡cej C przypisuje grup¦ G(c), a ka»demu mor�z-mowi c′ −→ c homomor�zm grup G(c′) −→ G(c). Przyporz¡dkowanie to nie musi by¢jednak funktorialne, mianowicie zachowuje ono zªo»enie z dokªadno±ci¡ do sprz¦»enia.Nasze rozwa»ania zaczniemy od podania precyzyjnej de�nicji:De�nicja Kompleks grup G : C −→ Gr przypisuje1. ka»demu obiektowi c ∈ Ob C grup¦ G(c)2. ka»demu mor�zmowi l : c′ −→ c ∈ Mor C homomor�zm grup G(l) : G(c′) −→ G(c)3. ka»dej parze skªadalnych mor�zmów c′′

l′ // c′
l // c ∈ Mor C element gl,l′ ∈ G(c),nazywany elementem sprz¦gaj¡cym taki, »ei) Ad(gl,l′)G(ll′) = G(l)G(l′), gdzie Ad(gl,l′) oznacza sprz¦»enie elementem gl,l′ii) dla ka»dej trójki . l′′ // . l′ // . l // . ∈ Mor C skªadalnych mor�zmów

G(l)(gl′,l′′)gl,l′l′′ = gl,l′gll′,l′′ (warunek kocyklu)Zauwa»my, »e je±li kategoria C skªada si¦ z jednego obiektu, wówczas kompleksgrup jest po prostu grup¡. Wiele poj¦¢ charakterystycznych dla grup mo»na uogól-ni¢ na kompleksy grup. Homomor�zm kompleksów grup φ : G′ −→ G nad funktorem
F : C′ −→ C skªada si¦ z homomor�zmów grup lokalnych {φc′ : G′(c′) −→ G(F (c′))}c′∈Ob C′speªniaj¡cych pewne dodatkowe relacje zgodno±ci.Kompleksy grup zde�niowane przez dziaªanie grupy Motywem przewodnimpracy Hae�iegera byª nast¦puj¡cy przykªad. Przypu±¢my, »e grupa G dziaªa na kom-pleksie symplicjalnym X̃ w taki sposób, »e przestrze« ilorazowa X := X̃/G ma struk-tur¦ symplicjaln¡ i odwzorowanie p : X̃ −→ X jest symplicjalne. Sympleksy X tworz¡1



zbiór uporz¡dkowany poprzez (odwrócon¡) inkluzj¦, zatem zadaj¡ kategori¦ C. De-�niujemy sªaby funktor G : C −→ Gr przypisuj¡c ka»demu sympleksowi c ∈ Ob Cnajpierw pewien sympleks c̃ nale»¡cy do orbity p−1(c), a nast¦pnie jego podgrup¦izotropii Gc̃ ⊂ G. Je±li c′ ⊂ c wówczas wybieramy element g ∈ G taki, »e c̃′ jest ±cian¡sympleksu gc̃. De�niujemy monomor�zm ψc′c : Gc̃ → G
c̃′
jako zªo»enie sprz¦»enia

Ad(g) : Gc̃ → Ggc̃ i wªo»enia Ggc̃ ⊂ Gc̃′. Otrzymujemy sªaby funktor z kategorii sym-pleksów do kategorii grup i monomor�zmów. Dokonywane wybory sprawiaj¡, »e je±lirozwa»ymy zªo»enie Gc̃ −→ G
c̃′
−→ G

c̃′′
to monomor�zm ψc′′c 6= ψc′′c′ψc′c i ró»ni¡ si¦one o sprz¦»enie elementem grupy G

c̃′′
nazywanym elementem sprz¦gaj¡cym. Elementyte speªniaj¡ warunek kocyklu. Zauwa»my, »e C jest maª¡ kategori¡, której endomor-�zmy obiektów s¡ identyczno±ciami. Tak¡ kategori¦ nazywamy maª¡ kategori¡ bezp¦tli.Rozwa»ania te zaowocowaªy stworzeniem przez Hae�iegera w roku 1990 teorii kom-pleksów grup, czyli sªabych funktorów zde�niowanych na kategoriach stowarzyszonychz kompleksami symplicjalnymi o warto±ciach w kategorii grup. Kompleks grup sto-warzyszony z dziaªaniem grupy nazywamy rozwijalnym.Hae�iger i Thomason Znacznie wcze±niej, w roku 1979 Bob Thomason rozwa»aªpodobne zagadnienia, jednak w znacznie ogólniejszym kontek±cie. Zajmowaª si¦ on takzwanymi sªabymi funktorami (nazywaª je �op-lax� funktorami) okre±lonymi na dowolnejmaªej kategorii o warto±ciach w maªych kategoriach ([T]). �atwo sprawdzi¢, »e de�nicjaHae�igera jest specjalnym przypadkiem de�nicji Thomasona, je±li tylko zaªo»ymy, »e Cjest maª¡ kategori¡ bez p¦tli a funktor przyjmuje warto±ci w kategorii grup i monomor-�zmów. Wynika to z prostego faktu pozwalaj¡cego uto»sami¢ ka»d¡ grup¦ G z maª¡kategori¡ BG z jednym obiektem i mor�zmami odpowiadaj¡cymi elementom grupy.W niniejszej rozprawie uogólniamy podej±cie Hae�iegera, korzystaj¡c z j¦zyka Thoma-sona. Uogólniony kompleks grup jest sªabym funktorem okre±lonym na dowolnej maªejkategorii o warto±ciach w kategorii grup.Kompleks grup stowarzyszony z rozszerzeniem grup Przedstawimy najprost-szy mo»liwy przykªad kompleksu grup na kategorii z p¦tlami. B¦dzie on okre±lony nakategorii BG zde�niowanej przez grup¦ G. Niech N � G̃

ϕ
� G b¦dzie rozszerzeniemgrup. Dowolny przekrój epimor�mu η zadaje kompleks grup F : BG −→ Gr taki, »e

F(∗) = N . Dokªadniej, dla ka»dego elementu g ∈ G wybieramy g̃ ∈ G̃, taki »e ϕ(g̃) = gi homomor�zm F(g) : N −→ N de�niujemy jako sprz¦»enie Ad(g̃) : N −→ N . Dladowolnych g1, g2 ∈ G izomor�zmy F(g1g2) i F(g1) ◦ F(g2) ró»ni¡ si¦ o sprz¦»eniepewnym elementem ng1,g2 ∈ N .Niech EG oznacza kategori¦, której obiekty odpowiadaj¡ elementom grupy G orazdla ka»dej pary g1, g2 istnieje dokªadnie jeden mor�zm g1

g−1

1
g2

−→ g2. Grupa G dziaªa na
EG w oczywisty sposób, a ilorazem tego dziaªania jest kategoria BG. Zatem grupa
G̃ dziaªa na EG poprzez epimor�zm ϕ, dokªadniej g̃.g = ϕ(g̃)g. Oczywi±cie pod-grupa izotropii ka»dego obiektu jest izomor�czna z N . Okazuje si¦, »e kompleks grupstowarzyszony z dziaªaniem G̃ jest izomor�czny z kompleksem grup F . Wobec tego
F : BG −→ Gr jest rozwijalny.Grafy grup i kompleksy grup Teoria grafów grup sformalizowana przez J.P.Serre'a [S] zajmuje si¦ analizowaniem algebraicznej struktury grup dziaªaj¡cych nadrzewach symplicjalnych. Grafem grup nazywamy kompleks grup G : C −→ Gr, taki2



»e geometryczna realizacja kategorii C jest jednowymiarowym kompleksem symplicjal-nym. Teoria ta pozwala przedstawi¢ grup¦ jako wolny produkt, posªuguj¡c si¦ poj¦ciemgrupy podstawowej grafu grup. Ka»demu grafowi grup G mo»na przypisa¢ drzewoBassa-Serra'a X̃ wraz z dziaªaniem grupy podstawowej tego grafu grup. Co wi¦cejkompleks grup stowarzyszony z tym dziaªaniem jest izomor�czny z grafem grup G.Oznacza to, »e ka»dy graf grup jest rozwijalny. Najwa»niejsze twierdzenie tej teoriimówi, »e je±li G dziaªa na drzewie X̃ i G jest grafem grup stowarzyszonym z tym dzia-ªaniem, to G jest izomor�czna z grup¡ podstawow¡ G. Najbardziej znany przykªad toprzedstawienie grupy SL2 Z jako produktu z amalgamacj¡ Z4 ∗Z2
Z6.Teoria kompleksów grup jest uogólnieniem teorii Bassa-Serre'a na wy»sze wymia-ry. Dla ka»dego kompleksu grup mo»na zde�niowa¢ jego grup¦ podstawow¡, jednakby speªniaªa ona potrzebne nam wªasno±ci oraz by daªo si¦ skonstruowa¢ odpowiednikdrzewa Bassa-Serre'a, musimy wprowadzi¢ warunek tak zwanej �niedodatniej krzy-wizny�. Szczegóªy tej konstrukcji znajduj¡ si¦ w pracach Corsona [C] i Stallingsa [St].W przypadku dowolnego kompleksu grup analog drzewa Bassa-Serre'a mo»e by¢niemo»liwy do skonstruowania. W szczególno±ci mo»e zdarzy¢ si¦, »e grupa podsta-wowa kompleksu grup jest trywialna i kompleks grup nie jest rozwijalny.Kategoria klasy�kuj¡ca kompleksu grup Ka»demu kompleksowi grup G : C −→ Grmo»emy przypisa¢ maª¡ kategori¦ BG nazywan¡ kategori¡ klasy�kuj¡c¡ G. Kategoria

BG jest �generowna� przez kategori¦ C oraz grupy lokalne {G(c)}c∈ObC jako automor-�zmy obiektów. W szczególno±ci istnieje projekcja p : BG −→ C, która jest bijekcj¡ nazbiorze obiektów. Je±li G jest kompleksem grup Hae�iegera, wówczas BG pokrywa si¦z kategori¡ klasy�kuj¡c¡ kompleksu grup zde�niowan¡ w [H1], [B-H]. Je±li kompleksgrup jest grup¡ G, wówczas jego kategori¡ klasy�kuj¡c¡ jest BG. W przypadku gdy
F : BG −→ Gr jest kompleksem grup stowarzyszonym z rozszerzeniem N � G̃

η
� G,kategoria klasy�kuj¡ca F jest izomor�czna z BG̃.Zaªó»my, »e G : C −→ Gr jest kompleksem grup stowarzyszonym z dziaªaniem grupy

G na jednospójnym kompleksie symplicjalnym X̃. Wówczas realizacja geometryczna
BG kategorii klasy�kuj¡cej BG jest homotopijnie równowa»na z konstrukcj¡ Borela
EG×G X̃, gdzie przestrze« EG jest nakryciem uniwersalnym przestrzeni Eilenberga-MacLane'a BG.Grupa podstawowa kompleksu grup Hae�iger zde�niowaª grup¦ podstawow¡kompleksu grup G : C −→ Gr jako grup¦ generowan¡ przez grupy lokalne i przez mor-�zmy kategorii C. Najwa»niejsze twierdzenie teorii kompleksów grup mówi, »e kom-pleks grup jest rozwijalny wtedy i tylko wtedy gdy grupy lokalne wkªadaj¡ si¦ w grup¦podstawow¡ ([H1], [B-H]).Okazuje si¦, »e grupa podstawowa kompleksu grup jest izomor�czna z grup¡ pod-stawow¡ geometrycznej realizacji kategorii klasy�kuj¡cej tego kompleksu grup. Wobectego de�niujemy grup¦ podstawow¡ uogólnionego kompleksu grup jako grup¦ podsta-wow¡ geometrycznej realizacji kategorii klasy�kuj¡cej tego kompleksu grup

π1(G, c0) := π1(BG, c0)Je±li G jest diagramem grup postaci G1 ←− H −→ G2, to jego grupa podstawowajest izomor�czna z push-outem tego diagramu, czyli jego granic¡ prost¡. Je±li G jestgrup¡ G, to grupa podstawowa G jest równa G. W przypadku gdy F : BG −→ Gr jest3



kompleksem grup stowarzyszonym z rozszerzniem N � G̃ � G, grupa podstawowa Fjest izomor�czna z G̃.Podsumowuj¡c, kompleks grup pozwala przedstawi¢ grup¦ jako uogólniony produktwolny grup. Termin ten jest bardzo pojemny, gdy» z jednej strony mo»emy otrzyma¢produkt z amalagamacj¡, z drugiej rozszerzenie grup.Gªówne wyniki rozprawyKlasy�kacja epimor�zmów kompleksów grup Motywacj¡ dla tej cz¦±ci rozprawybyªy wyniki Hae�iegera dotycz¡ce klasy�kacji rozszerze« kompleksów grup z abelowymj¡drem lub j¡drem lokalnie staªym (twierdzenia 5.2, 6.3 [H2]). Mówimy, »e homo-mor�zm kompleksów grup ϕ : G̃ −→ G nad idC : C −→ C jest epimor�zmem, je±liwszystkie lokalne homomor�zmy ϕc : G̃(c) −→ G(c) s¡ surjektywne. Hae�ieger de�niu-je rozszerzenie kompleksów grup z abelowym j¡drem jako epimor�zm kompleksów grup
ϕ : G̃ −→ G nad C taki, »e dla ka»dego obiektu c ∈ Ob C j¡dro homomor�zmu lokalnego
ϕc jest grup¡ abelow¡. Natomiast rozszerzenie ϕ ma j¡dro lokalnie staªe je±li istniejegrupa N taka, »e dla ka»dego obiektu c ∈ Ob C zachodzi kerϕc ' N . Zatem klasy�kujeon nie tyle rozszerzenia kompleksów grup, co epimor�zmy kompleksów grup.Naszym celem jest klasy�kacja epimor�zmów dowolnych kompleksów grup.Rozwa»ania rozpoczniemy od przypomnienia klasy�kacji rozszerze« grup. Dokªadnyopis tej klasy�kacji mo»na znale¹¢ w [B2] lub [R]. Niech G, N b¦d¡ dyskretnymi gru-pami za± µ : G −→ Out(N) := Aut(N,N)/ Inn(N) homomor�zmem. Homomor�zm
µ pochodzi od rozszerzenia N � G̃ � G wtedy i tylko wtedy gdy pewien element
o(µ) ∈ H3(G;Z(N)) jest równy zero, gdzie Z(N) oznacza centrum grupy N . Wówczasklasy równowa»no±ci rozszerze« s¡ w bijekcji z elementami grupy H2(G;Z(N)). Jak za-uwa»yli±my wcze±niej, ka»de rozszerzenie zadaje skr¦cony diagram grupF : BG −→ Gr,taki »e F(∗) = N . Zatem F wyznacza �sªabe� dziaªanie grupy G na N , a co za tymidzie funktor G −→ Out(N). �atwo sprawdzi¢, »e funktor ten jest równy µ.Niech Rep oznacza kategori¦, której obiektami s¡ grupy a mor�zmy s¡ reprezentac-jami, to znaczy MorRep(G,H) := Hom(G,H)/ Inn(H). Zauwa»my, »e dowolny kom-pleks grup zªo»ony z projekcj¡ Gr −→ Rep daje funktor do kategorii Rep.Udowodnili±my, »e ka»dy funktor F : C −→ Rep wynacza funktor ZF : C −→ Abb¦d¡cy �centrum� funktora F . Ma on nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: dla ka»dego obiektu
c ∈ Ob C grupa ZF (c) jest podgrup¡ centrum grupy F (c). Je±li C = BG to funktor
F : C −→ Rep wyznacza homomor�zm µ : G −→ Out(N), natomiast jego centrum
ZF : C −→ Ab uto»samimy z homomor�zmem G −→ Aut(Z(N)).Niech F : C −→ Rep b¦dzie funktorem. Czy istnieje kompleks grup, który jestpodniesieniem F i jak wiele takich podniesie« istnieje?
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// RepOdpowied¹ wyrazimy w terminach kohomologii maªej kategorii C o wspóªczynnikach wfunktorze ZF : C −→ Ab 4



Twierdzenie 1 Ka»demu funktorowi F : C −→ Rep mo»na przypisa¢ pewien element
o(F ) ∈ H3(C;ZF ), który jest równy zero wtedy i tylko wtedy gdy funktor F podnosi si¦do pewnego kompleksu grup F : C −→ Gr. Klasy równowa»no±ci takich podniesie« s¡w bijekcji z elementami grupy H2(C;ZF ).Je±li C jest kategori¡ zde�niowan¡ przez grup¦ G, to powy»sze twierdzenie sprowadzasi¦ do klasycznego przypadku i otrzymujemy:Wniosek 2 Klasy równowa»no±ci rozszerze« N � G̃ � G s¡ w bijekcji z klasamirównowa»no±ci kompleksów grup F : BG −→ Gr, speªniaj¡cymi F(∗) = N .Wniosek ten uogólnili±my w nast¦puj¡cy sposób:Twierdzenie 3 Niech G : C −→ Gr b¦dzie kompleksem grup. Istnieje wzajemniejendoznaczna odpowiednio±¢ pomi¦dzy klasami równowa»no±ci epimor�zmów

ϕ : G̃ −→ Ga klasami równowa»no±ci kompleksów grup zde�niowanych na kategorii klasy�kuj¡cejkompleksu grup G;
Fϕ : BG −→ GrJako wniosek z Twierdzenia 1 oraz Twierdzenia 3 otrzymujemy nast¦puj¡ceTwierdzenie 4 Niech G : C −→ Gr b¦dzie kompleksem grup i niech F : BG −→ Repb¦dzie dowolnym funktorem. Je±li pewien element o(F ) ∈ H3(BG;ZF ) jest równy zerowówczas istnieje epimor�zm ϕ : G̃ −→ G taki, »e odpowiadaj¡cy mu kompleks grup

Fϕ : BG −→ Gr jest podniesieniem F . Ponadto, zbiór klas równowa»no±ci takich pod-niesie« jest w bijekcji z elementami grupy H2(BG;ZF ).Rozszerzenia grup a rozszerzenia kompleksów grup Je±li ϕ : G̃ −→ G jestepimor�zmem kompleksów grup nad C, to dla ka»dego obiektu c ∈ Ob C otrzymujemyrozszerzenie grup lokalnych Nc � G̃(c) � G(c). Powstaje wi¦c naturalne pytanie; czymo»na zde�niowa¢ kompleks grupN : C −→ Gr, który jest �j¡drem� ϕ, czyliN (c) = Ncdla ka»dego obiektu c ∈ Ob C? Odpowied¹ okazuje si¦ by¢ do±¢ skomplikowana, mia-nowicie mo»e zdarzy¢ si¦, »e taki kompleks grup nie istnieje.Zastanówmy si¦ nad tym co chcemy uwa»a¢ za j¡dro takiego epimor�zmu. Powiniento by¢ kompleks grup N : C′ −→ Gr wraz z homomor�zmem φ : N −→ G̃ nad
F : C′ −→ C takie, »e zªo»enie ϕ ◦ φ jest homomor�zmem trywialnym. Co to znaczy,»e zªo»enie homomor�zmów kompleksów grup N φ

−→ G̃
ϕ
−→ G jest trywialne? Mo»liwes¡ dwie interpretacje. Pierwsza z nich to taka, »e homomor�zm ϕ ◦ φ : N −→ G jesttrywialny na grupach lokalnych, czyli dla ka»dego c′ ∈ Ob C′ homomor�zm lokalny

(ϕ ◦ φ)c′ : N (c′) −→ G(F (c′)) jest trywialny.Druga interpretacja wykorzystuje poj¦cie grupy podstawowej kompleksu grup. Jakzauwa»yli±my, kompleks grup konstruujemy w celu przedstawienia pewnej grupy jako5



uogólnionego produktu wolnego jej podgrup, u»ywaj¡c do tego poj¦cia grupy podsta-wowej. Udowodnili±my nast¦puj¡ceStwierdzenie 5 Epimor�zm kompleksów grup ϕ : G̃ −→ G nad C indukuje epimor�zmgrup podstawowych ϕ∗ : π1(G̃, c) −→ π1(G, c).Powstaje naturalne pytanie, czy mo»emy przedstawi¢ j¡dro epimor�mzu ϕ∗ jako grup¦podstawow¡ pewnego kompleksu grup, tak by jego grupy lokalne byªy w jaki± sposóbzwi¡zane z epimor�zmem ϕ? Do odpowiedzi na to pytanie powrócimy w dalszej cz¦±cinaszych rozwa»a«.Druga mo»liwa interpretacja trywialno±ci homomor�zmu ϕ ◦φ : N −→ G jest taka,»e indukowany homomor�zm grup podstawowych (ϕ ◦ φ)∗ : π1(N , c′) −→ π1(G, F (c′))jest trywialny. Podsumowuj¡c, homomor�zm ϕ ◦ φ : N −→ G mo»e by¢:
F trywialny na grupach lokalnych
FF trywialny na grupach podstawowychNast¦puj¡ce przykªady �rozszerze«� kompleksów grup speªniaj¡ jedn¡ lub obie te wªas-no±ci:Przykªad 6 Je±li rozszerzenie grup N φ

� G̃
ϕ

� G potraktujemy jako ci¡g odwzorowa«kompleksów grup to zªo»enie ϕ◦φ jest trywialne na grupach lokalnych oraz na grupachpodstawowych tych kompleksów grup.Przykªad 7 Niech F : BG −→ Gr b¦dzie kompleksem grup stowarzyszonym z rozsze-rzeniem N � G̃
ϕ
� G. Istnieje homomor�zm ψ : F −→ G̃ nad BG −→ ∗ kompleksówgrup, który jest wªo»eniem na grupach lokalnych. Dostajemy ci¡g homomor�zmówpostaci

F
ψ
−→ G̃

ϕ
−→ GZªo»enie ϕ ◦ ψ jest trywialne na grupach lokalnych. Indukowany ci¡g homomor�zmówgrup podstawowych jest równy G̃ =

−→ G̃
ϕ
−→ G.Przykªad 8 Niech G : C −→ Gr b¦dzie diagramem grup 1←− 1 −→ Z3 na kategorii

C = ∗ ←− ∗ −→ ∗. Jest to graf grup i stowarzyszone z nim drzewo Bassa-Serre'a jestgeometryczn¡ realizacj¡ maªej kategorii D postaci
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Oczywi±cie Z3 dziaªa na kategoriiD, a ilorazem tego dziaªania jest kategoria C. Rozwa»mynast¦puj¡cy ci¡g homomor�zmów grafów grup:
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φ // Z2 1oo // Z3
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Z2Grupy podstawowe powy»szych diagramów grup s¡ izomor�czne z granicami prostymitych diagramów. Zatem indukowany ci¡g homomor�zmów grup podstawowych manast¦puj¡c¡ posta¢;
Z2 ∗ Z2 ∗ Z2 � Z2 ∗ Z3 � Z3i jest dokªadny. Ponadto zªo»enie ϕ ◦ φ jest trywialne na grupach lokalnych.J¡dro epimor�mzu kompleksów grup po raz pierwszy Dla ka»dego epimor-�zmu G̃ −→ G nad C znajdziemy kompleks grup wraz z homomor�zmem F −→ G̃,uniwersalne ze wzgl¦du na wªasno±¢ F zde�niowan¡ powy»ej.Przypomnijmy, »e dla ka»dego kompleksu grup G : C −→ Gr istnieje projekcja

p : BG −→ C z jego kategorii klasy�kuj¡cej na C, która jest bijekcj¡ na zbiorze obiek-tów, mo»emy zatem je uto»sami¢. Zgodnie z Twierdzeniem 3, klasy równowa»no±ciepimor�zmów kompleksów grup ϕ : G̃ −→ G s¡ w bijekcji z klasami równowa»no±cikompleksów grup Fϕ : BG −→ Gr na kategorii klasy�kuj¡cej G. Udowodnili±my, »e dlaka»dego obiektu c ∈ Ob C = ObBG zachodzi
Fϕ(c) = ker

(
ϕc : G̃(c) � G(c)

)Ponadto pokazali±my nastepuj¡ceStwierdzenie 9 Niech ϕ : G̃ −→ G b¦dzie epimor�zmem kompleksów grup nad C, a
Fϕ : BG −→ Gr stowarzyszonym z nim kompleksem grup. Istnieje homomor�zm kom-pleksów grup ψ : Fϕ −→ G̃ nad p : BG −→ C taki, »e zªo»enie ϕ ◦ ψ jest trywialne nagrupach lokalnych. Ponadto dla ka»dego homomor�zmu ψ′ : F ′ −→ G̃ nad p′ : C′ −→ Ctakiego, »e ϕ ◦ ψ′ jest trywialne na grupach lokalnych, istnieje dokªadnie jeden homo-mor�zm ψ̄′ : F ′ −→ Fϕ nad p̄′ : C′ −→ BG taki, »e ψ ◦ ψ̄′ = ψ′ nad p ◦ p̄′ = p′.Zatem Fϕ jest �j¡drem� epimor�zmu ϕ. Dla ka»dego obiektu c ∈ Ob C = ObBGmamy nast¦puj¡ce roszerzenie grup lokalnych

Fϕ(c) � G̃(c) � G(c)jednak grupa podstawowa Fϕ jest izomor�czna z grup¡ podstawow¡ skr¦conego dia-gramu grup G̃.Tak wi¦c znale¹li±my odpowiednik kategoryjnego j¡dra dla epimor�zmu kompleksówgrup. 7



J¡dro epimor�zmu kompleksów grup po raz drugi Pokazali±my, »e dla ka»degokompleksu grup G : C −→ Gr istnieje maªa kategoria DG, która jest odpowiednikiemdrzewa Bassa-Serra grafu grup. W szczególno±ci istnieje dziaªanie grupy podstawowej
π1(G, c) na kategorii DG, a ilorazem tego dziaªania jest C. Niech F : DG −→ C oznaczastowarzyszon¡ z tym dziaªaniem projekcj¦.Udowodnili±my nast¦puj¡ceTwierdzenie 10 Dla ka»dego epimor�zmu kompleksów grup ϕ : G̃ −→ G nad C istniejekompleks grup Kϕ : DG −→ Gr wraz z homomor�zmem φ : Kϕ −→ G̃ nad F : DG −→ Ctakie, »e1. Kϕ(d) ' ker(ϕF (d) : G̃(F (d)) −→ G(F (d))) dla ka»dego obiektu d ∈ ObDG2. π1(Kϕ, d) ' ker(ϕ∗ : π1(G̃, F (d)) −→ π1(G, F (d)))3. dla dowolnej kategorii D′ i homomor�zmu φ′ : K′ −→ G̃ nad funktorem F ′ : D′ −→ Ctakiego, »e ϕ ◦ φ′ jest trywialne na grupach lokalnych i podstawowych, istniejedokªadnie jeden homomor�zm φ̄′ : K′ −→ Kϕ nad F̄ ′ : D′ −→ DG taki, »e

φ ◦ φ̄′ = φ′ nad F ◦ F̄ ′ = F ′Homomor�zm φ : K −→ G̃ jest uniwersalny ze wzgl¦du na wªasno±ci F i FF. Zatem
Kϕ : DG −→ Gr jest �j¡drem� epimor�zmów ϕ i ϕ∗, a otrzymany ci¡g

Kϕ � G̃
ϕ
� Gjest �rozszerzeniem� kompleksów grup. Dla ka»dego obiektu d ∈ ObDG rozszerzenie towyznacza rozszerzenie grup lokalnych

Kϕ(d) � G̃(F (d)) � G(F (d))Ponadto indukowany ci¡g grup podstawowych
π1(Kϕ, d) � π1(G̃, F (d)) � π1(G, F (d))jest dokªadny.
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