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Tematem tej pracy jest badanie wªasno±ci asymptotycznych równa« ró»niczkowych
zwyczajnych1

n∑
i=0

ai(t, λ)
dix(t, λ)
dti

= 0, (2)

gdzie x ∈ C a λ ∈ C jest parametrem oraz ukªadów równa« ró»niczkowych zwyczajnych

ẋ(t) = A(t, λ)x(t), (3)

gdzie x ∈ C, A ∈ end(Cn) i ẋ oznacza pochodn¡ wektora x ze wzgl¦du na 'czas', który
zazwyczaj b¦dzie oznaczany przez t. Ogólnie t ∈ S, gdzie S jest pewn¡powierzchni¡
Riemanna. W dalszym ci¡gu b¦dziemy zakªada¢, »e Wyrazy macierzy A s¡ funkcjami
meromor�cznymi A ∈ end(Cn) ⊗ C(t). Dodatkowo zaklada¢ b¦dziemy, »e zarówno
szukane funkcje, jak i wspóªczynniki mog¡ zale»e¢ od parametru λ. Typowym przykªa-
dem b¦dzie równanie

(T + λ|p|)x = 0, (4)

gdzie p = (p1, ..., pk) ∈ Zk, |p| = p1 + ...+ pk oraz

T := (1− t)∂t(t∂t)p1−1...(1− t)∂t(t∂t)pk−1, (5)

przy odpowiednich zalo»eniach na 0 < pj ∈ Z, przy czym pk ≥ 2. Jest ono zwi¡zane
z funkcj¡ tworz¡c¡ tzw. wielokrotne warto±ci zeta, które de�niujemy jako sumy
szeregów postaci

ζ(p1, ..., pk) :=
∑

0<n1<...<nk

n−p11 ... n−pk
k . (6)

1W dalszym ci¡gu, dla uproszczenia notacji, b¦dziemy cz¦sto pisa¢

n∑
i=0

ai
dix

dti
, lub

n∑
i=0

ai ∂
i
tx , zamiast

n∑
i=0

ai(t, λ)
dix(t, λ)

dti
(1)

oraz ẋ = Ax, zamiast ẋ(t) = A(t, λ)x(t).
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W pracy [55] jest podana konstrukcja funkcji tworz¡cej dla MZV, która jest rozwi¡za-
niem zagadnienia wªasnego (4) operatora (5). Dokªadniej: je±lix(t, λ) jest rozwi¡zaniem
(unormowanym i holomor�cznym w zerze) równania (T + λ)x = 0, to wówczas

x(1, λ) =
∑
m≥0

(−1)mζ({p1, ..., pk}m)λ|p|m, (7)

gdzie (powtórzenie ci¡gu {p1, ..., pk} wyst¦puje m razy)

ζ({p1, ..., pk}m) := ζ(p1, ..., pk, ..., p1, ..., pk). (8)

Liczb¦ |p| we wzorze (6) b¦dziemy nazywa¢ wag¡ wielokrotnej warto±ci zeta (lub
ogólniej polilogarytmu), za± mianem jej (jego) gª¦boko±ci okre±limy warto±¢ k.

Naturaln¡ sytuacj¡, w której pojawiaj¡ si¦ inne, podobne równania Picarda-
Fuchsa jest badanie wªasno±ci cykli algebraicznych w rozmaito±ciach zespolonych.
Jest to zwi¡zane z tzw. algebr¡ okresów, których szczególnym przypadkiem s¡ wla±nie
wielokrotne warto±ci zeta. Wi¦cej szczegóªów na ten temat mo»na znale¹¢ w [37] oraz
w pracach Goncharova [22] i [23] oraz Goncharova i Manina [25], gdzie szczególny
nacisk poªo»ony jest na rozwijanie odpowiedniej teorii motywicznej.

Warto wspomnie¢, »e wielokrotne warto±ci zeta pojawiªy si¦ po raz pierwszy w
pracach Leonarda Eulera. Uzyskaª on min. wzory na warto±ci funkcji ζ w dodatnich
liczbach parzystych, wykorzystuj¡c rozwini¦cie funkcji sinus w szereg pot¦gowy oraz,
z drugiej strony, przedstawienie jej w postaci iloczynu. Zachodzi

f2(λ) =
∑
n≥0

(−1)nζ({2}n)λ2n =
∏(

1− λ2

n2

)

=
sinπλ
πλ

=
∑
n≥0

(−1)n
(πλ)2n

(2n+ 1)!
, (9)

sk¡d, po porównaniu wspóªczynników, otrzymujemy

ζ({2}n) =
π2n

(2n+ 1)!
. (10)

Odnotujmy jeszcze inn¡ funkcj¦ tworz¡c¡:

f4(λ) =
∏(

1− λ4

n4

)
=
∏(

1− λ2

n2

)∏(
1 +

λ2

n2

)
=

sinπλ
πλ

· sinhπλ
πλ

.(11)

Z rozwini¦cia (9) mo»na te» obliczy¢ ζ(2m).Mamy na przykªad

ζ(2)2 =
∑
k,n>0

n−2k−2 =

(∑
k>n

+
∑
k=n

+
∑
k<n

)
n−2k−2 = ζ(4) + 2ζ(2, 2). (12)

Podobne relacje, które wynikaj¡ ze wzoru wª¡cze« i wyª¡cze« z kombinatoryki, mo»na
poda¢ tak»e dla wielu innych wielokrotnych warto±ci zeta.
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W korespondecji z Goldbachem, Euler podaª tak»e inne, nietrywialne2 relacje na
wielokrotne warto±ci zeta z dwoma argumentami.

Nale»y doda¢, »e wielokrotne warto±ci zeta s¡ obecnie przedmiotem intensywnego
badania, przy u»yciu bardzo ró»norodnych metod. Warto tu przytoczy¢ min. prace
[8], [9], [13], [13], [22], [23], [28], [41], [37], [43], [49], [54] oraz [29].

Jednym ze sposobów badania asymptotyki (ukªadów) równa« ró»niczkowych zwy-
czajnych jest tzw. metoda WKB (lub aproksymacja WKB). Polega ona na
przedstawieniu hipotetycznego rozwi¡zania równania (1).

x(t) = λαeλS(t)
∑
k≥0

ψk(t)λ−k. (15)

Podstawienie tego wyra»enia do równania, prowadzi do algebraicznego ró»niczkowego
równania na 'dziaªanie' S oraz rodziny 'prostych' równa« na wspóªczynniki ψn.
Zilustrujemy metod¦ WKB nast¦puj¡cym przykªadem.

Przykªad 0.1 Rozwa»my zagadnienie wªasne (T + λ|p|)φ = 0 dla operatora (5),
gdzie |p| = p1 + ... + pk. Stosuj¡c metod¦ WKB, otrzymujemy nast¦puj¡ce równanie
na dziaªanie:

t|p|−k(1− t)k
[
Ṡ(t)

]|p|
+ 1 = 0. (16)

Nie zwracaj¡c uwagi na dalsze wyrazy asymptotyki i przechodz¡c z t do granicy
t = 1 otrzymujemy wzór

S(1) = µj
∫ 1

0
(1− u)1/k−1u(k−1)/k−1 du = B

(
1
k
,
k − 1
k

)
, (17)

gdzie B(x, y) oznacza funkcj¦ Beta Eulera. Ze wzoru

B(x, y) =
Γ (x)Γ (y)
Γ (y + x)

(18)

oraz z formuªy Eulera na odbicie dla funkcji Γ , otrzymujemy

S(1) =
π

sinπ/k
. (19)

St¡d wynika, »e funkcje generuj¡ce MZV powinny mie¢ w pierwszym przybli»eniu
posta¢ ∑

m

µm exp
(
µm

πx

sinπ/k

)
, (20)

2Euler uzyskaª na przykªad wzory

ζ(1,m) = mζ(m+ 1)−
m−2∑
j=1

ζ(j + 1)ζ(m− j), (13)

gdzie m > 2 oraz
ζ(1, 2) = ζ(3), (14)

które zostaªy uogólnione dopiero w drugiej poªowie XX wieku.
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gdzie µ oznacza tu pierwiastek pierwotny z jedno±ci stopnia |p|.

Pozwala to na przykªad uzasadni¢ fakt, i» we wzorze Broadhursta3 mamy do
czynienia z parametrem przeskalowanym o

√
2 w stosunku do regularnego rozwi¡zania

równania na MZV zwi¡zanej z operatorem (1− t)∂t(t∂t)3.

Warto odnotowa¢ w tym miejscu, »e w przypadku równania na funkcj¦ tworz¡c¡
ci¡gu ζ({2}n), metody asymptotyczne pozwalaj¡ uzyska¢ wzory ζ({2}n) = π2n/(2k+
1)!. W przypadku ζ({p}n), gdzie p > 2 jest liczb¡ pierwsz¡, podobne wzory nie s¡
znane i nie wiadomo nawet, czy liczby te s¡ przest¦pne, ale wzór (20) zachodzi dla
ka»dego k. Co wi¦cej,

π

sinπ/k
∈ Q(π), (22)

sk¡d wida¢, »e w pierwszym asymptotycznym przybli»eniu, funkcja tworz¡ca ci¡gów
wielokrotnych warto±ci zeta ma zawsze wspóªczynniki4 postaci πn × q, gdzie q jest
liczb¡ algebraiczn¡.

W analizie rodziny równa« (5) istotn¡ rol¦ mo»e odgrywa¢ tzw. zjawisko Stokes'a,
które w przypadku funkcji tworz¡cych zwi¡zanych z ζ(2) oraz ζ(3) zostaªo opisane w
pracach [51] i [53].

Omówimy teraz pokrótce zawarto±¢ poszczególnych rozdziaªów i podstawowe wy-
niki tej rozprawy. Przed przej±ciem do szczegóªowego streszczenia kolejnych rozdziaªów,
warto odnotowa¢, »e w trzech Dodatkach omówiona zostaªa aproksymacja fazy stacjo-
narnej (Dodatek A), wzory caªkowe dla funkcji hipergeometrycznych i caªki Drinfelda-
Kontsevicha (Dodatek B) oraz podstawowe fakty o teorii meromor�cznych równa«
ró»niczkowych zwyczajnych (Dodatek C).

W Rozdziale 1 rozwa»amy równanie

(1− t)∂t t∂tx+ λ2x = 0, (23)

zwi¡zane z funkcj¡ tworz¡c¡ f2, ci¡gu ζ({2}n). Okazuje si¦, »e funkcja hipergeometry-
czna

2F1

(
λ,−λ

1

∣∣∣∣ t) =
∞∑
n=0

(λ)n(−λ)n
(n!)2

tn =
∞∑
n=0

(−1)nLi{2}n(t)λ2n (24)

jest funkcj¡ tworz¡c¡ dla polilogarytmów Li{2}n(t), a jej warto±¢ w t = 1 jest funkcj¡
tworz¡c¡ f2(λ) dla wielokrotnych warto±ci zeta ζ({2}n).

W celu zbadania wªasno±ci tego równania, stosujemy metody asymptotyczne, jak
tzw. aproksymacja WKB, operatory Stokes'a oraz aproksymacja fazy stacjonarnej. Z

3Wzór

f1,3(
√

2λ) =
sinπλ

πλ

sinhπλ

πλ
= f4(λ), (21)

gdzie f2, f4 i f1,3 oznaczaj¡ funkcje tworz¡ce ci¡gów, odpowiednio ζ({2}n), ζ({4}n) oraz ζ({1, 2}n),
zostaª zaproponowany przez D. Zagiera, a udowodniony przez D. Broadhursta. Patrz np. [37].

4Zachodzi nawet silniejszy fakt: wspóªczynniki funkcji tworz¡cej s¡ elementami Q̇(π) ⊂ Q(π),
gdzie Q̇ oznacza granic¦ odwrotn¡ systemu ciaª cyklotomicznych.
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wykorzystaniem tego aparatu, podajemy dwa nowe dowody sªynnego wzoru Eulera
ζ(2) = π2/6. Patrz Wniosek 1.3.1 i Twierdzenie 1.4.1 w [50].

W Rozdziale 2 zajmujemy si¦ analiz¡ równania

(1− t)∂t (t∂t)2x+ λ3x = 0, (25)

którego analityczne w otoczeniu zera rozwi¡zanie x1(t, λ) = 1 + O(t), ewaluowane
w punkcie t = 1, wyznacza funkcj¦ tworz¡c¡ f3 ci¡gu ζ({3}n), analogicznie jak w
Rozdziale 1. Stosujemy nast¦pnie aproksymacj¦ WKB do badania bazy rozwi¡za«
asymptotycznych powy»szego równania hipergeometrycznego, dla λ ∼ ∞ i obliczamy
odpowiednie operatory Stokes'a. W kolejnym etapie dowodzi si¦, i» funkcja f3, przy
λ ∼ ∞, tak»e wyra»a sie za pomoc¡ odpowiednich rozwini¦¢ WKB, podlegaj¡cych
zjawisku Stokes'a. St¡d otrzymujemy, »e f3 speªnia liniowe równanie ró»niczkowe
szóstego rz¦du, z nieregularnym punktem osobliwym w niesko«czono±ci. Patrz Twier-
dzenie 2.4.1 w [50].

Rozdziaª 3 po±wi¦cony jest badaniu ukªadów liniowych równa« ró»niczkowych

ẋ(t) = A(t, λ)x(t), (26)

gdzie x ∈ Cn, dla zespolonego parametru λ ∼ ∞. Dowodzimy istnienia analogonów
operatorów Stokes'a dla odpowiednich rozwini¦¢ WKB (Twierdzenie 3.2.1 w [50]). Te
macierze w ogólno±ci mog¡ zale»e¢ od parametru, jednak przy pewnych naturalnych
zaªo»eniach, mo»na wykaza¢, »e maj¡ one wyrazy staªe (Twierdzenie 3.3.1 w [50]).
W dalszej cz¦±ci dowodzimy uogólnienie twierdzenia
Hukuhary-Levelta-Turritina o formalnej redukcji ukªadu w otoczeniu nieregularnego
punktu osobliwego do postaci normalnej, z rozgaª¦zion¡ reparametryzacj¡ zmiennej
czasowej (Twierdzenie 3.4.1 w [50]). W ostatniej cz¦±ci rozdziaªu, otrzymane wyniki
s¡ zastosowane do pewnych równa« hipergeometrycznych, zwi¡zanych z funkcjami
tworz¡cymi wielokrotne warto±ci zeta.
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