Asymptotyka rozwigzan meromorficznych
réwnan rézniczkowych i funkcji tworzacych dla
wielokrotnych wartos$ci zeta

Autoreferat rozprawy doktorskie;j

Michal Zakrzewski

25 lutego 2011

Tematem tej pracy jest badanie wlasnosdci asymptotycznych réwnan rézniczkowych

zwyczajnych!
n

Zai(t,)\)w =0, (2)
=0

gdzie x € Ca A\ € C jest parametrem oraz uktadéw réwnan rézniczkowych zwyczajnych
o(t) = A(t, A) x(t), (3)

gdzie z € C, A € end(C") i & oznacza pochodna wektora x ze wzgledu na ’czas’, ktory
zazwyczaj bedzie oznaczany przez t. Ogolnie t € S, gdzie S jest pewnapowierzchnia
Riemanna. W dalszym ciagu bedziemy zaktadaé¢, ze Wyrazy macierzy A sa funkcjami
meromorficznymi A € end(C") ® C(t). Dodatkowo zakladaé¢ bedziemy, ze zaréwno
szukane funkcje, jak i wspétczynniki moga zalezeé¢ od parametru A. Typowym przykta-
dem bedzie réwnanie

(T + APz = 0, (4)
gdzie p = (p1,...,px) € ZF, |p| = p1 + ... + py, oraz
T := (1 =)0 (td)P ~1...(1 — )0 ()P 1, (5)

przy odpowiednich zalozeniach na 0 < p; € Z, przy czym p; > 2. Jest ono zwigzane
z funkcja tworzaca tzw. wielokrotne wartosci zeta, ktore definiujemy jako sumy
szeregdw postaci

C(p1yospi) = Z ny Pt PE (6)

0<ny<...<ny

W dalszym ciagu, dla uproszczenia notacji, bedziemy czesto pisac

n n

; a; % , lub ; a;i i, zamiast Z ai(t,\) d xd(;’ A) (1)

1=0

oraz & = Az, zamiast &(t) = A(t, \) z(t).



W pracy [55] jest podana konstrukcja funkeji tworzacej dla MZV, ktora jest rozwiaza-
niem zagadnienia wlasnego (4) operatora (5). Dokladniej: jesliz(¢, \) jest rozwigzaniem
(unormowanym i holomorficznym w zerze) réwnania (T + \)z = 0, to wéwczas

2(LA) = > (=1)"C{p1, s i} ™A™, (7)

m>0

gdzie (powtorzenie ciagu {pi, ..., pr} Wystepuje m razy)

CH{p1y - k™) = C(P1y -y Phs s PLs vy P)- (8)

Liczbe |p| we wzorze (6) bedziemy nazywaé waga wielokrotnej wartosci zeta (lub
ogolniej polilogarytmu), za§ mianem jej (jego) gtebokosci okreslimy wartosc k.

Naturalna sytuacja, w ktérej pojawiaja sie inne, podobne réwnania Picarda-
Fuchsa jest badanie wtasnodci cykli algebraicznych w rozmaitosciach zespolonych.
Jest to zwiazane z tzw. algebra okreséw, ktorych szczegdlnym przypadkiem sa wlagnie
wielokrotne wartosci zeta. Wiecej szczegdtow na ten temat mozna znalezé¢ w [37] oraz
w pracach Goncharova [22] i [23] oraz Goncharova i Manina [25], gdzie szczegdlny
nacisk potozony jest na rozwijanie odpowiedniej teorii motywicznej.

Warto wspomnie¢, ze wielokrotne wartosci zeta pojawity sie po raz pierwszy w
pracach Leonarda Eulera. Uzyskal on min. wzory na wartosci funkcji ¢ w dodatnich
liczbach parzystych, wykorzystujac rozwiniecie funkcji sinus w szereg potegowy oraz,
z drugiej strony, przedstawienie jej w postaci iloczynu. Zachodzi

2
A0 = S =TT (13

n>0

sin 7r)\ u CONRL
- = (-1 @2n+ 1) ()
n>0

skad, po poréwnaniu wspoétczynnikéw, otrzymujemy

7.‘_2n

(({2}") = @nt il

Odnotujmy jeszcze inna funkcje tworzaca:
A4 A2 A2 sinwA sinh7A
fa(N) = H<1—714>—H(1—7L2)H<1+712>_ — (1)

Z rozwiniecia (9) mozna tez obliczy¢ ((2m).Mamy na przyktad

S o2 = <Z+Z+Z> n2kT = ((4) +2¢(2,2). (12)

k,n>0 k>n  k=n k<n

Podobne relacje, ktére wynikaja ze wzoru wlaczen i wylaczen z kombinatoryki, mozna
poda¢ takze dla wielu innych wielokrotnych wartosci zeta.



W korespondecji z Goldbachem, Euler podatl takze inne, nietrywialne? relacje na
wielokrotne wartosci zeta z dwoma argumentami.

Nalezy dodaé, ze wielokrotne wartosci zeta sa obecnie przedmiotem intensywnego
badania, przy uzyciu bardzo réznorodnych metod. Warto tu przytoczyé min. prace
[8], 191, [13], [13], [22], [23], [28], [41], [37], [43], [49], [54] oraz [29].

Jednym ze sposob6w badania asymptotyki (uktadow) rownan rozniczkowych zwy-
czajnych jest tzw. metoda WKB (lub aproksymacja WKB). Polega ona na
przedstawieniu hipotetycznego rozwiazania rownania (1).

z(t) = A*eMON "y t)aF, (15)

k>0

Podstawienie tego wyrazenia do réwnania, prowadzi do algebraicznego rézniczkowego
réwnania na ’dziatanie’ S oraz rodziny ’prostych’ réwnan na wspélczynniki .
Zilustrujemy metode WKB nastepujacym przykltadem.

Przyktad 0.1 Rozwazmy zagadnienie wtasne (T + /\‘p|)d> = 0 dla operatora (5),
gdzie |p| = p1 + ... + pg. Stosujgc metode WKB, otrzymujemy nastepujace réwnanie
na dziatanie:

HlPl=k (1 )k [S(t)} "1z (16)

Nie zwracajge vwagi na dalsze wyrazy asymptotyki i przechodzgc z t do granicy
t =1 otrzymujemy wzor

! k=1, (k—1)/k—1 1 k-1
S(1) = W/ (1—wu) u du = B TR ) (17)
0

gdzie B(x,y) oznacza funkcje Beta Eulera. Ze wzoru

I'(z)I'(y)
B(x,y) = ——= 18
(@) = F (13)
oraz z formuty Eulera na odbicie dla funkcyi I', otrzymujemy
T
1) = ——. 1
S() sinw/k (19)

Stad wynika, zZe funkcje generujgce MZV powinny mieé¢ w pierwszym przyblizeniu

postac
X
m m 2
ZM exp (M sin7r/k:>7 (20)

m

2Euler uzyskal na przyklad wzory

C(1m) = milm+ 1) = 3 G+ 1)Cm — 9), (13)
gdzie m > 2 oraz
¢1,2) = ¢3), (14)

ktore zostaly uogoélnione dopiero w drugiej polowie XX wieku.



gdzie u oznacza tu pierwiastek pierwotny z jednosci stopnia |p|.

Pozwala to na prayktad uzasadnié fakt, iz we wzorze Broadhursta® mamy do
czynienia z parametrem przeskalowanym o /2 w stosunku do reqularnego rozwigzania
réwnania na MZV zwigzanej z operatorem (1 — )0, (t0;)3.

Warto odnotowa¢ w tym miejscu, ze w przypadku rownania na funkcje tworzaca
ciagu ¢({2}"), metody asymptotyczne pozwalaja uzyskac¢ wzory ({2}") = 72" /(2k+
1. W przypadku ¢({p}"), gdzie p > 2 jest liczba pierwsza, podobne wzory nie sa
znane i nie wiadomo nawet, czy liczby te sa przestepne, ale wzor (20) zachodzi dla

kazdego k. Co wiecej,
T

. € Q(m), 22
sinw/k Q(r) (22)
skad wida¢, ze w pierwszym asymptotycznym przyblizeniu, funkcja tworzaca ciagdw
wielokrotnych wartosci zeta ma zawsze wspotczynniki? postaci 7" x ¢, gdzie ¢ jest
liczba algebraiczng.

W analizie rodziny rownan (5) istotng role moze odgrywac tzw. zjawisko Stokes’a,
ktore w przypadku funkeji tworzacych zwiazanych z ((2) oraz ((3) zostalo opisane w
pracach [51] i [53].

Omoéwimy teraz pokrotce zawarto$é poszczegblnych rozdzialéow i podstawowe wy-
niki tej rozprawy. Przed przejsciem do szczegbtowego streszczenia kolejnych rozdziatéow,
warto odnotowad, ze w trzech Dodatkach omoéwiona zostata aproksymacja fazy stacjo-
narnej (Dodatek A), wzory catkowe dla funkcji hipergeometrycznych i catki Drinfelda-
Kontsevicha (Dodatek B) oraz podstawowe fakty o teorii meromorficznych réwnan
rozniczkowych zwyczajnych (Dodatek C).

W Rozdziale 1 rozwazamy réwnanie
(1 — )0y tdp + N2z = 0, (23)

zwiazane z funkcja tworzaca, fo, ciagu (({2}"). Okazuje sig, ze funkcja hipergeometry-
czna

(M) = e = o e

n=0 n=0

Jest funkcja tworzaca dla polilogarytmow Liggyn (), a jej wartos¢ w t = 1 jest funkcja
tworzaca fa(\) dla wielokrotnych wartosci zeta (({2}").

W celu zbadania wtasnodci tego réwnania, stosujemy metody asymptotyczne, jak
tzw. aproksymacja WKB, operatory Stokes’a oraz aproksymacja fazy stacjonarnej. Z

SWzor 0\ sinh A

mi;\r blnﬂ—)\ﬂ' — ), (21)

gdzie fa, fa1 f1,3 oznaczaja funkcje tworzace ciagow, odpowiednio ¢({2}"), ¢({4}™) oraz ¢({1,2}"),

zostal zaproponowany przez D. Zagiera, a udowodniony przez D. Broadhursta. Patrz np. [37].
4Zachodzi nawet silniejszy fakt: wspotczynniki funkeji tworzacej sa elementami Q(TK‘) C Q(n),

gdzie Q oznacza granice odwrotng systemu cial cyklotomicznych.

frs(V2X) =



wykorzystaniem tego aparatu, podajemy dwa nowe dowody stynnego wzoru Eulera
((2) = 72/6. Patrz Wniosek 1.3.1 i Twierdzenie 1.4.1 w [50].

W Rozdziale 2 zajmujemy sie analizg réwnania
(1 — )0 (td)*x + X3z = 0, (25)

ktorego analityczne w otoczeniu zera rozwiazanie x1(t,\) = 1 + O(t), ewaluowane
w punkcie t = 1, wyznacza funkcje tworzaca fs ciagu (({3}"), analogicznie jak w
Rozdziale 1. Stosujemy nastepnie aproksymacje WKB do badania bazy rozwigzan
asymptotycznych powyzszego réwnania hipergeometrycznego, dla A ~ oo i obliczamy
odpowiednie operatory Stokes’a. W kolejnym etapie dowodzi sie, iz funkcja fs, przy
A ~ 00, takze wyraza sie za pomoca odpowiednich rozwinie¢ WKB, podlegajacych
zjawisku Stokes’a. Stad otrzymujemy, ze f3 spelnia liniowe réwnanie r6zniczkowe
szostego rzedu, z nieregularnym punktem osobliwym w nieskoiiczonosci. Patrz Twier-

dzenie 2.4.1 w [50].

Rozdzial 3 poswiecony jest badaniu uktadéw liniowych réwnari rézniczkowych
i(t) = AtV a(t), (26)

gdzie z € C™, dla zespolonego parametru A ~ oo. Dowodzimy istnienia analogonéw
operatorow Stokes’a dla odpowiednich rozwinie¢ WKB (Twierdzenie 3.2.1 w [50]). Te
macierze w og6lnosci moga zalezeé od parametru, jednak przy pewnych naturalnych
zaltozeniach, mozna wykazac, ze maja one wyrazy state (Twierdzenie 3.3.1 w [50]).
W dalszej czedci dowodzimy uogoélnienie twierdzenia

Hukuhary-Levelta-Turritina o formalnej redukcji uktadu w otoczeniu nieregularnego
punktu osobliwego do postaci normalnej, z rozgateziona reparametryzacja zmiennej
czasowej (Twierdzenie 3.4.1 w [50]). W ostatnie]j czesci rozdziatu, otrzymane wyniki
sy zastosowane do pewnych réwnan hipergeometrycznych, zwigzanych z funkcjami
tworzacymi wielokrotne wartosci zeta.
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