
Michaª Sierakowski

Osobliwe struktury automor�zmów
powierzchni hiperbolicznych

Autoreferat pracy doktorskiej

Przedmiotem mojej rozprawy doktorskiej s¡ automor�zmy zwartych po-
wierzchni topologicznych, których genus algebraiczny jest wi¦kszy od 1. Po-
wierzchnie speªniaj¡ce powy»szy warunek b¦dzi¦my nazywa¢ hiperboliczny-
mi. Stosowany w pracy termin powierzchnie Kleina odnosi si¦ do powierzchni
topologicznych ze struktur¡ dianalityczn¡, a wi¦c tak¡ która w charakterze
funkcji przej±¢ dopuszcza równie» odbicia zespolone. W niniejszej rozprawie
zajmuj¦ si¦ zatem badaniem struktur osobliwych dianalitycznych automor�-
zmów zwartych hiperbolicznych powierzchni Kleina, rozumianych jako zbiory
tych punktów, których orbity s¡ krótsze od rz¦du przeksztaªcenia. Zagadnie-
niem, które rozpatruj¦ jest pytanie o realizacj¦ zadanych struktur okresowych
wyznaczanych przez dziaªania cyklicznych grup automor�zmów. Genez¡ mo-
ich bada« jest pytanie postawione przez prof. Jaume Llibre w poni»szej po-
staci:

Pytanie 1. Dla rozmaito±ci zespolonej M znale¹¢ zbiory okresów orbit okre-
sowych odwzorowa« holomor�cznych M w siebie.

Podstawowymi rozmaito±ciami zespolonymi s¡ powierzchnie Riemanna i
to badanie wªasno±ci automor�zmów krzywych algebraicznych stanowi gªów-
ny przedmiot obecnej pracy, w której nie rozpatruje si¦ rozmaito±ci wymiaru
(zespolonego) wi¦kszego od 1.

Jak si¦ okazuje warunek holomor�czno±ci w przypadku powierzchni hiper-
bolicznych jest zaªo»eniem na tyle sztywnym, »e determinuje stopie« prze-
ksztaªcenia ograniczaj¡c jednocze±nie jego (sko«czony) rz¡d. Co wi¦cej w
przypadku powierzchni Kleina i sªabszego zaªo»enia dianalityczno±ci odwzo-
rowania, otrzymuje si¦ analogiczny wniosek. Na mocy twierdzenia Kerckho�a
[12] ka»dy okresowy homeomor�zm zwartej hiperbolicznej powierzchni Kle-
ina jest topologicznie sprz¦»ony z dianalitycznym automor�zmem powierzch-
ni Kleina o tym samym typie topologicznym rozumianym jako sygnatura



NEC grupy Λ uniformizuj¡cej X (tzn. takiej, dla której X jest przestrzeni¡
orbit H2/Λ). Z powy»szego zatem mo»na wywnioskowa¢, »e pomijaj¡c zespo-
lon¡ struktur¦ rozmaito±ci nie traci si¦ ogólno±ci w badaniu dynamicznych
wªa±no±ci przeksztaªce«. Jednak badaj¡c automor�zmy dianalityczne trak-
towane jako reprezentanty klas sprz¦»ono±ci topologicznej homeomor�zmów
okresowych mo»na wykorzysta¢ bardzo silne narz¦dzia analizy zespolonej i
geometrii algebraicznej. Dzi¦ki takiemu podej±ciu udaje si¦ znale¹¢ odpo-
wied¹ na pytanie sformuªowane przez Alsedà, Llibre i Misiurewicza:

Pytanie 2 (Alsedà, Llibre and Misiurewicz [1], Open Problem 3.3). Dla
dowolnej powierzchni zwartej wyznaczy¢ zbiory okresów orbit okresowych dla
homeomor�zmów sko«czonego rz¦du, redukowalnych oraz pseudo�Anosowa.

w cz¦±ci dotycz¡cej homeomor�zmów sko«czonego rz¦du. Przypomnijmy, »e
zgodnie z klasy�kacj¡ Nielsena�Thurstona [18] elementy grupy klas odwzo-
rowa« M(M) dowolnej powierzchni M dzielimy wªa±nie na wymienione w
Pytaniu 2 trzy typy.

W pierwszych rozdziaªach pracy zajmujemy si¦ analitycznymi przeksztaª-
ceniami powierzchni Riemanna. Rozwi¡zanie Pytania 1 dla sfery Ĉ oraz to-
rusów T jest znacz¡co ró»ne od odpowiedzi dla przypadku powierzchni o ge-
nusie wynosz¡cym co najmniej 2. Przypadek sfery opisuje twierdzenie Bakera
[2, 7], natomiast zadanie dla torusów zespolonych jest ¢wiczeniem bazuj¡cym
na ogólnej postaci przeksztaªce« holomor�cznych f : T → T (patrz [15]).

Przyczynami wspomnianych ró»nic, mi¦dzy przypadkami hiperbolicznym
i niehiperbolicznym jest po pierwsze brak górnego ograniczenia na stopie«
przeksztaªcenia dla Ĉ i T. Po drugie za± wªasno±¢, »e holomor�czne odwzo-
rowania powierzchni hiperbolicznych w siebie s¡ odwracalne ju» przy sªabym
zaªo»eniu, »e ich obrazy nie s¡ jednopunktowe. Wynika to z przytoczonego
poni»ej twierdzenia Riemanna�Hurwitza:

Twierdzenie 1 (Farkas and Kra [8]). Niech f : S → S ′ b¦dzie przeksztaªce-
niem holomor�cznym zwartych powierzchni Riemanna stopnia K (przez co
rozumiemy, »e zbiór f−1(Q) ma moc K dla prawie wszystkich Q ∈ S ′), któ-
rego obraz jest ró»ny od punktu. Niech g i γ oznaczaj¡ odpowiednio genusy
powierzchni S i S ′. Wtedy mamy

g = K(γ − 1) + 1 +
1

2

∑
P∈S

bf (P ), (1)

gdzie bf (P ) + 1 jest indeksem rozgaª¦zienia przeksztaªcenia f w punkcie P .
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Zatem holomor�czne odwzorowania t : S → S powierzchni hiperbolicz-
nych nie maj¡ rozgaª¦zie«, a ich stopie« jest zawsze równy 1. Tym samym
jako przeksztaªcenia "na" i "1�1" s¡ konforemne (przeksztaªcenia odwrotne
t−1 : S → S s¡ równie» konforemne). Co wi¦cej ich rz¡d jest sko«czony co
wynika z rezultatu Schwarza, który pokazaª »e grupa automor�zmów anali-
tycznych powierzchni hiperbolicznych jest sko«czona (patrz [8]). Dodajmy,
»e stosowany wielokrotnie w niniejszej pracy wzór (1) jest przede wszyst-
kim wykorzystywany w szczególnym przypadku nakry¢ rozgaª¦zionych. Je±li
bowiem t : S → S jest analitycznym automor�zmem powierzchni Riemanna
o genusie topologicznym g ≥ 2, to relacja Riemanna�Hurwitza pozwala na
wnioskowanie o indeksach rozgaª¦zie« nakrycia S → S/〈t〉. Przy oznaczeniu
przez N rz¦du przeksztaªcenia t oraz przez mi, i = 1, . . . , n wspomnianych
indeksów rozgaª¦zie« mamy na mocy (1):

g = N(γ − 1) + 1 +
1

2

∑
P∈S

bf (P ) = N(γ − 1) + 1 +
1

2

n∑
i=1

N

mi

(mi − 1),

co daje
2(g − 1)

N
= 2(γ − 1) +

n∑
i=1

(1− 1

mi

).

Dynamika homeomor�zmów sko«czonego rz¦du, które dziaªaj¡ na po-
wierzchniach Riemanna i zachowuj¡ orientacj¦ jest bardzo prosta, poniewa»
posiadaj¡ one jedynie sko«czenie wiele izolowanych orbit okresowych, których
okresy s¡ dzielnikami wªa±ciwymi rz¦du przeksztaªcenia. Znany powszechnie
wynik mówi, »e dowolny zbiór takich dzielników mo»e by¢ zrealizowany jako
zbiór okresów dla pewnego t ([9], patrz równie» Stwierdzenie 2.4). Zamyka
to problem wyznaczenia zbiorów okresów przeksztaªce« holomor�cznych ze-
spolonych rozmaito±ci wymiaru 1. Mo»na jednak pyta¢ o to, czy realizacja
zadanego zbioru okresów nakªada wymagania na typ topologiczny powierzch-
ni Riemanna formuªuj¡c kolejne zagadnienie:

Pytanie 3. Dla dowolnego N oraz A � podzbioru zbioru wªa±ciwych dziel-
ników N , znale¹¢ najmniejszy genus hiperbolicznej powierzchni Riemanna,
na której mo»na okre±li¢ odwzorowanie konforemne rz¦du N , którego zbiór
okresów pokrywa si¦ z A.

Liczb¦ speªniaj¡c¡ powy»szy warunek nazywamy genusem A�minimalnym
i oznaczamy gA. Powy»sze zadanie zostaªo rozwi¡zane metodami kombina-
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torycznymi w oparciu o teori¦ grup Fuchsa (Twierdzenie 2.8) przy wykorzy-
staniu wyników prac Harvey'a [11] i Macbeath'a [14]. Z uwagi jednak na
zale»no±¢ od rozkªadu na czynniki pierwsze okresów przeksztaªcenia, nie po-
dajemy zamkni¦tej formuªy na minimalny genus ograniczaj¡c si¦ jedynie do
wskazania najlepszych oszacowa« (Stwierdzenie 2.10). W rozdziale 2.2 roz-
wa»amy natomiast problem maksymalnego genusa, czyli znalezienia takiego
podzbioru dzielników N , którego relizacja jako zbioru okresów automor�zmu
analitycznego wymaga modelowania na powierzchni o najwi¦kszym genu-
sie spo±ród liczb gA odpowiadaj¡cych ró»nym podzbiorom zbioru dzielników
wªasciwych N . Powy»sze mo»emy sformalizowa¢ w nast¦puj¡cej postaci:

Pytanie 4. Dla ka»dego N znale¹¢ taki zbiór okresów Amax, aby odpowiada-
j¡cy mu genus Amax�minimalny dla ka»dego A podzbioru zbioru dzielników
wªa±ciwych N speªniaª warunek gA ≤ gAmax.

Narz¦dzia, które zostaªy wykorzystane do rozwi¡zania Pytania 4 s¡ stan-
dardowymi metodami analizy, teorii grup i teorii mnogo±ci. Uzyskane wyniki
wymagaªy przeprowadzenia serii elementarnych oblicze«, których szczegóªy
mogªyby si¦ jednak okaza¢ dla Czytelnika nu»¡ce i jako takie zostaªy w pracy
pomini¦te. Ta cz¦±¢ rozprawy zostaªa opublikowana w artykule [16].

W drugiej cz¦±ci pracy rozpatrujemy wersje wymienionych powy»ej Pyta«
1 i 3, uogólnione dla homeomor�zmów sko«czonego rz¦du dziaªaj¡cych na
powierzchniach Kleina. Rozwa»amy nast¦puj¡ce zagadnienie:

Pytanie 5. Dla odwzorowania sko«czonego rz¦du dziaªaj¡cego na zwartej
powierzchni Kleina znale¹¢ zbiór punktów, których orbity s¡ krótsze od rz¦du
przeksztaªcenia oraz wyznaczy¢ jego okresy.

Podobnie jak w przypadku homeomor�zmów zachowuj¡cych orientacj¦
dziaªaj¡cych na powierzchniach Riemanna klasy�kacj¦ struktur okresowych
uzyskuje si¦ rozwa»aj¡c jedynie podrodzin¦ homeomor�zmów zªo»on¡ z od-
wzorowa« dianalitycznych. Z uwagi na jako±ciow¡ ró»nic¦ w strukturze zbioru
osobliwego w porównaniu z poprzednim przypadkiem, jak¡ jest wyst¦powa-
nie skªadowych jednowymiarowych (wymiaru rzeczywistego 1) de�niujemy w
rozdziale 3 syntetyczn¡ wielko±¢ za pomoc¡, której opisujemy go w kolejnych
cz¦±ciach pracy. Do tego celu wykorzystujemy charakter okresów oznaczany
przez C0. Zawiera on informacje nie tylko o dªugo±ciach orbit izolowanych,
lecz równie» informacje o okresach skªadników brzegowych, jedno� i dwustron-
nych owali oraz ªa«cuchów. Zauwa»my, »e wyodr¦bnienie tak okre±lonych
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skªadowych zbioru osobliwego nie jest nowym narz¦dziem, gdy» pojawiªo si¦
ju» w pracach [19]�[21] oraz w przypadku inwolucji w artykule [4]. Uogólnie-
niem Pytania 3 jest nast¦puj¡ce

Pytanie 6. Dla dowolnego N oraz charakteru okresów C0, znale¹¢ minimum
miary obszaru fundamentalnego NEC grupy Λ, takiej »e na powierzchni H2/Λ
mo»na okre±li¢ dianalityczny automor�zm rz¦du N , który realizuje C0 jako
swój charakter okresów.

Poniewa» tym razem nie zakªada si¦, »e brzeg jest zbiorem pustym, inaczej
ni» w przypadku powierzchni Riemanna, minimalizacja obszaru fundamen-
talnego grupy Λ nie jest to»sama z minimalizacj¡ genusa powierzchni X.
Wyniki dotycz¡ce analizy poszczególnych przypadków ze wzgl¦du na orien-
towalno±¢ badanej powierzchni X, powierzchni ilorazowej X/〈t〉 oraz parzy-
sto±¢ N zostaªy sformuªowane w sze±ciu twierdzeniach: 5.5, 5.10, 5.17, 5.25,
5.36 i 5.42. Dodajmy przy tym, »e stosuj¡c mody�kacje metod przedstawio-
nych w rozdziale 4 mo»na równie» uzyska¢ formuªy minimalizuj¡ce genus
przy zaªo»eniach dotycz¡cych liczby skªadników brzegowych (lub odwrotnie:
liczb¦ skªadników brzegowych przy zaªo»eniach dotycz¡cych genusa). Podob-
ne wyniki, cho¢ bez rozró»niania zbiorów osobliwych automor�zmów zostaªy
uzyskane w monogra�i [3].

Prostota implementacji podanych w pracy procedur sprowadza je, w ka»-
dym z rozpatrywanych przypadków, do wykonania serii oblicze« bazujacych
na zde�niowanych w pracy wªasno±ciach kombinatorycznych zbiorów liczb
naturalnych. Zauwa»my przy tym, »e niektóre zagadnienia zwi¡zane dziaªa-
niem cyklicznych grup izometrii na powierzchniach s¡ przedmiotem artyku-
ªów popularnych, czego przykªadem jest [13].

Dzi¦ki przedstawionym tu konstrukcjom, w Przykªadach 2.11 oraz 5.29
udaªo si¦ odpowiedzie¢ na dwa otwarte pytania, które postawiono w pracy
[10].

Zagadnienia zwi¡zane z wªasno±ciami odwzorowa« powierzchni s¡ cz¦-
stym tematem dysertacji doktorskich. Z niektórymi z nich miaªem przyjem-
no±¢ zapozna¢ si¦ podczas przygotowywania wªasnej rozprawy: [5, 6, 17] �
za co serdecznie dzi¦kuj¦ ich Autorom.
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