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1 Wprowadzenie

Do modelowania wielu zagadnienn wspotczesnej nauki i techniki uzywane sa
roOwnania rézniczkowe. Napotykamy na nie przy badaniach w naukach przy-
rodniczych, takich jak fizyka, chemia czy biologia, lecz réwniez w ekonomii,
medycynie, elektronice czy teorii chaosu deterministycznego, a przede wszyst-
kim w zastosowaniach praktycznych — na przyktad budownictwie, poszuki-
waniach z16z czy pracach geologicznych. Zagadnien rézniczkowych w rozpa-
trywanych modelach na ogoét nie potrafimy rozwigzywac analitycznie. Jest to
powodem, dla ktérego numeryczne rozwiazywanie rownan roézniczkowych jest
tak potrzebnym narzedziem w rekach praktykow. W miare rozwoju nauki roz-
patrywane zjawiska staly sie na tyle skomplikowane, ze mimo wzrostu mocy
obliczeniowej komputeréw, niezbedne okazuja sie prace nad bardziej efek-
tywnymi metodami znajdowania rozwiazan réwnan rézniczkowych. Rosnie
takze zapotrzebowanie na algorytmy wykorzystujace zalety systemoéow kom-
puterowych opartych na maszynach réwnolegtych lub rozproszonych (patrz
[2]). Przy odpowiednio zaprojektowanych obliczeniach numerycznych oraz
efektywnej implementacji majg one wyrazna przewage nad tradycyjnymi ma-
szynami sekwencyjnymi. Wtadnie potaczenie rozleglej wiedzy matematycznej
z dobra praktyka informatyczng, lezace u podstaw matematyki stosowaney,
stanowi jedno z najwickszych wyzwan dla wspotczesnych i przysztych na-
ukowcow.

Metoda Dirichleta-Neumanna réwnoleglego rozwiazywania dyskretyzacji
zagadnien eliptycznych nalezy do klasy metod dekompozycji obszaru (ang.
Domain Decomposition Methods). Metody dekompozycji obszaru polegaja
na rozbiciu zagadnienia rézniczkowego czastkowego okreslonego na pewnym
obszarze na mozliwie stabo ze soba powigzane zagadnienia na mniejszych
podobszarach (roztacznych lub nie). Dekompozycja moze nastapi¢ na pozio-
mie zagadnienn rézniczkowych badz na etapie rozwiazywania uktadow row-



nan algebraicznych (liniowych lub nieliniowych) powstatych z aproksyma-
cji rozpatrywanych dyskretyzacji. Stosujac rézne dekompozycje otrzymu-
jemy roézne metody, charakteryzujace sie¢ réznorodnymi wtasno$ciami. Do-
stepna jest obszerna literatura po$wiecona metodzie dekompozycji obszaru.
7, monografii, w ktérych zebrane zostaly jej podstawy z pewnoscia na-
lezy wymieni¢ [14] i [16], a przede wszystkim najnowsza sposrod wyda-
nych pozycji [17]. Ich uzupekienie stanowia artykuly konferencyjne (ang.
proceedings) opublikowane w formie ksiazkowej (www.ddm.org). Miedzyna-
rodowe konferencje po$wiecone metodom dekompozycji obszaru odbywaja
sic od roku 1987 (patrz www.ddm.org/conferences.html). Ostatnia konfe-
rencja, oznaczona numerem 18, odbyla sie w styczniu 2008 roku w Izraelu
(www. cs.hugi.ac.il/conferences/dd18).

Jedna z najczedciej stosowanych metod dyskretyzacji, ze wzgledu na jej
szybkosé zbieznosci, jest MES — metoda elementu skoriczonego (patrz np. [5]).
Wtagnie dlatego dyskretyzacje rozwazane w pracy sa dokonywane ta metoda.
Prowadza one do uktadéw réownan o bardzo duzej liczbie niewiadomych oraz
zlym uwarunkowaniu (patrz (3], [4], [7]). Rozwiazywanie tych ukladow row-
nan jest centralnym problemem przy numerycznym rozwigzywaniu réwnan
rozniczkowych czastkowych. Ze wzgledu na wymienione powyzej wtasnosci
konieczne jest rownoleglte rozwiazywanie tych uktadéw, na ogot w procesach
iteracyjnych o niewielkiej liczbie iteracji. Kryterium to spetniaja wtasnie me-
tody dekompozycji obszaru — w szczegolnosci metody Dirichleta-Neumanna.
Opieraja si¢ one na podziale obszaru wyjsciowego przypominajacym wizu-
alnie wzor szachownicy (w dwoch wymiarach), poréwnaj rys. 1. Przy tym
podziale kazda iteracja sprowadza si¢ do niezaleznych obliczent na podobsza-
rach (polach) typu Dirichleta (,biatych”) i Neumanna (,czarnych”).

Rysunek 1: Przyktadowy podziat obszaru w dwoch wymiarach na podobszary
Neumanna (czarne) i Dirichleta (biate).



Wiele lat pracy nad metodami dekompozycji obszaru zaowocowalo po-
wstaniem ogolnej teorii tworzenia i analizy wielu starych i nowych metod
iteracyjnych (addytywnych, multiplikatywnych i hybrydowych) opartych na
tej metodzie. Okresla si¢ je wspolnym mianem (patrz np. [8], [9], [17, roz. 2|)
Abstrakcyjnej Teorit Metod Schwarza. W rozprawie, ze wzgledu na najwiek-
szg efektywnos¢ zréwnoleglenia, ograniczono sie tylko do operatoréw addy-
tywnych i zwiazanej z nimi AMS — Abstrakcyjne; Teorii Addytywnych Me-
tod Schwarza. Metody Schwarza polegaja na zbudowaniu macierzy precon-
ditionera, uzycie ktoérej zastepuje duzy i zle uwarunkowany uktad liniowych
rownan algebraicznych uktadem lepiej uwarunkowanym. Taki uktad réwnan
jest nastepnie rozwiazywany iteracyjnie. Abstrakcyjna teoria addytywnych
metod Schwarza precyzuje poszczegdlne etapy tworzenia takiego precondi-
tionera. Wszystkie metody opisane w pracy byty konstruowane i analizowane
wtasnie w oparciu o te teorie.

Od metod dekompozycji obszaru wymagana jest miedzy innymi opty-
malnosé, to jest brak zaleznosci szybkosci zbieznosci od liczby podobsza-
row. Niestety wymaganie to jest na ogoét zbyt rygorystyczne. Zamiast tego
wprowadza sie okreslenie metody prawie optymalnej, to znaczy takiej, kto-
rej wskaznik uwarunkowania rosnie jak potega logarytmu wraz ze wzrostem
liczby podobszaréow. Potega przy logarytmie powinna by¢ oczywiscie jak naj-
mniejsza — w praktyce réwna jeden lub dwa. W wiekszosci metod osiagniecie
prawie optymalnosci, wigze sie z wprowadzeniem dodatkowych poziomow
obliczeri na podziale wyjsciowego obszaru na podobszary, co wplywa istot-
nie na przyspieszenie procesu iteracyjnego. Tego typu metody nosza nazwe
dwupoziomowych i zostaly juz dos¢ dobrze zbadane i opisane (zob. [17], [16]).
Zainteresowanie metodami jednopoziomowymi nie byto takie duze, gdyz uwa-
zano je za mniej efektywne ze wzgledu na czesto towarzyszaca im zalezno-
Scig od liczby podobszarow. Wyjatkiem okazuje sie jednopoziomowa metoda
Dirichleta-Neumanna dekompozycji obszaru przedstawiona w [6], ktora sta-
nowi podstawe badan zawartych w pracy. W ostatnich latach powrécono do
badan nad metodami jednopoziomowymi w zwigzku z nowymi klasami metod
dekompozycji obszaru okreslanymi jako FETI-DP (ang. Dual-Primal Finite
Element Tearing and Interconnecting). Sa one bardziej efektywna wersja
metod FETI, ktore po raz pierwszy zostaly opisane w [11], a podstawowe
informacje o nich zebrane zostaly w rozdziale 6 monografii [17]. Pomysl, na
ktorym opieraja sie metody FETI polega na dopuszczeniu w kolejnych ite-
racjach nieciggtosci na brzegach podobszaréw. Zbieznos¢ do ciaglego rozwia-
zania nastepuje wraz ze zbieznoscia procesu iteracyjnego. Szczeg6lnie duzy
naktad pracy zostat wtozony w metody FETI-DP, z ktoérymi to jednopozio-
mowa metoda Dirichleta-Neumanna okazuje sie mie¢ bardzo $cisty zwiazek
(zob. [12], [13]). Istotne jest w nich odpowiednie zrownowazenie pomiedzy
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jak najmniejsza liczba wiezow ciggltosci miedzy sasiadujacymi podobszarami
a szybkoscig zbieznosci procesu iteracyjnego tak, by obliczenia mogly by¢
przeprowadzane niezaleznie na poszczegélnych podobszarach z zachowaniem
braku zaleznosci od liczby podobszaréw. Wiezy moga okresla¢ na przyktad
rownos$é wartosci funkeji, nalezacej do podprzestrzeni rozwigzan, w niekto-
rych punktach brzegu lub réwno$é wartosci srednich catkowych na $cianach
(w trzech wymiarach) czy krawedziach (w dwoch i trzech wymiarach). Wiecej
na temat tych metod mozna przeczyta¢ w [17, str. 160].

2 Motywacja i cele

Za punkt wyjscia rozprawy mozna uzna¢ opisang w [6] jednopoziomowa me-
tode Dirichleta-Neumanna dekompozycji obszaru w dwoéch wymiarach. Cie-
zar obliczen w tej metodzie zwiazany jest w gtéwnej mierze z podobszarami
typu Neumanna, ktore to sa powiazane ze soba co najwyzej poprzez wierz-
chotki, zwane punktami krzyzowymi. Powigzania sa zatem stabe i rozwiazanie
zadania mozna sprowadzi¢ do niezaleznych obliczen na poszczegdlnych pod-
obszarach oraz rozwiazania jednego globalnego zagadnienia wymiaru liczby
punktow krzyzowych. W metodzie tej przyjeto jednak ograniczajace zatoze-
nie istnienia takiego przyporzadkowania kazdemu z podobszaréw odpowied-
niego typu albo Dirichleta, albo Neumanna, aby zadne dwa podobszary tego
samego rodzaju nie mialy wspolnych krawedzi (patrz rys. 1). Oczywiscie
w ogblnym przypadku takie przyporzadkowanie moze nie istnie¢. Przykiad
takiej sytuacji jest przedstawiony na rysunku 2a.

(a) (b)

Rysunek 2: (a) Przyktadowy podzial obszaru w dwoch wymiarach na pod-
obszary, dla ktoérego nie istnieje przyporzadkowanie typu Neumanna i Di-
richleta. (b) Podzial na podobszary typu Neumanna (czarne), Dirichleta
(biate) i mieszane Neumanna-Dirichleta (szare).



Podstawowym celem pracy jest uogolnienie jednopoziomowej metody
Dirichleta-Neumanna réwnolegtego rozwigzywania dyskretyzacji zagadnien
eliptycznych z dwoch na trzy wymiary. Uogdlnienie polega na zaprojektowa-
niu algorytmu i przeprowadzeniu petnej analizy jego zbieznosci. Oprocz tego
w pracy znajduje sie opis szeregu modyfikacji metod jednopoziomowych, za-
rowno w dwoch, jak i w trzech wymiarach. Kluczowa modyfikacja z cala
pewnoscig jest rezygnacja z ograniczajacego zalozenia o istnieniu przypo-
rzadkowania typow Dirichleta lub Neumanna kazdemu z podobszaréw. Zo-
stato to osiagniete poprzez wprowadzenie mieszanych elementéw Neumanna-
Dirichleta (patrz rys. 2b). Pozostale modyfikacje zwiazane sa z globalnym
zagadnieniem zwigzanym ze wspotdzielonymi przez podobszary typu Neu-
manna punktami. Rozwazany jest przypadek rezygnacji z zatozenia ciagto-
sci w tych punktach, kosztem wprowadzenia w nich wiekszej liczby warto-
sci (patrz rys. 3), jak rowniez wprowadzenie dodatkowego poziomu obliczen
zwigzanego z tak zwana grubg sitatkg oparta na podziale wyjsciowego ob-
szaru €2 na podobszary. Integralng czeScia pracy jest réwniez implementacja
czesci opisanych algorytmoéw oraz symulacje obliczen rownoleglych na maszy-
nie jednoprocesorowej majace na celu potwierdzenie uzyskanych rezultatow
teoretycznych.

Rysunek 3: Nieciagta w punktach krzyzowych (oznaczonych kotkami) jedno-
poziomowa metoda Dirichleta-Neumanna.

Wszystkie opisane w pracy metody byty konstruowane dla zagadnien elip-
tycznych dla rownania drugiego rzedu z zerowym warunkiem brzegowym typu
Dirichleta:

dla danego ograniczonego obszaru Q@ C RY, dla d = 2,3 znalezé
u* € H}(Q) takie, ze:

a(u*,v) = Il(v) Vv € Hy (), (1)



gdzie

a(u,v) = /Q Z a;;(z)DyuDjv dx (2)

i,j=1

jest symetryczna, H'(Q)-eliptyczng forma dwuliniows okreslona nad
H}(Q) x H} (), prawa strona (1) jest funkcjonatem

l(v) = / fudz, (3)
Q
natomiast f € L*(2). Symetrycznosé formy dwuliniowej wynika z réwnogci:

aij(z) = aji(z) Vii=1,..d Vacq- (4)

Zakladamy, ze funkcje a;; sa ciagte. Dla uproszczenia zapisu metody przedsta-
wione zostaly tylko dla obszaréw €2 bedacych wielokatami w dwdch, a wielo-
Scianami w trzech wymiarach. Mozna rozpatrywac obszary, o ktorych brzegu
zaktadamy tylko, iz jest lipschitzowsko ciagly (zob. [1]), ale wymagaloby to
wprowadzania triangulacji opartych na krzywoliniowych elementach (patrz
np. [5]). Wprowadzenie odpowiedniej dla takich triangulacji notacji, wptyne-
toby z pewnoscia negatywnie na klarownos¢ przedstawiania idei algorytmow,
ktore stanowia centralny punkt rozprawy. Przedstawiong teorie mozna uogol-
ni¢ na obszary w przestrzeniach dla d > 3, ale przypadki dwuwymiarowy
i trojwymiarowy sa najczedciej spotykane w praktyce i dlatego wtasnie one
zostaly opisane w pracy doktadnie. Zaprojektowanych w rozprawie metod
Dirichleta-Neumanna mozna réwniez uzy¢ do rozwiazywania ogdlniejszych
dyskretyzacji zagadnienn eliptycznych, wliczajac w to rownania eliptyczne
z roznymi warunkami brzegowymi, inne warianty MES czy siatki niezgodne.
Wystarczy skorzystaé z opisanej w pracy analizy oraz szeroko rozbudowane;j
teorii dostepnej w specjalistycznej literaturze.

Do dyskretyzacji zagadnienia rozniczkowego (1) zostala uzyta, jako
jedna z najczesciej stosowanych, metoda elementu skorniczonego. Na obsza-
rze () wprowadzamy rodzine konforemnych i quasi-jednostajnych triangula-
cji T"(9)), parametryzowanych parametrem h, ktérej elementami sg trojkaty
w 2D, a simpleksy w 3D. Wprowadzamy réwniez zgodna z nimi konforemng
i regularng triangulacje 7%(Q) zlozona z N rozlacznych podobszaréw €;
(poréwnaj np. |7, roz. 10.3| lub [5, roz. 2.1]). Nastepnie definiujemy ciag
skoriczenie wymiarowych przestrzeni V;,(Q) C H3(Q) funkcji kawaltkami li-
niowych i cigglych na triangulacji, zerujacych sie na brzegu obszaru 2, to
jest

Vi(Q) = {v e Co(Q),vx € PH(K): KeT"(Q)}, (5)



gdzie P1(K) oznacza zbioér wielomianéw dwoch w przypadku dwuwymiaro-
wym, za$ trzech zmiennych w przypadku trzech wymiaréw, stopnia co najwy-
zej jeden okredlonych na elemencie triangulacji K. W ten spos6b dostajemy
zagadnienie dyskretne dla zagadnienia rozniczkowego (1):

znalez¢ uj, € V() takie, ze:

a(uy,vp) = l(vp) Yo, € Vi(9). (6)
Jego rozwigzania szukamy w postaci
uy = Huy, + Puy, (7)

gdzie

N N

Hup, = {H; (unjpo,) b, i Pun={Pi(unon,)},_, (8)

sg odpowiednio symbolicznymi oznaczeniami na funkcje dyskretnie harmo-
niczne na podobszarach ; oraz rzuty funkcji u, na wszystkie V()| q, (patrz
[17]). H;up oznacza dyskretnie harmoniczne rozszerzenie funkeji na podob-
szar ; w sensie formy a;(-, -) z u;, dana na 9€);, zas P;uy, rzutu ortogonalnego
w sensie tej formy. Cze$é¢ Puj rozwiazania mozna obliczyé réownolegle roz-
wigzujac szereg niezaleznych, lokalnych zagadnien z formami dwuliniowymi
a;(+,+) z zerowymi warunkami brzegowymi Dirichleta. Kluczowe pozostaje
zatem rozwiazanie zagadnienia okreslonego na szkielecie

N N

r=Jr =0\ 092) 9)

i=1 =1

tak zwanego zagadnienia Schura:
znalezé u* € HV,(Q2) takie, zZe:

s(u*,v) = g(v) Vv e HV,L (), (10)
gdzie
s(u,v) = Z si(u,v) = Z a; (Hi(uwgi),Hi(vai)) ,
1EN 1EN (11)
g(v) = I(Hv),

Zadanie (10) ma mniejszy wymiar od zadania (6) oraz lepszy wskaznik uwa-
runkowania, dlatego wtasnie w oparciu o nie konstruowane byty metody opi-
sane w rozprawie.



3 Metody Dirichleta-Neumanna w 2D

Konstrukcja jednopoziomowej metody Dirichleta-Neumanna w dwoch wy-
miarach, wraz z analiza zostala zaprezentowana w [6]. Dekompozycja wyj-
Sciowej przestrzeni sktada sie w tym przypadku tylko z jednej przestrzeni,
za$ odpowiadajaca jej forma dwuliniowa okreslona jest wzorem:

blu,v) = Y si(u,v)  Vu,v € HVA(Q)r, (12)
1ENN

gdzie Ny oznacza zbior indekséw podobszaréw typu Neumanna. Z analizy
opartej na abstrakcyjnej teorii addytywnych metod Schwarza wynika

Twierdzenie 1
Operator T okreslony rownaniem

b(Tu,v) = s(u,v)

jest odwracalny oraz

7\ 2
cond(T) < C <1 + log E) ,

gdzie C' jest statq niezalezng od h © H.

Dzieki temu rozwiazanie problemu (10) mozna zastapi¢ szukaniem rozwiaza-
nia rOwnania operatorowego

Tuh = gh, (13)

gdzie gp, odpowiada wektorowi prawej strony (10). Operator T jest syme-
tryczny, dodatnio okreslony (patrz lemat 2.1 w [17]) oraz dobrze uwarun-
kowany, a przede wszystkim uktad rownan (13) mozna rozwiagzaé znacznie
bardziej efektywnie czasowo i numerycznie, ze wzgledu na mozliwosé zrow-
noleglenia obliczeni, od rozwigzania uktadu z macierza Schura.

Oprocz wyprowadzenia macierzowej postaci preconditionera

Sn= > R{SYR, (14)
iENN

gdzie @ jest macierza odpowiadajaca formie dwuliniowej s;(-,-), za$ Ry
jest macierza operatora obciecia przestrzeni HV;(€2) do podprzestrzeni zwia-
zanej z podobszarem ();, w pracy opisana jest takze macierzowa postaé¢ al-
gorytmu Dirichleta-Neumanna. Szczegélny nacisk jest przy tym polozony na



jak najwieksze zrownoleglenie obliczeni, przy czym w przypadku braku punk-
tow krzyzowych obliczenia moga by¢ przeprowadzone catkowicie niezaleznie
na poszczegbdlnych podobszarach. Dla duzej liczby podobszaréow, kiedy to
punkty krzyzowe sg obecne, rozwiazanie uktadu z macierza preconditionera
wyznacza sie najczesciej za pomoca metody iteracyjnej. W eksperymentach
numerycznych, ze wzgledu szybkosé zbieznosci, uzyta zostata metoda gra-
dientéw sprzezonych (patrz [15]) z Sy jako macierza preconditionera. Dla
czytelnosci opisu algorytmy sa jednak przedstawione na podstawie metody
iteracyjnej Richardsona (patrz na przyktad [17, str. 399]) z parametrem re-
laksacji 7.

Najwazniejsza z przedstawionych modyfikacji metody Dirichleta-
Neumanna w dwoch wymiarach polega na rezygnacji z zalozenia istnienia
takiego przyporzadkowania podobszarom typéw Dirichleta lub Neumanna,
zeby zadne dwa podobszary tego samego typu nie miaty wspoélnych krawedzi
(poréwnaj rys. 2b). W takim przypadku mozemy wprowadzi¢ podobszary
mieszanego typu, ktore z punktu widzenia sasiadéow typu Neumanna repre-
zentuja typ Dirichleta, a sa typu Neumanna dla sgsiadujacych z nim podob-
szaréw typu Dirichleta. W metodzie tej forma dwuliniowa zostata okreslona
nastepujaco:

b(u,v) = Z si(u,v) + Z S (IhHZM (w — ), I"0M (v — U,)) (15)

iENN €N

gdzie N); oznacza zbior indeksow podobszaroéw typu mieszanego, u,, 1 v, to
wartosci funkeji u i v w ustalonym dla kazdego podobszaru §2; wierzchotku v,
za$ OM jest kawalkami liniowa i ciggla na szkielecie funkcja, ktéra znika we
wszystkich punktach nodalnych I'j, poza tymi, ktére naleza do czesci brzegu
'™ c 09;. Do I'M naleza te krawedzie wraz z ich wierzchotkami, ktérym
przypisany zostal typ Neumanna. W pracy pokazane jest, ze oszacowanie
wskaznika uwarunkowania operatora 7' okreslonego réwnaniem

b(Tu,v) = s(u,v), (16)

zalezy tylko, jak w twierdzeniu 1 dla wyjsciowej metody, polilogarytmicznie
od stosunku H/h. Potega przy logarytmie jest rowna cztery.

Zasadnicza czescia kazdej iteracji wzorcowej metody z [6], jest rozwiazanie
globalnego uktadu réwnan z niewiadomymi w punktach krzyzowych. Modyfi-
kacja polegajaca na rezygnacji z warunkéw ciagtosci w punktach krzyzowych
(patrz rys. 3) przedstawiona w rozprawie prowadzi do dekompozycji prze-
strzeni:

V(D) :=HVi(Qr = > RIVi(IY), (17)
iENN



gdzie V;(I';) sa przestrzeniami lokalnymi:

Vz‘(Fi) = V(F)Ir‘-

k3

(18)

Dla i € Ny formy dwuliniowe b;(-, ) okreslone sa wzorami dla kazdych u, v
nalezacych do V;(T;):

~

bi(u,v) = G (HZ- (i) , H; (W)) , (19)

gdzie H;uy jest dyskretnie harmonicznym rozszerzeniem funkcji u;, na pod-
obszar €); w sensie formy

~ 1
a;(u,v) = s;(u,v) + I°e (s V) L2 (20)

z up, dang na 0€);. u; jest kawaltkami liniowa i ciagla na brzegu podobszaru
Q; funkcja o warto$ciach w punktach nodalnych = € I'; réwnych liczbie pod-
obszaréw typu Neumanna, do ktorych dany punkt nalezy. Przy tak sprecy-
zowanej dekompozycji addytywny operator Schwarza T' jest dany wzorem

T=73 RT, (21)
ieENN
gdzie T, dlai € Ny sg zdefiniowane nastepujaco:
bi(ﬁu, v;) = s(u, RI'v;), Vo, € Vi(Ty). (22)

W rozprawie podana jest analiza wraz z dowodem szybkosci zbieznosci tak
skonstruowanej metody, ktorej podsumowaniem jest

Twierdzenie 2

Operator T' = > T; okreslony w (21) jest odwracalny oraz
iENN

2
cond(T) < CH™? (1 + log %) :

gdzie C' jest statq niezalezng od h 1 H. Dla podziatow bez punktow krzyzowych
wyraz H=? nie wystepuje.

W poréwnaniu z metoda wyjsciowa (poréwnaj tw. 1) wskaznik uwarunkowa-
nia rézni sie czynnikiem H ~2, czyli zaleznoécig od liczby podobszarow. Jest to
cena jaka musimy zapltacié¢, za usuniecie powiazan miedzy podobszarami typu
Neumanna. Wymiana informacji pomiedzy podobszarami w tym przypadku
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nastepuje bowiem w kazdym kroku iteracji tylko pomiedzy sasiadujacymi ze
soba podobszarami. Zatem przestanie informacji pomiedzy dwoma odlegltymi
podobszarami wymaga wykonania liczby iteracji poréwnywalnej (z doktad-
noscig do czynnika logarytmicznego) z liczba podobszarow.

Dla pelnosci opisu rozprawa zawiera réwniez krotkie opisy kilku me-
tod dwupoziomowych. Charakteryzuja si¢ one brakiem zaleznosci szybkosci
zbieznosci od liczby podobszaréow, ale konieczne jest wprowadzenie dodatko-
wego poziomu obliczen zwiazanych z gruba siatka. Wiekszos¢ z tych metod
zostala juz dosé¢ dobrze zbadana i opisana w dostepnej literaturze (zob. [16],

[17]).

4 Metody Dirichleta-Neumanna w 3D

Glownym celem pracy byto uogoélnienie jednopoziomowej metody Dirichleta-
Neumanna z dwoch na trzy wymiary. Zaltozenie, aby zadne dwa podobszary
tego samego typu nie mialy wspolnych krawedzi, zostato zastapione wymaga-
niem braku wspolnych $cian (patrz rys. 4). Rozprawa zawiera doktadny opis

Rysunek 4: Przyktadowy podzial prostopadtosciennego obszaru na podob-
szary typu Neumanna (czarne) i Dirichleta (biale).

algorytmu Dirichleta-Neumanna dla wielu podobszaréw w 3D, jego pelna
analize teoretyczng oraz posta¢ macierzowa i implementacje. Do konstrukeji
i analizy zbieznodci algorytmu D-N wykorzystano abstrakcyjng teorie addy-
tywnych metod Schwarza. W analogii do dwoch wymiaréw, nie byta dokony-
wana dekompozycja przestrzeni, a forma dwuliniowa b(-, -) okreslona zostala

11



wzorem

b(u,v) = Y si(u,0) = > a; (Hi(wan,), Hi(vjoe,)) (23)

iENN iENN

dla kazdych u,v € V(I'). Mimo wiekszego wymiaru, udalo si¢ uzyska¢ takie
samo oszacowanie jak w twierdzeniu 1 dotyczacym metody w 2D. W tym
celu jednak konieczne byto zastosowanie catkowicie innej techniki dowodowej
opartej na definicji quasi-interpolantu I okreslonego dla funkcji v € V(T')
na punktach nodalnych v szkieletu nastepujaco:

- max
( o) )= Jnax, Voo, = Bax, |04] Jag,

v(x) dz. (24)
Przez N; oznaczony zostal zbior indekséw podobszaréw, ktérych brzegi maja
czescl wspolne z brzegiem podobszaru €Q;, zas |0€);| oznacza miare zbioru
0€);. Opisana macierzowa posta¢ metody sprowadza sie do szeregu nieza-
leznych lokalnych obliczenn na podobszarach oraz rozwiazania uktadu réow-
nan z niewiadomymi zwiazanymi z punktami nodalnymi krawedzi i wierz-
chotkami szkieletu. Wymiar tego uktadu jest zatem zdecydowanie mniejszy
od wymiaru macierzy Schura S, ktora to obejmuje jeszcze punkty nodalne
Scian szkieletu, ale znacznie wiekszy od wymiaru odpowiadajacej macierzy
w dwoch wymiarach. Tam bowiem uwzglednione byty tylko punkty krzyzowe,
a w trzech wymiarach réwniez punkty krawedzi. Oba uktady — w 2D i 3D
— pelnia role posrednika przy wymianie informacji pomiedzy podobszarami
typu Neumanna.

Rozprawa obejmuje réwniez modyfikacje jednopoziomowej metody
Dirichleta-Neumanna w trzech wymiarach, uogoélniajaca ja na przypadki
podziatéw, dla ktérych nie istnieje przyporzadkowanie podobszarom ty-
pow Neumanna badz Dirichleta takie, aby zadne dwa podobszary tego sa-
mego typu nie mialy wspoélnej $ciany. Przyktad takiego podzialu podany
jest na rysunku 5a. Pomysl polega na wprowadzeniu mieszanych elemen-
tow Neumanna-Dirichleta (rys. 5b), ktorych wspolnym z podobszarami typu
Neumanna $cianom przypisany jest typ Dirichleta, a $ciany wspotdzielone
z podobszarami typu Dirichleta traktowane sa jako typu Neumanna. Dzieki
modyfikacji formy dwuliniowej udato sie zachowaé¢ brak zaleznosci szybkosci
zbieznodci od liczby podobszaréw.

Sytuacja okazuje sie gorsza w przypadku drugiej modyfikacji polegajacej
na dopuszczeniu nieciagtosci na krawedziach wspotdzielonych przez podob-
szary typu Neumanna (patrz rys. 6). W tym przypadku zastosowana zostala
dekompozycja na przestrzenie zwigzane z podobszarami typu Neumanna,
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(a) (b)

Rysunek 5: (a) Przyktadowy podzial obszaru w trzech wymiarach na pod-
obszary, dla ktoérego nie istnieje przyporzadkowanie typu Neumanna i Di-
richleta. (b) Podzial na podobszary typu Neumanna (czarne), Dirichleta
(biate) i mieszane Neumanna-Dirichleta (szare).

a odpowiadajace im formy dwuliniowe zostaly zdefiniowane nastepujaco:

uv) = { Gl () Hy () QN2 =0
i {“Z<HZ(MU)7HZ(M)) QLNOAD (25)

dla u,v € Vi(I';). u;, jak w 2D, jest kawaltkami liniowa i ciagla na 0€; funkcja
o wartosciach w punktach nodalnych = € I'; réwnych liczbie podobszaréw
typu Neumanna, do ktérych dany punkt nalezy. Hyuy, i Hyuy, sa (patrz (11)
i (20)) dyskretnie harmonicznymi rozszerzeniami funkcji na podobszar €;
w sensie formy dwuliniowej odpowiednio @;(+,-) i a;(+,-) z uj, dana na 0%;.
Twierdzenie 3 _ _

Addytywny operator Schwarza T = Y. RIT;, gdzie T; okreslone sq dla

iENN
i € Ny przez réwnanie

bi(Tyu, v;) = s(u, RTv;) Vu; € Vi(Iy), (26)
jest odwracalny oraz

(J(1+1og%)2 Vieny LNQ#0
CH™2 ( + log %)2 W Przeciwnym razie ’

cond(T') < {
gdzie C' jest statq niezalezng od h © H.
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Rysunek 6: Nieciagla na krawedziach jednopoziomowa metoda Dirichleta-
Neumanna.

W pracy zawarte sa rowniez opisy (poréwnaj [10] i [17]) paru metod dwu-
poziomowych, zawierajacych dodatkowy poziom obliczen zwiazany z gruba
siatka, jak rowniez metoda oparta na dekompozycji na podprzestrzenie zwia-
zane ze Scianami.

5 Eksperymenty numeryczne

Integralna cze$¢ rozprawy stanowia eksperymenty numeryczne potwierdza-
jace uzyskane rezultaty teoretyczne analizowanych metod w dwoch i trzech
wymiarach. Zaimplementowana zostata nie tylko jednopoziomowa metoda
Dirichleta-Neumanna z punktami krzyzowymi z pracy [6] oraz jej uogol-
nienie na trzy wymiary, lecz réwniez modyfikacje tych metod dopuszcza-
jace nieciagtosci na brzegach sgsiadujacych podobszaréw typu Neumanna,
a w przypadku 2D réowniez algorytm z elementami mieszanymi. Implementa-
cja wszystkich metod oparta byta na metodzie gradientéw sprzezonych (ang.
the Conjugate Gradient method). Przeprowadzone zostaly miedzy innymi
serie eksperymentow:

e przy ustalonym stosunku %,

e przy stalej liczbie podobszaréw (H=const) i malejacym kroku h drob-
nej triangulacji,

e przy stalym kroku h drobnej triangulacji i zmniejszajacej si¢ liczbie
podobszaréw (rosnacym H ).

Poréwnane zostaty wskazniki uwarunkowania, doktadnosé i czas obliczen oraz
liczba iteracji poszczegdlnych metod i ich modyfikacji. Dodatkowo wszystkie
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algorytmy zbadane zostaly pod katem zréwnoleglenia. W tym celu mierzony
byt czas obliczen na jednym procesorze oraz przewidywany czas obliczen na
wiekszej liczbie procesorow oraz zalezno$é stosunku tych czaséow od liczby
procesorow, okreslany czesto jako speed-up. Wykres przyktadowych wynikow
pomiaru funkcji speed-up przedstawiony zostal na rysunku 7. Potwierdza
on bardzo dobra podatnos¢ na zrownoleglenie analizowanych w rozprawie
metod — szybkos¢ obliczen ro$nie co najmniej liniowo wraz z liczba uzytych
procesorow.

Speed-up dla M=20, N=20, kM=10, kN=10
80 T T T T T

70

60 -

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
liczba procesoréw

Rysunek 7: Speed-up jednopoziomowej metody Dirichleta-Neumanna w 2D.

6 Podsumowanie

Rozprawa stanowi przekrojowe opracowanie dotyczace metod Dirichleta-
Neumanna rownoleglego rozwiagzywania dyskretyzacji zagadnienn eliptycz-
nych, ze szczegdlnym uwzglednieniem metod jednopoziomowych. Opisy za-
wartych w niej metod obejmuja nie tylko doktadna charakterystyke algoryt-
moéw i ich pelna analize teoretyczna, lecz réwniez postacie macierzowe, wraz
z implementacja. Wprowadzono szereg uogdlnieri i modyfikacji do znanej juz
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z [6] jednopoziomowej, dwuwymiarowej metody Dirichleta-Neumanna. Naj-
wazniejsze z nich, to z pewno$cia konstrukcja i analiza metody w trzech
wymiarach oraz uwolnienie sie od ograniczajacego zalozenia istnienia przypo-
rzadkowania kazdemu z podobszaréw typu Dirichleta badz Neumanna w taki
sposob, aby zadne dwa podobszary tego samego typu nie miaty wspolnych
krawedzi w dwoch, a $cian w trzech wymiarach. Oprocz tego zostaly opisane
nieciggle na brzegach sasiadujacych ze soba podobszaréw typu Neumanna
metody, w ktorych obliczenia moga by¢ przeprowadzone catkowicie niezalez-
nie na poszczegdlnych podobszarach, bez potrzeby rozwiazywania jakiegokol-
wiek problemu globalnego. Dla matej liczby podobszaréw rzad zbieznosci tych
metod jest taki sam jak metod z natozonymi warunkami cigglosci na szkie-
lecie I'. Kazda z opisanych metod zostata zaimplementowana w programie
Matlab, dzieki czemu uzyskana zostata mozliwos¢ tatwej i efektownej graficz-
nej prezentacji wynikow. Wazna cze$é¢ pracy stanowia serie eksperymentow
numerycznych, ktore potwierdzity rezultaty teoretyczne udowodnione w roz-
prawie.
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