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Struktura 1 wlasnosci wyrdznionych typoéw
algebr filialnych

Autoreferat rozprawy doktorskiej

Jednym z podstawowych poje¢ teorii pierscieni i algebr jest pojecie ide-
atu. W jezyku idealdow wyraza sie wiele probleméw tej teorii, jak tez z ich
pomoca uzyskuje sie twierdzenia opisujace strukture pierscieni i algebr. W
efekcie badane sa rozne wtasnosci idealéw. Przyktadem naturalnego pyta-
nia dotyczacego takich wtasnosci jest pytanie, czy relacja bycia idealem jest
przechodnia, tzn. czy ideal ideatu pierscienia jest ideatem tego pierscienia?
Pytanie to oczywiscie dotyczy sytuacji ogolnej tzn. nie ograniczonej do czesto
stosowanego zatozenia technicznego, ze pierscienie maja jedynke. Pojawia sie
ono w wielu badanych zagadnieniach teorii pierscieni. Nietrudno jest znalez¢
przyktady pokazujace, ze ogélnie, odpowiedz jest negatywna. Przykitadem
pozytywnego wyniku jest twierdzenie ADS, moéwiace, ze dowolny radykat
ideatu pierscienia jest idealem tego pierécienia.

Pierscienie w ktorych relacja bycia ideatem jest przechodnia nazywamy
pierscieniami filialnymi. Mozna tez rozwazaé pierscienie lewostronnie filial-
ne (prawostronnie filialne), gdy relacja bycia idealem lewostronnym (prawo-
stronnym) jest przechodnia. Pierscienie filialne mozna uznaé za odpowiedniki
t-grup (por. [9, 11, 18]) czyli, grup w ktérych kazda podgrupa podnormal-
na jest dzielnikiem normalnym. W klasie pierscieni filialnych zawieraja sie¢
pierécienie Hamiltona (tj. pierScienie, w ktérych kazdy podpierscien jest ide-
atem) badane miedzy innymi w pracach [20, 25, 27]. Szczegdtowe badania
byty prowadzone przez R.L. Kruse w jego pracy doktorskiej i opublikowane
w [21]. Wyniki tam otrzymane pokazaly, ze problem opisu takich pierscieni
nie jest tatwy. Liu Shao-Xue w (23] badal algebry Hamiltona nad ciatem (tj.
algebry, w ktérych kazda podalgebra jest idealem). W tym przypadku sy-
tuacja znacznie sie upraszcza. Liu Shao-Xue uzyskal kompletng klasyfikacje
takich algebr (ale sprowadzajaca sie do problemu klasyfikacji pewnych form
kwadratowych, ktéry jest wciaz otwarty).

Problem opisu pierscieni filialnych (bez uzycia ich nazwy) byt postawiony
w monografii Szasza ([29], Problem 9). Pojawil si¢ tam w kontekscie inne-



go zagadnienia rozwazanego w [28], ktérego celem nie bylto badanie samych
pierscieni filialnych.

Przez wiele lat byt otwarty problem dotyczacy, tzw. stabilizacji tancuchéw
Kurosza (por. [2, 19, 24]). Zostal on rozwiazany przez K.I. Beidara w [8]. M6-
wigc bardzo pobieznie, w przedstawionej przez niego konstrukeji zasadnicza
role odgrywaly pewne specyficzne pierscienie, ktére nie sg filialne.

Systematyczne badania pierscieni filialnych, wraz z wprowadzeniem tej
nazwy, rozpoczeta G. Ehrlich w [12]. Zajmowata sie ona gléwnie przypad-
kiem przemiennym, a jej motywacje nawigzywaty do t-grup. Mniej wigcej
w tym samym czasie pewne wyniki odnosnie pierscieni filialnych, bez uzy-
wania terminu filialny, byty uzyskane niezaleznie w pracach [26, 32, 30, 31].
W [26] A.D. Sands podal podstawowe charakteryzacje pierscieni filialnych
i lewostronnie filialnych, ale nie badal ich doktadniej. W [32] S. Veldsman
studiowal pewne bardziej ogoélne klasy. Dla dowolnych «, (3, v zawartych w
zbiorze trzech symboli: {lewostronny ideal, prawostronny ideal, ideat} roz-
wazal klasy pierécieni: V(«, 8,7) = {R | laJBR — IyR}. Oczywiscie wsroéd
tych klas zawarte sa klasy pierécieni filialnych, lewostronnie filialnych i prawo-
stronnie filialnych. S. Veldsman podat charakteryzacje tych klas oraz pewne
ogblne zwiazki miedzy nimi. Prace G. Tzintzisa [30] i [31] dotyczyly teorii
radykatow. Badal on klasy pierscieni, ktorych nie mozna odwzorowaé¢ homo-
morficznie na niezerowe pierécienie filialne (lewostronnie filialne) i zaleznosci
miedzy tymi klasami (sa one klasami radykalnymi) oraz innymi znanymi kla-
sami radykalnymi. Zadna z tych prac nie zawiera jednak gtebszych twierdzen
opisujacych strukture pierscieni filialnych (lewostronnie filialnych).

Systematyczne badanie pierscieni filialnych, nawigzujace bezposrednio do
pracy G. Ehrlich (réwniez w odniesieniu do pierécieni nieprzemiennych) pod-
jete zostalty przez R.R. Andruszkiewicza i E.R. Puczytowskiego w pracy [5].
Zostaly one rozszerzone w pracy doktorskiej R.R. Andruszkiewicza. Otrzy-
mane w niej wyniki miaty miedzy innymi zastosowania w badaniach prowa-
dzonych nad wspomnianym wyzej problemem stabilizacji tancuchéw i lewo-
stronnych tancuchéw Kurosza (por. [6]). W pracy [3] R.R. Andruszkiewicz
podat klasyfikacje przemiennych filialnych dziedzin. Badania te byty rozsze-
rzone w [7] i [4] na przypadek przemiennych filialnych pierscieni zredukowa-
nych.

Wszystkie te prace dotyczyly pierscieni filialnych (pomijajac rézne nie-
zalezne obserwacje dotyczace ideatéw jednostronnych). Sugerowalty one pod-
jecie bardziej systematycznych badan dotyczacych pierscieni lewostronnie fi-
lialnych. To zagadnienie zapoczatkowato moje zainteresowanie ta tematyka.
Pierwsze wyniki zostaly uzyskane w [13] i rozszerzone w [14], gdzie réwniez
prowadzone byty badania nad zwigzkami miedzy réznymi typami filialnosci.
Naturalne pytania, jakie sie pojawialy przy badaniu tych klas potwierdza-



ty, ze sa to zagadnienia interesujace. W obu pracach pojawily si¢ wyniki
uzyskane dla algebr nad ciatem, ktére sa filialne (lewostronnie filialne) jako
pierscienie. Skierowaly one moje zainteresowanie na przypadek filialnych i
lewostronnie filialnych algebr nad ciatem. Inna motywacja ptyneta z wyni-
kéw uzyskanych we wspomnianej wyzej pracy Liu Shao-Xue ([23]). Badania
prowadzone nad filialnymi i lewostronnie filialnymi algebrami nad ciatem po-
twierdzity, ze istotnie w tym przypadku mozna powiedzie¢ wiecej. W pracy
[16] uzyskano prawie kompletna (a kompletng dla algebr skoniczenie wymiaro-
wych) klasyfikacje lewostronnie filialnych algebr nad ciatem (modulo otwarte
problemy dotyczace form kwadratowych, ktore pojawity sie réwniez u Liu
Shao-Xue). W badaniu algebr stosowane byty inne techniki niz przy bada-
niach filialnoéci i lewostronnej filialnosci pierscieni.

Satysfakcjonujace wyniki uzyskane w przypadku pierécieni i algebr nad
cialem inspirowaty do dalszych badan. Pojawito sie pytanie, na ile jest moz-
liwe uzyskanie wspolnych ich uogélnien. Okazato sie, ze wiele z tych wynikéw
mozna rozszerzy¢ do przypadku algebr nad dowolnym pierscieniem przemien-
nym z jedynka, ale postugujac si¢ innymi metodami.

Struktura i gtlébwne wyniki pracy

Powyzej opisana moja dziatalnos¢ w obszarze zwiazanym z filialnymi i le-
wostronnie filialnymi algebrami wyznaczyta strukture rozprawy doktorskie;j.

Wiszystkie rozwazane w pracy pierscienie i algebry sa taczne, ale nieko-
niecznie z jedynka.

Rozdzial pierwszy ma charakter wprowadzajacy. Zawiera ogoélnie zna-
ne pojecia i fakty dotyczace algebr i pierscieni tgcznych wykorzystywane w
dalszych fragmentach pracy.

Zasadnicza cze$¢ rozprawy dzieli sie na trzy rozdzialty, ktére omdéwimy
teraz doktadniej.

Wszedzie dalej 3 oznacza radykal pierwszy.
Rozdziat drugi

W rozdziale tym rozwazamy przypadek ogdlny, tj. filialne i lewostron-
nie filialne algebry nad dowolnym pierécieniem przemiennym K z jedynka.
Wyniki dotyczace algebr lewostronnie filialnych maja swoje naturalne, du-
alne odpowiedniki dla algebr prawostronnie filialnych. Przedstawione w nim
zostaly definicje, charakteryzacje, wtasnosci takich algebr, a takze zwigzki
pomiedzy roéznego rodzaju filialnoéciami. W rozdziale tym opisana zostata
rowniez filialnos¢ i lewostronna filialnosé algebr otrzymanych w wyniku ty-
powych konstrukcji takich jak macierze, wielomiany, czy sumy proste.



Do gtéwnych wynikéw tego rozdziatu mozna zaliczy¢:

1. Charakteryzacja pierwszych algebr lewostronnie filialnych i twier-
dzenie strukturalne opisujgce polpierwsze algebry lewostronnie fi-
lialne.

Twierdzenie 1. Algebra pierwsza A jest lewostronnie filialna wtedy i tylko
wtedy, gdy jest przemienng filialng dziedzing lub algebrg z dzieleniem.

Charakteryzacja ta odgrywa istotna role w dowodzie nastepujacego twier-
dzenia opisujacego strukture lewostronnie filialnych algebr pétpierwszych.

Twierdzenie 2. Dla dowolnej algebry A nastepujgce warunki sg rownowazne
(i) A jest potpierwszq algebrg lewostronnie filialng;

(1) A zawiera taki ideal I, zZe I jest algebrg silnie reqularng i A/l jest
przemiennq, zredukowang algebrg filialng;

(i11) A/S(A) jest przemienng, zredukowang algebrg filialng, gdzie S(A) jest
radykatem silnie reqularnym algebry A.

2. Wyniki dotyczace [-radykalnych filialnych lub lewostronnie fi-

lialnych x-algebr (tzn. algebr spemhiajacych warunek: jesli dla dowolnego
ac€AikeK, k?a=0,toka=0).

Stwierdzenie 3. Dla dowolnej algebry A, A/W(A) jest x-algebrg, gdzie
W(A) =>{I|1 - ideal nilpotentny algebry A}.

Twierdzenie 4. Jesli lewostronnie filialna lub filialna 5-radykalna K -algebra
A jest x-algebrg, to A =0

Ponadto w przypadku [-radykalnych beztorsyjnych algebr lewostronnie
filialnych lub filialnych, gdy K nie jest cialem uzyskujemy wzmocnienie po-
wyzszego twierdzenia.

Twierdzenie 5. Zaloimy, ze K nie jest cialem oraz A jest beztorsyjng al-
gebrg B-radykalng. Wowczas A jest algebrqg lewostronnie filialng lub filialng
wtedy 1 tylko wtedy gdy A% = 0.

3. Opis struktury [-radykalnych algebr filialnych.

Twierdzenie 6. Dowolna 3-radykalna algebra filialna A jest H-algebrq oraz
jest sumgq swoich ideatéow nilpotentnych.



W dowodzie powyzszego twierdzenia kluczows role odgrywa Twierdzenie
4 odnosnie x-algebr.

W szczegélnosci z Twierdzenia 6 uzyskujemy nastepujacy
Whniosek 7. Dowolna 3-radykalna algebra filialna jest lewostronnie filialna.

4. Opis filialnych i lewostronnie filialnych sum prostych, algebr wie-
lomian6éw oraz macierzy.

Twierdzenie 8. Dia danej algebry A i liczby catkowitej n > 2 rownowazne
sq nastepujgce warunki

(i) Ae€C, gdzie C ={A| Al = I? = I A, dla kazdego I <1 A};
(i) A@ A jest algebrg filialng,
(111) M, (A) jest algebrg filialng.
Twierdzenie 9. Dla danej algebry A nastepujgce warunki sq¢ réwnowazne
(i) A@ A jest algebrg lewostronnie filialng,
(ii) Dla kazdego a € A, Aa = Aa?;
(iii) Dla kazdego L <; A, AL = L? i A jest algebrg lewostronnie filialng;
(iv) Dla kazdego L <; A i dla kazdego calkowitego n > 2, AL = L™ i A jest

algebrg lewostronnie filialng;

(v) AB(A) =0 oraz A/B(A) jest algebrg silnie reqularng.

Twierdzenie 10. Dia dowolnej algebry A i dowolnego n > 2, algebra ma-
cierzy M, (A) jest lewostronnie filialna wtedy i tylko wtedy, gdy A* = 0.

Twierdzenie 11. Dila dowolnej algebry A, algebra wielomianow Alx| jest
filialna (lewostronnie filialna) wtedy i tylko wtedy, gdy A* = 0.

Rozdzial trzeci

Rozdziat ten dotyczy przypadku filialnych i lewostronnie filialnych algebr
nad ciatem, ktore w przedstawionych wynikach oznaczamy symbolem F'. Jak
zostalo wspomniane wczeéniej w tym przypadku udato sie otrzymac wiecej,
bowiem prawie kompletng klasyfikacje takich algebr.

Oto najwazniejsze wyniki tego rozdziatu.

1. Opis struktury poélpierwszych lewostronnie filianych algebr nad
cialem.



Twierdzenie 12. Algebra jest polpierwsza i lewostronnie filialna wtedy 1
tylko wtedy, gdy jest silnie regularna.

Z tego twierdzenia w szczegolnosci wynika, ze algebry potpierwsze sg le-
wostronnie filialne wtedy i tylko wtedy, gdy sa prawostronnie filialne. Takie
algebry sa wiec filialne.

2. Opis struktury @-radykalnych filialnych lub lewostronnie filial-
nych algebr nad cialem.

Dowodzimy, ze w obrebie algebr [-radykalnych nad ciatem klasy algebr
lewostronnie filialnych, filialnych i H-algebr sie pokrywaja. Wynika to z na-
stepujacego twierdzenia charakteryzujacego takie algebry.

Twierdzenie 13. Dla danej B-radykalnej algebry A nastepujgce warunki sq
rownowazne

(i) A jest algebrq filialng
(i1) A jest algebrq lewostronnie filialng;
i) A3 =0 i dla kazdego a € A, Aa = Fa?;
(1ii)
(iv) A3 =0 i dla kazdego x € A, Ax = xA = Fx?;
(v) A jest H-algebrg.
Ponadto otrzymujemy

Twierdzenie 14. (-radykalna algebra A jest H-algebrg wtedy i tylko wtedy,
gdy A> =0 lub A= B @ C, gdzie C*> =0, B> = Fb dla pewnego 0 # b € B
takiego, ze Bb=bB = 0 oraz dla kazdego v € B\ Fb, x* # 0.

Uzyskana zostata tez kompletna klasyfikacja S-radykalnych H-algebr nad
ciatami skonczonymi.

Twierdzenie 15. (-radykalna algebra nad ciatem skonczonym F jest H -
algebrg wtedy i tylko wtedy, gdy A ~ B @ C, gdzie B> = 0, zas§ C' = 0 lub
C ~ zFx]/x3F[z] lub C jest izomorficzna z algebrq opisang w Stwierdzeniu
16.

Stwierdzenie 16. Nierozkladalna (-radykalna algebra A taka, zZe dimpA =
3 jest H-algebrg wtedy 1 tylko wtedy, gdy

(i) istniejg 0 # o € F, B € F takie, ze réwnanie 1 + B3t + at* = 0 nie ma
rozwigzan w ciele F';



(ii) A ma takq baze e, eq,e3, 26 €2 = e3, €2 = aes, ejeg = 0, ege; = Bes
oraz e;es = ese; = 0.

3. Opis struktury dowolnych lewostronnie filialnych algebr nad cia-
tem.

Twierdzenie 17. Algebra A jest lewostronnie filialna wtedy i tylko wtedy,
gdy

(i) algebra A/B(A) jest silnie reqularna;
(ii) B(A) jest H-algebrg;

(111) zachodzi jeden z nastepujgcych warunkow:

(a) A=14(B(A)) + B(A);
(b) A= Fe+ls(B(A))+L(A), gdzie 5(A) # 0, zas e jest idempotentem
algebry A takim, ze eb = b dla kazdego b € ((A).

Teraz opiszemy strukture algebr spetniajacych warunek (iii) (b) oraz (ii7)
(a) Twierdzenia 17.

Twierdzenie 18. Lewostronnie filialna algebra A spetnia warunek (iii) (b)
S M
0 T
wostronnie filialng algebrq postaci S = ls(B(S)) + B(S) i B(S) # 0, T jest
algebrg silnie regularng, M jest S* — T'-bimodulem, ktory jest unitarny jako
lewostronny S*-modut i SM = 0.

Twierdzenia 17 wtedy 1 tylko wtedy, gdy A ~ ), gdzie S jest le-

Twierdzenie 19. Niech A bedzie algebrg, ktorej dimp(A/B(A)) < oo. Al-
gebra A spelnia warunek (iii) (a) Twierdzenia 17 wtedy i tylko wtedy, gdy
A~ ]\E 8 @ B, gdzie T jest skonczenie wymiarowq algebrg silnie regu-
larng z jedynkq, M jest prawostronnym T-modutem unitarnym, zas B jest

nilpotentng algebrq lewostronnie filialng.

Rozdzial czwarty

W rozdziale tym rozwazamy filialne i lewostronnie filialne pierscienie, czyli
algebry nad pierscieniem liczb catkowitych Z. Wykazujemy w nim, ze pewne
wyniki uzyskane dla algebr nad dowolnym pierscieniem przemiennym K z
jedynka mozna w tym przypadku wzmocnié, ale jednak nie az tak jak byto
to mozliwe w przypadku, gdy K jest ciatem.



Do najwazniejszych wynikéw tej czesci naleza:

1. Opis filialnych i lewostronnie filialnych 7T-pierécieni (t.j. pierscieni,
ktorych dla dowolnej liczby pierwszej p, nie mozna odwzorowa¢ homomor-
ficznie ani na p-elementowe cialo ani na p-elementowy pierécien z zerowym
mnozeniem).

Twierdzenie 20. Niech R bedzie T'-pierScieniem. Wowczas

(i) R jest pierscieniem lewostronnie filialnym, wtedy i tylko wtedy, gdy dla
kazdego a € R, Ra = Ra?;

(i) R jest pierscieniem filialnym, wtedy i tylko wtedy, gdy R € C, gdzie
C={R|RI=1I°=1IR, dla kazdego I < R}.

2. Opis struktury pierscieni, ktérych zaden niezerowy obraz homo-
morficzny nie jest filialny (lewostronnie filialny). Klasy takich pier-
Scieni oznaczamy odpowiednio przez y oraz ;.

Nastepujace twierdzenie wzmacnia wynik Tzintzisa z [31]

Twierdzenie 21. (i) x = {R | R nie mozna odwzorowaé homomorficznie
na niezerowy pierscien w C}.

(i1) x1 = {R | R nie mozna odwzorowaé homomorficznie ani na pierscien z
dzieleniem, ani na pierscien z zerowym mnozeniem}.

3. Przyklad (-radykalnego pierscienia lewostronnie filialnego, ktoéry
nie jest filialny.

Przypomnijmy, ze dowolna (-radykalna algebra filialna jest lewostronnie
filialna. Dla algebr nad cialem zachodzi implikacja przeciwna. Nastepujacy
przyktad pokazuje, ze nie zachodzi ona dla pierscieni.

Przyktad. Niech p bedzie ustalong liczbg pierwsza. Zauwazmy, ze pier-
Scient pZye ~ (Z,)° =~ pZys|p*ZLys. Poniewaz (p*Z,s)(pZLy) = 0, wiec pZ,s
ma naturalng strukture lewostronnego pZ,s /p*Z,s-modutu, a wiec réwniez

7 Y% . .
lewostronnego pZ,:-modutu. Rozpatrzmy R = < p Op > P Op ’ ) R jest pier-
Scieniem tacznym, z naturalnymi dziataniami dodawania i mnozenia macie-
rzy. Pierécien R jest nilpotentny (R* = 0), lewostronnie filialny, ale nie jest
filialny.

4. Przyktady pierscieni filialnych i lewostronnie filialnych, ktére nie
sa prawostronnie filialne.



W klasie algebr nad dowolnym pierscieniem przemiennym z jedynka, pot-
pierwsze (czyli G-péiproste) algebry lewostronnie filialne sa filialne, natomiast
dla p-radykalnych algebr zachodzi inkluzja przeciwna (tzn. §-radykalne al-
gebry filialne sa lewostronnie filialne). Algebry nad ciatem, ktére sa zaréwno
filialne, jak i lewostronnie filialne sa tez prawostronnie filialne. Dowod tego
faktu nie jest prosty i nie dawal sie on bezposrednio rozszerzy¢ na przypadek
og6lny. Pojawilo si¢ wigc pytanie, czy wynik ten ma miejsce przynajmniej
dla pierscieni. Problem okazal si¢ bardzo trudny. W pewnych klasach pier-
Scieni (np. dla pierscieni torsyjnych) ma rozwiazanie pozytywne. Udalo sie
jednak skonstruowaé¢ dwa podobne, ale tez jakosciowo rozne, przyktady, kto-
re pokazuja, ze ogdlnie odpowiedz jest negatywna. Otrzymane przyktady nie
sa przypadkowe. Sa one efektem wielu czastkowych wynikow i obserwacji,
ktore nie zostaly wlaczone do rozprawy ze wzgledu na ich obecny roboczy
charakter. Te wyniki sugeruja, ze jest bardzo prawdopodobne, ze przyktady
te sa w pewnym sensie jedynymi mozliwymi.
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