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Od ponad 150 lat trwa dynamiczny rozwój kinetycznej teorii gazów oraz mechaniki
statystycznej. Przez dziesięciolecia wprowadzano coraz bogatszy aparat pojęciowy, słu-
żący do analizowania układów cząstek. Jednym z kluczowych narzędzi zarówno mecha-
niki klasycznej, jak i statystycznej, jest tzw. równanie Liouville’a, opisujące ewolucję w
czasie funkcji gęstości rozkładu położenia układu cząstek w przestrzeni fazowej. Z rów-
nania tego można wyprowadzić związki opisujące dynamikę funkcji gęstości rozkładu
położenia w przestrzeni fazowej wybranego podukładu cząstek – jest to tzw. hierarchia
BBGKY (od nazwisk uczonych, zajmujących się tym problemem: N. N. Bogolubowa,
M. Borna, H. S. Greena, J. G. Kirkwooda oraz J. Yvona).

Głównym celem niniejszej rozprawy jest podanie stochastycznej wersji równania
Liouville’a oraz hierarchii BBGKY dla układu cząstek, rozumianych jako punkty mate-
rialne, oddziałujących zgodnie z zasadami dynamiki Newtona poprzez gładki potencjał
odpychający (i nie dopuszczający do zderzeń cząstek), jednak ze stochastycznymi zabu-
rzeniami położenia i pędu każdej z cząstek.

1. Wprowadzenie

W rozdziale pierwszym rozprawy zawarty został krótki opis historii mechaniki staty-
stycznej oraz hierarchii BBGKY, zwięzłe omówienie otrzymanych w rozprawie wyników,
a także sformułowanie analizowanego problemu.

Zajmujemy się układem N ­ 2 cząstek, które uważamy za punkty materialne o
masie m > 0, poruszające się w przestrzeni R3. Zakładamy, że układ bez zaburzeń
stochastycznych posiada hamiltonian, opisujący energię układu cząstek. Jest to funkcja
H : (R3 × R3)N → R postaci

H(q1, p1, . . . , qN , pN) =
N∑
i=1

p2i
2m
+
N∑
i,j=1
i6=j

Φ(qi − qj), (1)

gdzie Φ: R3 → R+ ∪ {0} jest energią potencjalną oddziaływania cząstek, spełniającą
szereg odpowiednich założeń.

Zakładamy również, iż ruch wszystkich cząstek opisany jest następującym układem
równań (uogólnieniem równań Hamiltona na przypadek cząstek, doznających losowych
brownowskich zaburzeń): dqi =

∂H
∂pi
dt+ ηi dvi,

dpi = −∂H∂qi dt+ ξi dzi,
(2)
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gdzie, jak widzimy z postaci hamiltonianu (1), ∂H
∂pi
≡ pi
m

jest prędkością i-tej cząstki, zaś
−∂H
∂qi
≡ −∑l 6=i∇Φ(qi − ql) jest siłą, działającą na i-tą cząstkę.

vi oraz zi są niezależnymi standardowymi procesami Wienera w R3, zaś ηi oraz ξi –
stałymi rzeczywistymi macierzami diagonalnymi wymiaru 3 (takimi samymi dla każdej
cząstki, tzn. ηi = ηj oraz ξi = ξj dla i, j ∈ {1, . . . , N}):

ηi =

ηi1 0 0
0 ηi2 0
0 0 ηi3

 , ξi =
ξi1 0 0
0 ξi2 0
0 0 ξi3

 ,
przy czym ηik ­ 0, ξik ­ 0 dla i ∈ {1, . . . , N}, k ∈ {1, 2, 3}.
Zakładamy zatem, że w dowolnym momencie każda ze współrzędnych zarówno poło-
żenia, jak i pędu każdej z cząstek może zostać zaburzona w niezależny od pozostałych
sposób zgodnie z rozkładem gaussowskim (zadanym przez jednowymiarowe procesy
Wienera). Macierze ηi oraz ξi możemy uznać więc za współczynniki dyfuzji dla pędu i
położenia każdej z cząstek.

Wszystkie założenia dotyczące analizowanego układu można podsumować, łącząc je
w 3 grupy:

Założenia o rozpatrywanym modelu (H1):
1) Mamy dany układ N ­ 2 poruszających się w R3 cząstek o masie m > 0, trakto-

wanych jako punkty materialne.
2) Cząstki te poruszają się w przestrzeni fazowej Γ = (R3 × R3)N , gdzie pierwsza

składowa każdego z N czynników iloczynu kartezjańskiego odpowiada za wektor
położenia cząstki, zaś druga za wektor jej pędu.

3) Konfiguracja początkowa układu cząstek należy do podzbioru Γ0 przestrzeni fazowej
Γ, zadanego równością Γ0 = (R3N\WN) × R3N , gdzie WN =

{
(q1, . . . , qN) ∈

R3N : |qi − qj| = 0 dla co najmniej jednej pary (i, j) takich, że i 6= j oraz i, j ∈
{1, . . . , N}

}
;

4) Mamy daną przestrzeń probabilistyczną (Ω,F ,P), wyposażoną w prawostronnie cią-
głą filtrację (Ft)t­0 taką, że F0 zawiera wszystkie zbiory o mierze P równej zero.

5) Stan układu jest opisywany przez funkcję P (t, q1, p1, . . . , qN , pN , ω), gdzie qi ozna-
cza położenie, zaś pi pęd i-tej cząstki, ω ∈ Ω; P jest zatem gęstością losową dla
analizowanego układu cząstek.

Założenia o hamiltonianie (H2):
1) Dla rozpatrywanego układu istnieje (deterministyczny) hamiltonian H : Γ → R,

opisujący energię układu cząstek, dany wzorem

H(q1, p1, . . . , qN , pN) =
N∑
i=1

p2i
2m
+
N∑
i,j=1
i6=j

Φ(qi − qj), (3)

gdzie Φ: R3 → R+∪{0} jest energią potencjalną oddziaływania cząstek, spełniającą
następujące warunki:

2) Φ(q) = mΦ̃(|q|), gdzie potencjał Φ̃ : R+ ∪ {0} → R+ ∪ {0} (potencjał sferycznie
symetryczny),

2



3) Φ̃ jest ograniczona na R+ i jej pochodna też jest na R+ ograniczona,
4) Φ̃ ∈ C3(R+),
5) Φ̃(0) = 0,
6)

∣∣∣Φ̃′(q1)− Φ̃′(q2)∣∣∣ ¬ L1|q1 − q2| dla q1, q2 ∈ R+,
7) D3Φ jest ograniczona na R3,
8) potencjał Φ̃ opisuje odpychanie na tyle silne, że niemożliwe są zderzenia poruszają-

cych się cząstek.

Założenia o zaburzeniach stochastycznych (H3):
1) W dowolnym momencie każda ze współrzędnych zarówno położenia, jak i pędu

każdej z cząstek może zostać zaburzona w niezależny od pozostałych sposób zgodnie
z rozkładem gaussowskim, zadanym przez niezależne standardowe procesy Wienera
vi oraz zi w R3,

2) procesy v1, z1, . . . , vN , zN tworzą 6N -wymiarowy proces Wienera,
3) współczynnik dyfuzji w równaniu stochastycznym opisującym zmianę położenia i-tej

cząstki w czasie wynosi ηi, gdzie ηi to stała rzeczywista macierz diagonalna wymia-
ru 3 (taka sama dla każdej cząstki), postaci

ηi =

ηi1 0 0
0 ηi2 0
0 0 ηi3

 ,
gdzie ηik ­ 0 dla i ∈ {1, . . . , N}, k ∈ {1, 2, 3},

4) współczynnik dyfuzji w równaniu stochastycznym opisującym zmianę pędu i-tej
cząstki w czasie wynosi ξi, gdzie ξi jest stałą rzeczywistą macierzą diagonalną wy-
miaru 3 (taką samą dla każdej cząstki), postaci

ξi =

ξi1 0 0
0 ξi2 0
0 0 ξi3

 ,
gdzie ξik ­ 0 dla i ∈ {1, . . . , N}, k ∈ {1, 2, 3}.
Oznaczając przez X = (x1, . . . , xN) ∈ Γ wektor położenia cząstek w przestrzeni

fazowej (tzn. każde xi ∈ R3 × R3 jest parą (qi, pi)), b = (b1, . . . , bN) ∈ (R3 × R3)N
– wektor o współrzędnych bi = (∂H∂pi ,−

∂H
∂qi
) ∈ R3 × R3 oraz przez W = (w1, . . . , wN)

– 6N -wymiarowy standardowy proces Wienera w przestrzeni fazowej, zdefiniowany na
przestrzeni probabilistycznej (Ω,F ,P) i wartościach w R6N , (przy czym wi = (vi, zi)),
możemy układ równań (2) zapisać w postacidX(t) = b

(
X(t)

)
dt+Θ dW (t), t ­ 0

X(0) = x.
(4)

Wprowadźmy przestrzeń CW ≡ CW
(
[0, T ];L2 (Ω,F ,P; Γ)

)
ciągłych przekształceń

F : [0, T ] −→ L2 (Ω,F ,P; Γ) adaptowanych do W .
CW wyposażona w normę

‖F‖CW =
(
sup
t∈[0,T ]

E
(
|F (t)|2

))1/2
(5)

3



jest przestrzenią Banacha i nazywana jest przestrzenią procesów adaptowanych na [0, T ]
o wartościach w Γ, ciągłych w sensie średniokwadratowym.

Wówczas przez rozwiązanie całkowe (ang. mild solution) zagadnienia (4) będziemy
rozumieć proces stochastyczny na CW taki, że

X(t) = x+
t∫
0

b(X(s)) ds+
t∫
0

Θ dW (s), t ­ 0. (6)

2. Istnienie potoku stochastycznego (stochastic flow)

Kolejny rozdział poświęcony jest problemowi istnienia potoku stochastycznego (sto-
chastic flow) dla analizowanego układu cząstek (czyli rozwiązania stochastycznego ukła-
du równań w odpowiedniej przestrzeni) – wykazane jest najpierw ogólne twierdzenie
dotyczące istnienia potoku, a następnie pokazane zostało, że rozpatrywany układ spełnia
założenia tego twierdzenia. Terminologia niniejszego rozdziału oparta jest na książce
[35].

Na początku wprowadzić musimy kilka niezbędnych pojęć.

Definicja 2.1. Niech D będzie obszarem w Rd, f : D→ R, zaś 0 < δ ¬ 1, m ∈ N.
Powiemy, że f ∈ Cm,δ wtedy i tylko wtedy, gdy f ∈ Cm oraz wszystkie pochodne

Dαf, |α| = m są δ–Hölderowsko ciągłe.

Wprowadźmy też dwie normy, których będziemy dalej używać:

‖f‖m = sup
x∈D

|f(x)|
1 + |x|

+
∑

1¬|α|¬m
sup
x∈D
|Dαf(x)| (7)

oraz

‖f‖m+δ = ‖f‖m +
∑
|α|=m

sup
x,y∈D
x 6=y

|Dαf(x)−Dαf(y)|
|x− y|δ

. (8)

Definicja 2.2. Niech D będzie obszarem w Rd, g : D× D→ R, m ∈ N.
Powiemy, że g ∈ C̃m wtedy i tylko wtedy, gdy g jest m-krotnie różniczkowalna

względem każdej zmiennej x oraz y.

‖g‖∼m = sup
x,y∈D

|g(x, y)|
(1 + |x|)(1 + |y|)

+
∑

1¬|α|¬m
sup
x,y∈D
|DαxDαy g(x, y)|. (9)

‖g‖∼m+δ = ‖g‖∼m +
∑
|α|=m
|DαxDαy g|∼δ , (10)

Definicja 2.3. Niech {F (x, t), x ∈ D} będzie rodziną ciągłych semimartyngałów, tzn.
procesów stochastycznych o rozkładzie F (x, t) = M(x, t) + B(x, t), gdzie M(x, t) jest
rodziną ciągłych martyngałów lokalnych, zaś B(x, t) – rodziną ciągłych procesów o
wahaniu skończonym (tzn. dających się np. zapisać w postaci różnicy dwóch procesów
rosnących).
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Załóżmy, że B(x, t) można zapisać w postaci

B(x, t) =
t∫
0

b(x, s) ds,

gdzie b(x, t) jest (dla dowolnego x ∈ D) pewnym procesem prognozowalnym, zaś wza-
jemny nawias skośny martyngałów lokalnych M(x, t) oraz M(y, t) ma postać

〈M(x, ·),M(y, ·)〉t = A(x, y, t) =
t∫
0

a(x, y, r) dr,

gdzie a(x, y, t) jest (dla dowolnych x, y ∈ D) pewnym procesem prognozowalnym.
Wówczas parę

(
a(x, y, t), b(x, t)

)
nazwiemy lokalną charakterystyką rodziny semi-

martyngałów {F (x, t), x ∈ D}.

Definicja 2.4. Powiemy, że proces a(x, y, t) ∈ B0,1ub wtedy i tylko wtedy, gdy jest on
procesem prognozowalnym (lub posiada taką modyfikację) o wartościach w C̃0,1 oraz∫ T
0 ‖a(·, ·, t)‖∼0+1 dt < +∞ p.n., a ponadto istnieje nieujemna stała c taka, że dla do-

wolnego t nierówność ‖a(·, ·, t)‖∼0+1 ¬ c spełniona jest p.n.

Definicja 2.5. Powiemy, że proces b(x, t) ∈ B0,1ub wtedy i tylko wtedy, gdy b(x, t) jest
procesem prognozowalnym o wartościach w C0,1 oraz

∫ T
0 ‖b(·, t)‖0+1 dt < +∞ p.n., a

ponadto istnieje nieujemna stała c taka, że dla dowolnego t nierówność ‖b(·, t)‖0+1 ¬ c
spełniona jest p.n.

Definicja 2.6. Powiemy że lokalna charakterystyka
(
a(x, y, t), b(x, t)

)
∈ B0,1ub wtedy

i tylko wtedy, gdy a(x, y, t) ∈ B0,1ub oraz b(x, t) ∈ B0,1ub .

Załóżmy, że rodzina semimartyngałów {F (x, t), x ∈ D} posiada lokalną charakte-
rystykę

(
a(x, y, t), b(x, t)

)
oraz rozkład F (x, t) = M(x, t) + B(x, t). Wówczas całka

stochastyczna Itô z ciągłego procesu prognozowalnego ft o wartościach w D, o jądrze
F (x, dt), zdefiniowana jest wzorem

t∫
0

F (fs, ds) =
t∫
0

M(fs, ds) +
t∫
0

b(fs, s) ds

Rozważamy dalej równania stochastyczne postaci:

ϕt = x0 +
t∫
t0

F (ϕs, ds). (11)

Definicja 2.7. Niech t0 ∈ [0, T ] i x0 ∈ Rd. Powiemy, że ciągły proces ϕt o wartościach w
Rd, t0 ¬ t ¬ T , adaptowany do Ft nazwiemy rozwiązaniem stochastycznego równania
różniczkowego Itô, o jądrze F (x, t), startującego z x0 w chwili t0, jeśli spełnia on
równanie (11).
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Pierwsze istotne dla tego rozdziału twierdzenie, którego szczegółowy dowód1 poda-
jemy, to

Twierdzenie 2.8. Niech F (x, t) będzie ciągłym semimartyngałem o wartościach w
C(Rd,Rd) i lokalnej charakterystyce należącej do B0,1ub . Wówczas dla dowolnych t0 i x0
równanie (11) posiada jednoznaczne rozwiązanie (w sensie definicji 2.7).

Potrzebujemy jeszcze trzech definicji:

Definicja 2.9. Niech ϕs,t(x, ω), 0 ¬ s ¬ t ¬ T, x ∈ Rd będzie ciągłym polem losowym
o wartościach w Rd, zdefiniowanym na przestrzeni probabilistycznej (Ω,F ,P). Wówczas
dla p.w. ω ϕs,t(ω) ≡ ϕs,t(·, ω) definiuje ciągłe przekształcenie Rd → Rd dla dowolnych
s i t. Nazywamy je stochastycznym potokiem homeomorfizmów forward, jeśli istnieje
zbiór N miary zero w Ω taki, że dla dowolnego ω ∈ N c rodzina ciągłych przekształceń
{ϕs,t(ω) : s, t ∈ [0, T ]} definiuje potok homeomorfizmów, tzn spełnia warunki:
i) ϕs,u(ω) = ϕt,u(ω) ◦ ϕs,t(ω) ∀s, t, u ∈ [0, T ],
ii) ϕs,s(ω) = Id(ω) ∀s ∈ [0, T ],
iii) przekształcenie ϕs,t(ω) : Rd → Rd jest homeomorfizmem „na” ∀s, t ∈ [0, T ].

Definicja 2.10. Rodzina ciągłych semimartyngałów F (x, t), x ∈ D o rozkładzie
F (x, t) =M(x, t) +B(x, t) należy do klasy Ck,δ (jest rodziną Ck,δ-semimartyngałów),
jeśli M(x, t) jest ciągłym martyngałem lokalnym o wartościach w Ck,δ i B(x, t) jest
ciągłym procesem o wartościach w Ck,δ takim, że DαxB(x, t), x ∈ D, |α| ¬ k są
procesami o wahaniu skończonym.

Definicja 2.11. Potok stochastyczny forward ϕs,t o wartościach w G nazwiemy poto-
kiem Ck,δ-semimartyngałów, jeśli ∀s ϕs,t, t ∈ [s, T ] jest ciągłym Ck,δ- semimartynga-
łem,adaptowanym do (Fs,t)t∈[s,T ]-filtracji generowanej przez potok ϕs,t.

Po wprowadzeniu niezbędnego aparatu pojęciowego możemy teraz sformułować wy-
niki, uzyskane w niniejszym rozdziale.

Najpierw dowodzimy lematu:

Lemat 2.12. Przy poczynionych wcześniej założeniach (H2) o potencjale Φ funkcja

b(x) ≡ b
(
(q1, p1, . . . , qN , pN)T

)
=



p1
m

−∑j 6=1∇Φ(q1 − qj)
...
pN
m

−∑j 6=N ∇Φ(qN − qj)

 jest lipschitzowska z pew-

ną stałą dodatnią L = L(m,N,L1) (L1 to stała Lipschitza dla Φ̃′, patrz: (H2) 6)).

Następnie zaś wykazujemy twierdzenie pokazujące, iż rozważany przez nas układ
posiada jednoznaczne rozwiązanie (posiadające pewną dodatkową własność):

Twierdzenie 2.13. Jeżeli spełnione są założenia (H1), (H2) oraz (H3), to układ (4)
z hamiltonianem (1) posiada dla dowolnego warunku początkowego x ∈ Γ0 jednoznacz-

1 opierający się na szkicach dowodów lematów z [35] i stanowiący uproszczenie dowodu omawianego
tam ogólniejszego przypadku.
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ne rozwiązanie. Ponadto istnieje modyfikacja rodziny rozwiązań tego układu, będąca
stochastycznym potokiem homeomorfizmów forward.

Dowód powyższego twierdzenia polega na sprawdzeniu spełnienia założeń twierdze-
nia [35], Theorem 4.5.1 (i), str. 155.

3. Niektóre własności rozwiązania zagadnienia

Rozdział trzeci zawiera omówienie dwóch własności rozwiązania zagadnienia: cią-
głej zależności oraz różniczkowalności względem warunku początkowego. Zostało tu
wykazane stwierdzenie, będące poprawioną i zaadaptowaną do potrzeb rozprawy wersją
stwierdzenia z [18] (Proposition 3.3, str. 62):

Stwierdzenie 3.1. Jeżeli funkcja wektorowa b jest lipschitzowska ze stałą L > 0, to
przyrost w przedziale czasu [0, T ] wartości procesu X(t, x), spełniającego równanie
(6), względem zmiennych z przestrzeni fazowej, szacuje się w następujący sposób:

‖X(t, x)−X(t, y)‖CW ¬
√
2eL

2T 2|x− y|, x, y ∈ Γ0. (12)

Następnie udowodniony został pomocniczy lemat

Lemat 3.2. Jeżeli potencjał Φ spełnia założenia (H2), to funkcja wektorowa b(·) należy
do przestrzeni C2b (Γ) funkcji f : Γ → Γ dwukrotnie różniczkowalnych z jednostajnie
ciągłą i ograniczoną drugą pochodną D2f oraz z normą

‖f‖2 : = sup
x∈Γ
|f(x)|+ sup

x∈Γ
|Df(x)|+ sup

x∈Γ
‖D2f(x)‖, (13)

po czym wykazane zostało twierdzenie, będące poprawioną i zaadaptowaną do po-
trzeb rozprawy wersją twierdzenia z [18] (Theorem 3.6, str. 65):

Twierdzenie 3.3. Jeżeli funkcja b(·) jest lipschitzowska ze stałą L > 0 i ponadto należy
do przestrzeni C2b (Γ), to rozwiązanie X(t, x) zagadnienia (4) jest różniczkowalne wzglę-

dem x w przestrzeni Banacha CW
(
[0, T ];L2 (Ω,F ,P; Γ)

)
i dla dowolnego wektora

h ∈ Γ zachodzi wzór
DX(t, x) · h = ηh(t, x) p.n., (14)

gdzie ηh(t, x) jest (jedynym) rozwiązaniem równania całkowego

ηh(t, x) = h+
t∫
0

Db(X(s, x)) · ηh(s, x) ds, t ­ 0 p.n. (15)

Ponadto
‖ηh(t, x)‖CW ¬

√
2eL

2T 2|h|, x ∈ Γ. (16)

Dowód powyższego twierdzenia wzorowany jest na dowodzie z [18].
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4. Stochastyczne równanie Liouville’a

Jednym z kluczowych narzędzi zarówno mechaniki klasycznej, jak i statystycznej,
jest tzw. równanie Liouville’a, opisujące ewolucję w czasie funkcji gęstości rozkładu
położenia układu cząstek w przestrzeni fazowej (czyli ewolucję funkcji opisującej gęstość
rozkładu prawdopodobieństwa zdarzenia, że analizowany układ cząstek będzie znajdował
się po pewnym czasie w zadanym obszarze i cząstki będą miały prędkości z pewnego
zakresu).

Warto przypomnieć, iż w klasycznym przypadku, dla układuN identycznych cząstek,
poruszających się zgodnie z zasadami dynamiki Newtona, których ruch opisany jest (w
ujęciu hamiltonowskim) układem równań:dqi =

∂H
∂pi
dt

dpi = −∂H∂qi dt
(17)

równanie Liouville’a dla funkcji P ≡ P (t,X), będącej (deterministyczną) gęstością
rozkładu położenia cząstek w przestrzeni fazowej przybiera postać (por. [11], str. 11):

∂P

∂t
+
1
m

N∑
i=1

pi ·
∂P

∂qi
−
N∑
i=1

∂H

∂qi
· ∂P
∂pi
= 0 (18)

i po wprowadzeniu oznaczeń xi = (qi, pi), bi =
(
∂H
∂pi
,−∂H
∂qi

)
, x = (x1, . . . , xN),

b(x) = (b1, . . . , bN) może zostać zapisane w symbolicznej postaci

∂P

∂t
+
N∑
i=1

∂

∂xi
(bi · P ) = 0. (19)

W pracy [34] R. Kubo podał postać stochastycznego równania Liouville’a dla układu
cząstek, jednak przy założeniu istnienia hamiltonianu. Z założenia tego wynika fakt, iż
dla takiego układu istnieje miara niezmiennicza i jest to miara Lebesgue’a.
W rozdziale tym wyprowadzamy równanie Liouville’a dla układu (4), który w ogólności
nie musi być układem hamiltonowskim. W związku z tym miara niezmiennicza (której
istnienie założymy) nie musi być miarą Lebesgue’a. Jest to więc uogólnienie wyniku
Kubo z pracy [34].

Na wstępie musimy wprowadzić pojęcie półgrupy operatorów, stowarzyszonej z roz-
wiązaniem rozważanego zagadnienia. Jest to rodzina {Pt}t­0 operatorów Pt : Bb(Γ)→
Bb(Γ), związana z rozwiązaniem całkowym X(t, x) zagadnienia (4):

Ptφ(x) = E[φ(X(t, x))], φ ∈ Bb(Γ), t ­ 0, x ∈ Γ, (20)

gdzie Bb(Γ) = {f : Γ→ Γ t.że f − borelowska i ograniczona}.

Zakładamy dalej, iż półgrupa operatorów Pt, stowarzyszona z rozwiązaniem zagad-
nienia (4), posiada miarę niezmienniczą µ (określoną na sigma-ciele borelowskich pod-
zbiorów zbioru Γ), tzn. że dla dowolnego zbioru borelowskiego A ⊆ Γ oraz dowolnego
t ­ 0 zachodzi związek

µ
(
P−1t (A)

)
= µ(A). (21)

Dodatkowo poczynimy następujące założenie (M) o mierze niezmienniczej µ:
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— µ jest absolutnie ciągła względem miary Lebesgue’a i jej gęstość g : Γ→ R+ ∪ {0}
jest funkcją niezmienniczą względem permutacji swoich zmiennych xi ∈ R3 × R3,
i ∈ {1, . . . , N}, tzn. spełniony jest warunek dµ(X) = g(X) dX dla pewnej funkcji
g : Γ→ R+ ∪ {0}.
Głównym wynikiem autora w niniejszym rozdziale jest twierdzenie

Twierdzenie 4.1. Niech X będzie procesem stochastycznym, należącym do przestrzeni

CW

(
[0, T ];L2 (Ω,F ,P; Γ)

)
, będącym rozwiązaniem całkowym zagadnienia

dX(t) = b
(
X(t)

)
dt+Θ dW (t), t ­ 0

X(0) = X0,
(22)

gdzie X0 ∈ Γ̃. Niech P (t, ·, ω) będzie gęstością losową o gęstości początkowej P0(·, ω) ≡
P (0, ·, ω). Załóżmy, że półgrupa operatorów, danych wzorem (20), stowarzyszona z roz-
wiązaniem zagadnienia (22), posiada miarę niezmienniczą µ, spełniającą warunek (M).
Wówczas gęstość P spełnia następujące stochastyczne równanie Itô (zwane stochastycz-
nym równaniem Liouville’a):

P (t,X, ω)g(X) = P0(X)−
t∫
0

∂

∂X

(
b(s,X)P (s,X, ω)g(X)

)
ds

+
1
2

t∫
0

Θ∗Θ
∂2

∂X2

(
P (s,X, ω)g(X)

)
ds−

t∫
0

Θ
∂

∂X

(
P (s,X, ω)g(X)

)
dW (s).

(23)

5. Hierarchia BBGKY dla stochastycznego układu cząstek

W rozdziale piątym przy użyciu równania Liouville’a wyprowadzamy hierarchię
BBGKY dla stochastycznego układu cząstek i zwracamy uwagę na różnice i podobień-
stwa względem hierarchii BBGKY w przypadku klasycznym.

Przypomnijmy, że w przypadku klasycznym, to znaczy dla układu N identycznych
cząstek, poruszających się zgodnie z zasadami dynamiki Newtona, których ruch jest
opisany (w ujęciu hamiltonowskim) układem równańdqi =

∂H
∂pi
dt

dpi = −∂H∂qi dt,
(24)

hierarchia BBGKY równań różniczkowo-całkowych, opisujących ewolucję w czasie funk-
cji

P (s) ≡ P (s)(q1, p1, q2, p2, . . . , qs, ps, t) =
∫

R6(N−s)

P (q1, p1, . . . , qN , pN , t)
N∏
j=s+1

dqj dpj,

9



będącej (deterministyczną) gęstością rozkładu położenia dowolnego układu s cząstek w
przestrzeni fazowej przybiera postać (por. [11], str. 58):

∂P (s)

∂t
+
1
m

s∑
i=1

pi ·
∂P (s)

∂qi
−
s∑
i=1

 s∑
l=1
l 6=i

∇Φ(qi − ql)

 ∂P (s)∂pi
− (N − s)

s∑
i=1

∫
R3

∫
R3
∇Φ(qi − qs+1)

∂P (s+1)

∂pi
dqs+1 dps+1 = 0.

(25)

W analizowanym przez nas przypadku wprowadzamy rodzinę gęstości losowych

P (s)(q1, p1,q2, p2, . . . , qs, ps, t)

=
∫
ΛN−s

P (q1, p1, . . . , qN , pN , t)g(q1, p1, . . . , qN , pN)
N∏
j=s+1

dxj dwj,
(26)

odpowiadających gęstości rozkładu położenia układu dowolnych s cząstek w przestrzeni
fazowej (s ∈ {1, 2, . . . , N}), gdzie ΛN−s = R6(N−s) × ΩN−s, przy czym ΩN−s jest
dziedziną, na której określonych jest 6(N − s) jednowymiarowych procesów Wienera.

Głównym wynikiem tego rozdziału, a zarazem najważniejszym wynikiem całej roz-
prawy jest

Twierdzenie 5.1. Niech X będzie procesem stochastycznym, należącym do przestrzeni

CW

(
[0, T ];L2

(
Ω,F ,P;R6N

) )
, będącym rozwiązaniem całkowym zagadnienia

dX(t) = b
(
X(t)

)
dt+Θ dW (t), t ­ 0

X(0) = X0,
(27)

gdzie X0 ∈ Γ0, zaś b oraz Θ spełniają założenia podane w rozdziale 1.
Niech P (t, ·, ω) będzie gęstością losową o gęstości początkowej P0(·, ω) ≡ P (0, ·, ω).
Załóżmy, że półgrupa operatorów, danych wzorem (20), stowarzyszona z rozwiązaniem
zagadnienia (27), posiada miarę niezmienniczą µ, absolutnie ciągłą względem miary
Lebesgue’a, o gęstości g : Γ → R+ ∪ {0}, będącej funkcją niezmienniczą względem
permutacji swoich zmiennych xi ∈ R3 × R3, i ∈ {1, . . . , N}. Wówczas gęstość P (s)

spełnia następujące stochastyczne równanie Itô:∂P (s)
∂t
+
1
m

s∑
i=1

pi
∂P (s)

∂qi
−
s∑
i=1

(
s∑
l=1
l 6=i

∇Φ(qi − ql)
)
∂P (s)

∂pi

−(N − s)
s∑
i=1

∫
R6×Ω1

∇Φ(qi − qs+1)
∂P (s+1)

∂pi
dxs+1 dws+1

 dt
=
1
2

 s∑
i=1

θ∗i θi
∂2P (s)

∂x2i

 dt−
 s∑
i=1

θi
∂P (s)

∂xi

 dW (t).
(28)
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6. Dodatek

Ostatni rozdział zawiera dyskusję kwestii istnienia miary niezmienniczej dla pół-
grupy operatorów stowarzyszonych z rozwiązaniem analizowanego zagadnienia – w
wyprowadzeniu równania Liouville’a oraz hierarchii BBGKY założono jej istnienie.
Omawiamy najpierw znane sytuacje, gdy miara ta istnieje oraz posiada na ogół gęstość
względem miary Lebesgue’a, zadaną w najprostszych przypadkach jawnym wzorem.
Jest m. in. dla tzw. układów gradientowych, czyli dla równań stochastycznych postaci

dX(t) =
1
2
∇U(X(t)) dt+Q1/2 dW (t), (29)

gdzie U jest funkcją rzeczywistą klasy C2 z ograniczonymi pochodnymi, zaś Q1/2 to
pewna macierz. Sugerujemy, iż na to, by rozpatrywany w niniejszej rozprawie układ
był układem gradientowym, potrzeba i wystarcza, by istniała funkcja harmoniczna U ,
spełniająca w obszarze Γ układ równań różniczkowych

1
2
∂U
∂q1
= ∂H
∂p1
,

1
2
∂U
∂p1
= − ∂H

∂q1
,

...
1
2
∂U
∂qN
= ∂H
∂pN
,

1
2
∂U
∂pN
= − ∂H

∂qN
.

(30)

Znalezienie takiej funkcji okazało się jednak zadaniem, którego autorowi rozwiązać się
nie udało, dlatego ta metoda (przynajmniej na razie) nie prowadzi do znalezienia miary
niezmienniczej.
Następnie rozpatrujemy przypadek układów dyssypatywnych, czyli równań stochastycz-
nych postaci

dX(t) =
(
AX(t) + F (X(t))

)
dt+Q1/2 dW (t), (31)

gdzie A jest odwzorowaniem liniowym, Q1/2 – dowolną macierzą, zaś
G(x) = Ax + F (x) jest tzw. przekształceniem dyssypatywnym, czyli spełniającym na
pewnym obszarze warunek

〈G(x)−G(x), x− x〉 ¬ 0.

Pokazujemy, że dla analizowanego w niniejszej rozprawie układu cząstek można wy-
kazać istnienie miary niezmienniczej na pewnym obszarze, nie będącym jednak całą
przestrzenią fazową. Aby użyć techniki dowodzenia istnienia miary niezmienniczej dla
układów dyssypatywnych, opisanej w §3.4, [18], musi być spełnione dodatkowe założe-
nie:

sup
x,x∈Γ

{
〈b(x)− b(x), x− x〉

|x− x|2

}
< 0. (32)

Warunek ten jednak nie jest spełniony na całej przestrzeni fazowej Γ, a jedynie na
pewnym jej podzbiorze D, zatem nie możemy użyć przedstawionej metody do dowodu

11



istnienia miary niezmienniczej analizowanego układu na całym Γ.

Najbliższym kierunkiem badań autora nad niniejszym układem cząstek będzie bez
wątpienia otwarta ciągle kwestia istnienia miary niezmienniczej dla półgrupy operatorów
związanych z tym układem, jej absolutna ciągłość względem miary Lebesgue’a i w tym
wypadku ewentualna postać tej miary (gęstość względem miary Lebesgue’a albo miary
gaussowskiej). O wiele bardziej złożonym (i wymagającym innego niż prezentowane w
rozprawie podejścia) problemem jest kwestia istnienia miary niezmienniczej dla układu
cząstek, będących sztywnymi kulami, doznającymi zderzeń sprężystych i stochastycz-
nych zaburzeń oraz ścisłe wyprowadzenie hierarchii BBGKY dla takiego układu cząstek.
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