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Od ponad 150 lat trwa dynamiczny rozwdj kinetycznej teorii gazéw oraz mechaniki
statystycznej. Przez dziesieciolecia wprowadzano coraz bogatszy aparat pojeciowy, stu-
zacy do analizowania uktadow czastek. Jednym z kluczowych narzedzi zar6wno mecha-
niki klasycznej, jak i statystycznej, jest tzw. rGwnanie Liouville’a, opisujace ewolucje w
czasie funkcji gestosci rozktadu polozenia uktadu czastek w przestrzeni fazowej. Z row-
nania tego mozna wyprowadzi¢ zwiazki opisujace dynamike funkcji gestosci rozktadu
polozenia w przestrzeni fazowej wybranego podukfadu czastek — jest to tzw. hierarchia
BBGKY (od nazwisk uczonych, zajmujacych si¢ tym problemem: N. N. Bogolubowa,
M. Borna, H. S. Greena, J. G. Kirkwooda oraz J. Yvona).

Gléwnym celem niniejszej rozprawy jest podanie stochastycznej wersji réwnania
Liouville’a oraz hierarchii BBGKY dla uktadu czastek, rozumianych jako punkty mate-
rialne, oddziatujacych zgodnie z zasadami dynamiki Newtona poprzez gtadki potencjat
odpychajacy (i nie dopuszczajacy do zderzen czastek), jednak ze stochastycznymi zabu-
rzeniami potozenia i pedu kazdej z czastek.

1. Wprowadzenie

W rozdziale pierwszym rozprawy zawarty zostal krétki opis historii mechaniki staty-
stycznej oraz hierarchii BBGKY, zwi¢zte omdwienie otrzymanych w rozprawie wynikow,
a takze sformutowanie analizowanego problemu.

Zajmujemy si¢ ukladem N > 2 czastek, ktére uwazamy za punkty materialne o
masie m > 0, poruszajace sic w przestrzeni R®. Zaktadamy, ze uklad bez zaburzen
stochastycznych posiada hamiltonian, opisujacy energie¢ uktadu czastek. Jest to funkcja
H: (R® x R3)N — R postaci

i—1 ij=1
i

gdzie : R® — R, U {0} jest energig potencjalng oddzialywania czastek, spelniajgca
szereg odpowiednich zalozen.

Zaktadamy réwniez, iz ruch wszystkich czastek opisany jest nastepujacym ukladem
rownan (uogdélnieniem réwnan Hamiltona na przypadek czgstek, doznajacych losowych
brownowskich zaburzen):

OH
{d% - 8pzéit + i dl}l, (2)
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OH — pi

gdzie, jak widzimy z postaci hamiltonianu (1), opi = m

—91 = _ 5, V®(g; — q) jest sita, dziatajaca na i-ta czastke.

9q; —
v; oraz z; sa niezaleznymi standardowymi procesami Wienera w R3, za$ n; oraz & —
stalymi rzeczywistymi macierzami diagonalnymi wymiaru 3 (takimi samymi dla kazdej
czastki, tzn. n; =n; oraz §; =& dlai,j € {1,...,N}):

jest predkoscig i-tej czastki, zas

nma 0 0 &1 0 0
n, = 0 Nis 0 5 52' = 0 &2 0 y
0 0 i3 0 0 §i3

przy czym ng > 0, &, >0dlaie {1,...,N}, ke {1,2,3}.

Zaktadamy zatem, ze w dowolnym momencie kazda ze wspoétrzednych zaréwno poto-
zenia, jak 1 pedu kazdej z czastek moze zosta¢ zaburzona w niezalezny od pozostatych
spos6b zgodnie z rozkladem gaussowskim (zadanym przez jednowymiarowe procesy
Wienera). Macierze 7; oraz &; mozemy uznaé wiec za wspolczynniki dyfuzji dla pedu i
polozenia kazdej z czastek.

Wszystkie zatozenia dotyczace analizowanego uktadu mozna podsumowac, 13czac je
w 3 grupy:

Zalozenia o rozpatrywanym modelu (H1):

1) Mamy dany uktad N > 2 poruszajacych si¢ w R? czastek o masie m > 0, trakto-
wanych jako punkty materialne.

2) Czastki te poruszajg si¢ w przestrzeni fazowej I' = (R? x R3)Y, gdzie pierwsza
sktadowa kazdego z N czynnikéw iloczynu kartezjanskiego odpowiada za wektor
polozenia czastki, za$ druga za wektor jej pedu.

3) Konfiguracja poczatkowa uktadu czastek nalezy do podzbioru I'y przestrzeni fazowe;j
', zadanego réwnoscig [y = (R3V\Wy) x R3Y, gdzie Wy = {(Ch, ..., qN) €
R3V: |g; — ¢;| = 0 dla co najmniej jednej pary (i, ;) takich, ze i # j oraz i,j €
{1,....N}};

4) Mamy dang przestrzeni probabilistyczng (€2, F,P), wyposazong w prawostronnie cig-
gla filtracje (F;):>o taka, ze Fy zawiera wszystkie zbiory o mierze P réwnej zero.

5) Stan uktadu jest opisywany przez funkcje P(¢,q1,p1,--.,qn,DPN,w), gdzie ¢; ozna-
cza polozenie, za$ p; ped i-tej czastki, w € 2; P jest zatem gestoScig losowa dla
analizowanego uktadu czastek.

Zalozenia o hamiltonianie (H2):

1) Dla rozpatrywanego uktadu istnieje (deterministyczny) hamiltonian H: ' — R,
opisujacy energi¢ uktadu czastek, dany wzorem

Yop

2 N
H(q,p1,- -5 qn,pn) = 3 o=+ > (g — ), 3)
o2me T
i#]
gdzie ®: R? — R, U{0} jest energig potencjalng oddzialywania czastek, spetniajaca
nastepujace warunki:
2) ®(q) = m®(|q|), gdzie potencjat ®: R, U {0} — R, U {0} (potencjat sferycznie
symetryczny),



3) ¢ jest ograniczona na R i jej pochodna tez jest na R, ograniczona,

4) ¢ e C*(Ry),

5) ®(0) =0,

6) |P'(q1) — qy(Qz)’ < Lilgi — ¢of dla q1, g2 € Ry,

7) D3® jest ograniczona na R3,

8) potencjat P opisuje odpychanie na tyle silne, ze niemozliwe sg zderzenia poruszajg-
cych si¢ czastek.

Zalozenia o zaburzeniach stochastycznych (H3):

1) W dowolnym momencie kazda ze wspotrzednych zaré6wno polozenia, jak i pedu
kazdej z czastek moze zosta¢ zaburzona w niezalezny od pozostatych sposéb zgodnie
z rozktadem gaussowskim, zadanym przez niezalezne standardowe procesy Wienera
v; oraz z; w R3,

2) procesy v1, 21, -..,UN, 2N tworza 6/N-wymiarowy proces Wienera,

3) wspolczynnik dyfuzji w rownaniu stochastycznym opisujacym zmian¢ polozenia i-tej
czastki w czasie wynosi 7);, gdzie 7, to stala rzeczywista macierz diagonalna wymia-
ru 3 (taka sama dla kazdej czastki), postaci

na 0 0
;= 0 Mo 0 )
0 0 s

gdzie nyy, > 0dlaie {1,...,N}, ke {1,2,3},

4) wspotczynnik dyfuzji w réwnaniu stochastycznym opisujacym zmiane pedu i-tej
czastki w czasie wynosi &;, gdzie &; jest stalg rzeczywista macierzg diagonalng wy-
miaru 3 (taka samg dla kazdej czastki), postaci

a1 0 0
&=10 51‘2 01,
0 0 &s
gdzie §, > 0dlat e {1,...,N}, k€ {1,2,3}.
Oznaczajac przez X = (x1,...,xy) € I' wektor potozenia czastek w przestrzeni
fazowej (tzn. kazde z; € R3 x R3 jest parg (q;,p;)), b = (b1,...,by) € (R? x R3)V
— wektor o wspétrzednych b; = (g—g, _%Z) € R3 x R? oraz przez W = (wy, ..., wy)

— 6/N-wymiarowy standardowy proces Wienera w przestrzeni fazowej, zdefiniowany na
przestrzeni probabilistycznej (2, F,P) i warto$ciach w RV, (przy czym w; = (v;, 2;)),
mozemy uktad rownan (2) zapisa¢ w postaci

{dX(t) =b(X (1)) dt+O0dW(t), t >0

4
X(0) ==. ©

WprowadZzmy przestrzenn Cyy = Cyy <[O, T); L? (Q, F,P;T) > ciaglych przeksztalcen
F:[0,T) — L*(Q, F,P;T) adaptowanych do W.
Cw wyposazona w norme

1/2
IFllcw = swp E(F0F)) 5)

te[0,7]
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jest przestrzenig Banacha i nazywana jest przestrzenig proceséw adaptowanych na [0, 7]
o wartoSciach w I', ciaglych w sensie Sredniokwadratowym.

Woéwcezas przez rozwigzanie catkowe (ang. mild solution) zagadnienia (4) bedziemy
rozumie¢ proces stochastyczny na C'y taki, ze

X(t) = x+/b(X(s))ds+/@dW(s), t>0. ©)

2. Istnienie potoku stochastycznego (stochastic flow)

Kolejny rozdziat poSwiecony jest problemowi istnienia potoku stochastycznego (sto-
chastic flow) dla analizowanego uktadu czastek (czyli rozwigzania stochastycznego ukfa-
du réwnan w odpowiedniej przestrzeni) — wykazane jest najpierw ogdlne twierdzenie
dotyczace istnienia potoku, a nastepnie pokazane zostato, ze rozpatrywany uktad speinia
zalozenia tego twierdzenia. Terminologia niniejszego rozdziatu oparta jest na ksigzce
[35].

Na poczatku wprowadzi¢ musimy kilka niezbednych pojec.

Definicja 2.1. Niech D bedzie obszarem w RY, f: D — R, zas 0 < 6 < 1, m € N.
Powiemy, ze f € C™° wtedy i tylko wtedy, gdy [ € C™ oraz wszystkie pochodne
D f, |a| = m sq 6—Hélderowsko ciggle.

WprowadZmy tez dwie normy, ktérych bedziemy dalej uzywac:

SOl S qup Do g(o) )

1+| | 1<|a|<m$€ﬂ)

[ llm = sup
zeD

oraz

D f(z) — D*f(y)]
1S s = ILf[lm + sup :
D S P
TH#Y
Definicja 2.2. Niech D bedzie obszarem w R?, g: D x D — R, m € N.
Powiemy, ze g € C™ wtedy i tylko wtedy, gdy g jest m-krotnie rozniczkowalna
wzgledem kaidej zmiennej x oraz y.

®)

. o(2,)
gl = sup + sup | Dz Dyg(z,y)l. )
S T DA+ D |y o, 1D

lgllmis = llglly + > |1DsDyglys, (10)

|a|l=m

Definicja 2.3. Niech {F(x,t), © € D} bedzie rodzing cigglych semimartyngatow, tzn.
procesow stochastycznych o rozktadzie F(x,t) = M(z,t) + B(x,t), gdzie M(x,t) jest
rodzing cigglych martyngatéw lokalnych, zas B(z,t) — rodzing cigglych proceséw o
wahaniu skoriczonym (tzn. dajgcych sie np. zapisac w postaci roznicy dwoch procesow
rosngcych).



Zatoimy, ze B(x,t) mozna zapisac w postaci

B(z,t) = /tb(x,s) ds,

gdzie b(x,t) jest (dla dowolnego x € D) pewnym procesem prognozowalnym, zas wza-
Jemny nawias skosny martyngatow lokalnych M (x,t) oraz M (y,t) ma postaé

(M), M(y,): = Alw,y.1) = [ ala.y.r)d.

gdzie a(x,y,t) jest (dla dowolnych x,y € D) pewnym procesem prognozowalnym.
Wowczas pare (a(m, y,t),b(z, t)) nazwiemy lokalng charakterystykq rodziny semi-
martyngatow {F(z,t), = € D}.

Definicja 2.4. Powiemy, Ze proces a(x,y,t) € BS}} wtedy i tylko wtedy, gdy jest on
procesem prognozowalnym (lub posiada takq modyfikacje) o wartosciach w C%! oraz
Jo laC, - H)l5. dt < +0o p.n., a ponadto istnieje nieujemna stata c taka, ze dla do-
wolnego t nierownos¢c ||a(-,-,t)||5,, < c spetniona jest p.n.

Definicja 2.5. Powiemy, Ze proces b(x,t) € BS;} wtedy i tylko wtedy, gdy b(x,t) jest
procesem prognozowalnym o wartosciach w C% oraz [ ||b(-,t)|jo1 dt < 400 p.n., a
ponadto istnieje nieujemna stata c taka, ze dla dowolnego t nierownosc ||b(-,t)||ox1 < ¢
spetniona jest p.n.

Definicja 2.6. Powiemy Ze lokalna charakterystyka (a(x,y,t),b(:p,t)) € BS;} wtedy

,1

i tylko wtedy, gdy a(z,y,t) € ng oraz b(x,t) € ij;}.

Zat6zmy, ze rodzina semimartyngatéw {F'(z,t), x € D} posiada lokalng charakte-
rystyke (a(x,y,t),b(x,t)) oraz rozklad F'(z,t) = M(z,t) + B(z,t). Wéwczas catka
stochastyczna Itd z cigglego procesu prognozowalnego f; o wartoSciach w D, o jadrze
F(z,dt), zdefiniowana jest wzorem

[Pt = [+ [o(5.0) 0

Rozwazamy dalej réwnania stochastyczne postaci:

¢
O = I —i—/F(gps,ds). (11)

to

Definicja 2.7. Niech ty € [0,T] i zg € R% Powiemy, ze ciggly proces p; o wartosciach w
RY ty < t < T, adaptowany do F, nazwiemy rozwigzaniem stochastycznego réwnania
rézniczkowego Ito, o jgdrze F(x,t), startujgcego z xoy w chwili to, jesli spetnia on
rownanie (11).



Pierwsze istotne dla tego rozdzialu twierdzenie, ktérego szczegétowy dowdd' poda-
jemy, to

Twierdzenie 2.8. Niech F(z,t) bedzie cigglym semimartyngatem o wartosciach w
C(R?, R?) i lokalnej charakterystyce naleiqcej do BS;}. Wowczas dla dowolnych t, i x
réownanie (11) posiada jednoznaczne rozwiqzanie (w sensie definicji 2.7).

Potrzebujemy jeszcze trzech definicji:

Definicja 2.9. Niech (v, w), 0 < s <t < T, x € RY bedzie cigglym polem losowym
o wartosciach w RY, zdefiniowanym na przestrzeni probabilistycznej (0, F,P). Wowczas
dla pw. w s4(w) = ps4(-,w) definiuje ciggle przeksztatcenie R? — R? dla dowolnych
s i t. Nazywamy je stochastycznym potokiem homeomorfizmow forward, jesli istnieje
zbior N miary zero w Q taki, ze dla dowolnego w € N rodzina cigglych przeksztatceri
{pst(w): s,t €[0,T]} definiuje potok homeomorfizmow, tzn spetnia warunki:

i) Psu(w) = ru(w) o psi(w) Vs, t,u € [0,T],

i) pss(w) =1Idw) Vs € [0,T],

iit) przeksztalcenie g4(w): RY — R? jest homeomorfizmem ,,na” Vs, t € [0,T].

Definicja 2.10. Rodzina cigglych semimartyngatow F(x,t), x € D o rozktadzie
F(x,t) = M(x,t) + B(x,t) nalezy do klasy C*° (jest rodzing C*°-semimartyngatow),
jesli M(z,t) jest ciggtym martyngatem lokalnym o wartosciach w C*? i B(x,t) jest
cigglym procesem o wartosciach w C*° takim, ze DYB(z,t), ©* € D,|a] < k sq
procesami o wahaniu skoriczonym.

Definicja 2.11. Potok stochastyczny forward s, o wartosciach w G nazwiemy poto-
kiem C*°-semimartyngatow, jesli Vs ., t € [s,T] jest ciggym C*°- semimartynga-
tem,adaptowanym do (F)ic(s/r)-filtracji generowanej przez potok ;.

Po wprowadzeniu niezb¢dnego aparatu pojeciowego mozemy teraz sformutowaé wy-
niki, uzyskane w niniejszym rozdziale.
Najpierw dowodzimy lematu:

Lemat 2.12. Przy poczynionych wczesniej zatoZeniach (H2) o potencjale ® funkcja
p1

—2a Ve(a —a5)
b(z) =b ((Ch,pl, e ,CIN,PN)T) = : Jjest lipschitzowska z pew-
PN
— v Velav —q5))
nq statq dodatniq L. = L(m, N, L) (L to stata Lipschitza dla ®', patrz: (H2) 6)).

Nastepnie za$§ wykazujemy twierdzenie pokazujace, iz rozwazany przez nas uktad
posiada jednoznaczne rozwigzanie (posiadajace pewng dodatkowa wtasnos¢):

Twierdzenie 2.13. Jezeli spetnione sq zatozenia (HI), (H2) oraz (H3), to uktad (4)
Z hamiltonianem (1) posiada dla dowolnego warunku poczgtkowego x € 1'y jednoznacz-

I opierajacy sie na szkicach dowodéw lematéw z [35] i stanowiacy uproszczenie dowodu omawianego

tam ogdlniejszego przypadku.



ne rozwiqgzanie. Ponadto istnieje modyfikacja rodziny rozwiqzan tego uktadu, bedgca
stochastycznym potokiem homeomorfizmow forward.

Dowdd powyzszego twierdzenia polega na sprawdzeniu spetnienia zatozen twierdze-
nia [35], Theorem 4.5.1 (i), str. 155.

3. Niektore wlasnoSci rozwigzania zagadnienia

Rozdzial trzeci zawiera omdéwienie dwdch wlasnosci rozwigzania zagadnienia: cig-
glej zaleznoSci oraz rézniczkowalnoSci wzgledem warunku poczatkowego. Zostato tu
wykazane stwierdzenie, bedgce poprawiong i zaadaptowang do potrzeb rozprawy wersja
stwierdzenia z [18] (Proposition 3.3, str. 62):

Stwierdzenie 3.1. JeZeli funkcja wektorowa b jest lipschitzowska ze stalg L > 0, to
przyrost w przedziale czasu [0, T] wartosci procesu X (t,x), spetniajgcego réwnanie
(6), wzgledem zmiennych z przestrzeni fazowej, szacuje si¢ w nastepujgcy sposob:

X (t,2) — X(ty)llew < V262 |2 —y|, 2,y € T (12)

Nastepnie udowodniony zostal pomocniczy lemat

Lemat 3.2. Jezeli potencjat ¢ spetnia zatozenia (H2), to funkcja wektorowa b(-) nalezy
do przestrzeni CZ(T) funkcji f: T — T dwukrotnie réiniczkowalnych z jednostajnie
cigglq i ograniczong drugg pochodng D*f oraz z normg

Ifll2: = sup|f(z)| +sup|Df(z)| + sup || D*f(2)| (13)
zel zel zel

po czym wykazane zostalo twierdzenie, bedgce poprawiong i zaadaptowang do po-
trzeb rozprawy wersja twierdzenia z [18] (Theorem 3.6, str. 65):

Twierdzenie 3.3. Jezeli funkcja b(-) jest lipschitzowska ze statq L > 0 i ponadto nalezy
do przestrzeni CZ(T), to rozwiqzanie X (t, ) zagadnienia (4) jest rézniczkowalne wzgle-
dem x w przestrzeni Banacha C’W<[O,T];L2 (Q, F,P; F)) i dla dowolnego wektora
h € I' zachodzi wzor

DX(t,z)-h=n"(t,z) p.n., (14)

gdzie 1" (t,z) jest (jedynym) rozwigzaniem réwnania catkowego

¢
n"(t,x) = h+ /Db(X(s,x)) n"(s,z)ds, t >0 p.n. (15)
0
Ponadto
"t 2)llcw < V2e" TR, 2z €T (16)

Dowdéd powyzszego twierdzenia wzorowany jest na dowodzie z [18].
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4. Stochastyczne rownanie Liouville’a

Jednym z kluczowych narzedzi zaréwno mechaniki klasycznej, jak i statystycznej,
jest tzw. rownanie Liouville’a, opisujagce ewolucje w czasie funkcji gestosci rozktadu
polozenia uktadu czastek w przestrzeni fazowej (czyli ewolucje funkcji opisujacej gestosé
rozktadu prawdopodobienistwa zdarzenia, ze analizowany uktad czastek bedzie znajdowat
si¢ po pewnym czasie w zadanym obszarze i czgstki bedg mialy predkosci z pewnego
zakresu).

Warto przypomnied, iz w klasycznym przypadku, dla uktadu N identycznych czastek,
poruszajacych si¢ zgodnie z zasadami dynamiki Newtona, ktérych ruch opisany jest (w
ujeciu hamiltonowskim) uktadem réwnan:

{dqi X

17
dp; = =51 dt (7

réwnanie Liouville’a dla funkcji P = P(t, X), bedacej (deterministyczng) ggstoscia
rozktadu potozenia czastek w przestrzeni fazowej przybiera postaé (por. [11], str. 11):

aP 1 X or XN . oH oP

or e 18
a " Zp 0, Z < 9q; Opi (19
i po wprowadzeniu oznaczef x; = (g;, p;), b; = (gg g;{) = (71,...,7N),
b(x) = (by,...,by) moze zostaé zapisane w symbolicznej postaci
or X 9
- b;- P) = 0. 19
ot Z 8xl( ) = (19)

W pracy [34] R. Kubo podat postaé stochastycznego réwnania Liouville’a dla uktadu

czastek, jednak przy zalozeniu istnienia hamiltonianu. Z zatozenia tego wynika fakt, iz
dla takiego uktadu istnieje miara niezmiennicza i jest to miara Lebesgue’a.
W rozdziale tym wyprowadzamy réwnanie Liouville’a dla ukfadu (4), ktéry w ogdélnosci
nie musi by¢ uktadem hamiltonowskim. W zwigzku z tym miara niezmiennicza (ktdrej
istnienie zatozymy) nie musi by¢ miarg Lebesgue’a. Jest to wigc uogdlnienie wyniku
Kubo z pracy [34].

Na wstepie musimy wprowadzié pojecie potgrupy operatoréw, stowarzyszonej z roz-
wigzaniem rozwazanego zagadnienia. Jest to rodzina {P; };>o operatoréw P;: B,(I') —
By(I"), zwigzana z rozwigzaniem catkowym X (¢, z) zagadnienia (4):

Pﬁﬁ(ﬂ?) = E[¢<X(t7'x))}7 ¢ S Bb(r)v t> 07 ZES Fu (20)
gdzie By(I') = {f: I' = I" t.ze f — borelowska i ograniczona}.

Zaktadamy dalej, iz potgrupa operatoréw F;, stowarzyszona z rozwigzaniem zagad-
nienia (4), posiada miar¢ niezmienniczg p (okreslong na sigma-ciele borelowskich pod-
zbioréw zbioru I'), tzn. ze dla dowolnego zbioru borelowskiego A C I' oraz dowolnego
t > 0 zachodzi zwigzek

n(PH(A)) = p(A). @1

Dodatkowo poczynimy nastepujace zatozenie (M) o mierze niezmienniczej fi:
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— u jest absolutnie ciggta wzgledem miary Lebesgue’a i jej gestosé g: I' — R, U {0}
jest funkcja niezmiennicza wzgledem permutacji swoich zmiennych z; € R? x R3,
i€ {l,..., N}, tzn. spetniony jest warunek du(X) = g(X)dX dla pewnej funkcji
g: I' = R, U{0}.

Gtéwnym wynikiem autora w niniejszym rozdziale jest twierdzenie

Twierdzenie 4.1. Niech X bedzie procesem stochastycznym, naleigcym do przestrzeni

Cw <[O, T); L* (Q, F,P;T) ) bedgcym rozwigzaniem catkowym zagadnienia

22
X(0) = X, 2

{dX@):bCX@Ddﬁ+@dWKQ,t>O
gdzie X € T. Niech P(t,-,w) bedzie gestoscig losowq o gestosci poczqtkowej Py(-,w) =
P(0,,w). Zatézmy, zZe potgrupa operatoréw, danych wzorem (20), stowarzyszona z roz-
wiqzaniem zagadnienia (22), posiada miare niezmienniczq |1, spetniajgcq warunek (M).
Wowczas gestos¢ P spetnia nastepujqce stochastyczne rownanie Ito (zwane stochastycz-
nym rownaniem Liouville’a):

S. Hierarchia BBGKY dla stochastycznego ukladu czastek

W rozdziale pigtym przy uzyciu réwnania Liouville’a wyprowadzamy hierarchie
BBGKY dla stochastycznego uktadu czastek 1 zwracamy uwage na roznice i podobien-
stwa wzgledem hierarchii BBGKY w przypadku klasycznym.

Przypomnijmy, ze w przypadku klasycznym, to znaczy dla uktadu /N identycznych
czastek, poruszajgcych si¢ zgodnie z zasadami dynamiki Newtona, ktérych ruch jest
opisany (w ujeciu hamiltonowskim) uktadem réwnan

{%:%ﬁ

24
dp; = =G dt, 9

hierarchia BBGKY réwnan rézniczkowo-catkowych, opisujacych ewolucje w czasie funk-
cji

N
P(S)EP(S)(q17p17q2ap2a"'7QS7p8at): / P(q1:p17"'aq]VapNat) H dq]dp]7
RE6(N—s) J=s+1
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bedacej (deterministyczng) gestoscig rozktadu potozenia dowolnego uktadu s czastek w
przestrzeni fazowej przybiera postac (por. [11], str. 58):

8P< opP®
— V(g —
Z i Z: ql Op;
l;éz
S P+
— (N =) Z//Vq’(ﬁh - qurl)T dqss1 dpsi1 = 0.
=13 p3 Pi

(25)

W analizowanym przez nas przypadku wprowadzamy rodzine gestosci losowych

P(S)(q17p17q27p27 cee aQSapsyt)

N (26)
= / P(qi,p1,- - an.pn, O9(q, o1, - an, o) [ dey dwy,
AN-—s ]:S+1

odpowiadajacych gestosci rozktadu potozenia uktadu dowolnych s czastek w przestrzeni
fazowej (s € {1,2,...,N}), gdzie AV=5 = ROWV=5) »x QN=5 przy czym QV~° jest
dziedzing, na ktérej okreslonych jest 6(/N — s) jednowymiarowych proceséw Wienera.

Gléwnym wynikiem tego rozdziatu, a zarazem najwazniejszym wynikiem catej roz-
prawy jest

Twierdzenie 5.1. Niech X bedzie procesem stochastycznym, naleZgcym do przestrzeni

Cw ([O, T); L? (Q, F,P; RSN ) ) bedgcym rozwiqzaniem catkowym zagadnienia

dX(t) = b(X(t)) dt + ©dW(t), t >0 o
X (0) = Xo,

gdzie Xy € Iy, zas b oraz © spetniajq zatozenia podane w rozdziale 1.

Niech P(t,-,w) bedzie gestoscig losowq o gestosci poczgtkowej Py(-,w) = P(0, -, w).
Zatoimy, Ze potgrupa operatorow, danych wzorem (20), stowarzyszona z rozwigzaniem
zagadnienia (27), posiada miare niezmienniczq |, absolutnie cigglq wzgledem miary
Lebesgue’a, o gestosci g: ' — R, U {0}, bedqgcej funkcjq niezmienniczq wzgledem
permutacji swoich zmiennych r; € R®> x R®, i € {1,...,N}. Wowczas gestos¢ P'®
spetnia nastepujqce stochastyczne réwnanie Ito:

aP 1 & oPe & opP)
e —z<zv<b )%
Di
s ap(s+1)
—(N —s) Z / V(g — qu)T drsyq dwgyq | dt (28)
i=lgey 1 pi
1|, 0°PW® opP®)
5 {;Gl Qiiﬁx% [Zﬁ o dW (t).
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6. Dodatek

Ostatni rozdzial zawiera dyskusje kwestii istnienia miary niezmienniczej dla pét-
grupy operatorow stowarzyszonych z rozwigzaniem analizowanego zagadnienia — w
wyprowadzeniu réwnania Liouville’a oraz hierarchiit BBGKY zatozono jej istnienie.
Omawiamy najpierw znane sytuacje, gdy miara ta istnieje oraz posiada na ogot gestos¢
wzgledem miary Lebesgue’a, zadang w najprostszych przypadkach jawnym wzorem.
Jest m. in. dla tzw. uktadéw gradientowych, czyli dla réwnan stochastycznych postaci

dX(t) = ;VU(X(t)) dt + QY? dW (t), (29)

gdzie U jest funkcja rzeczywista klasy C? z ograniczonymi pochodnymi, zas Q'/? to
pewna macierz. Sugerujemy, iz na to, by rozpatrywany w niniejszej rozprawie uktad
byt uktadem gradientowym, potrzeba 1 wystarcza, by istniata funkcja harmoniczna U,
spetniajaca w obszarze I' uktad réwnan rézniczkowych

100 OH

2 0q1 dp1’

10U _ _0H

20p O0q1’

: (30)
190U OH

2 9gn OpN’

10U _ _ 9H

2 OpN 9qnN

Znalezienie takiej funkcji okazato si¢ jednak zadaniem, ktérego autorowi rozwigzac si¢
nie udato, dlatego ta metoda (przynajmniej na razie) nie prowadzi do znalezienia miary
niezmienniczej.

Nastepnie rozpatrujemy przypadek uktadow dyssypatywnych, czyli réwnan stochastycz-
nych postaci

dX () = (AX(t) + F(X(t))) dt + Q' dW (t), (31)

gdzie A jest odwzorowaniem liniowym, Q'/? — dowolna macierza, zas
G(z) = Az + F(x) jest tzw. przeksztatceniem dyssypatywnym, czyli spelniajgcym na
pewnym obszarze warunek

(G(z) — G(T),x —T) < 0.

Pokazujemy, ze dla analizowanego w niniejszej rozprawie uktadu czgstek mozna wy-
kaza¢ istnienie miary niezmienniczej na pewnym obszarze, nie bedacym jednak cata
przestrzenig fazowa. Aby uzyC techniki dowodzenia istnienia miary niezmienniczej dla
uktadéw dyssypatywnych, opisanej w §3.4, [18], musi by¢ spetnione dodatkowe zatoze-

nic:
sup { (blz) — b(@), x —7) } <0. (32)

a,zel |z —7|?

Warunek ten jednak nie jest spetniony na calej przestrzeni fazowej I', a jedynie na
pewnym jej podzbiorze D, zatem nie mozemy uzy¢ przedstawionej metody do dowodu
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istnienia miary niezmienniczej analizowanego uktadu na calym I'.

Najblizszym kierunkiem badan autora nad niniejszym ukladem czastek bedzie bez
watpienia otwarta ciggle kwestia istnienia miary niezmienniczej dla pétgrupy operatoréw
zwiazanych z tym uktadem, jej absolutna ciggto$¢ wzgledem miary Lebesgue’a i w tym
wypadku ewentualna postac tej miary (gestos¢ wzgledem miary Lebesgue’a albo miary
gaussowskiej). O wiele bardziej ztozonym (i wymagajacym innego niz prezentowane w
rozprawie podej$cia) problemem jest kwestia istnienia miary niezmienniczej dla uktadu
czastek, bedacych sztywnymi kulami, doznajagcymi zderzen sprezystych i stochastycz-
nych zaburzen oraz Sciste wyprowadzenie hierarchii BBGKY dla takiego uktadu czastek.
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