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Konstrukcje rozmaitosci algebraicznych
przez dzialanie grup skonczonych

autoreferat rozprawy doktorskiej

Na dzialaniach grup opartych jest wiele konstrukcji rozmaitosci algebraicznych. Sy-
metrie pochodzace od dziatania, pojawiajace sie w sposdb naturalny przy takich
konstrukcjach, czesto okazuja sie skutecznym narzedziem pomagajacym zrozumiec
strukture badanych obiektow geometrycznych. Zatem jesli pewna klasa rozmaito-
Sci zostala zdefiniowana z uzyciem dziatania grupy, to mozna oczekiwaé, ze bedzie
ona mie¢ dobre wtasnosci. W szczegblnosci sprawdzanie obiektow, na ktorych ist-
nieje dziatanie grupy, bywa dobrym pomystem na konstrukcje przyktadéw obiek-
tow o okreslonych wtasnosciach. Ponadto symetrie zazwyczaj zmniejszaja ztozonosé
badanych obiektéw, wiec podjecie badari bardzo ogélnej klasy rozpoczynajac od
przypadkow z dziataniem grupy czesto daje dobre rezultaty i pozwala na zdobycie
do$wiadczen przydatnych do rozszerzenia ich na inne przypadki. Sposrod licznych
mozliwosci realizacji tych pomystéow przedstawiamy doktadniej te, ktére maja bez-
posredni zwiazek z tredciag omawianej rozprawy doktorskiej.

Naturalnym pomystem jest rozpatrywanie ilorazow rozmaitosci przez dziatanie gru-
py (chociaz zdefiniowanie takich ilorazow w geometrii algebraicznej nie jest natych-
miastowe). Najprostsze przyklady to ilorazy przestrzeni afinicznych przez dzialania
grup skoniczonych. Pewne wtasnosci takich ilorazéow w przypadku dwuwymiarowym,
czyli osobliwosci ilorazowych powierzchni, sa przedmiotem badari pierwszej czesci
pracy. Doktadniej, opisujemy strukture pierscieni Coxa rozwigzan minimalnych tych
osobliwosci. Bardzo istotnym spostrzezeniem jest, ze takie rozwigzanie mozna skon-
struowac biorac iloraz rozmaitoéci afinicznej odpowiadajacej jego pierscieniowi Coxa
przez pewne dziatanie torusa.

Badanie rozwigzan osobliwosci ilorazowych zwigzane jest z konstrukcja Kummera
powierzchni K3, zob. [Kum75|, oraz jej uogdlnieniami, ktére mozna wykorzysta¢ na
przyktad do otrzymywania rozmaitosci Calabi-Yau, bedacych waznym elementem
teorii strun. Problem rozwazany w pierwszej czesci rozprawy doktorskiej ma swoj
poczatek wlasnie w pracach nad uogélnieniem konstrukcji Kummera, zaproponowa-
nym w [AW10] i badanym réwniez w [Donl1].

Druga cze$é rozprawy dotyczy modeli geometrycznych procesow Markowa na drze-
wach filogenetycznych, czyli rozmaitosci algebraicznych zwiazanych ze strukturami
kombinatorycznymi opisujacymi modele proceséw ewolucji. Ograniczamy sie do ba-
dania takich struktur, ktore sa zdefiniowane za pomoca pewnego dziatania skon-
czonej grupy. Glownym celem jest opisanie wlasnosci geometrycznych odpowiadaja-

1



cych im rozmaitosci. Znane wyniki dotyczace tego zagadnienia (m.in. [SS05], [DK09,
MicI1]), w tym nasze, zaprezentowane w drugiej czesci rozprawy (pochodzace z
prac [BDWO09|, wspolnej z W. Buczyriska i J. Wisniewskim, oraz [DBM12], wspol-
nej z M. Michatkiem), pokazuja, ze dla klasy drzew filogenetycznych z dzialaniem
grupy mozna udowodni¢ wiele ciekawych twierdzen, ktore nie uogolniaja sie jednak
na szersza klase drzew.

Kolejna klasa rozmaitosci konstruowanych przez dziatanie grupy, tym razem nie-
skoriczonej, sg rozmaitosci toryczne. Istnienie dzialania torusa z otwarta orbita pro-
wadzi do bardzo uzytecznego kombinatorycznego opisu rozmaitosci. Ponadto kaz-
da normalng rozmaito$¢ toryczng mozna skonstruowaé przez podzielenie pewnego
otwartego podzbioru przestrzeni afinicznej przez dzialanie torusa. To spostrzezenie
stanowi wazny element dowodu jednego z gtéwnych wynikow pierwszej czesci pracy.
Mimo ze rozmaitosci toryczne nie sa otrzymywane przez dziatanie grupy skonczonej,
wspominamy o nich tutaj, poniewaz sa jednym z najbardziej znaczacych narzedzi w
obu czesciach pracy. Z tego powodu po$wiecamy drugi rozdzial pracy na zebranie
ich wtasnosci, do ktorych odwotujemy sie dalej.

Mogtoby sie wydawac, ze dwa tematy prac stanowiacych podstawe rozprawy — pier-
Scienie Coxa rozwiazan minimalnych osobliwosci ilorazowych i modele geometryczne
drzew filogenetycznych — maja niewiele wspolnych elementéw poza uzyciem dziata-
nia grupy do konstrukcji badanych obiektow. Jednak w trakcie pracy okazato sie,
ze wymagaja one uzycia tego samego narzedzia — geometrii torycznej — co bar-
dzo utatwilo réwnolegle zajmowanie si¢ tymi zagadnieniami. Ponadto istnieje nawet
bezposredni zwiagzek miedzy tymi tematami: modele binarne (czyli z dziataniem gru-
py Zs) drzew filogenetycznych prowadza do pewnych degeneracji spektrow pierscieni
Coxa na rozdmuchaniach przestrzeni rzutowych, zob. [SX10].

Przyjmujemy dalej, ze wszystkie rozwazane rozmaitosci algebraiczne sa zdefiniowane
nad cialem liczb zespolonych C.

Numeracja twierdzeri pochodzi z omawianej rozprawy doktorskiej. Podane sa row-
niez odnosniki do prac, w ktoérych te wyniki pojawity sie po raz pierwszy.

Pierscienie Coxa rozwigzan minimalnych dwuwymiarowych
osobliwosci ilorazowych

Pierscienn Coxa normalnej rozmaitosci algebraicznej X definiujemy jako modut

Cox(X)= €P TI(X,0x(D)),

[D]eCI(X)

z gradacja zadang przez grupe klas C1(X ), w ktérym mnozenie pochodzi od mnozenia
funkeji wymiernych na X. Dokladny opis tej konstrukeji znajduje sie w [ADHILI10),
4.1, 4.2].



Mozna rozpatrywaé¢ Cox(X) z geometrycznego punktu widzenia, jesli tylko jest on
skoriczenie generowany. Zalozmy, ze grupa Picarda Pic(X) jest beztorsyjna i roz-
wazmy dziatanie torusa Picarda rozmaitosci X

T = Hom(Pic(X),C")

na Spec(Cox(X)). Wowczas mozna odtworzy¢ X z jej pierscienia Coxa biorac iloraz
geometryczny otwartego podzbioru Spec(Cox(X)) przez T. To oznacza, ze pierscien
Coxa zawiera wiele informacji dotyczacych geometrii rozmaitosci: X jest wyznaczona
przez Cox(X) oraz pewne dodatkowe dane zwiazane z gradacja w tym pierscieniu
(zob. np. [LV09)]).

W pierwszej czedci pracy doktorskiej badamy minimalne rozwigzania zespolonych
dwuwymiarowych osobliwo$ci ilorazowych. Wprowadzamy nastepujace oznaczenia:
X to minimalne rozwiazanie osobliwosci ilorazowej C?/G, gdzie G to skonczona
(mala) podgrupa GL(2,C). Celem pracy jest zrozumienie struktury pierscieni Coxa
tych rozwiazan. Dowodzimy, ze sa one skoriczenie generowane, i podajemy metody
pozwalajace opisa¢ je w terminach generatoréw i relacji. Odnotujmy, ze rozpatry-
wanym przypadku mozna rozwaza¢ dzialanie torusa Picarda, poniewaz grupa klas
Cl(X) = Pic(X) minimalnego rozwiazania osobliwo$ci C?/G jest beztorsyjna.

Motywacja i obecny stan wiedzy

Wyniki opisane w tej czedci rozprawy mozna uznaé za wprowadzenie do badania
pierscieni Coxa rozwigzan osobliwosci ilorazowych w wyzszych wymiarach. Wazna
motywacja dla zajmowania sie tym problemem jest mozliwos¢ przedstawienia roz-
maitosci X jako ilorazu geometrycznego Spec(Cox(X)), pod warunkiem, ze Cox(X)
jest skonczenie generowany. Moéwigc ogolnie, jesli bytoby mozliwe opisanie pierscie-
nia Coxa (hipotetycznego) rozwiazania X danej osobliwosci w oparciu wytacznie o
pewne ograniczone informacje o geometrii X (dostepne bez znajomosci konstrukeji
X), by¢ moze udatoby sie uzyska¢ nowe rozwiazania, opisane jako ilorazy geome-
tryczne otwartych podzbioréw Spec(Cox(X)). Przypomnijmy, ze chociaz w wyzszych
wymiarach mozna zdefiniowa¢ minimalne rozwigzania osobliwosci (w kontekscie teo-
rii modeli minimalnych), to nie otrzymuje si¢ w ten sposéb jednoznacznie okreslo-
nego rozwiazania. Moze sie zdarzy¢, ze istnieje zbior rozwiazan (lub czesciowych
rozwiazan), izomorficznych w kowymiarze 1 i powiazanych przez tzw. flopy (zob.
np. |Rei92|). Jednak takie rozwiazania maja ten sam piersciern Coxa, czyli zawiera
on informacje o calej grupie rozwiagzan, co stanowi kolejny argument za tym, ze warto
zrozumieé jego strukture. Szczegoélnie interesujacy ze wzgledu na mozliwe zastoso-
wania do innych waznych probleméw matematycznych jest przypadek czterowymia-
rowych symplektycznych osobliwosci ilorazowych i ich rozwigzan symplektycznych.
Projekt rozpoczety pracami opisanymi w tej czesci rozprawy jest kontynuowany we
wspolpracy z J. Wisniewskim, [DBW13].

Kolejna motywacja dla badan pierscieni Coxa rozwiazan osobliwosci ilorazowych jest
zwigzek z bardziej ztozonymi konstrukcjami rozmaitosci algebraicznych, a szczegol-
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nie z uogodlniong konstrukcja Kummera, zaproponowang przez Andreatte i Wisniew-
skiego w [AW10)]. Poczatkowym pomystem byto rozszerzenie wynikow pracy [Donll]
o opis pierScieni Coxa trojwymiarowych rozmaitosci Kummera, konstruowanych
przez rozwigzanie osobliwosci pewnych ilorazéw rozmaitosci abelowych przez dziata-
nia grup skoriczonych. Ten problem wyewoluowal do bardziej elementarnego pytania,
dotyczacego sytuacji lokalnej, czyli pierscieni Coxa rozwigzan ilorazéw przestrzeni
afinicznych. W trakcie prac okazalo sie ono przynajmniej tak samo interesujace,
jak wyjsciowy problem. Wobec tego koncentrujemy si¢ na badaniu rozwigzan ilora-
76w przestrzeni afinicznych, a zastosowanie tych wynikéw do opisu pierscieni Coxa
uogodlnionych rozmaitosci Kummera moze byé ciekawym pomystem na kontynuacje

badan.

Obecnie niewiele wiadomo o pierécieniach Coxa rozwigzan osobliwosci ilorazowych.
Pierwsza proba badania tych obiektéw to niedawna praca [FGALTLI|. Autorzy znaj-
duja jedyna relacje pomiedzy generatorami Cox(X), gdzie X jest rozwiazaniem mi-
nimalnym osobliwosci Du Vala (czyli ilorazu C? przez G C SL(2,C)). Jednak metody
zastosowane do otrzymania tego wyniku wymagaja uzycia réwnarn zanurzenia ba-
danej osobliwosci w przestrzen afiniczna, wobec czego wydaja sie bardzo trudne do
uogodlnienia na szerszg klase osobliwosci. Ponadto relacje w pierscieniu Coxa dla roz-
wiazan minimalnych dowolnych osobliwosci ilorazowych powierzchni mozna obliczy¢
za pomoca wynikoéw z teorii rozmaitosci z dziataniem torusa, ktorego najwicksze or-
bity maja kowymiar 1 (tzw. dziatanie o ztozonosci 1), zob. [HS10]. Jednak te wyniki
roéwniez nie przenosza sie na osobliwosci ilorazowe w wyzszych wymiarach, wobec
tego nie wykorzystujemy ich, poniewaz gléwnym celem naszej pracy jest rozwiniecie
metod, ktore mozna byloby zastosowaé takze do opisania pierscieni Coxa dla szerszej
klasy rozwigzan osobliwosci ilorazowych.

Wyniki pierwszej czeSci pracy

Gloéwnymi wynikami dotyczacymi tego zagadnienia sa dwie metody opisu Cox(X).
Po pierwsze, przedstawiamy Cox(X) jako iloraz pierscienia wielomianoéw przez ideat
gltowny generowany przez sume trzech jednomianow, ktére mozna wyznaczy¢ kom-
binatorycznie na podstawie opisu dywizora wyjatkowego rozwiazania.

Twierdzenie 4.3.3. ([DB12, 5.3|) Niech X bedzie minimalnym rozwigzaniem oso-
bliwosci ilorazowej powierzchni C?/G. Przez n oznaczmy liczbe krzywych w dywi-
zorze wyjatkowym tego rozwigzania. Wowczas Cox(X) jest skoniczenie generowang
C-algebrq. Ponadto Spec(Cox(X)) jest hiperpowierzchnig w C"3, ktdrej réwnanie
(tréjmian) mozna wyznaczyé, znajgc wspdtczynniki samoprzecieé krzywych w dywi-
zorze wyjgtkowym, jak opisano w [DB12, 3.17].

Dowdd tego twierdzenia opiera si¢ na charakteryzacji pierécieni Coxa przez ilora-
zy GIT, podanej w [ADHLI10, 6.4.3]. Przedstawienie argumentu wymaga pewnych
przygotowan. Opieramy sie na klasyfikacji dwuwymiarowych osobliwosci ilorazo-
wych i na opisie dywizora wyjatkowego ich rozwigzan minimalnych, podanych m.in.
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w |Bri68]. Definiujemy dziatanie torusa Picarda 7" minimalnego rozwiazania X oso-
bliwosci C?/G na przestrzeni afinicznej C"3, a nastepnie definiujemy jej niezmienni-
czg hiperpowierzchnie S, ktora staje sie kandydatem na spektrum pierscienia Coxa.
Analizujemy wtasnosci tego dzialania korzystajac z narzedzi geometrii torycznej.

Wazna cze$¢ argumentu stanowi badanie ilorazu geometrycznego otwartego pod-
zbioru S przez dziatanie 7', zanurzonego w tréjwymiarowa rozmaito$é toryczna.
Uzasadniamy, ze ten jest on izomorficzny z rozwigzaniem minimalnym C?/G, co
stanowi najtrudniejszy do sprawdzenia warunek twierdzenia [ADHLI0, 6.4.3]. Mo-
globy sie wydawac, ze to podejscie prowadzi tylko do powtorzenia wynikow [Bri6s|
innymi metodami. Uwazamy jednak, ze jest ono w pelni uzasadnione ze wzgledu
na to, ze planujemy rozszerzenie otrzymanych wynikéw na przypadki osobliwosci
ilorazowych w wyzszych wymiarach (gdzie analogiczny opis rozwiazan zwykle nie
istnieje), a takze probe odwrocenia przebiegu rozumowania: otrzymanie konstrukeji
rozwiazan osobliwosci z ich pierscieni Coxa.

Druga metoda opisu Cox(X) wymaga badania zanurzenia tego pierscienia w ilo-
czyn tensorowy pierscienia Coxa rozwazanej osobliwosci Cox(C?/G) ~ Cla, b]l¢¢] i
pierécienia wspolrzednych torusa Picarda rozwigzania. Dowodzimy twierdzenia opi-
sujacego generatory obrazu Cox(X) przy tym zanurzeniu.

Twierdzenie 5.2.9. ([DB12, 6.9]) Pierscieri Cox(X) C Cla, b)l¢CI st 657 ... 5]
jest gemerowany przez elementy dwoch typow: charaktery torusa Picarda T, zalez-
ne od zmiennych t;, oraz odpowiednio dobrane wielomiany o;(a,b) dla i = 1,2,3,
pomnozone przez pewne charaktery T. Wielomiany o;(a,b) sq pewnymi wektorami
wlasnymi dziatania abelianizacji grupy G na pierscieniu Cla, b]l%C niezmiennikéw
komutatora tej grupy, izomorficznym z pierscieniem Coza badanej osobliwosci. Do-
ktadny opis konstrukcji tego zbioru generatorow jest podany w [DB12, 6.3, 6.5, 6.11].

Podczas gdy wynik przedstawiony w Twierdzeniu 4.3.3 mozna powigzac¢ z metoda-
mi zastosowanymi w pracy [HS10], Twierdzenie 5.2.9 wprowadza nowy sposob opisu
pierscieni Coxa, opracowany tak, aby mozna bylo go zastosowaé réowniez w wyzej
wymiarowych przypadkach. Okazuje sie, ze do wyznaczenia generatoréw potrzeba
wylacznie znajomosci wartosci indeksow przecieé¢ sktadowych dywizora wyjatkowego
rozwiazania oraz struktury pierscienia niezmiennikow Cla, b] [€.C] Tego typu infor-
macje o osobliwosci 1 rozwigzaniu w niektorych przypadkach mozna otrzymaé w
inny sposob niz przez podanie konstrukeji rozwiazania (np. za pomoca odpowied-
niosci McKaya). Wobec tego zastosowanie metod rozwijanych w tej czesci pracy
do rozwiazan osobliwosci ilorazowych w wyzszych wymiarach (zob. [DBW13|) ma
szanse da¢ ciekawe wyniki.



Symetryczne modele proceséow Markowa na drzewach

W drugiej czesci rozprawy rozwazamy kilka probleméw zwigzanych z zagadnieniami
opisywanymi przez statystyke algebraiczng: badamy geometryczne modele proceséw
Markowa na drzewach filogenetycznych, ograniczajac sie do tych, ktore sg konstru-
owane za pomoca pewnego dziatania grupy skoriczonej. Struktura procesu Markowa
na drzewie sktada si¢ z trzech elementéw. Po pierwsze ustalamy skonczony zbior
A, ktorego elementy beda nazywane literami. Odpowiadaja one mozliwym warto-
Sciom cech, ktorych ewolucje modelujemy. Mozemy na przyktad przyjac¢, ze zbior A
sktada sie z czterech liter A, C, T, G, ktore zwyczajowo oznaczaja nukleotydy w
tancuchu DNA. Drugim elementem struktury jest drzewo (czyli graf bez cykli) 7.
Jego wierzchotkom przypisujemy zmienne losowe, przyjmujace wartosci w zbiorze
A, opisujace stan procesu. Na koncu ustalamy model ewolucji W, przedstawiany
zwykle jako pewna przestrzen macierzy, ktory okresla, w jaki sposob zmienne loso-
we przypisane wierzchotkom moga sie zmieniaé¢ przy przejsciu z jednego do drugiego
korica krawedzi 7. Model ewolucji mozna rozumieé jako przestrzen parametryzujaca
mozliwe wartosci prawdopodobieristwa warunkowego okreslajacego zalezno$é miedzy
warto$ciami zmiennych przypisanych koncom krawedzi drzewa.

Dla takiej struktury mozna skonstruowaé jej model geometryczny — méwigc ogol-
nie, jest to rozmaitos¢ algebraiczna zawierajaca informacje o mozliwych rozktadach
liter w lisciach T . Szczegoty konstrukeji sa opisane m.in. w [BW07|. W opisywane;
rozprawie koncentrujemy sie na badaniu drzew filogenetycznych z punktu widze-
nia geometrii algebraicznej, czyli staramy sie zrozumieé¢ ich modele geometryczne.
Zrodla tego zagadnienia w problemach biologii obliczeniowej i statystyki maja duze
znaczenie dla samego sformutowania definicji badanych struktur, ale ich znajomos¢
nie jest konieczna do zajmowania si¢ czysto matematycznym aspektem problemu. W
pracy doktorskiej zawarte jest zatem tylko krotkie wyjasnienie kontekstu, a bardziej
doktadne omoéwienie mozna znalezé np. w [SS03| lub [PS05, Part IJ.

W zagadnieniach pochodzacych z nauk przyrodniczych czesto zaklada sie istnienie
symetrii, aby zmniejszy¢ ztozonosé problemu. Okazuje sie, ze ta metoda daje dobre
efekty takze w przypadku drzew filogenetycznych — ograniczenie si¢ do klasy modeli
ewolucji z symetriami (zadanymi przez dziatanie skoriczonej grupy), lub do jej odpo-
wiednio zdefiniowanych podklas, prowadzi do ciekawych wynikéw, ktoére nie sa praw-
dziwe przy bardziej ogblnych zatozeniach. Ponadto wiele modeli blisko zwiazanych
z biologicznymi zrédtami problemu ma symetrie, wynikajace w spos6b naturalny z
biochemicznych wlasciwosci substancji zwiazanych z opisywanym procesem.

Rozwazane klasy modeli

Najczesciej pojawiajaca sie w literaturze klasa modeli ewolucji z symetriami to mo-
dele z abelowa grupa symetrii (ang. general group-based models). Symetrie tych
modeli sg zadane przez tranzytywne i efektywne dziatanie skonczonej grupy prze-
miennej na zbiorze liter A (zatem ta grupa ma tyle samo elementéw, co A). Modele
te zostaly wprowadzone w pracach [ES93| oraz [SSE93| i byly pdzniej rozwazane
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przez wielu réznych autoréow. Jedna z najwazniejszych prac dotyczacych tego zagad-
nienia jest [SS05|, w ktorej badane sa przede wszystkim geometryczne i algebraiczne
wlasnosci modeli. W szczegolnosci udowodniono, ze rozmaitosci algebraiczne od-
powiadajace modelom z abelowa grupa symetrii s rozmaitosciami torycznymi, co
otwiera mozliwosci badania drzew filogenetycznych narzedziami geometrii toryczne;j.

Oprocz modeli z abelowa grupa symetrii zajmujemy sie jej naturalnym rozszerze-
niem: klasg tak zwanych G-modeli, ktérych grupa symetrii zawiera normalna pod-
grupe abelows dziatajaca w sposob tranzytywny i efektywny na literach. Ta klasa
zostala zdefiniowana przez M. Michalka (wspotautora pracy [DBM12|, ktorej wyniki
zostaly zawarte w omawianej rozprawie) w jego pracy doktorskiej [Mic12| i publika-
cji [Micl1]. Jego wyniki s jednak oparte na pomystach opisanych w pracy [BDW09,
wspolnej z W. Buczyniska and J. Wisniewskim, ktorej wyniki takze wchodza w sktad
rozZprawy.

W czesci pracy, w ktorej omawiamy wyniki [BDWQ9], przyjmujemy bardziej ogodlne
zalozenia dotyczace grupy symetrii niz te, na ktorych opieraja sie wyniki [DBM12]:
zakladamy wylacznie tranzytywnosé i efektywnosé dziatania (dowolnej) grupy na A.
Dodajemy jednak zalozenie izotropowosci modelu, co oznacza, ze w drzewie T nie
uwzgledniamy kierunku krawedzi (rowniez wyrdznienie korzenia nie jest potrzeb-
ne), a macierze opisujace prawdopodobienistwo warunkowe musza by¢ symetrycz-
ne. Te warunki odpowiadaja odwracalnosci procesu Markowa w czasie. Celem pra-
cy [BDWQ9] byto ustalenie dobrej klasy modeli i dobranie odpowiednich zatozen
do prowadzenia dalszych badani metodami geometrii algebraicznej (i stad wtasnie
pochodzi pierwszy pomyst na rozwazanie klasy G-modeli). Wobec tego charakter
zawartych tam wynikow jest raczej algebraiczny lub kombinatoryczny niz geome-
tryczny.

Wiyniki drugiej czesci pracy

W czedci rozprawy omawiajacej wyniki dotyczace izotropowych modeli ewolucji
wprowadzamy pojecie nasyconej podgrupy grupy permutacji — jest to maksymal-
na podgrupa bedaca grupa symetrii pewnego modelu. Zaktadamy zawsze, ze grupa
symetrii rozwazanego modelu jest nasycona. W celu zdobycia intuicji na temat ba-
danych obiektow skonstruowany zostal duzy zbior przyktadéow: klasyfikujemy izo-
tropowe modele ewolucji z ich (nasyconymi) grupami symetrii dla |A4] < 9.

Omawiamy doktadnie przypadek modeli hiperbinarnych, czyli takich, ktoérych gru-
pa symetrii to Z3. Uogélniaja one w naturalny sposéb model binarny, badany w
pracy [BWOT7|. Glowny wynik dotyczacy tej klasy okresla jej wyjatkowa role wérod
modeli izotropowych.

Twierdzenie 7.2.10. ([BDW09, 3.10|) Modele hiperbinarne to jedyne izotropowe
modele z abelowq (nasycong) grupg symetrii.

Dowdd tego twierdzenia opiera sie na innych wynikach z tej czesci pracy, dotyczacych
modeli izotropowych z grupa symetrii G, ktora zawiera podgrupe abelowa H dziata-
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jaca w sposob efektywny i tranzytywny na A. Nastepujace twierdzenie podsumowuje
rezultaty rozwazan takich modeli i prowadzi do wniosku, ze dla tak zdefiniowane;j
klasy zaltozenie izotropowosci jest w pewnym sensie zbedne.

Twierdzenie 7.3.6. ([BDW09, 5.7]) Zatdzmy, ze W jest izotropowym modelem ewo-
lucji z (nasycona) grupg symetrii G, ktorej abelowa podgrupa H dziata w sposob
efektywny i tranzytywny na A. Wowczas dowolna macierz zachowywana przez indu-
kowane dziatanie G musi byé symetryczna, czyli nalezy do W.

W ostatnim rozdziale rozprawy prezentujemy wyniki pracy [DBM12|, dotyczace geo-
metrycznych wlasno$ci modeli z abelowa grupa symetrii oraz G-modeli. Poniewaz
dla niektorych rozpatrywanych probleméw nalezato spodziewaé sie raczej kontrprzy-
ktadow niz dowoddéw, przeprowadzone zostaly obliczenia komputerowe. Byty one
oparte na wtlasnej implementacji algorytmu dajacego w wyniku opis modelu geo-
metrycznego danego drzewa filogenetycznego w terminach geometrii torycznej, czyli
odpowiadajacy rozmaitosci wielogcian (zob. [Micl1]), oraz na innych programach do
obliczen algebraicznych, |[GAP12, [GJ00, [4ti2, DGPS12, BIS]. W ten sposéb otrzy-
malismy pierwsze przyktady modeli z dzialaniem grupy abelowej, ktérych modele
geometryczne nie sg rozmaitosciami normalnymi.

Twierdzenie 8.2.2. (|[DBMI12l 4.1]) Modele geometryczne proceséw na drzewie o
trzech lisciach dla grupy G bedacej jedng z Zg, L, Lo X Lo X L, Ly X Lo nie sq
rzutowo normalne. Ponadto model dla G = Zg nie jest normalny. Modele procesow
na dowolnym drzewie trojwalentnym dla G izomorficznej z Zs lub Z, sq (rzutowo)
normalne.

Obliczone zostaly takze pewne wartosci wielomianéw Hilberta-Ehrharta dla wie-
lo$cianéw odpowiadajacych G-modelom z niewielka grupa symetrii. Korzystajac z
wynikow dotyczacych normalnosci wykazalismy, ze modele dla réznych drzew z ta
sama liczba lisci nie musza by¢ deformacyjnie rownowazne (zob. takze [Kubl0]).
Wydaje sie wiec, ze deformacyjna rownowaznosé modeli dla grupy Zs (zob. [BWQT])
jest wyjatkiem.

Twierdzenie 8.3.3. ([DBMI12, 4.4]) Modele geometryczne proceséw dla grupy G
bedacej jedng z Zs, Lo X L, Ly, ZLs 1 L7 oraz dla dwdch nieizomorficznych drzew o
szesciu lisciach majg rozne wielomiany Ehrharta. Poniewaz te modele s¢g normalne,
wiec ich wielomiany Ehrharta sq rowne wielomianom Hilberta, zatem mozna wnio-
skowaé, ze modele te nie sq deformacyjnie rownowazne. Ponadto dwuparametrowy
model Kimury (znaczqcy z punktu widzenia zastosowarn) dla dwdch nieizomorficz-
nych drzew o szesciu lisciach daje wieloSciany o roznych wielomianach FEhrharta.

Przedstawiamy takze wyniki dotyczace jednego z najwazniejszych probleméw w
dziedzinie: wyznaczania idealéw niezmiennikoéw filogenetycznych modeli (tzn. ide-
atu wielomianéw znikajacych na modelu geometrycznym). Podajemy (w formie hi-
potezy) metode otrzymywania niezmiennikow filogenetycznych gwiazd, czyli drzew
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z doktadnie jednym wierzchotkiem wewnetrznym — do tego sprowadza sie problem
wyznaczania niezmiennikow dla dowolnego drzewa. Co wazne, ta metoda nie opie-
ra sie na czysto algebraicznym podejsciu, ale uwzglednia geometrie badanych mo-
deli. Dowodzimy prawdziwosci postawionej hipotezy dla najprostszego przypadku,
czyli modelu binarnego. Ponadto badamy jej zwiazek z hipotezami Sturmfelsa i
Sullivanta dotyczacymi stopnia generatoréw ideatu niezmiennikéw filogenetycznych,

zob. [SS05].
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