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Wprowadzenie W powszechnym przekonaniu dla »adnego problemu NP-
trudnego nie istnieje algorytm wielomianowy. Jednak»e wiele grafowych pro-
blemów NP-trudnych mo»emy rozwi¡za¢ w czasie wielomianowym dla wy-
branych klas grafów takich jak drzewa, grafy zewn¦trznie planarne czy te»
grafy szeregowo-równolegªe (ang. series-parallel).

Szeroko±¢ drzewiasta (ang. treewidth) jest parametrem grafowym wpro-
wadzonym niezale»nie przez Rosego w roku 1974 [23] (pod nazw¡ cz¦±ciowych
k-drzew) oraz przez Robertsona i Seymoura [22] w roku 1984. Parametr ten
ma za zadanie okre±la¢ stopie« trudno±ci danej instancji, przy rozwi¡zywa-
niu problemów grafowych, mierz¡c stopie« podobie«stwa grafu do drzewa.
De�nicja grafów o ograniczonej szeroko±ci drzewiastej jest zbyt zªo»ona aby
j¡ w tym miejscu przytoczy¢. Mo»emy jednak nadmieni¢ »e drzewa maj¡ sze-
roko±¢ drzewiast¡ równ¡ jeden, grafy zewn¦trznie planarne oraz szeregowo-
równolegªe nie wi¦ksz¡ ni» dwa, a jako przykªad prezentujemy trzy grafy o
szeroko±ci drzewiastej nie wi¦kszej ni» 4, które ilustruj¡ struktur¦ grafów o
ograniczonej szeroko±ci drzewiastej.
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Jedn¡ z cech grafów o ograniczonej szeroko±ci drzewiastej jest zbiór se-
paratorów, który umo»liwia efektywne rozwi¡zywanie trudnych problemów
obliczeniowych za pomoc¡ programowania dynamicznego. W szczególno±ci
Courcelle [6] pokazaª algorytm, który maj¡c dan¡ formuª¦ φ w monadycz-
nej logice drugiego rz¦du oraz graf G = (V,E) o szeroko±ci drzewiastej nie
wi¦kszej ni» t sprawdza czy formuªa φ jest prawdziwa w gra�e G w czasie
O(f(|φ|, t)(|V | + |E|)). Zauwa»my »e dla ustalonej formuªy oraz t = O(1)
jest to algorytm liniowy. Za pomoc¡ odpowiednich formuª mo»emy modelo-
wa¢ wi¦kszo±¢ naturalnych problemów grafowych. Niestety funkcja f mo»e
by¢ wielokrotnie wykªadnicza i z tego powodu opracowuje si¦ algorytmy dla
poszczególnych problemów grafowych z osobna.

Niektóre problemy grafowe maj¡ charakter lokalny ze wzgl¦du na swoj¡
de�nicj¦. Przykªadowo w problemie pokrycia wierzchoªkowego mo»emy spraw-
dzi¢ czy dany zbiór wierzchoªków jest rozwi¡zaniem na podstawie wery�ka-
cji ka»dej kraw¦dzi grafu z osobna. Dla wielu problemów lokalnych takich
jak problem pokrycia wierzchoªkowego, zbioru dominuj¡cego, czy te» zlicza-
nia liczby doskonaªych skojarze« nietrudno uzyska¢ algorytmy o zªo»ono±ci
ctw(G)|V |O(1), dla pewnej staªej c, gdzie tw(G) jest szeroko±ci¡ drzewiast¡
grafu G.

Jednak»e dla znacz¡cej grupy problemów de�nicja rozwi¡zania posiada
wymóg dotycz¡cy caªej struktury grafu, tak jak w problemie cyklu Hamil-
tona, w którym chcemy aby cykl przechodziª przez ka»dy wierzchoªek grafu
dokªadnie jeden raz lub te» w problemie spójnego pokrycia wierzchoªko-
wego, w którym zbiór wierzchoªków aby byª rozwi¡zaniem nie tylko po-
winiem by¢ pokryciem wierzchoªkowym, ale równie» powiniem indukowa¢
podgraf spójny. Dla problemów z globalnym wymogiem dotychczasowe naj-
szybsze algorytmy maj¡ zªo»ono±¢ ctw(G) log tw(G)|V |O(1), co wynika z liczby
ró»nych cz¦±ciowych rozwi¡za« przechodz¡cych przez separator (lub innymi
sªowy z liczby stanów w programowaniu dynamicznym). Marx, Lokshtanov i
Saurabh [17] opracowali schemat dowodzenia optymalno±ci istniej¡cych algo-
rytmów dla problemów lokalnych w grafach o ograniczonej szeroko±ci drze-
wiastej (przy silnych zaªo»eniach teoriozªo»ono±ciowych). Jednocze±nie w
pracy [17] postawiono pytanie czy da si¦ wykaza¢, »e istniej¡ce algorytmy o
zªo»ono±ci ctw(G) log tw(G)|V |O(1), dla problemów z globalnym wymogiem spój-
no±ci takich jak problem spójnego pokrycia wierzchoªkowego czy te» problem
cyklu Hamiltona, s¡ optymalne.

Gªówne wyniki rozprawy Przedmiotem rozprawy jest nowa technika,
nazwana tnij i zliczaj, maj¡ca zastosowanie w wielu problemach z globalnym
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wymogiem spójno±ci dla grafów o ograniczonej szeroko±ci drzewiastej. W
technice tej sprowadzamy dany problem globalny do nowego problemu lokal-
nego, w którym nale»y wyznaczy¢ liczb¦ �przeci¦tych� obiektów modulo dwa
poprzez:

• zagwarantowanie, »e niespójne obiekty b¦d¡ wyst¦powa¢ parzyst¡ liczb¦
razy, natomiast spójne obiekty b¦d¡ policzone nieparzyst¡ liczb¦ razy,

• zastosowanie lematu o izolacji w celu zagwarantowania, »e je±li ory-
ginalny problem decyzyjny miaª rozwi¡zanie, to liczba jego rozwi¡za«
jest nieparzysta.

Przykªadowo problem cyklu Hamiltona sprowadzamy do problemu zlicza-
nia pokry¢ cyklowych, w których ka»dy wierzchoªek wybiera stron¦ lew¡ lub
stron¦ praw¡ i ka»da z kraw¦dzi pokrycia cyklowego ª¡czy wierzchoªki b¦d¡ce
po tej samej stronie. Istota techniki polega na tym, »e zde�niowane �prze-
ci¦te� obiekty mo»na zlicza¢ za pomoc¡ klasycznych metod programowania
dynamicznego, stosowanych w problemach lokalnych, w czasie ctw(G)|V |O(1).

Stosuj¡c technik¦ tnij i zliczaj otrzymaªem nast¦puj¡ce algorytmy:

• dla problemu cyklu Hamiltona, o zªo»ono±ci 4tw(G)|V |O(1),

• dla problemu spójnego pokrycia wierzchoªkowego, o zªo»o-
no±ci 3tw(G)|V |O(1),

• dla problemu zbioru rozcyklaj¡cego (ang. feedback vertex set), o zªo-
»ono±ci 3tw(G)|V |O(1),

• dla problemu spójnego zbioru dominuj¡cego, o zªo»ono±ci 4tw(G)|V |O(1),

• dla problemu drzewa Steinera, o zªo»ono±ci 3tw(G)|V |O(1).

Ponadto u»ywaj¡c technik z pracy [17] pokazaªem, »e przy silnych zaªo»e-
niach teoriozªo»ono±ciowych, dla wszystkich wy»ej wymienionych problemów
poza cyklem Hamiltona uzyskana zªo»ono±¢ jest optymalna. Innymi sªowy
technika tnij i zliczaj nie tylko pozwala na usuni¦cie czynnika logarytmicz-
nego z wykªadnika ale równie» prowadzi do uzyskania optymalnej podstawy
funkcji wykªadniczej.

Rozszerzaj¡c technik¦ tnij i zliczaj o u»ycie zde�niowanych przeze mnie
znaczników pokazaªem, »e w czasie ctw(G)|V |O(1) nie tylko mo»emy kon-
trolowa¢ spójno±¢ konstruowanego rozwi¡zania ale równie» potra�my roz-
wi¡zywa¢ problemy, w których rozwi¡zanie mo»e si¦ skªada¢ z wielu spój-
nych skªadowych, przy zaªo»eniu »e rozwi¡zanie powinno minimalizowa¢
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liczb¦ spójnych skªadowych. Dzi¦ki temu uzyskaªem algorytm o zªo»ono±ci
6tw(G)|V |O(1) dla problemu pokrycia grafu skierowanego za pomoc¡ minimal-
nej liczby cykli.

Naturalnym kierunkiem bada« byªo sprawdzenie czy dla problemów, w
których nale»y zmaksymalizowa¢ liczb¦ spójnych skªadowych rozwi¡zania
(tak jak w problemie pakowania cykli) równie» da si¦ otrzyma¢ algorytmy o
zªo»ono±ci ctw(G)|V |O(1). W rozprawie doktorskiej wykazaªem jednak, »e dla
problemu pakowania cykli (zarówno w wariancie skierowanym jak i nieskiero-
wanym) nie da si¦ otrzyma¢ algorytmów o zªo»o-
no±ci co(tw(G) log tw(G))|V |O(1) przy zaªo»eniu, »e nie istnieje podwykªadniczy
algorytm dla problemu speªnialno±ci formuª. Wynik ten wskazuje istotn¡
ró»nic¦ pomi¦dzy globalnymi problemami, w których liczba spójnych skªa-
dowych rozwi¡zania powinna by¢ jak najmniejsza a tymi, w których liczba
spójnych skªadowych rozwi¡zania powinna by¢ jak najwi¦ksza.

Konsekwencje Jako »e algorytmy dla grafów o ograniczonej szeroko±ci
drzewiastej cz¦sto pojawiaj¡ si¦ jako podprocedury w algorytmach aproksy-
macyjnych, algorytmach parametryzowanych oraz dokªadnych algorytmach
wykªadniczych, technika tnij i zliczaj pozwala na uzyskanie lepszych zªo»o-
no±ci w tych dziedzinach. Opiszemy teraz dwa moim zdaniem najciekawsze
zastosowania prezentowanej w rozprawie techniki.

�¡cz¡c technik¦ tnij i zliczaj z metod¡ iterowanej kompresji [21] dla pro-
blemów parametryzowanych wielko±ci¡ rozwi¡zania uzyskaªem nast¦puj¡ce
ulepszenia.

• Problem zbioru rozcyklaj¡cego (ang. feedback vertex set) ma dªug¡
histori¦ algorytmów parametryzowanych [1, 3, 5, 10, 11, 12, 14, 16, 19,
20]. Uprzednio najlepszy algorytm pochodziª od Cao, Chena i Liu i
miaª zªo»ono±¢ 3.83k|V |O(1) [4]. W rozprawie prezentuj¦ algorytm o
zªo»ono±ci 3k|V |O(1).

• Dla problemu spójnego pokrycia wierzchoªkowego poprawiam algorytm
Binkele-Raiblego [2] o zªo»ono±ci 2.4882k|V |O(1) do 2k|V |O(1).

• Dla problemu spójnego zbioru rozcyklaj¡cego poprawiam algorytm Mi-
sry i innych [18] o zªo»ono±ci 46.2k|V |O(1) do 3k|V |O(1).

Korzystaj¡c z twierdzenia Fomina i innych [13] które dowodzi, »e grafy
o ograniczonym stopniu maj¡ ograniczon¡ szeroko±¢ drzewiast¡, w poª¡cze-
niu z technik¡ tnij i zliczaj otrzymaªem najszybszy algorytm dla problemu
cyklu Hamiltona w grafach kubicznych poprawiaj¡c algorytm Iwamy i Na-
kashimy [15] o zªo»ono±ci O(1.252n) do zªo»ono±ci O(1.201n).
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Redukcje Jak wspomniano powy»ej w rozprawie zaprezentowaªem naj-
szybszy obecnie znany algorytm paramametryzowany wielko±ci¡ rozwi¡zania
dla problemu spójnego pokrycia wierzchoªkowego. Algorytm ten nie tylko
rozwi¡zuje problem decyzyjny ale równie» potra� znale¹¢ parzysto±¢ liczby
rozwi¡za« w czasie 2k|V |O(1). Okazuje si¦, »e przy silnych zaªo»eniach teorio-
zªo»ono±ciowych nie istnieje ε > 0 oraz algorytm o zªo»ono±ci (2−ε)k|V |O(1),
który oblicza parzysto±¢ liczby spójnych pokry¢ wierzchoªkowych wielko±ci
k. Zgodnie z nasz¡ najlepsz¡ wiedz¡ zaprezentowany w pracy algorytm jest
pierwszym dla problemu parametryzowanego wielko±ci¡ rozwi¡zania dla któ-
rego istniej¡ silne przesªanki optymalno±ci podstawy funkcji wykªadniczej.

Uwagi ko«cowe Wyniki zawarte w rozprawie zostaªy uzyskane przy na-
st¦puj¡cej wspóªpracy.

• Technika tnij i zliczaj jak równie» zdecydowana wi¦kszo±¢ zawarto±ci
merytorycznej mojej rozprawy pochodzi z pracy [8] opracowanej razem
z Jesperem Nederlofem, Marcinem Pilipczukiem, Michaªem Pilipczu-
kiem, Johanem van Rooijem oraz Jakubem Onufrym Wojtaszczykiem,
opublikowanej na konferencji FOCS 2011.

• Metoda efektywnego obliczania uogólnionego splotu podzbiorów u»y-
wana jako narz¦dzie przy niektórych zastosowaniach techniki tnij i zli-
czaj pochodzi z pracy [9] opracowanej razem z Marcinem Pilipczukiem,
opublikowanej na konferencji ICALP 2009.

• Optymalno±¢ algorytmu parametryzowanego wielko±ci¡ rozwi¡zania dla
problemu spójnego pokrycia wierzchoªkowego pochodzi z pracy [7] opra-
cowanej razem z Holgerem Dellem, Danielem Lokshtanovem, Dánielem
Marxem, Jesperem Nederlofem, Yoshio Okamoto, Ramamohanem Pa-
turim, Saketem Saurabhem oraz Magnusem Wahlströmem. Praca ta
jest aktualnie w recenzji.
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