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Wprowadzenie W powszechnym przekonaniu dla zadnego problemu NP-
trudnego nie istnieje algorytm wielomianowy. Jednakze wiele grafowych pro-
bleméw NP-trudnych mozemy rozwiazaé w czasie wielomianowym dla wy-
branych klas graféow takich jak drzewa, grafy zewnetrznie planarne czy tez
grafy szeregowo-rownolegte (ang. series-parallel).

Szerokos¢ drzewiasta (ang. treewidth) jest parametrem grafowym wpro-
wadzonym niezaleznie przez Rosego w roku 1974 [23] (pod nazwa czesciowych
k-drzew) oraz przez Robertsona i Seymoura [22] w roku 1984. Parametr ten
ma za zadanie okreslaé stopieri trudnosci danej instancji, przy rozwigzywa-
niu probleméw grafowych, mierzac stopienn podobienistwa grafu do drzewa.
Definicja graféw o ograniczonej szerokosci drzewiastej jest zbyt ztozona aby
ja w tym miejscu przytoczyé. Mozemy jednak nadmienié ze drzewa majg sze-
rokosé drzewiasta réwng jeden, grafy zewnetrznie planarne oraz szeregowo-
rownolegle nie wieksza niz dwa, a jako przyktad prezentujemy trzy grafy o
szerokodci drzewiastej nie wiekszej niz 4, ktore ilustruja strukture graféow o
ograniczonej szerokosci drzewiastej.




Jedna z cech graféw o ograniczonej szerokosci drzewiastej jest zbior se-
paratoréw, ktéry umozliwia efektywne rozwiazywanie trudnych probleméw
obliczeniowych za pomoca programowania dynamicznego. W szczegdlnogci
Courcelle [6] pokazal algorytm, ktory majac dana formule ¢ w monadycz-
nej logice drugiego rzedu oraz graf G = (V, E) o szerokosci drzewiastej nie
wiekszej niz t sprawdza czy formuta ¢ jest prawdziwa w grafie G w czasie
O(f(|o],t)(|V| + |E|)). Zauwazmy ze dla ustalonej formuty oraz ¢t = O(1)
jest to algorytm liniowy. Za pomoca odpowiednich formul mozemy modelo-
wal wiekszos¢ naturalnych probleméw grafowych. Niestety funkcja f moze
by¢ wielokrotnie wyktadnicza i z tego powodu opracowuje sie algorytmy dla
poszczegblnych probleméw grafowych z osobna.

Niektore problemy grafowe maja charakter lokalny ze wzgledu na swoja
definicje. Przyktadowo w problemie pokrycia wierzchotkowego mozemy spraw-
dzi¢ czy dany zbiér wierzchotkow jest rozwiazaniem na podstawie weryfika-
cji kazdej krawedzi grafu z osobna. Dla wielu probleméw lokalnych takich
jak problem pokrycia wierzchotkowego, zbioru dominujacego, czy tez zlicza-
nia liczby doskonatych skojarzen nietrudno uzyskaé¢ algorytmy o ztozonosci
@V 190 dla pewnej statej ¢, gdzie tw(G) jest szerokoscig drzewiasta
grafu G.

Jednakze dla znaczacej grupy probleméw definicja rozwiazania posiada
wymog dotyczacy calej struktury grafu, tak jak w problemie cyklu Hamil-
tona, w ktorym chcemy aby cykl przechodzit przez kazdy wierzchotek grafu
doktadnie jeden raz lub tez w problemie sp6jnego pokrycia wierzchotko-
wego, w ktérym zbiér wierzchotkéw aby byl rozwigzaniem nie tylko po-
winiem by¢ pokryciem wierzchotkowym, ale réwniez powiniem indukowaé
podgraf spéjny. Dla probleméw z globalnym wymogiem dotychczasowe naj-
szybsze algorytmy maja ztozonosé ¢tW(G)logtw(G)|y7|0(1)
roznych czesciowych rozwiazan przechodzacych przez separator (lub innymi
stowy z liczby stanéw w programowaniu dynamicznym). Marx, Lokshtanov i
Saurabh [17] opracowali schemat dowodzenia optymalnosci istniejacych algo-
rytmow dla probleméw lokalnych w grafach o ograniczonej szerokosci drze-
wiastej (przy silnych zalozeniach teorioztozonosciowych). Jednoczesnie w
pracy [17] postawiono pytanie czy da sie wykaza¢, ze istniejace algorytmy o
ztozonosci ¢ (@) 1o tw(G) 1710 | dla probleméw z globalnym wymogiem spoj-
nodci takich jak problem spdjnego pokrycia wierzchotkowego czy tez problem
cyklu Hamiltona, sa optymalne.

, co wynika z liczby

Glowne wyniki rozprawy Przedmiotem rozprawy jest nowa technika,
nazwana tnij 1 zliczaj, majaca zastosowanie w wielu problemach z globalnym



wymogiem spéjnosci dla graféw o ograniczonej szerokosci drzewiastej. W
technice tej sprowadzamy dany problem globalny do nowego problemu lokal-
nego, w ktoérym nalezy wyznaczy¢ liczbe ,przecietych” obiektéw modulo dwa
poprzez:

e zagwarantowanie, ze niespéjne obiekty beda wystepowac parzysta liczbe
razy, natomiast spéjne obiekty beda policzone nieparzysta liczbe razy,

e zastosowanie lematu o izolacji w celu zagwarantowania, ze jesli ory-
ginalny problem decyzyjny mial rozwiazanie, to liczba jego rozwigzan
jest nieparzysta.

Przyktadowo problem cyklu Hamiltona sprowadzamy do problemu zlicza-
nia pokry¢ cyklowych, w ktorych kazdy wierzchotek wybiera strone lewa lub
strone prawa i kazda z krawedzi pokrycia cyklowego taczy wierzchotki bedace
po tej samej stronie. Istota techniki polega na tym, ze zdefiniowane ,prze-
ciete” obiekty mozna zlicza¢ za pomocsy klasycznych metod programowania
dynamicznego, stosowanych w problemach lokalnych, w czasie ¢™(©) \V!O(l).
Stosujac technike tnij i zliczaj otrzymalem nastepujace algorytmy:

e dla problemu cyklu Hamiltona, o ztozonosci 4™(&)|y7|00),

e dla problemu spéjnego pokrycia wierzchotkowego, o zlozo-
nosci 3™(&) 17|10,

e dla problemu zbioru rozcyklajacego (ang. feedback vertex set), o zto-
zonosci 3W(@)| |00,

e dla problemu spojnego zbioru dominujacego, o ztozonosci 4W(&) |V|O(1),
e dla problemu drzewa Steinera, o ztozonosci 3™(&)|V/|00),

Ponadto uzywajac technik z pracy [17] pokazatem, ze przy silnych zaloze-
niach teorioztozonosciowych, dla wszystkich wyzej wymienionych probleméw
poza cyklem Hamiltona uzyskana ztozono$é jest optymalna. Innymi stowy
technika tnij i zliczaj nie tylko pozwala na usuniecie czynnika logarytmicz-
nego z wyktadnika ale réwniez prowadzi do uzyskania optymalnej podstawy
funkcji wyktadnicze;j.

Rozszerzajac technike tnij i zliczaj o uzycie zdefiniowanych przeze mnie
znacznikéw pokazatem, ze w czasie ¢™W(@|V|9(M) nie tylko mozemy kon-
trolowad spdjnos¢ konstruowanego rozwiazania ale rowniez potrafimy roz-
wigzywaé problemy, w ktoérych rozwigzanie moze sie sktada¢ z wielu spo6j-
nych sktadowych, przy zalozeniu ze rozwiazanie powinno minimalizowaé



liczbe spéjnych sktadowych. Duzieki temu uzyskatem algorytm o ztozonosci
6'W() |1V |9M) dla problemu pokrycia grafu skierowanego za pomoca minimal-
nej liczby cykli.

Naturalnym kierunkiem badan byto sprawdzenie czy dla problemoéw, w
ktorych nalezy zmaksymalizowaé¢ liczbe spdjnych sktadowych rozwiazania
(tak jak w problemie pakowania cykli) rowniez da sie otrzymac algorytmy o
ztozonosci ctW(G)]V|O(1). W rozprawie doktorskiej wykazatem jednak, ze dla
problemu pakowania cykli (zaréwno w wariancie skierowanym jak i nieskiero-
wanym ) nie da sie otrzymacd algorytmow 0 ztozo-
nosci 2@ 1ogtw(G)) |y |0() brzy zalozeniu, ze nie istnieje podwykladniczy
algorytm dla problemu spetnialnosci formut. Wynik ten wskazuje istotna
réznice pomiedzy globalnymi problemami, w ktérych liczba spéjnych skta-
dowych rozwigzania powinna by¢ jak najmniejsza a tymi, w ktérych liczba
spojnych sktadowych rozwiazania powinna by¢ jak najwicksza.

Konsekwencje Jako ze algorytmy dla graféw o ograniczonej szerokosci
drzewiastej czesto pojawiaja sie jako podprocedury w algorytmach aproksy-
macyjnych, algorytmach parametryzowanych oraz dokladnych algorytmach
wyktadniczych, technika tnij i zliczaj pozwala na uzyskanie lepszych ztozo-
nodci w tych dziedzinach. Opiszemy teraz dwa moim zdaniem najciekawsze
zastosowania prezentowanej w rozprawie techniki.

Laczac technike tnij i zliczaj z metoda iterowanej kompresji [21] dla pro-
bleméw parametryzowanych wielkodcia rozwiazania uzyskalem nastepujace
ulepszenia.

e Problem zbioru rozcyklajacego (ang. feedback vertex set) ma dluga
historie algorytmow parametryzowanych [1, 3, 5, 10, 11, 12, 14, 16, 19,
20]. Uprzednio najlepszy algorytm pochodzit od Cao, Chena i Liu i
miat ztozonosé 3.83%|V 9N [4]. W rozprawie prezentuje algorytm o
ztozonosci 3%V |0,

e Dla problemu sp6jnego pokrycia wierzchotkowego poprawiam algorytm
Binkele-Raiblego [2] o ztozonosci 2.4882%[V|90) do 2%|V |00,

e Dla problemu spéjnego zbioru rozcyklajacego poprawiam algorytm Mi-
sry i innych [18] o ztozonosci 46.2F|V |0 do 3k|V |00,

Korzystajac z twierdzenia Fomina i innych [13] ktore dowodzi, ze grafy
0 ograniczonym stopniu maja ograniczong szerokoé¢ drzewiasta, w potacze-
niu z technika tnij i zliczaj otrzymatem najszybszy algorytm dla problemu
cyklu Hamiltona w grafach kubicznych poprawiajac algorytm Iwamy i Na-
kashimy [15] o ztozonosci O(1.252™) do ztozonosci O(1.201™).



Redukcje Jak wspomniano powyzej w rozprawie zaprezentowalem naj-
szybszy obecnie znany algorytm paramametryzowany wielkoscig rozwiazania
dla problemu spéjnego pokrycia wierzchotkowego. Algorytm ten nie tylko
rozwigzuje problem decyzyjny ale réwniez potrafi znalezé parzystoéé liczby
rozwiazan w czasie 2k|V\O(1). Okazuje sie, ze przy silnych zatozeniach teorio-
ztozonosciowych nie istnieje € > 0 oraz algorytm o ztozonosci (2—&)*[V |90,
ktory oblicza parzystosé liczby spdjnych pokryé wierzchotkowych wielkosci
k. Zgodnie z nasza najlepsza wiedza zaprezentowany w pracy algorytm jest
pierwszym dla problemu parametryzowanego wielkoscig rozwiagzania dla kto-
rego istnieja silne przestanki optymalnosci podstawy funkcji wykladniczej.

Uwagi konnicowe Wyniki zawarte w rozprawie zostaly uzyskane przy na-
stepujacej wspolpracy.

e Technika tnij i zliczaj jak réwniez zdecydowana wigkszos¢ zawartosci
merytorycznej mojej rozprawy pochodzi z pracy [8] opracowanej razem
z Jesperem Nederlofem, Marcinem Pilipczukiem, Michatem Pilipczu-
kiem, Johanem van Rooijem oraz Jakubem Onufrym Wojtaszczykiem,
opublikowanej na konferencji FOCS 2011.

e Metoda efektywnego obliczania uogolnionego splotu podzbioréw uzy-
wana jako narzedzie przy niektérych zastosowaniach techniki tnij i zli-
czaj pochodzi z pracy [9] opracowanej razem z Marcinem Pilipczukiem,
opublikowanej na konferencji ICALP 2009.

e Optymalnodé algorytmu parametryzowanego wielkogcia rozwigzania dla
problemu spojnego pokrycia wierzchotkowego pochodzi z pracy [7] opra-
cowanej razem z Holgerem Dellem, Danielem Lokshtanovem, Dénielem
Marxem, Jesperem Nederlofem, Yoshio Okamoto, Ramamohanem Pa-
turim, Saketem Saurabhem oraz Magnusem Wahlstromem. Praca ta
jest aktualnie w recenzji.
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