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1 Wstep

Problemy NP-trudne pojawiaja sie w praktycznych zastosowaniach czesto
i, mimo ze teoretycznie najprawdopodobniej nie da sie ich rozwiazaé efek-
tywnie, naukowcy prébuja sobie z nimi radzi¢. Najbardziej znana metoda,
i jedna z najstarszych, metod rozwiazywania probleméw NP-trudnych jest
aproksymacja: poszukujemy rozwigzania nie optymalnego, ale bliskiego opty-
malnemu. Niestety, badania zwiazane z twierdzeniem PCP w latach 90.
ubiegtego wieku, i hipotezg Unique Games w ostatnim dziesiecioleciu poka-
zaly, ze dla wielu probleméw prawdopodobnie nie istniejg szybkie algorytmy
o satysfakcjonujacym wspoétczynniku aproksymacji. W zwiazku z tym na-
lezy poszukiwaé¢ innych metod radzenia sobie z problemami NP-trudnymi,
w tym metod bardziej efektywnego rozwiazywania ich optymalnie. W mo-
jej pracy doktorskiej zajmuje sie dwoma takimi podejsciami: algorytmami
umiarkowanie wykladniczymi (ang. moderately-exzponential algorithms) oraz
zlozonoscia parametryzowana (ang. parameterized complexity).

2 Algorytmy umiarkowanie wyktadnicze

Rozwazmy problem komiwojazera: majac dang metryke na n wierzchotkach,
znalezé¢ najkrotszy cykl odwiedzajacy kazdy wierzchotek doktadnie raz. W
wersji decyzyjnej, w ktorej pytamy o cykl krotszy niz zadana wartos$é, jest
to problem NP-zupelny. Jak kazdy problem nalezacy do klasy NP, mozna
go rozwiaza¢ sprawdzajac wszystkie mozliwe rozwiazania (tzw. $wiadkow,
lub, inaczej ujmujac, wszystkie Sciezki obliczeniowe niedeterministycznej ma-
szyny Turinga rozwiazujacej ten problem). W przypadku problemu komiwo-
jazera, naturalnym $wiadkiem jest permutacja wierzchotkéw, w jakiej odwie-
dzamy je w poszukiwanym cyklu; rozwiazanie brutalne ma wiec zlozono$é



O*(n!) (notacja O* pomija czynniki zalezne wielomianowo od rozmiaru wej-
Scia, gdyz sa one zaniedbywalne przy wyktadniczych czynnikach). Jak jed-
nak pokazali juz w 1962 roku Held i Karp, prosty algorytm programowania
dynamicznego osiaga istotnie lepsza zlozonosé czasowa O*(2") [20].

Problem komiwojazera jest jednym z wielu przyktadéw probleméw NP-
zupelnych, ktére mozna rozwiaza¢ duzo szybciej niz przez naiwng enumeracje
wszystkich mozliwych rozwiazan. Okazuje sie wiec, ze wyrok NP-zupetnosci,
ktory w klasycznym ujeciu odktada problem na poétke ,nierozwigzywalne”,
nie przekresla mozliwosci zastosowania réznych technik algorytmicznych w
celu szybszego otrzymania optymalnego rozwiagzania. Dziedzina algorytméw
umiarkowanie wyktadniczych, burzliwie rozwijajaca sie w ostatnim dziesie-
cioleciu, zajmuje sie poszukiwaniem algorytméw rozwiazujacych problemy
NP-trudne szybciej niz przez naiwna enumeracje mozliwych rozwiazan.

Korzysci z tych badan sa dwojakie. Po pierwsze, zauwazmy, iz jesli dla
pewnego problemu poprawimy zlozonosé¢ dzialtania algorytmu z O*(c}) do
O*(c¥), mozliwy zakres wielkosci danych wejsciowych (wartosci n), dla kto-
rych jesteSmy w stanie rozwigzaé¢ nasz problem w akceptowalnym czasie,
powieksza sie o stata multiplikatywng log c1 / log co, w przeciwienistwie do sta-
tej addytywnej uzyskanej przez wykorzystanie kilkukrotnie szybszego kom-
putera. Rozwdj algorytméw umiarkowanie wyktadniczych spowodowatl, ze
wiele probleméw potrafimy rozwiazaé juz dla instancji co prawda malych,
ale nie tylko trywialnych.

Po drugie, badania algorytméw umiarkowanie wyktadniczych przyczy-
nity sie do rozwoju w ostatnim dziesiecioleciu kilku waznych technik algo-
rytmicznych, takich jak ,mierz i zwyciezaj” [15], algorytm szybkiego splotu
podzbioréw [4] czy zastosowania probabilistycznego sprawdzania réwnosci
wielomianow [3]. Ponadto, opracowanie nowego algorytmu umiarkowanie
wyktadniczego dla danego problemu czesto wigze sie z nowymi, ciekawymi
obserwacjami dotyczacymi tego problemu, ktére moga mieé zastosowanie w
innych obszarach algorytmiki.

Warto nadmienié¢, ze gwalttowny rozwoj dziedziny algorytméw umiarko-
wanie wykladniczych w ostatniej dekadzie zostal ukoronowany ukazaniem sie
ksiazki autorstwa Fomina i Kratscha [16].

Jednym z ciekawych zjawisk obserwowanych w rozwazanej dziedzinie jest
wystepowanie kilku barier ztozonosci czasowej lub pamieciowej, ktorych po-
konanie w przypadku jakiego§ problemu uznaje sie za bardzo interesujacy
wynik. Tak jest w przypadku otrzymania pierwszych algorytmoéow pojedyn-
czo wykladniczych (o ztozonosci O(c™) dla stalej ¢; liczba n oznacza jakas
miare wielkosci danych wejsciowych, np. liczbe wierzchotkow grafu), pod-
wyktadniczych (o zlozonosci 2°("), czy tez o ztozonosci O(c") dla pewnej



stalej ¢ < 2. Ta ostatnia bariera, zwana barierg 2", cho¢ moze wydawaé
sie na pierwszy rzut oka zaskakujaca, po glebszej analizie okazuje si¢ by¢
bardzo naturalna: czesto naiwna enumeracja wszystkich mozliwych rozwia-
zan sprowadza sie do przejrzenia wszystkich podzbidréw zbioru wierzchotkdw
grafu (lub innego zbioru obiektéw w danych wejsciowych), lub tez prosty al-
gorytm programowania dynamicznego oblicza wartosci dla kazdego takiego
podzbioru.

W mojej rozprawie doktorskiej pokazuje trzy nowe algorytmy umiarko-
wanie wyktadnicze, dla probleméw CAPACITATED DOMINATING SET, MI-
NIMUM MAXIMAL IRREDUNDANT SET i pewnego problemu szeregowania
zadan (oznaczanego jako 1|prec|d  C; w notacji Grahama). W kazdym przy-
padku prezentowany algorytm jest pierwszym znanym algorytmem dziala-
jacym w czasie szybszym niz O*(2"), przelamujac bariere 2". Wszystkie te
wyniki oparte sa na nowych i ciekawych obserwacjach dotyczacych rozwaza-
nego problemu.

2.1 CAPACITATED DOMINATING SET

W danym grafie nieskierowanym G = (V, E), zbior X C V nazwiemy do-
minujgcym, jesli kazdy wierzchotek grafu jest w X lub ma sgsiada w X.
Problem znalezienia najmniejszego zbioru dominujacego w grafie jest jed-
nym z najbardziej znanych probleméw NP-zupelnych. Zauwazmy, ze naiwny
algorytm dla tego problemu przeglada wszystkie mozliwe podzbiory zbioru
wierzchotkow i dziala w czasie O*(2").

Pytanie, czy bariere 2" mozna przetamaé dla problemu znajdowania
minimalnego zbioru dominujacego byl jednym z podstawowych probleméw
otwartych w dziedzinie algorytméw umiarkowanie wyktadniczych na po-
czatku obecnego stulecia. Skutkiem ubocznym przetamania tej bariery byto
opracowanie techniki ,mierz i zwyciezaj” [15], bedacej zaawansowana me-
toda mierzenia zlozonosci algorytmow rozgaleziajacych sie (ang. branching).
Technika ta jest obecnie powszechnie uzywanym narzedziem w dziedzinie al-
gorytméw umiarkowanie wyktadniczych.

Jednym z wariantéw problemu znajdowania minimalnego zbioru dominu-
jacego jest tzw. dominacja z ograniczeniami pojemnosci ( CAPACITATED DoO-
MINATING SET). W danym grafie G = (V, E) kazdy wierzcholek v € V ma
swoja pojemnosé c(v) € {0,1,2,...}, ktéra oznacza, ile sasiadow wierzchotek
v moze dominowaé¢. Formalnie, méwimy, ze zbiér X C V jest zbiorem domi-
nujacym z ograniczeniami pojemnosci, jesli istnieje funkcja f: V\ X — X
taka, ze:

e dla kazdego wierzchotka u € V'\ X, wierzchotek f(u) jest sasiadem wu;



e dla kazdego wierzchotka v € X, zbior f~1(v) ma co najwyzej c(v)
elementow.

Zauwazmy, iz weryfikacja, czy zbiér X C V jest zbiorem dominujacym
z ograniczeniami pojemnosci, wymaga znalezienia funkcji f, co jest wyko-
nalne w czasie wielomianowym, cho¢ wymaga zaawansowanych algorytmoéw,
np. znajdowania maksymalnego skojarzenia w dowolnych grafach. Ponadto,
nawet znajac zbiér X, a patrzac na maly wycinek grafu, trudno jest prze-
widzie¢ jak bedzie zachowywaé si¢ funkcja f na tym kawatku. Powoduje
to, ze algorytmy rozgaleziajace sie — bardzo skuteczne w przypadku pro-
blemu klasycznego zbioru dominujacego — przestaja dziata¢ w wariancie z
pojemnosciami, gdyz podejmowanie lokalnych, zachtannych decyzji jest bar-
dzo utrudnione.

Motywowany ta trudnoscia, Johan van Rooij w 2008 roku postawit pyta-
nie [14], czy mozna przetamaé bariere 2" dla problemu minimalnego zbioru
dominujacego w wariancie z pojemnos$ciami (zauwazmy, ze naiwne rozwiaza-
nie dziala w czasie O*(2"), gdyz mozna w czasie wielomianowym zweryfiko-
waé, czy zbior X jest zbiorem dominujacym w wariancie z pojemnosciami).
W rozprawie doktorskiej odpowiadam na to pytanie twierdzaco:
Twierdzenie 1. Problem CAPACITATED DOMINATING SET mozna rozwiq-
zaé w czasie O*((n%)) = O(1.89") i pamieci wielomianowej, gdzie n oznacza
liczbe wierzchotkéw wejsciowego grafu.

Opracowany algorytm jest zaskakujaco prosty i opiera sie na obserwa-
cji, ze problem zbioru dominujacego w wariancie z pojemno$ciami mozna
rozwigzaé w czasie wielomianowym w przypadku, gdy wszystkie pojemnosci
wynosza 0 lub 1, poprzez redukcje do problemu maksymalnego skojarzenia w
grafie dowolnym. By otrzymaé¢ nasz algorytm, wystarczy zauwazy¢ jeszcze,
ze w dowolnym rozwigzaniu X C V rozwazanego problemu, przy ustalonej
funkcji f, zbior Xpso = {v € X : |f71(v)] > 2} jest wielkosci co najwy-
zej n/3. Iterujac po wszystkich mozliwych zbiorach X¢>o, ktorych jest co
najwyzej n(n73), otrzymujemy zadang ztozono§é czasowaq.

2.2 MINIMUM MAXIMAL IRREDUNDANT SET

Innym wariantem problemu znajdowania minimalnego zbioru dominujacego
jest problem znajdowania minimalnego, maksymalnego w sensie zawiera-
nia, zbioru bez redundancji ( MINIMUM MAXIMAL IRREDUNDANT SET).
Moéwimy, ze wierzchotek v dominuje wierzcholek u, jesli v = w lub u jest
sasiadem v. Zbior X C V nazwiemy bez redundancyi, jesli dla kazdego wierz-
chotka v € X istnieje wierzchotek u, € V bedacy jego prywatnym ogrodem,



tj. takim wierzchotkiem, ze v dominuje u,, ale zaden wierzchotek X\ {v} nie
dominuje u, (by¢ moze u,, = v). Latwo zauwazy¢, ze kazdy minimalny w sen-
sie zawierania zbiér dominujacy jest zbiorem bez redundancji: w przeciwnym
razie, mozemy usunaé ze zbioru dominujacego wierzchotek bez prywatnego
ogrodu, zmniejszajac zbiér dominujacy.

Problem znajdowania minimalnego, maksymalnego w sensie zawierania,
zbioru bez redundancji, oraz pokrewny problem znajdowania maksymal-
nego zbioru bez redundancji, sa NP-zupelne, i naiwne rozwiazanie prze-
glada wszystkie podzbiory zbioru wierzchotkéw, uzyskujac ztozonosé czasows,
O*(2") (zwroéémy uwage, ze sprawdzenie, czy zbior X C V jest bez redun-
dancji mozna wykona¢ w czasie liniowym wprost z definicji). Pytanie, czy
te dwa problemy mozna rozwigzaé¢ szybciej, przetamujac bariere 2", zostato
postawione przez Johana van Rooija w 2008 roku [14]. W naszej pracy pre-
zentowanej na konferencji CIAC 2010 [11] odpowiadamy na oba te pytania
twierdzaco; w rozprawie doktorskiej opisuje duzo ciekawszy, pierwszy z tych
algorytmow.

Twierdzenie 2. Problem MINIMUM MAXIMAL I[RREDUNDANT SET mozna
rozwigzaé w czasie 0(1.999965™), gdzie n oznacza liczbe wierzchotkdw wej-
Sciowego grafu.

Cho¢ stata w ztozonosci powyzszego algorytmu nie jest daleka od 2, war-
toscia tego wyniku jest samo przetamanie bariery 2" oraz pokazanie struk-
turalnych wtasnosci rozwazanego problemu, prowadzacych do ograniczenia
przestrzeni mozliwych rozwiazan.

W kilku zdaniach postaram sie zaszkicowaé idee prezentowanego algo-
rytmu. Ustalmy stala o < 1/2. Jesli przegladajac podzbiory zbioru wierz-
chotkéw o rozmiarze nie wickszym niz an natrafimy na zbiér dominujacy,
natrafimy tez na zbiér dominujacy minimalny w sensie zawierania, a wiec i
na maksymalny w sensie zawierania zbiér bez redundancji. Takie poszuki-
wania maja zlozonosé¢ czasowa O*(( 1)) = O*(c) dla pewnej stalej cq < 2
zaleznej tylko od «. Jesli za$ graf nie zawiera zbioru dominujacego o rozmia-
rze an, ma on do$¢ specyficzna strukture: pokazujemy, ze musi on zawieraé
zbiér co najmniej €,n wierzchotkéw, o stopniu co najwyzej d,, i roztacznych
sasiedztwach (state e, > 01 d, zaleza tylko od «). Zauwazmy, ze zbioér bez
redundancji nie moze zawiera¢ wierzchotka wraz z calym jego sasiedztwem
(o0 ile nie jest to szczegdlny przypadek wierzcholka izolowanego). Gdy mamy
eqn roztacznych sasiedztw o co najwyzej d, wierzchotach, liczba zbioréw,
ktore algorytm naiwny musi obejrzeé jest ograniczona przez
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dla pewnego b, < 2 zaleznego tylko do a.

2.3 Problem 1|prec|) C;

Problematyka szeregowania zadan na jednej lub wielu maszynach jest jed-
nym ze starszych, i gteboko badanych dziatéw informatyki. Wiele probleméw
napotykanych w tej dziedzinie okazuje si¢ NP-zupelnych. W mojej rozprawie
doktorskiej zajmuje sie jednym szczegblnym zagadnieniem: szeregowaniem
zadaii z zalezno$ciami na jednej maszynie (1|prec|d C; w notacji Grahama).
W tym problemie mamy dany zbiér V' zawierajacy n zadar, czesciowy po-
rzadek < na V, oraz, dla kazdego zadania v € V, jego czas wykonania
t(v) > 0. Naszym celem jest takie uszeregowanie zadan (podanie bijekcji
o:V —{1,2,...,n}), ktore by spelnialo zaleznosci miedzy zadaniami (jesli
u < v, to u nalezy wykona¢ przed v, czyli o(u) < o(v)) oraz minimalizowato
sumaryczny oczekiwania na wykonanie zadan:

T)=>_ >  tu)

veV uio(u)<o(v)

Innymi stowy, dla kazdego zadania v koszt wykonania tego zadania jest zde-
finiowany jako czas, jaki minat od poczatku wykonywania wszystkich zadan,
do konica wykonywania zadania v; calkowity koszt uszeregowania zadan to
suma kosztéw poszczegdlnych zadan.

Przeksztal¢my nieznacznie formule na 7'(o):

Te)=>_ >  tu)=) (n—ow)+1)tu).

veV uio(u)<o(v) ueV

Tak przeksztatcona formute mozna wprost zastosowaé w algorytmie pro-
gramowania dynamicznego. Zauwazmy, ze jesli wykonaliSmy juz zadania
X C V, to wazne jest dla nas tylko ktdre zadania zostaly wykonane, a nie
w jakiej kolejnosci. Zdefiniujmy wiec koszt czesciowego uporzadkowania (bi-
jekcji) ox : X — {1,2,...,|X]} jako:

T(ox) =Y (n—o(u)+1)iu).

ueX

Przez M[X] oznaczmy (jedno z by¢ moze wielu) czesciowe uporzadkowanie
ox zbioru X C V takie, ktore minimalizuje T (o). Latwo wida¢, ze M[X]
mozna wyliczy¢ w czasie wielomianowym korzystajac z wartosci M[X \ {v}]
dla v € X, za$ wartos¢ M[V] jest poszukiwanym przez nas uszeregowaniem.



Powyzej opisany algorytm programowania dynamicznego dziata w czasie
i pamieci O*(2"). Jedna z trudnosci w przyspieszeniu powyzszego algorytmu
jest obecnosé¢ dowolnych, rzeczywistych wag (czasow dzialania zadairi). Po-
dobna sytuacje napotykamy w przypadku problemu komiwojazera: w 2010
roku Bjorklund pokazal algorytm stwierdzajacy, czy dany nieskierowany graf
ma cykl Hamiltona, dziatajacy w czasie O*(1.66"™) [3], lecz jego podejscie nie
uogblnia sie¢ ani do problemu komiwojazera, ani nawet do przypadku gra-
fow skierowanych. Problem komiwojazera (i wiele prokrewnych probleméw
z wagami) mozna rozwiazaé przez proste programowanie dynamiczne w cza-
sie O*(2"). Prawdopodobnie to zjawisko motywowalo Woegingera, ktory w
2004 roku postawil pytanie [27], czy problem 1|prec|>_ C; jest rownie trudny
jak problem komiwojazera, czy tez mozna latwiej przetamaé bariere 2".

W mojej rozprawie doktorskiej odpowiadam na to pytanie, dowodzac
nastepujacego twierdzenia.

Twierdzenie 3. Problem 1[prec/y C; mozna rozwigzaé w czasie O((2 — 5 -
10716)), gdzie n jest liczbg zadar w danych wejsciowych.

Wartoscia tego wyniku jest wiec sam fakt przetamania bariery 2", jak
i pokazania kilku ciekawych obserwacji dotyczacych problemu 1|prec|d Cy;
samo przyspieszenie dzialania algorytmu jest pomijalne.

Opracowany algorytm stosuje opisane powyzej programowanie dynamiczne,
lecz dla niektérych zbiéréw X, uznaje, ze nie optaca sie¢ wykonywaé zadan ze
zbioru X jako pierwszych |X| zadan w szukanym szeregowaniu, i przerywa
stosowne obliczenie M[X]. Przy implementacji programowania dynamicz-
nego jako rekurencyjnego obliczania wartosci tablicy M z zastosowaniem
spamietywania, takie podejscie daje algorytm o ztozonosci czasowej z grub-
sza rownej liczbie nieodrzuconych zbioréw X (z doktadnoscia do czynnika
wielomianowego w n). Decyzja, czy optaca sie oblicza¢ wartosé M[X], jest
oparta na wnikliwej analizie wlasnosci rozwiazania optymalnego.

3 Zlozonosé parametryzowana

Przytoczmy opowie$é o doktorze O, pochodzaca z ksigzki Downeya i Fel-
lowsa [12]. Doktor O przeprowadzil eksperyment naukowy, zbierajac wiele
zestawoéw danych. W trakcie analizy danych okazalo sie, ze niektore pary
zestawOw sg sprzeczne ze sobg. Doktor O podejrzewa, ze niewielka czesé
pomiarow zostala przeprowadzona nieprawidlowo, i nalezy je odrzuci¢ (lub
poddac¢ glebszej analizie). Modelujac zestawy danych jako wierzcholki grafu,
a pary sprzecznych zestawdéw jako krawedzie, otrzymujemy znany problem



pokrycia wierzchotkowego: doktor O chce odrzuci¢ jak najmniej zestawow
danych (wierzchotkow), ktore by usunely wszystkie sprzecznosci (krawedzie).

Problem pokrycia wierzchotkowego jest NP-zupelny, lecz doktor O nie
jest na straconej pozycji: jego ratunkiem jest to, ze liczba btednych pomia-
réw — wielkos¢ pokrycia wierzchotkowego — jest prawdopodobnie bardzo
malta, powiedzmy rzedu 20, przy duzo wiekszej liczbie zestawoéw danych.
Prosty algorytm rozgateziajacy rozwiazuje problem sprawdzania, czy graf o
n wierzcholkach ma pokrycie wierzchotkowe rozmiaru k, w czasie O(n2F)
— caltkowicie akceptowalnym dla k& ~ 20 i bardzo duzej wartosci n. Warto
poréwnaé ten algorytm do podejscia calkowicie naiwnego, sprawdzajacego
wszystkie mozliwe rozwiazania, dzialajacego w czasie O(n¥): dla k = 20,
algorytm ten jest niepraktyczny wtasciwie dla kazdej wartosci n.

Problem doktora O jest jednym z wielu przyktadéw swiadczacych, ze,
dla parametru & o matej wartosci, algorytmy o ztozonoséi O(n¥) sa nieprak-
tyczne, podczas gdy algorytmy o ztozonosci O(f(k)n¢) dla statej ¢ i funkcji
obliczalnej (np. wyktadniczej) f radza sobie bardzo dobrze nawet z danymi
o duzej wielkosci (duzej wartosci n). Algorytmy drugiego typu nazywamy al-
gorytmami parametryzowanymi (ang. fized-parameter algorithms), i w wielu
sytuacjach ich opracowywanie jest motywowane praktycznymi zastosowa-
niami. Dodajmy, ze w zastosowaniach czesto dane wejsSciowe sg specyficzne:
uchwycenie tej specyfiki w postaci odpowiedniego parametru pozwala na
opracowywanie i precyzyjng analize algorytmoéw, ktére w tych sytuacjach
efektywnie rozwiazuja problemy NP-zupelne.

Dziedzina zlozonosci parametryzowanej (ang. parameterized complezity),
zajmujaca sie analiza algorytmoéw parametryzowanych, wraz z teoria dowo-
dzaca, ze w wielu przypadkach ich otrzymanie jest prawdopodobnie niemoz-
liwe, zostala zainicjowana w latach 90. ubiegtego wieku przez Downeya i
Fellowsa. Obecnie jest preznie rozwijajaca sie dziedzina.

Bardzo pokrewnym pojeciem do algorytméw parametryzowanych jest
kernelizacja. Algorytm kernelizacyjny to taki, ktory majac dana instancje
I pewnego problemu, wraz z parametrem k, przeksztatca ja w rownowazng,
instancje I’ o wielko$ci ograniczonej przez g(k) dla pewnego funkeji obliczal-
nej g. Prosta argumentacja pokazuje, ze istnienie algorytmu kernelizacyjnego
dla danego problemu rozstrzygalnego jest réwnowazne istnieniu algorytmu
parametryzowanego dla tego problemu.

Podstawowym zadaniem kernelizacji jest wstepne przetworzenie danych
wejsciowych dla danego problemu, zanim poddamy je obrobce innym (wy-
ktadniczym, aproksymacyjnym) algorytmem. Z tego powodu najbardziej
cenne sa algorytmy kernelizacyjne, dla ktérych funckja g — ograniczenie
na wielkos¢ powstajacej instancji — jest wielomianem. W 2008 roku zo-



stala opracowana technika pokazywania, ze dla danego problemu, przy od-
powiednich zalozeniach teoriozlozono$ciowych, niemozliwe jest otrzymanie
algorytmu kernelizacyjnego z wielomianowym ograniczeniem rozmiaru wyj-
Scia.

W mojej rozprawie doktorskiej opisuje dwa wyniki z dziedziny zlozonosci
parametryzowanej. Pierwszy z nich jest algorytmem parametryzowanym dla
problemu SUBSET FEEDBACK VERTEX SET, parametryzowanego wielkoscig,
rozwigzania. Drugi, to dowdd, ze wiele probleméw z wymogiem spdjnosci nie
ma algorytmu kernelizacyjnego z wielomianowym ograniczeniem na wielko$¢
instancji wyjsciowej, nawet przy zatozeniu, ze wejsciowy graf ma ograniczona
degeneracje (ang. degeneracy).

3.1 SUBSET FEEDBACK VERTEX SET

W problemie FEEDBACK VERTEX SET (F'VS) pytamy, czy z danego grafu
nieskierowanego mozna usunaé k wierzchotkow tak, by otrzymac las (graf
acykliczny). Problem ten jest jednym z 21 probleméw NP-zupelych na liscie
Karpa i jest jednym z najglebiej przestudiowanych probleméw w dziedzinie
zlozonosci parametryzowanej. Na uwage zastuguje algorytm kernelizacyjny
dla FVS autorstwa Thomassé [26], redukujacy rozmiar instancji wejsciowe;
do O(k?) wierzcholkéw i krawedzi, a korzystajacy z ciekawych twierdzen z
zakresu skojarzen, takich jak twierdzenie Madera o S-Sciezkach [25].

W mojej rozprawie doktorskiej rozwazam wariant problemu FVS zwany
SUBSET FEEDBACK VERTEX SET (SUBSET-FVS), gdzie cze$¢ wierzchotkow
wejsSciowego grafu jest wyrdznionych, a celem jest usuniecie k wierzchotkow
tak, by nie pozostal zaden cykl, ktory przechodzi przez co najmniej jeden
wierzchotek wyrozniony.

Oczywiscie, problem SUBSET-F'VS jest co najmniej tak samo trudny jak
FVS. Okazuje sie tez, ze SUBSET-FVS uogoélnia tez problem MULTIWAY
CuTt, w ktérym, majac dany graf z wyr6znionymi terminalami, nalezy usu-
naé¢ k wierzchotkow tak, by kazdy terminal pozostal w innej spojnej skla-
dowej. Problemy rozcinania grafu, z ktorych najprostszym jest MULTIWAY
CuT, sa obecnie jednym z najintensywniej analizowanych zagadnien w zto-
zonosci parametryzowanej, a ich badanie doprowadzito do odkrycia techniki
waznych cieé¢ (ang. important separators) [22] i kernelizacji przez zanurzanie
w matroidach [21]|. Badanie problemu SUBSET-FVS wpisuje sie wiec w ten
nurt.

W 2009 roku pytanie o istnienie algorytmu parametryzowanego dla pro-
blemu SUBSET-FVS postawili niezaleznie Kawarabayashi i Saurabh. W roz-
prawie doktorskiej odpowiadam na to pytanie twierdzaco:



Twierdzenie 4. Problem SUBSET FEEDBACK VERTEX SET mozna rozwiq-
zaé w czasie O* (k108 k)
do usuniecia.

, gdzie ¢ jest pewnq statq, a k jest liczbg wierzchotkow

Opracowany algorytm dla problemu SUBSET-FVS jest dos¢ ztozony i wie-
lostopniowy. Proste przeksztalcenie pokazuje, ze w problemie SUBSET-FVS
mozemy rozwazaé¢ graf z wyréznionymi krawedziami, a nie wierzcholtkami.
Najpierw dowodzimy, ze jesli liczba wyrdznionych krawedzi jest mata (ogra-
niczona przez funkcje k), to problem mozna zredukowa¢ do problemu rozwia-
zywania wielu egzemplarzy problemu MULTIWAY CUT. Nastepnie podajemy
zestaw regul redukcyjnych i rozgaleziajacych, ktére pozwalaja zredukowaé
liczbe wyrdznionych krawedzi do O(k?). Nasze reguty korzystaja m.in. z na-
rzedzi opracowanych przez Thomassé [26], z techniki iterative compression
[24] oraz z kilku pomystow stosowanych przy jednym ze starszych algoryt-
mow dla FVS autorstwa Guo i innych [19].

3.2 Trudno$¢ kernelizacji w grafach o ograniczonej degene-
racji

W 2004 roku ukazala sie przelomowa praca Alber i innych [1] pokazujaca, ze
problem znajdowania minimalnego zbioru dominujacego parametryzowanego
wielko$cia rozwigzania k, dla ktoérego prawdopodobnie nie istnieje algorytm
parametryzowany w ogdlnosci, ma algorytm kernelizacyjny redukujacy dane
do rozmiaru O(k) w przypadku, gdy graf wejsciowy jest planarny. Opraco-
wana w tej pracy technika podzialu na regiony okazata si¢ mie¢ duzo szersze
zastosowania, i dalsze badania zostaly zwienczone odryciem algorytmoéow ker-
nelizacyjnych dla wielu probleméw w przypadku, gdy graf wejsciowy nalezy
do pewnych klas graféw rzadkich, takich jak grafy o ograniczonym genusie
lub z wykluczonym ustalonym minorem |[17].

Powyzsze wyniki bardzo mocno wykorzystuja topologiczng strukture gra-
fow z wykluczonym ustalonym minorem. Inng klasg graféw rzadkich, nie ma-
jaca zadnych topologicznych wlasnosci, jest klasa graféw d-zdegenerowanych:
graf jest d-zdegenerowany, jesli kazdy jego podgraf ma wierzcholek o stop-
niu co najwyzej d. Przyktadowo, lasy to klasa graféow 1-zdegenerowanych, a
kazdy graf planarny jest 5-zdegenerowany. Mozna pokazaé, ze graf o wyklu-
czonym ustalonym minorze jest O(1)-zdegenerowany, gdzie stata degeneracji
zalezy od wykluczonego minora. Tak wiec klasy grafow zdegenerowanych
posiadaja podobne wlasnosci co do stopni wierzchotkéw, co klasy grafow o
wykluczonym ustalonym minorze, lecz nie posiadaja wlasnosci topologicz-
nych (co mozna zobaczy¢ obserwujac, ze wkladajac wierzchotek w kazda
krawedz dowolnego grafu otrzymujemy graf 2-zdegenerowany).
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Okazuje sie, ze zalozenie, ze graf wejsciowy jest d-zdegenerowany dla
ustalonej statej d pozwala opracowaé algorytmy parametryzowane i kerneli-
zacyjne w wielu przypadkach, w ktérych w ogélnosci takie wyniki prawdopo-
dobnie nie istnieja. Najglo$niejszym taki wynikiem jest opracowanie przez
Philipa i innych [23] algorytmu kernelizacyjnego o wielomianowym ograni-
czeniu na rozmiar wyjscia, dla problemu minimalnego zbioru dominujacego
w grafach d-zdegenerowanych.

Na pierwszych warsztatach o kernelizacji (WorKer 2009) zostalo posta-
wione pytanie, czy ograniczona degeneracja grafu pomaga w kernelizacji in-
nych probleméw, w tym probleméw z wymogiem spéjnosci. W moje rozpra-
wie odpowiadam na to pytanie przeczaco.

Twierdzenie 5. Jesli NP € coNP/poly, dla dowolnego d > 2, nie istniejg
algorytmy kernelizacyine redukujgce rozmiar instancji do rozmiaru zaleznego
wielomianowo od parametru, dla wielu problemdw z wymogiem spdjnosci, w
tym CONNECTED DOMINATING SET, parametryzowanych rozmiarem roz-
wigzania, nawet przy zatozeniu, ze wejsSciowy graf jest d-zdegenerowany.

Warto zwréci¢ uwage, ze NP C coNP /poly powoduje ustalenie sie hie-
rarchii wielomianowej na trzecim poziomie |6, 28|.

Dowoéd powyzszego twierdzenia uzywa narzedzi dowodzenia trudnosci
kernelizacji opracowanych w 2008 roku przez Fortnowa i Santhanama [18]
oraz Bodlaendera i innych [5]. Kluczowym pomystem jest uzycie wlasciwego
dodatkowego problemu posredniego w redukcjach — problemu GRAPH MoO-
TIF — ktory dobrze abstrahuje wymoég spdjnoéci. W problemie tym mamy
dany graf nieskierowany G = (V, E) oraz funkcje (kolorowanie) f : V —
{1,2,...,k} i pytamy o zbior C C V skladajacy sie z k wierzcholkow taki,
ze C indukuje spojny podgraf G oraz f jest bijekcja na C' (tj., C' sklada
sie z jednego wierzcholtka kazdego koloru). Problem GRAPH MOTIF jest
NP-zupelny nawet w przypadku drzew o maksymalnym stopniu 3 [13]. Przy
parametryzacji liczba kolorow (k) tatwo pokazaé korzystajac w technik Bo-
dlaendera i innych, ze prawdopodobnie nie posiada on algorytmu kerneli-
zacyjnego redukujacego liczbe wierzchotkow do zaleznej wielomianowo od k
nawet w przypadku, gdy graf wejsciowy jest lasem. Problem GRAPH MOTIF
jest tez wystarczajaco prosty, by pozwoli¢ na proste redukcje do rozwazanych
probleméw w grafach 2-zdegenerowanych.

4 Uwagi konicowe

Nowe wyniki zawarte w rozprawie zostaly uzyskane razem z moimi wspotpra-
cownikami: Markiem Cyganem, Michatem Pilipczukiem i Jakubem Onufrym
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Wojtaszczykiem, i zostaly opublikowane w nastepujacych miejscach:

1.

Algorytm rozwiazujacy problem CAPACITATED DOMINATING SET byt
przedstawiony na konferencji SWAT 2010 [10], za$ sam artykul zostal
przyjedy do czasopisma Information Processing Letters.

. Algorytm rozwiazujacy problem MINIMUM MAXIMAL [RREDUNDANT

SET byl przedstawiony na konferencji CIAC 2010 [11], za$ sam artykut
zostal przyjety do czasopisma Journal of Discrete Algorithms [2].

Algorytm rozwiazujacy problem 1|prec|> C; byt przedstawiony na kon-
ferencji ESA 2011 [8].

. Algorytm parametryzowany dla problemu SUBSET FEEDBACK VER-

TEX SET byl przedstawiony na konferencji ICALP 2011 [9].

Dowody trudnosci kernelizacji probleméw w grafach o ograniczonej de-
generacji byly przedstawione na konferencji WG 2010 [7].
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