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Badanie struktury powtorzen jest jednym z podstawowych probleméw kom-
binatoryki i algorytmiki stow, patrz [9], [11], [12]. Poczatki badan w tej dzie-
dzinie datuja si¢ na okolo sto lat temu, patrz [18] (1906) oraz [19] (1912).
Najwazniejszymi typami rozwazanych powtorzen sa kwadraty (powtorzenia
postaci zz) zwiazane z kompresowalnoscia stow, oraz maksymalne powto-
rzenia majace wiele zastoswari algorytmicznych, patrz [10].

Maksymalnym powtdérzeniem w stowie s nazywamy podstowo w stowa s
postaci w = ufv, gdzie k > 2, u jest minimalne o tej wlasnosci (u # y'),
za$ v jest wlasciwym prefiksem wu, ktore nie moze by¢ rozszerzone w zadna
strone bez zmiany okresu (u).

Na przyktad w stowie abaababa mamy 3 maksymalne powtorzenia: abaaba,
ababa, aa oraz 4 parami rézne kwadraty: abab, baba, aa, abaaba.

Oznaczmy przez sq(w) liczbe parami roznych kwadratow, zas przez p(w)
liczbe maksymalnych powtorzen w slowie w; dodatkowo niech sq(n) oraz
p(n) oznaczaja odpowiednio maksymalna liczbe parami réznych kwadratow
oraz maksymalnych powtorzen w stowach dtugosci n. Mimo wielu badan w
tej dziedzinie dokladne asymptotyczne oszacowanie dla sq(n) oraz p(n) nadal
nie jest znane, za$ algorytmy wyznaczania sq(w) oraz p(w) sa skomplikowane.

W rozprawie zbadana zostala struktura wystapien powtorzen dla klasy stan-
dardowych stow Sturma S — jednej z intensywniej badanych klas w kombina-



toryce slow, zobacz na przyktad [1], [4], [5], [6], [14], [16], [17], [20]. Podobne
rezultaty uzyskuje sie dla stow Christoffela, bedacych pewnymi cyklicznymi
przesunieciami stow standardowych, oraz majacych wiele zastosowan geome-
trycznych, patrz [6], [7], [8].

Slowa standardowe posiadaja zwarte reprezentacje w postaci ciagdéw do-
datnich liczb catkowitych. Dla ciagu v = (90,...,7,) stowo standardowe
Sw(vy) = x,41 okreslamy za pomoca rekurencji:

r_1 =0, Ty = a,
— 00 — N
T1 = Ty T-1, T2 = Tq o,
_ o n-1 Y
Ty = Xp" Tp-g, Tn41 = T Tp-1.

Ciag v mozemy traktowaé jako skompresowana reprezentacje stowa stan-
dardowego. Dlugosé stowa N = |Sw(7)| jest wyktadniczo zalezna od diugo-
§ci ciagu (n + 1) = |y|. W szczegolnosei dla ustalonego n najmniesza dtu-
gos¢ stowa jest rowna dlugosci stowa Fibonacciego F,, = Sw(1,1,..1), a wiec
Sw(y)| > c- ¢, gdzie ¢ = 15,

Wyniki prezentowane w rozprawie opieraja si¢ na opisanej powyzej repre-
zentacji stow standardowych. Mamy wiec do czynienia z badaniem struktury
powtorzenn w skompresowanej wersji stow, wyktadniczych wzgledem rozmia-
ru wejécia, co dodatkowo komplikuje konstrukcje algorytmow dziatajacych w
czasie liniowym ze wzgledu na rozmiar wejscia.

W rozdziale 1 zdefiniowana zostata klasa S standardowych stow Sturma —
nieokresowych stow nad alfabetem binarnym o minimalnej ztozonosci kom-
binatorycznej. Na wstepie przedstawiona zostata definicja rekurencyjna, pro-
wadzaca do efektywnej skompresowanej reprezentacji w postaci ciggéw liczb
catkowitych o dtugosci logarytmicznie zaleznej od dtugosci stowa. Nastepnie
zaprezentowana zostata geometryczna definicja stow Christoffela — pewnych
cyklicznych przesunieé¢ stow standardowych — jako dyskretyzacji prostych na
plaszczyznie dyskretnej oraz jako etykietowania grafu Cayley’a pewnej grupy
skonczonej zwigzanej z liczbg liter w generowanym stowie. Zaprezentowana
rowniez zostata konstrukcja stow standardowych za pomoca rodziny morfiz-
moéw oraz ich arytmetyczny opis za pomoca utamkéw taricuchowych.

Rozdzial 2 poswiecony zostatl doktadnemu zbadaniu struktury graféw pod-
stow stow standardowych. Struktura ta pozwala uzyska¢ nowe prostsze dowo-
dy wielu znanych faktow dotyczacych stow standardowych oparte na struk-
turze grafow oraz prowadzi do prostych algorytmoéw wyznaczajacych takie



wlasnosci stow standardowych jak: liczba podstow, punkt rozktadu krytycz-
nego, leksykograficznie maksymalne sufiksy oraz zbiory wystapien podstow
okre$lonej dlugosci wczasie liniowo zaleznym od dlugosci skompresowanej
reprezentacji stowa (logarytmicznie zaleznym od dlugosci samego stowa).

W rozdziale 3 na podstawie struktury graféw podstow rozwazanej w roz-
dziale 2 uzyskano prosta charakteryzacje okresow maksymalnych powtorzen
w stowach standardowych. Prowadzi ona do zwartego wzoru na liczbe p(w)
maksymalnych powtorzen w stowach w € S oraz algorytmu liczacego p(w) w
czasie liniowo zaleznym od rozmiaru skompresowanej reprezentacji w (zatem
logarytmicznie zaleznym od dlugosci calego w). Dowiedziono réwniez, ze

4
p(w) < - dla dowolnego w € S,
lw| 5

oraz skonstruowano nieskonczony ciag stow wy € § o $cisle rosnacej dtugosci,
dla ktorego
plwy) 4

lim -

k—oo |wk| 5

Dokladne zbadanie struktury powtérzen dla duzej klasy skomplikowanych
stow S umozliwia lepsze zrozumienie tego problemu w szerszych klasach stow.

W rozdziale 4 badanie powtorzen zostato rozszerzone na kwadraty. Wyko-
rzystane zostaly wyniki pracy [13|, gdzie zaprezentowane zostaly skompli-
kowane wzory na liczbe kwadratéow w stowach standardowych. W rozprawie
uproszczono nieznacznie wzory, dowiedziono, ze

9
sq(w) < E\w\ dla dowolnego w € S

oraz skonstruowano nieskonczony ciag stow wy € S o Scisle rosnacej dtugosci,
dla ktorego

sq(w 9

lim a(ws) = —.

Klasa stow standardowych S jest najwiekszg klasa stow, dla ktérej znane sg
zwarty wzor oraz asymptotyczne oszacowanie na liczbe kwadratow.

W rozdziale tym dokonano réwniez asymptotycznej analizy liczby maksymal-
nych powtorzen oraz kwadratow w stowach Christoffela.

W rozdziale 5 struktura skompresowanych grafow podstow stow standar-
dowych opisana w rozdziale 2 zostala wykorzystana do opisania dualnego
systemu liczbowego Ostrowskiego. System ten moze zosta¢ zdefiniowany bez



odwolywania sie do stow standardowych, jednak podejécie grafowe prowa-
dzi do prostej interpretacji reprezentacji dodatnich liczb catkowitych w tym
dardowego. Wprowadzone réwniez zostalo nowe pojecie zwiazane ze stowami
standardowymi — automat Ostrowskiego.

Analiza maksymalnych powtérzen oraz kwadratow w bardzo dtugich stowach
standardowych byta w sposob istotny wspomagana komputerowo. Kilka przy-
datnych apletow zwiazanych z problemami rozwazanymi w rozprawie jest do-
stepnych na stronie:

http://www.mat.umk.pl/“martinp/stringology/applets/
Podsumowujac, gléwnymi wynikami rozprawy sa:

1. algorytm znajdowania p(w) dla w € S w czasie liniowo zaleznym
od jego (zazwyczaj logarytmicznej) skompresowanej reprezentacji -y
(patrz [2]);

2. asymptotyczna granica p(w) < 0.8|w| dla w € S (patrz |2]);

3. algorytmiczna konstrukcja nieskonczonego ciggu stow standardowych
{wy} asymptotycznie osiagajacego granice p(wy) = 0.8|wi| — o(|wy|)
(patrz [2]);

4. asymptotyczna granica sq(Jw|) < 0.9|w| dla w € S (S stanowi naj-
wieksza klase stow, dla ktorej znane jest doktadna asymptotyczna gra-
nica, dla ogdlniejszych klas stow najlepszym oszacowaniem jest n <
sq(n) < 2n, a uzyskanie doktadniejszego ograniczenia jest bardzo trud-
ne) (patrz [15]);

5. algorytmiczna konstrukcja nieskoniczonego ciagu stéw standardowych
{wy} asymptotycznie osiagajacego granice sq(wy) = 0.8|wg| — o(|wy|)
(patrz [15]);

6. zbadanie struktury skompresowanych graféw podstow dla stow stan-
dardowych — rozmiar tych graféw jest liniowo zalezny od ~, przy ich
pomocy uzyskano kilka efektywnych algorytméw zwiazanych z kombi-
natorycznymi wlasnosciami stow standardowych (patrz [3]);

7. zwigzek miedzy strukturg graféow podstow stow standardowych a pew-
nymi systemami liczhowymi oraz pewng szczegdlng klasg automatow
skoniczonych (patrz [3]).

Wyniki te zostaly opublikowane w pracach [2|, |3] oraz [15].
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