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Niech k bedzie dowolnym cialem. Przypomnijmy, ze laczna k-algebre H z jedynka
wraz z odwzorowaniami liniowymi: A: H - HRH,e: H - kiS: H — H nazywamy
algebra Hopfa, jesli A i € sa homomorfizmami algebr z jedynka oraz dla kazdego
elementu h € H - przy zachowaniu notacji Sweedlera - zachodza nastepujace réwnosci:

LY A(h) ®@hy =k @ A(ha),
2. Zg(hl)hg = Zhléf(hQ) = h,
3. Y S(h)hs = X huS(hs) = e(h)1a,

gdzie A(h) = > hy ® he. Méwimy, ze algebra Hopfa H dziata na taczna k-algebre A
lub, ze A jest H-modutowa algebra, jesli:

1. A jest unitarnym lewostronnym H-modutem.
2. dla dowolnych elementéw h € H, a,b € A zachodzi: h-ab= > (hy - a)(hy - b).

Niezmiennikami dziatania H na A nazywamy zbior:
A# ={a€ A|h-a=¢e(h)a dlakazdego h € H}.

Naturalnym przyktadem algebry Hopfa jest algebra grupowa kG dowolnej grupy G.
Wtedy dla dowolnej algebry A dzialanie algebry Hopfa kG na algebre A jest doktadnie
dziataniem grupy G na A poprzez automorfizmy algebry. Niezmienniki dzialania alge-
bry Hopfa kG pokrywaja sie z punktami stalymi dzialania grupy G: A¥¢ = A%, Dobra
referencja dla dalszych informacji o algebrach Hopfa jest monografia S. Montgomery
[Mo93].

Rozprawa ta dotyczy gtownie teorii niezmiennikéw dziatan algebr Hopfa na algebry
laczne. Rozwazamy w niej szereg zagadnien zwiazanych z nastepujacym ogdlnym py-
taniem:

Czy, jesli na algebre A dziata skoriczenie wymiarowa algebra Hopfa H, to z faktu iz
podalgebra niezmiennikéw A spelnia toisamosé wielomianowq wynika, e réwniez
algebra A spetnia pewnq tozsamosé wielomianowq ¢

Przypomnijmy, ze algebra A spelnia tozsamosé wielomianowq lub krécej, ze A
jest Pl-algebrq, jesli istnieje niezerowy wielomian nieprzemiennych zmiennych
o wspoélczynnikach z ciata k zerujacy sie przy dowolnym podstawieniu za zmienne
elementow z A. Znaczenie wlasnosci speliania tozsamosci wielomianowej w duzej

mierze wyjasnia klasyczne Twierdzenie Posnera, zgodnie z ktérym kazda pierwsza
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Pl-algebra zanurza sie w pewna algebre prosta skonczenie wymiarowa nad swoim
centrum.

Nasze pytanie jest naturalnym uogdlnieniem postawionego w roku 1971 przez J.E.
Bjorka pytania, czy algebra na ktora dziala skonczona grupa automorfizméow musi
spelia¢ tozsamosé¢ wielomianowa, jesli podalgebra punktéw stalych spelnia taka
tozsamosé. W roku 1973 ukazata sie praca G.M. Bergmana i M. Isaacsa [BI73] w ktorej
autorzy podali przyktad algebry A, na ktora dziata skoniczona grupa G' automorfizméw
bez nietrywialnych punktow stalych, a ktéra nie spelnia zadnej tozsamosci wielomia-
nowej. W przyktadzie tym charakterystyka ciata k dzieli rzad grupy G, ponadto A jest
algebra nienilpotentna, ale posiada niezerowe nilpotentne idealy. Warunki dostateczne
pozytywnego rozwiazania problemu Bjorka badal m.in. V.K. Kharchenko.

Twierdzenie ([Kh74]; por. [Mo80, Tw. 6.5]) Niech G bedzie skoriczona grupa au-
tomorfizmdéw algebry A. Zaldimy, Ze chark t |G|. Jesli podalgebra punktéw stalych
A spetnia toisamosé wielomianowa, to réwniez algebra A spelnia pewnqg toisamosé
wielomianowg.

Jesli dodatkowo A jest potpierwsza i AY spetnia toisamosé wielomianowa stopnia d,
to A spetnia standardowa tozsamosé wielomianowa stopnia d - |G|.

W ten sposéb zostal rozstrzygniety przypadek chark 1 |G|. Z kolei, jesli chark | |G, to
przyktad dziatania grupy G, rzedu p* na algebre macierzy A = Ma(k(z,y)) nad wolna
nieprzemienna algebra k(z,y) charakterystyki p z przemienna podalgebra punktow

statych:
ASr = {( ‘5‘ w(ijy) ) |la ek, wz,y) € k(x,y>}

podany przez G.M. Bergmana [B76] (por. [Mo80, Przyklad 1.1]) pokazuje, ze pro-
blem Bjorka ma negatywne rozwiazanie nawet dla algebr pierwszych. Zauwazmy, ze
w powyzszym przykladzie podalgebra A% posiada niezerowe elementy nilpotentne.
Wystarczy jednak zazadaé¢ by algebra A byla zredukowana, a wtasnos¢ bycia PI-
algebra zostanie zachowana przy przejéciu od podalgebry punktéw stalych A¢ do
algebry A bez zadnych dodatkowych zalozen o rzedzie grupy G.

Twierdzenie ([Kh75]; por. [Mo80, Tw. 6.8]) Niech G bedzie skoriczona grupa auto-
morfizmow zredukowanej algebry A. Jesli podalgebra AC spetnia tozsamosé wielomia-
nowa stopnia d, to A spetnia standardowq tozsamosé wielomianowa stopnia d - |G|.

W roku 1986 pojawita sie praca J. Bergena i M. Cohen poswiecona m.in. zacho-
waniu sie tozsamosci wielomianowych w algebrach zgradowanych przez skonczona
grupe G. Jest to przypadek dzialania pétprostej przemiennej algebry Hopfa kG* =
Homy (kG| k). Niezmienniki dziatania algebry Hopfa kG* pokrywaja sie z jednostkowa
sktadowa gradacji.

Twierdzenie ([BeC86]) Niech A = @5 Ay bedzie algebra zgradowana przez
skonczong grupe G. Jesli jednostkowa sktadowa gradacji A, spelnia toisamosé wie-
lomianowa, to rowniez algebra A spetnia pewnaq tozsamosé wielomianowa.

Jesli dodatkowo A jest gradacyjnie potpierwsza i Ay spetnia toZsamosé wielomianowq
stopnia d, to A spetnia standardowaq tozsamosé wielomianowa stopnia d - |G|.
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Autorzy udowodnili ponadto, ze (po ewentualnym rozszerzeniu ciala skalaréw)
dzialanie dowolnej skonczenie wymiarowej pétprostej przemiennej algebry Hopfa jest
w istocie gradacja przez pewna skonczona grupe. Interesujacy rezultat o charakte-
rze ogolnym dotyczacy dziatania skoniczenie wymiarowych poélprostych algebr Hopfa
uzyskali Y.A. Bahturin i V. Linchenko.

Twierdzenie ([BLO8|) Niech H bedzie skoriczenie wymiarowa algebra Hopfa.
Wowczas nastepujace warunki sq rownowazne:

1. Dia dowolnej H-modutowej algebry A, jesli podalgebra niezmiennikow AY
spetnia tozsamosé wielomianowa, to rowniez algebra A spetnia tozsamosé wie-
lomianowaq.

2. Dla dowolnej H-modutowej algebry A, jesli podalgebra niezmiennikéw AM jest
nilpotentna, to rowniez algebra A jest nilpotentna.

Ponadto, kazdy z tych warunkow pociaga za soba polprostote algebry H.

W rozprawie badamy zachowanie sie tozsamosci wielomianowych przy dziataniu punk-
towych algebr Hopfa (klasa ta obejmuje takie algebry Hopfa jak algebry grupowe,
uniwersalne algebry obwiednie algebr Liego). Wymaga to dodatkowych zalozeni o al-
gebrze A. Nasze rozwazania zawezamy do - naturalnej dla tego problemu - klasy algebr
potpierwszych.

Rozdzial 1 zaczynamy od przypomnienia szeregu pojec i rezultatow znanych z teorii
algebr Hopfa. Prezentujemy tez jeden nowy wynik, ktory stanowi cze$ciowa odpowiedz
na pytanie J. Bergena, M. Cohen i D. Fischman [BCF90| czy, jesli na algebre A
z jedynka dziala skoriczenie wymiarowa algebra Hopfa H w taki sposéb, ze A nie
posiada wtasciwych H-niezmienniczych lewostronnych idealéw, to wymiar algebry A
traktowanej jako prawostronna przestrzen liniowa nad pierécieniem z dzieleniem AX
jest skoniczony. Dowodzimy, ze jest to prawda dla punktowych algebr Hopfa, por.
Whniosek 1.3.6.

Gléwnym celem rozprawy jest wyodrebnienie w klasie punktowych algebr Hopfa wa-
runkow gwarantujacych zachowanie wtasnosci bycia Pl-algebra przy przejsciu od pod-
algebry niezmiennikéw A do algebry A na ktéra dziala dana algebra Hopfa H.
Uzyskane przez nas wyniki przedstawiamy w Rozdzialach 3 i 4. Zauwazmy, ze prawie
wszystkie oméwione powyzej wyniki odnosza sie do dziatan potprostych algebr Hopfa.
Glowny rezultat Rozdzialu 3 dotyczy sytuacji przeciwnej - w ktérej algebra H zawiera
,,duzy” podzbior dziatajacy nilpotentnie na algebre A.

Twierdzenie 3.1.2 Niech H bedzie punktowaq algebra Hopfa generowana jako algebra
przez skoniczong grupe G = G(H) elementow grupopodobnych oraz koideat 2 rozpiety
nad ciatem k na skosnie prymitywnych elementach i normalizowany przez algebre gru-
powa KG, tj. AkG = kG2. Niech ponadto A bedzie potpierwszq H-modulowq algebra
taka, ze:

1. A dziala nilpotentnie na A, tj. A" - A =0 dla pewnego n > 1.
2. podalgebra niezmiennikow A® jest pélpierwsza.

3. wymiar dziatania A na A jest skonczony i wynosi N.
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Wowczas A jest Pl-algebrq wtedy i tylko wtedy, gdy A jest Pl-algebra.

Zauwazmy, ze warunek o normalizowaniu koidealu 2 przez algebre grupowa kG
pociaga za soba G-niezmienniczo$é¢ podalgebry A%, Punkty stale dziatania grupy G na
podalgebre A% pokrywaja sie z niezmiennikami dzialania algebry Hopfa H na algebre
A: (AN = A" Jako bezposrednia konsekwencje Twierdzenia Kharchenki o dziataniu

grup skoniczonych zastosowanego do algebry A% otrzymujemy teraz nastepujacy wnio-
sek.

Whniosek 3.1.3 Przy zatozeniach Twierdzenia 3.1.2, jesli dodatkowo chark { |G| lub
A jest algebrq zredukowana, to A jest Pl-algebrq wtedy i tylko wtedy, gdy AY jest
Pl-algebrq.

W drugiej czesci Rozdzialu 3 podajemy przyktady zastosowan Twierdzenia 3.1.2 do
dziatan konkretnych algebr Hopfa. Niech k bedzie cialem charakterystyki p > 01 G,
- skoniczona p-grupa. Przez w(kG,) oznaczmy ideal augmentacji modularnej alge-
bry grupowej kG,. Jak wiadomo, w(kG)) jest idealem nilpotentnym. Réwnoczesnie,
w(kG,) jest koidealem punktowej algebry Hopfa kG, kowymiaru 1 rozpietym nad
cialem k na skosnie prymitywnych elementach postaci 1 — g, gdzie g € G, i norma-

lizowanym przez grupe G [deap ay(1 — g)] h=nh [deGP ay(1 — h_lgh)], gdzie
h € G,, o € k. Zalézmy dalej, ze grupa G, dziala na pélpierwsza algebre A
z polpierwsza podalgebra punktéw statych A, Wtedy wszystkie zalozenia Twierdze-
nia 3.1.2 sa w naturalny sposéb spetnione, wobec czego A jest Pl-algebra wtedy i tylko
wtedy, gdy A% jest Pl-algebra. Przyklad G.M. Bergmana pokazuje, ze zalozenie
o polpierwszodci podalgebry A% jest wazne. Stosujac teraz Twierdzenie Kharchenki
dostajemy nastepujacy wniosek.

Whniosek 3.5.1 Niech k bedzie ciatem charakterystyki p > 0, G - skoriczona grupa
rzedu podzielnego przez p i A - algebra polpierwsza na ktorq grupa G dziala poprzez
automorfizmy algebry. Zatézmy, ze grupa G posiada normalng p-podgrupe Sylowa G,
oraz, ze podalgebra punktow stakych A% jest pétpierwsza. Wowczas A jest Pl-algebra
wtedy i tylko wtedy, gdy A® jest Pl-algebra.

Nech teraz k bedzie cialem charakterystyki réznej od 21 L = Lo & L; - skonczenie
wymiarowa nilpotentna superalgebra Liego. Jesli chark > 2, to dodatkowo zakladamy;,
ze L jest ograniczona. Wiadomo, ze gdy L jest algebra Liego, tj. L1 = 0, to uniwersalna
algebra obwiednia U(L) jest algebra Hopfa. Nie jest to natomiast prawda gdy L
nie jest algebra Liego. W tym przypadku mozemy jednak rozwazy¢ automorfizm o
algebry U(L) rzedu 2. Ktadziemy mianowicie o(x) = = gdy = € Ly oraz o(x) = —zx
gdy x € Ly. Oznaczmy przez GG grupe generowana przez automorfizm o i rozwazmy
sko$ny pierscien grupowy U(L) = G. Jak nietrudno przekonaé sie, U(L) * G jest juz
algebra Hopfa. Jesli chark > 2, to algebre U(L) zastepujemy ograniczona uniwersalna
algebra obwiednia u(L). Zat6zmy dalej, ze superalgebra Liego L dziala na pdlpierwsza
algebra A z pélpierwsza podalgebra niezmiennikéw AL oraz wymiar tego dzialania
jest skonczony. W rozprawie dowodzimy, w oparciu o Twierdzenie 3.1.2 zastosowane
do H=U(L)xG, A = L, 7ze A jest Pl-algebra wtedy i tylko wtedy, gdy AL jest
Pl-algebra. Docelowo otrzymujemy nastepujacy wniosek.
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Whniosek 3.5.2 Niech k bedzie ciatem charakterystyki réznej od 2 i G - skoriczona
grupaq abelowq ktorej rzad nie dzieli sie przez chark. Zatozimy, zZe na polpierwsza al-
gebre A = @ e Ay zgradowang przez grupe G dziata skoriczenie wymiarowa nilpo-
tentna kolorowa algebra Liego L = @, o Ly (ograniczona kolorowa algebra Liego L,
gdy chark > 2) w taki sposdb, Ze:

geG

1. podalgebra niezmiennikéw AL jest pétpierwsza.

2. wymiar dziatania L na A jest skonczony.

Oznaczmy wreszcie przez H skosny pierscien grupowy U(L) = G lub - w przypadku,
gdy chark > 2 - u(L) x G. Wéwczas A jest Pl-algebrq wtedy i tylko wtedy, gdy A"
jest Pl-algebra.

W Rozdziale 4 badamy zachowanie sie tozsamosci wielomianowych dla dziatan punk-
towych algebr Hopfa na algebry potpierwsze ze zredukowana podalgebra niezmien-
nikéw. Odnotujmy, ze pewne wyniki dotyczace zachowania sie tozsamosci wielomia-
nowych w kontekscie dzialania p-nilpotentnych grup, nilpotentnych algebr Liego oraz
nilpotentnych superalgebr Liego na algebry pierwsze z centralna podalgebra niezmien-
nikéw uzyskali juz J. Bergen, M. Cohen i D. Fischman [BCF90| oraz J. Bergen i P.
Grzeszezuk [BeG96]. We wszystkich trzech przypadkach dowodzi sie, ze kazdy nieze-
rowy H-niezmienniczy lewostronny ideal algebry A zawiera niezerowe niezmienniki.
7, drugiej strony przykiad Bergmana pokazuje, ze zalozenie o istnieniu niezerowych
niezmiennikow w kazdym niezerowym H-niezmienniczym lewostronnym ideale alge-
bry A nie gwarantuje jeszcze zachowania wtasnosci bycia Pl-algebra przy przejsciu od
podalgebry AY do algebry A. W tej czeéci rozprawy dowodzimy:

Niech H bedzie punktowa algebrq Hopfa i A - polpierwszq H-modutowa algebra taka,
ze wymiar dziatania H na A jest skoniczony i wynosi N. Zatozmy, Ze kazdy nieze-
rowy H-niezmienniczy lewostronny ideat algebry A zawiera niezerowe niezmienniki.
Przyjmijmy réwniez, ze podalgebra niezmiennikéw A spetnia tozsamosé wielomia-
nowq stopnia d. Wowczas algebra A spetnia standardowq tozsamosé wielomianowq
stopnia dN, jesli zachodzi jeden z nastepujacych warunkow:

1. AH jest prawie centralna w A, por. Twierdzenie 4.1.1.

2. A jest zredukowana, por. Twierdzenie 4.1.2.

Twierdzenie 4.1.2 jest uogélnieniem Twierdzenia Kharchenki o dzialaniu skonczonych
grup na algebry zredukowane.

Druga cze$¢ Rozdzialu 4 jest poswiecona dziataniu superalgebr Liego na algebry
pélpierwsze z centralna podalgebra niezmiennikéw. J. Bergen i P. Grzeszczuk [BeG96]
udowodnili, ze jesli na pélpierwsza algebre A charakterystyki 0 dziata skonczenie wy-
miarowa nilpotentna algebra Liego L z podalgebra niezmiennikéw A* zawarta w cen-
trum Z(A) i wymiar tego dzialania jest skoriczony, to A jest algebra przemienna i L
dziata trywialnie na A. W kontekscie Wniosku 3.5.2 naturalnie pojawia sie pytanie,
czy rezultat Bergena i Grzeszczuka mozna rozszerzy¢ na wieksza klase kolorowych
algebr Liego. W rozprawie podajemy przyklady dzialania skonczenie wymiarowych
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nilpotentnych superalgebr Liego L = Ly @ L; na algebre macierzy A = M, (k) z po-
dalgebra niezmiennikéw A” = k i algebra Liego Ly = [L1, L] dzialajaca nietrywial-
nie na A, por. Przyklady 4.3.2 i 4.3.3. Prezentujemy tez nastepujace uogolnienie
Twierdzenia Bergena i Grzeszczuka.

Twierdzenie 4.3.4 Niech A bedzie algebrq potpierwszq charakterystyki 0 i L =
Lo & Ly - skoriczenie wymiarowaq nilpotentnag superalgebra Liego spelniajaca warunek
[Lo, L1] = 0. Zalézmy, ze L dziala na A w taki sposdb, ze:

1. podalgebra niezmiennikow A% jest zawarta w centrum Z(A).

2. wymiar dziatania L na A jest skonczony.

Wowczas A spetnia standardowq tozsamosé wielomianowa stopnia nie wiekszego niz

2 . ,/2dika1'

Podstawowe narzedzia badawcze rozprawy stanowia ulamki symetryczne pierscieni
polpierwszych i ich centralne lokalizacje, por. Rozdziat 2. Pozwalaja one na redukcje
rozwazanych w pracy probleméw do dzialan algebr Hopfa na algebry skonczenie wy-
miarowe.

Czesé z przedstawionych wynikéw zostala zawarta w publikacjach [GHO04] oraz

[GHOT].
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