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Niech k b ↪edzie dowolnym cia lem. Przypomnijmy, że  l ↪aczn ↪a k-algebr ↪e H z jedynk ↪a
wraz z odwzorowaniami liniowymi: ∆: H → H⊗H, ε : H → k i S : H → H nazywamy
algebr ↪a Hopfa, jeśli ∆ i ε s ↪a homomorfizmami algebr z jedynk ↪a oraz dla każdego
elementu h ∈ H - przy zachowaniu notacji Sweedlera - zachodz ↪a nast ↪epuj ↪ace równości:

1.
∑

∆(h1)⊗ h2 =
∑

h1 ⊗∆(h2),

2.
∑

ε(h1)h2 =
∑

h1ε(h2) = h,

3.
∑

S(h1)h2 =
∑

h1S(h2) = ε(h)1H ,

gdzie ∆(h) =
∑

h1 ⊗ h2. Mówimy, że algebra Hopfa H dzia la na  l ↪aczn ↪a k-algebr ↪e A
lub, że A jest H-modu low ↪a algebr ↪a, jeśli:

1. A jest unitarnym lewostronnym H-modu lem.

2. dla dowolnych elementów h ∈ H, a, b ∈ A zachodzi: h · ab =
∑

(h1 · a)(h2 · b).

Niezmiennikami dzia lania H na A nazywamy zbiór:

AH = {a ∈ A | h · a = ε(h)a dla każdego h ∈ H}.

Naturalnym przyk ladem algebry Hopfa jest algebra grupowa kG dowolnej grupy G.
Wtedy dla dowolnej algebry A dzia lanie algebry Hopfa kG na algebr ↪e A jest dok ladnie
dzia laniem grupy G na A poprzez automorfizmy algebry. Niezmienniki dzia lania alge-
bry Hopfa kG pokrywaj ↪a si ↪e z punktami sta lymi dzia lania grupy G: AkG = AG. Dobr ↪a
referencj ↪a dla dalszych informacji o algebrach Hopfa jest monografia S. Montgomery
[Mo93].

Rozprawa ta dotyczy g lównie teorii niezmienników dzia lań algebr Hopfa na algebry
 l ↪aczne. Rozważamy w niej szereg zagadnień zwi ↪azanych z nast ↪epuj ↪acym ogólnym py-
taniem:

Czy, jeśli na algebr ↪e A dzia la skończenie wymiarowa algebra Hopfa H, to z faktu iż
podalgebra niezmienników AH spe lnia tożsamość wielomianow ↪a wynika, że również
algebra A spe lnia pewn ↪a tożsamość wielomianow ↪a ?

Przypomnijmy, że algebra A spe lnia tożsamość wielomianow ↪a lub krócej, że A
jest PI-algebr ↪a, jeśli istnieje niezerowy wielomian nieprzemiennych zmiennych
o wspó lczynnikach z cia la k zeruj ↪acy si ↪e przy dowolnym podstawieniu za zmienne
elementów z A. Znaczenie w lasności spe lniania tożsamości wielomianowej w dużej
mierze wyjaśnia klasyczne Twierdzenie Posnera, zgodnie z którym każda pierwsza
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PI-algebra zanurza si ↪e w pewn ↪a algebr ↪e prost ↪a skończenie wymiarow ↪a nad swoim
centrum.

Nasze pytanie jest naturalnym uogólnieniem postawionego w roku 1971 przez J.E.
Björka pytania, czy algebra na któr ↪a dzia la skończona grupa automorfizmów musi
spe lniać tożsamość wielomianow ↪a, jeśli podalgebra punktów sta lych spe lnia tak ↪a
tożsamość. W roku 1973 ukaza la si ↪e praca G.M. Bergmana i M. Isaacsa [BI73] w której
autorzy podali przyk lad algebry A, na któr ↪a dzia la skończona grupa G automorfizmów
bez nietrywialnych punktów sta lych, a która nie spe lnia żadnej tożsamości wielomia-
nowej. W przyk ladzie tym charakterystyka cia la k dzieli rz ↪ad grupy G, ponadto A jest
algebr ↪a nienilpotentn ↪a, ale posiada niezerowe nilpotentne idea ly. Warunki dostateczne
pozytywnego rozwi ↪azania problemu Björka bada l m.in. V.K. Kharchenko.

Twierdzenie ([Kh74]; por. [Mo80, Tw. 6.5]) Niech G b ↪edzie skończon ↪a grup ↪a au-
tomorfizmów algebry A. Za lóżmy, że chark - |G|. Jeśli podalgebra punktów sta lych
AG spe lnia tożsamość wielomianow ↪a, to również algebra A spe lnia pewn ↪a tożsamość
wielomianow ↪a.

Jeśli dodatkowo A jest pó lpierwsza i AG spe lnia tożsamość wielomianow ↪a stopnia d,
to A spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia d · |G|.

W ten sposób zosta l rozstrzygni ↪ety przypadek chark - |G|. Z kolei, jeśli chark | |G|, to
przyk lad dzia lania grupy Gp rz ↪edu p2 na algebr ↪e macierzy A = M2(k〈x, y〉) nad woln ↪a
nieprzemienn ↪a algebr ↪a k〈x, y〉 charakterystyki p z przemienn ↪a podalgebr ↪a punktów
sta lych:

AGp =

{(
α ω(x, y)
0 α

)
| α ∈ k, ω(x, y) ∈ k〈x, y〉

}
podany przez G.M. Bergmana [B76] (por. [Mo80, Przyk lad 1.1]) pokazuje, że pro-
blem Björka ma negatywne rozwi ↪azanie nawet dla algebr pierwszych. Zauważmy, że
w powyższym przyk ladzie podalgebra AGp posiada niezerowe elementy nilpotentne.
Wystarczy jednak zaż ↪adać by algebra A by la zredukowana, a w lasność bycia PI-
algebr ↪a zostanie zachowana przy przej́sciu od podalgebry punktów sta lych AG do
algebry A bez żadnych dodatkowych za lożeń o rz ↪edzie grupy G.

Twierdzenie ([Kh75]; por. [Mo80, Tw. 6.8]) Niech G b ↪edzie skończon ↪a grup ↪a auto-
morfizmów zredukowanej algebry A. Jeśli podalgebra AG spe lnia tożsamość wielomia-
now ↪a stopnia d, to A spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia d · |G|.

W roku 1986 pojawi la si ↪e praca J. Bergena i M. Cohen poświ ↪econa m.in. zacho-
waniu si ↪e tożsamości wielomianowych w algebrach zgradowanych przez skończon ↪a
grup ↪e G. Jest to przypadek dzia lania pó lprostej przemiennej algebry Hopfa kG? =
Homk(kG, k). Niezmienniki dzia lania algebry Hopfa kG? pokrywaj ↪a si ↪e z jednostkow ↪a
sk ladow ↪a gradacji.

Twierdzenie ([BeC86]) Niech A =
⊕

g∈G Ag b ↪edzie algebr ↪a zgradowan ↪a przez
skończon ↪a grup ↪e G. Jeśli jednostkowa sk ladowa gradacji A1 spe lnia tożsamość wie-
lomianow ↪a, to również algebra A spe lnia pewn ↪a tożsamość wielomianow ↪a.

Jeśli dodatkowo A jest gradacyjnie pó lpierwsza i A1 spe lnia tożsamość wielomianow ↪a
stopnia d, to A spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia d · |G|.
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Autorzy udowodnili ponadto, że (po ewentualnym rozszerzeniu cia la skalarów)
dzia lanie dowolnej skończenie wymiarowej pó lprostej przemiennej algebry Hopfa jest
w istocie gradacj ↪a przez pewn ↪a skończon ↪a grup ↪e. Interesuj ↪acy rezultat o charakte-
rze ogólnym dotycz ↪acy dzia lania skończenie wymiarowych pó lprostych algebr Hopfa
uzyskali Y.A. Bahturin i V. Linchenko.

Twierdzenie ([BL98]) Niech H b ↪edzie skończenie wymiarow ↪a algebr ↪a Hopfa.
Wówczas nast ↪epuj ↪ace warunki s ↪a równoważne:

1. Dla dowolnej H-modu lowej algebry A, jeśli podalgebra niezmienników AH

spe lnia tożsamość wielomianow ↪a, to również algebra A spe lnia tożsamość wie-
lomianow ↪a.

2. Dla dowolnej H-modu lowej algebry A, jeśli podalgebra niezmienników AH jest
nilpotentna, to również algebra A jest nilpotentna.

Ponadto, każdy z tych warunków poci ↪aga za sob ↪a pó lprostot ↪e algebry H.

W rozprawie badamy zachowanie si ↪e tożsamości wielomianowych przy dzia laniu punk-
towych algebr Hopfa (klasa ta obejmuje takie algebry Hopfa jak algebry grupowe,
uniwersalne algebry obwiednie algebr Liego). Wymaga to dodatkowych za lożeń o al-
gebrze A. Nasze rozważania zaw ↪eżamy do - naturalnej dla tego problemu - klasy algebr
pó lpierwszych.

Rozdzia l 1 zaczynamy od przypomnienia szeregu poj ↪eć i rezultatów znanych z teorii
algebr Hopfa. Prezentujemy też jeden nowy wynik, który stanowi cz ↪eściow ↪a odpowiedź
na pytanie J. Bergena, M. Cohen i D. Fischman [BCF90] czy, jeśli na algebr ↪e A
z jedynk ↪a dzia la skończenie wymiarowa algebra Hopfa H w taki sposób, że A nie
posiada w laściwych H-niezmienniczych lewostronnych idea lów, to wymiar algebry A
traktowanej jako prawostronna przestrzeń liniowa nad pierścieniem z dzieleniem AH

jest skończony. Dowodzimy, że jest to prawd ↪a dla punktowych algebr Hopfa, por.
Wniosek 1.3.6.

G lównym celem rozprawy jest wyodr ↪ebnienie w klasie punktowych algebr Hopfa wa-
runków gwarantuj ↪acych zachowanie w lasności bycia PI-algebr ↪a przy przej́sciu od pod-
algebry niezmienników AH do algebry A na któr ↪a dzia la dana algebra Hopfa H.
Uzyskane przez nas wyniki przedstawiamy w Rozdzia lach 3 i 4. Zauważmy, że prawie
wszystkie omówione powyżej wyniki odnosz ↪a si ↪e do dzia lań pó lprostych algebr Hopfa.
G lówny rezultat Rozdzia lu 3 dotyczy sytuacji przeciwnej - w której algebra H zawiera
,,duży” podzbiór dzia laj ↪acy nilpotentnie na algebr ↪e A.

Twierdzenie 3.1.2 Niech H b ↪edzie punktow ↪a algebr ↪a Hopfa generowan ↪a jako algebra
przez skończon ↪a grup ↪e G = G(H) elementów grupopodobnych oraz koidea l A rozpi ↪ety
nad cia lem k na skośnie prymitywnych elementach i normalizowany przez algebr ↪e gru-
pow ↪a kG, tj. AkG = kGA. Niech ponadto A b ↪edzie pó lpierwsz ↪a H-modu low ↪a algebr ↪a
tak ↪a, że:

1. A dzia la nilpotentnie na A, tj. An · A = 0 dla pewnego n ≥ 1.

2. podalgebra niezmienników AA jest pó lpierwsza.

3. wymiar dzia lania A na A jest skończony i wynosi N .
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Wówczas A jest PI-algebr ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy AA jest PI-algebr ↪a.

Zauważmy, że warunek o normalizowaniu koidea lu A przez algebr ↪e grupow ↪a kG
poci ↪aga za sob ↪a G-niezmienniczość podalgebry AA. Punkty sta le dzia lania grupy G na
podalgebr ↪e AA pokrywaj ↪a si ↪e z niezmiennikami dzia lania algebry Hopfa H na algebr ↪e
A: (AA)G = AH . Jako bezpośredni ↪a konsekwencj ↪e Twierdzenia Kharchenki o dzia laniu
grup skończonych zastosowanego do algebry AA otrzymujemy teraz nast ↪epuj ↪acy wnio-
sek.

Wniosek 3.1.3 Przy za lożeniach Twierdzenia 3.1.2, jeśli dodatkowo chark - |G| lub
A jest algebr ↪a zredukowan ↪a, to A jest PI-algebr ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy AH jest
PI-algebr ↪a.

W drugiej cz ↪eści Rozdzia lu 3 podajemy przyk lady zastosowań Twierdzenia 3.1.2 do
dzia lań konkretnych algebr Hopfa. Niech k b ↪edzie cia lem charakterystyki p > 0 i Gp

- skończon ↪a p-grup ↪a. Przez ω(kGp) oznaczmy idea l augmentacji modularnej alge-
bry grupowej kGp. Jak wiadomo, ω(kGp) jest idea lem nilpotentnym. Równocześnie,
ω(kGp) jest koidea lem punktowej algebry Hopfa kGp kowymiaru 1 rozpi ↪etym nad
cia lem k na skośnie prymitywnych elementach postaci 1 − g, gdzie g ∈ Gp, i norma-

lizowanym przez grup ↪e Gp:
[∑

g∈Gp
αg(1− g)

]
h = h

[∑
g∈Gp

αg(1− h−1gh)
]
, gdzie

h ∈ Gp, αg ∈ k. Za lóżmy dalej, że grupa Gp dzia la na pó lpierwsz ↪a algebr ↪e A
z pó lpierwsz ↪a podalgebr ↪a punktów sta lych AGp . Wtedy wszystkie za lożenia Twierdze-
nia 3.1.2 s ↪a w naturalny sposób spe lnione, wobec czego A jest PI-algebr ↪a wtedy i tylko
wtedy, gdy AGp jest PI-algebr ↪a. Przyk lad G.M. Bergmana pokazuje, że za lożenie
o pó lpierwszości podalgebry AGp jest ważne. Stosuj ↪ac teraz Twierdzenie Kharchenki
dostajemy nast ↪epuj ↪acy wniosek.

Wniosek 3.5.1 Niech k b ↪edzie cia lem charakterystyki p > 0, G - skończon ↪a grup ↪a
rz ↪edu podzielnego przez p i A - algebr ↪a pó lpierwsz ↪a na któr ↪a grupa G dzia la poprzez
automorfizmy algebry. Za lóżmy, że grupa G posiada normaln ↪a p-podgrup ↪e Sylowa Gp

oraz, że podalgebra punktów sta lych AGp jest pó lpierwsza. Wówczas A jest PI-algebr ↪a
wtedy i tylko wtedy, gdy AG jest PI-algebr ↪a.

Nech teraz k b ↪edzie cia lem charakterystyki różnej od 2 i L = L0 ⊕ L1 - skończenie
wymiarow ↪a nilpotentn ↪a superalgebr ↪a Liego. Jeśli chark > 2, to dodatkowo zak ladamy,
że L jest ograniczona. Wiadomo, że gdy L jest algebr ↪a Liego, tj. L1 = 0, to uniwersalna
algebra obwiednia U(L) jest algebr ↪a Hopfa. Nie jest to natomiast prawd ↪a gdy L
nie jest algebr ↪a Liego. W tym przypadku możemy jednak rozważyć automorfizm σ
algebry U(L) rz ↪edu 2. K ladziemy mianowicie σ(x) = x gdy x ∈ L0 oraz σ(x) = −x
gdy x ∈ L1. Oznaczmy przez G grup ↪e generowan ↪a przez automorfizm σ i rozważmy
skośny pierścień grupowy U(L) ? G. Jak nietrudno przekonać si ↪e, U(L) ? G jest już
algebr ↪a Hopfa. Jeśli chark > 2, to algebr ↪e U(L) zast ↪epujemy ograniczon ↪a uniwersaln ↪a
algebr ↪a obwiedni ↪a u(L). Za lóżmy dalej, że superalgebra Liego L dzia la na pó lpierwsz ↪a
algebr ↪a A z pó lpierwsz ↪a podalgebr ↪a niezmienników AL oraz wymiar tego dzia lania
jest skończony. W rozprawie dowodzimy, w oparciu o Twierdzenie 3.1.2 zastosowane
do H = U(L) ? G, A = L, że A jest PI-algebr ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy AL jest
PI-algebr ↪a. Docelowo otrzymujemy nast ↪epuj ↪acy wniosek.
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Wniosek 3.5.2 Niech k b ↪edzie cia lem charakterystyki różnej od 2 i G - skończon ↪a
grup ↪a abelow ↪a której rz ↪ad nie dzieli si ↪e przez chark. Za lóżmy, że na pó lpierwsz ↪a al-
gebr ↪e A =

⊕
g∈G Ag zgradowan ↪a przez grup ↪e G dzia la skończenie wymiarowa nilpo-

tentna kolorowa algebra Liego L =
⊕

g∈G Lg (ograniczona kolorowa algebra Liego L,

gdy chark > 2) w taki sposób, że:

1. podalgebra niezmienników AL jest pó lpierwsza.

2. wymiar dzia lania L na A jest skończony.

Oznaczmy wreszcie przez H skośny pierścień grupowy U(L) ? G lub - w przypadku,
gdy chark > 2 - u(L) ? G. Wówczas A jest PI-algebr ↪a wtedy i tylko wtedy, gdy AH

jest PI-algebr ↪a.

W Rozdziale 4 badamy zachowanie si ↪e tożsamości wielomianowych dla dzia lań punk-
towych algebr Hopfa na algebry pó lpierwsze ze zredukowan ↪a podalgebr ↪a niezmien-
ników. Odnotujmy, że pewne wyniki dotycz ↪ace zachowania si ↪e tożsamości wielomia-
nowych w kontekście dzia lania p-nilpotentnych grup, nilpotentnych algebr Liego oraz
nilpotentnych superalgebr Liego na algebry pierwsze z centraln ↪a podalgebr ↪a niezmien-
ników uzyskali już J. Bergen, M. Cohen i D. Fischman [BCF90] oraz J. Bergen i P.
Grzeszczuk [BeG96]. We wszystkich trzech przypadkach dowodzi si ↪e, że każdy nieze-
rowy H-niezmienniczy lewostronny idea l algebry A zawiera niezerowe niezmienniki.
Z drugiej strony przyk lad Bergmana pokazuje, że za lożenie o istnieniu niezerowych
niezmienników w każdym niezerowym H-niezmienniczym lewostronnym ideale alge-
bry A nie gwarantuje jeszcze zachowania w lasności bycia PI-algebr ↪a przy przej́sciu od
podalgebry AH do algebry A. W tej cz ↪eści rozprawy dowodzimy:

Niech H b ↪edzie punktow ↪a algebr ↪a Hopfa i A - pó lpierwsz ↪a H-modu low ↪a algebr ↪a tak ↪a,
że wymiar dzia lania H na A jest skończony i wynosi N . Za lóżmy, że każdy nieze-
rowy H-niezmienniczy lewostronny idea l algebry A zawiera niezerowe niezmienniki.
Przyjmijmy również, że podalgebra niezmienników AH spe lnia tożsamość wielomia-
now ↪a stopnia d. Wówczas algebra A spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a
stopnia dN , jeśli zachodzi jeden z nast ↪epuj ↪acych warunków:

1. AH jest prawie centralna w A, por. Twierdzenie 4.1.1.

2. A jest zredukowana, por. Twierdzenie 4.1.2.

Twierdzenie 4.1.2 jest uogólnieniem Twierdzenia Kharchenki o dzia laniu skończonych
grup na algebry zredukowane.

Druga cz ↪eść Rozdzia lu 4 jest poświ ↪econa dzia laniu superalgebr Liego na algebry
pó lpierwsze z centraln ↪a podalgebr ↪a niezmienników. J. Bergen i P. Grzeszczuk [BeG96]
udowodnili, że jeśli na pó lpierwsz ↪a algebr ↪e A charakterystyki 0 dzia la skończenie wy-
miarowa nilpotentna algebra Liego L z podalgebr ↪a niezmienników AL zawart ↪a w cen-
trum Z(A) i wymiar tego dzia lania jest skończony, to A jest algebr ↪a przemienn ↪a i L
dzia la trywialnie na A. W kontekście Wniosku 3.5.2 naturalnie pojawia si ↪e pytanie,
czy rezultat Bergena i Grzeszczuka można rozszerzyć na wi ↪eksz ↪a klas ↪e kolorowych
algebr Liego. W rozprawie podajemy przyk lady dzia lania skończenie wymiarowych
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nilpotentnych superalgebr Liego L = L0 ⊕ L1 na algebr ↪e macierzy A = Mn(k) z po-
dalgebr ↪a niezmienników AL ∼= k i algebr ↪a Liego L0 = [L1, L1] dzia laj ↪ac ↪a nietrywial-
nie na A, por. Przyk lady 4.3.2 i 4.3.3. Prezentujemy też nast ↪epuj ↪ace uogólnienie
Twierdzenia Bergena i Grzeszczuka.

Twierdzenie 4.3.4 Niech A b ↪edzie algebr ↪a pó lpierwsz ↪a charakterystyki 0 i L =
L0 ⊕ L1 - skończenie wymiarow ↪a nilpotentn ↪a superalgebr ↪a Liego spe lniaj ↪ac ↪a warunek
[L0, L1] = 0. Za lóżmy, że L dzia la na A w taki sposób, że:

1. podalgebra niezmienników AL jest zawarta w centrum Z(A).

2. wymiar dzia lania L na A jest skończony.

Wówczas A spe lnia standardow ↪a tożsamość wielomianow ↪a stopnia nie wi ↪ekszego niż
2 ·
√

2dimk L1.

Podstawowe narz ↪edzia badawcze rozprawy stanowi ↪a u lamki symetryczne pierścieni
pó lpierwszych i ich centralne lokalizacje, por. Rozdzia l 2. Pozwalaj ↪a one na redukcj ↪e
rozważanych w pracy problemów do dzia lań algebr Hopfa na algebry skończenie wy-
miarowe.

Cz ↪eść z przedstawionych wyników zosta la zawarta w publikacjach [GH04] oraz
[GH07].
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