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Intensywny rozwdj rynkéw finansowych w ostatnich latach rodzi potrzebe
wyceny i zabezpieczenia coraz bardziej skomplikowanych instrumentow fi-
nansowych. Ceny aktywoéw finansowych reprezentowane sg, zadanymi w
modelu, procesami stochastycznymi, dlatego ich wycena i zabezpieczenie wy-
magaja zaangazowania czesto zaawansowanych technik probabilistycznych i
numerycznych. Nawet w ramach standardowego modelu Blacka-Scholesa wy-
cena niektérych instrumentéw pochodnych jest trudna. Przyktadem moga
by¢ tu opcje na stope procentowa. Wycena i efektywne zabezpieczanie opcji
na stope procentowa moga przysparza¢ w wielu sytuacjach spore trudno-
§ci (Brigo-Mercurio [3]|, Rutkowski [16], Gupta-Subrahmanyam [8]). Jedna
z takich sytuacji ma miejsce, gdy termin wyplaty opcji na stope procen-
towa jest niestandardowy. Funkcja wyplaty takiej opcji uzalezniona jest od
dwoch réznych, skorelowanych stop procentowych. Aby dobrze wyceniaé
takie instrumenty musimy znaé rozktad taczny proceséw od ktérych uza-
lezniona jest funkcja wyptaty. Dodatkowym i bardzo istotnym czynnikiem
komplikujacym wycene jest potrzeba dostosowania modeli matematycznych
do obserwowalnych, rzeczywistych zachowan rynkowych takich jak volatility
smile (Andreasen [1], Brigo-Mercurio [2], Mercurio [12], Rebonato [14], [15]).
Efekt volatility smile polega na zréznicowaniu wartosci wspo6tczynnika zmien-
nosci tego samego aktywu finansowego w zaleznosci od poziomu kursu wy-
konania kontraktu opcyjnego. Model Blacka-Scholesa zaklada tymczasem,
ze wspoélczynnik zmienno$ci danego aktywu finansowego jest staly. Wpro-
wadzenie modeli local volatility (Dupire [6], [7], Derman-Kani [4], [5]) mialo
na celu ostabié¢ rygorystyczne zatozenie o stalym wspoétczynniku zmiennosci
w modelu Blacka-Scholesa. Mimo tego, ze modele te skutecznie mozna kali-
browaé¢ do obserwowanych wielkosci rynkowych, to jednak w przypadku dy-
namicznego zabezpieczania pozycji opcyjnych, zaktadaja odwrotny, do prze-
widywanego przez rynek, kierunek zmian wartosci wspoétczynnika zmienno-



sci (Hagan-Kumar-Lesniewski-Woodward [9]). Dlatego modele local volati-
lity coraz czeSciej zastepowane sa modelami stochastic volatility, w ktorych
wspotczynnik zmiennosci jest zadanym procesem stochastycznym. Bardzo
popularnym modelem tego typu jest model SABR zaproponowany przez Ha-
gana, Kumara, Lesniewskiego oraz Woodward [9], gdzie za pomoca techniki
nazywanej ,singular perturbation autorzy wyprowadzili analityczna postac
aproksymacji wspétczynnika zmiennoéci implikowanej opcji na aktywo, kto-
rego dynamika zostata zadana tym modelem. Dzieki temu wyprowadzona

zostata analityczna postaé aproksymacji ceny opcji waniliowej w modelu
SABR.

W swojej pracy zrealizowatem dwa gltéwne cele. Z jednej strony, dla modeli
z dynamikami zadanymi rozktadem lognormalnym, zaprezentowatem nowa
technike probabilistyczna, dzieki ktorej wycena ztozonych instrumentéw po-
chodnych w tym modelu znacznie si¢ upraszcza. Umiejetnos¢ wyceny in-
strumentéw pochodnych w modelu lognormalnym jest bardzo istotna z racji
tego, ze konwencje rynkowe zbudowane sg na bazie modelu Blacka-Scholesa,
w ktéorym ceny aktywow finansowych modelowane sa rozktadem lognormal-
nym. Model Blacka-Scholesa i jego odpowiednik typu local volatility sa
punktem odniesienia dla innych modeli. Z drugiej strony w pracy zapre-
zentowalem nowe wyniki dotyczace modelu SABR. W szczegdlnosci przed-
stawitem uogolnienie wzoru Blacka-Scholesa na wycene opcji waniliowej w
szczegolnym przypadku modelu SABR tzw. lognormal stochastic volatility
model. Dodatkowo, bazujac na pomystach wyceny zlozonych instrumentéw
pochodnych w modelach z dynamikami zadanymi rozktadem lognormalnym,
wyprowadzitem analogiczne wyniki dla modelu SABR.

Gléwne rezultaty rozprawy

1. Badalem dwa procesy stochastyczne X;,Y; o dynamikach zadanych
réwnaniami:
dXt == UXXtth,
dY; = oyYdZ,
gdzie ox, oy s3 dodatnimi statymi, W, Z sa skorelowanymi ruchami

Browna oraz:

d(W, Z), = pdt.

Dla tych proceséw stochastycznych X, Y; oraz odpowiednich funkcji
f, rozpatrywalem warunkowe wartosci oczekiwane E[f (X, Y;)|Y;]. W
szczegolnosci dla wybranych funkcji f oraz procesu stochastycznego:

[0,T] 5 t = E[f (X, V1)[Y3] =: Z4()

wyprowadzitem algebraiczne wzory reprezentujace ciagte wersje pro-
cesow Zy(f). Dla ustalonego ¢t > 0, K > 0 oraz mierzalnych funkcji



_|_
p, q, rozpatrywalem funkcje f postaci: f(z,y) = (p(t):z:—q(t)y—K) )
Otrzymalem nastepujace wyniki:
Xo ;% 2
E[thyvt] _ Wet - (—a +a)Y;a’
0

gdzie a = 22X a p,ox oraz oy sy parametrami modelu.
E[(X _K)+|Yt] = BI(K,h(Y:,1), V(1 _pz)aX)v

E[(p(t) Xi—q(t)Y;—K) " |Vy] = BIK +q(t)Yz, p(t)h(Yy, 1), VE(1 — p?)ox),

gdzie:
h(Yi,t) = E[X¢[Y]

oraz:

BI(K,F,v) = F&(dy) — K®(dy),

F 1,2
_lnF+§v
1=

v
d2:d1—’U,

a ® oznacza dystrybuante standardowego rozktadu normalnego.

Wykazatem, ze znajomos¢ algebraicznego wzoru na posta¢ warunkowe;j
wartosci oczekiwanej E[f(Xy,Y;)|Y;] znacznie utatwia wycene wybra-
nych instrumentéw pochodnych. Istotnie, wycena instrumentéw po-
chodnych sprowadza sie do obliczenia wartosci oczekiwanej E[f (X, Y7)].
7 prawa iterowanej wartosci oczekiwanej otrzymujemy E[f(X;,Y;)] =
EE[f (X}, Y:)|Y:]. Tym samym wycene instrumentu pochodnego o funk-
cji wyplaty uzaleznionej od Xy oraz Y; sprowadzamy do obliczenia war-
tosci oczekiwanej funkcji od Y;. Zaprezentowane przyktady obejmuja
wycene kontraktu Quanto Constant Maturity Swap, wycene opcji na
stope procentowa z przesunietym terminem wyplaty oraz wycene opcji
na spread.

. Uogblnitem wyniki uzyskane w modelu lognormalnym ze stalym wspot-
czynnikiem zmiennosci na przypadek modelu, w ktérym wspoétczynniki
zmiennodci ox, oy s3 deterministycznymi funkcjami czasu. Powstaly
w ten spos6b model nalezy do klasy modeli local volatility model. Dla
tego modelu wyprowadzitem posta¢ warunkowej wartosci oczekiwanej
E[(p(t)X: — q(t)Y; — K)*|Yy]. Rozpatrywane byly przypadki kolejno
p=1l,g=0o0raz K =0,p=1, q=0 oraz K > 0 i przypadek p > 0,
q > 0 oraz K > 0.



3. Dalej badalem model stochastic volatility SABR. Rozpatrywatem w
tym celu dwa procesy Xy, Y; o dynamikach zadanych réwnaniami:

dX, = Y, X/ dw,,
dYy = oYdZy,

gdzie W, Z sa ruchami Browna oraz d(W,Z), = pdt, p € (—1,1),
B€0,1],0 >0, Xg>0,Y; >0.

Jest to obecnie jeden z najbardziej popularnych modeli stochastic vo-
latility, w ktérym wspoétczynnik reprezentujacy zmienno$é¢ procesu,
reprezentujacego warto$¢ aktywu finansowego, jest procesem stocha-
stycznym o rozktadzie lognormalnym. Popularno$é swg model ten
zawdziecza bardzo duzej doktadnoéci kalibracji do danych rynkowych
(West [17]) oraz wysokiej efektywnosci podczas dynamicznego zabez-
pieczania pozycji opcyjnych (Hagan et.al [9]). Najwiecej uwagi po-
Swiecitem szczegélnemu przypadkowi tego modelu, gdy jeden z para-
metrow jest znany i rowny 8 = 1. Ciekawe wyniki w tym modelu, ktoére
daly poczatek moim badaniom, zaprezentowal Jourdain [11]. Zauwa-
zylem, ze po rozwiazaniu odpowiednich réwnan rekurencyjnych, po-
trafimy wyznaczy¢ algebraiczny wzor na posta¢ wybranych wartosci
oczekiwanych proceséw stochastycznych zwigzanych z modelem SABR
z parametrem 8 = 1. W szczegblnosci dotyczy to wartosci oczekiwa-
nych postaci E(In X;)", gdy n jest dowolna liczba naturalng, a X; jest
procesem stochastycznym zadanym dynamiks modelu SABR z parame-
trem 8 = 1. W rezultacie zaproponowatem nowy sposéb przyblizenia
momentéw procesu SABR postaci IEX? dla § > 1:

N §n
EX) ~ ) —E(n X)".
n=0

Ostatni wynik postuzyt miedzy innymi do wyceny kontraktow Con-
stant Maturity Swap.

4. W dalszej kolejnosci udowodnitem, ze w modelu SABR dla parametru
B = 1, funkcja charakterystyczna procesu reprezentujacego logarytm
naturalny wartosci aktywu finansowego In X3, jest catkowalna i dzieki
aproksymacji tej funkcji charakterystycznej, zaproponowalem zupetnie
nowy sposob przyblizonej wyceny opcji waniliowej w modelu SABR dla
parametru 8 = 1:

M&—Kﬁ=[iw—memw

gdzie:
1 o0 )
gmwz—/ e by, (5)ds

2 J_

4



oraz:
n

E(ln X;)".

n

N~ ()
¢%(S)“’§: |
n=0 .

5. Udowodnilem, ze dla ustalonego ¢t > 0 gesto$¢ gx, zmiennej losowej X
istnieje i jest rowna (r > 0):

gXt(T) :E[ @/( Xo IU'Z)]’
royz gy

gdzie puz, 0z sa okreslonymi zmiennymi losowymi.

6. Zaprezentowalem i wyprowadzitem, po raz pierwszy w tej pracy, wzory
na ceny opcji waniliowych w w modelu SABR dla parametru g = 1,
ktore sa uogdlnieniem znanych wzoréw Blacka. Otrzymatem nastepu-
jace wzory:

02
E[X; — K]" = XE[e"” "% ®(dy)] — KE®(dy),
0_2
E[K — X,]* = KE®(—ds) — XOIE[e“Z+TZ<I>(—d1)],

gdzie, dla ustalonego t > 0, uz,0z,d1,ds sa odpowiednimi zmiennymi
losowymi. Wynik ten jest zgodny z intuicja, poniewaz model SABR z
parametrem = 1 powstaje w wyniku zamiany stalego wspoétczynnika
zmiennosci, w modelu Blacka, na proces stochastyczny o rozktadzie
lognormalnym.

7. W modelu SABR dla g € (0,1), wyznaczylem algebraiczny wzor na
szczegblny moment (IEIXt2 (-5 )) procesu stochastycznego zadanego dy-
namika tego modelu:

2

Ex}P = x2P 41— p)(1 — 2ﬁ)%[e02t —1).

Obserwacja ta zostala wykorzystana do wyceny kontraktow CMS w
niniejszym modelu. Uzyskany wynik jest formuta w modelu SABR
analogiczng do zaprezentowane]j przez Hagana [10] formuly w modelu
lognormalnym.
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