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W rozprawie zawarto wyniki bada« dotycz¡cych u»yteczno±ci stanów dwu
ukªadów do nast¦puj¡cych zada« komunikacyjnych z zakresu kwantowej infor-
macji:

1. prywatna komunikacja

2. kwantowa komunikacja

Zadanie pierwsze wi¡»e si¦ z mo»liwo±ci¡ destylacji klucza kryptogra�cznego, za-
danie drugie z mo»liwo±ci¡ destylacji maksymalnie spl¡tanych stanów. Je»eli stan
jest spl¡tany, ale nie mo»na z niego wydestylowa¢ maksymalnego spl¡tania, mó-
wimy »e ma zwi¡zane spl¡tanie. W rozprawie badano wzajemne zwi¡zki mi¦dzy
powy»szymi zadaniami oraz ich powi¡zanie z nast¦puj¡c¡ matematyczn¡ klasy-
�kacj¡ stanów dwóch ukªadów. Mianowicie ka»dy stan dwóch ukªadów nale»y do
jednego z dwóch zbiorów:

• zbioru stanów PPT czyli stanów o dodatniej cz¦±ciowej transpozycji (ang.
Positive Partial Transpose), wszystkie stany PPT s¡ niedestylowalne, w
szczególno±ci do zbioru PPT nale»¡ stany separowalne; albo do

• zbioru stanów NPT czyli stanów o niedodatniej cz¦±ciowej transpozycji
(ang. Nonpositive Partial Transpose), jest wci¡» otwartym problem czy
wszystkie stany NPT s¡ destylowalne czy te» istniej¡ stany NPT niedesty-
lowalne (tzw. stany NPT o zwi¡zanym spl¡taniu).

W rozprawie skupiono si¦ na dwóch problemach:

1. problem destylowalno±ci prywatnego klucza ze spl¡tanych stanów PPT
(rozdziaª 3),

2. problem istnienia stanów NPT o zwi¡zanym spl¡taniu (dwa podej±cia za-
prezentowano w rozdziaªach 4 i 5).

1



1 Destylowalno±¢ klucza ze spl¡tanych stanów PPT

Kwantowa kryptogra�a jest jednym z najszerzej rozpoznawanych praktycznych
zastosowa« kwantowej informacji. Komercyjne rozwi¡zania s¡ sprzedawane np.
przez ID Quantique1 i MagiQ Technologies2. Szeroko w praktyce stosowan¡ cz¦-
±ci¡ kwantowej kryptogra�i jest Kwantowa Dystrybucja Klucza. Kwantowa dys-
trybucja klucza nie wprowadza nowych kryptogra�cznych algorytmów, ale nowe
protokoªy dystrybucji prywatnego klucza. W praktycznej kryptogra�i wykorzy-
stuje si¦ algorytm z symetrycznym kluczem (np. 3DES) do szyfrowania prze-
kazywanych danych, lecz ów klucz jest cz¦sto zmieniany. Do przekazywania no-
wych kluczy u»ywa si¦ protokoªów kryptogra�cznych z publicznym kluczem (np.
RSA). Protokoªy kwantowej dystrybucji klucza s¡ w tym kontek±cie alternaty-
w¡ dla protokoªów z publicznym kluczem. Pierwsze hybrydowe systemy z wy-
korzystaniem kwantowej dystrybucji klucza zostaªy utworzone przy wspóªpracy
�rm Senetas3 i ID Quantique. Protokoªy z publicznym kluczem opieraj¡ si¦ na
praktycznej niemo»liwo±ci rozwi¡zania trudnego (lub prawdopodobnie trudnego)
problemu matematycznego (np. faktoryzacja), podczas gdy protokoªy kwantowej
dystrybucji klucza s¡ oparte na �zycznej niemo»liwo±ci podsªuchiwania: próba
podsªuchu prowadzi do wprowadzenia szumu, który mo»e zosta¢ wykryty przez
komunikuj¡ce si¦ strony (dzisiejsze implementacje kwantowej dystrybucji klucza
nie s¡ pozbawione pewnych problemów w tym wzgl¦dzie).

W 2003 roku, w pracy [1] pokazano, »e ze stanów PPT o zwi¡zanym spl¡ta-
niu mo»na uzyskiwa¢ prywatny klucz. Wynik ten byª wówczas do±¢ zaskakuj¡cy,
gdy» w tamtym czasie dowody bezpiecze«stwa protokoªów typu przygotuj i zmierz

(podklasa protokoªów kwantowej dystrybucji klucza) polegaªy na pokazaniu ich
równowa»no±ci z destylacj¡ stanów maksymalnie spl¡tanych, co doprowadziªo
do przekonania, »e bezpiecze«stwo kwantowej kryptogra�i jest zawsze zwi¡zane
z destylacj¡ stanów maksymalnie spl¡tanych. Podej±cie do uzyskiwania klucza
prywatnego ze stanów PPT przyj¦te w [1] polega na przybli»aniu tzw. prywat-
nego bitu (zwanego w skrócie pbitem) stanem nale»¡cym do zbioru stanów PPT.
Podej±cie to powodowaªo, »e uzyskiwane stany PPT o destylowalnym kluczu byªy
wysokowymiarowe.

W rozdziale 3 prezentujemy rezultaty opublikowane w [2, 3] gdzie u»yto inne-
go podej±cia opartego o mieszanie ortogonalnych prywatnych bitów. To podej±cie
pozwala na uzyskiwanie stanów PPT o destylowalnym kluczu nawet niskowymia-
rowych, pocz¡wszy od wymiaru 4⊗ 4. Rozwa»amy dwa przypadki

• Mieszanie dwóch prywatnych bitów. W tym przypadku podajemy ilo±¢ pry-
watnego klucza, który mo»na wydestylowa¢ z mieszanki dwóch pbitów za
pomoc¡ protokoªu Devetaka-Wintera [4]. Spo±ród mieszanek dwóch spe-
cjalnie dobranych pbitów wskazujemy spl¡tane stany PPT.

• Mieszanie czterech prywatnych bitów. W tym przypadku podajemy czy

1http://www.idquantique.com/
2http://www.magiqtech.com/
3http://www.senetas.com/
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z danej mieszanki czterech pbitów mo»na uzyska¢ prywatny klucz za pomo-
c¡ rekurencji i protokoªu Devetaka-Wintera (jest to warunek dostateczny
i ma on charakter egzystencjalny � nie podajemy ilo±ci uzyskiwanego pry-
watnego klucza). Spo±ród mieszanek specjalnie dobranych czterech pbitów
wskazujemy spl¡tane stany PPT o destylowalnym kluczu znajduj¡ce si¦
dowolnie blisko zbioru stanów separowalnych.

Prywatny bit lub pbit to stan z którego Alicja i Bob mog¡ uzyska¢ bit pry-
watnego klucza przez bezpo±redni pomiar tzw. cz¦±ci klucza: Alicja mierzy swój
podukªad klucza (oznaczany liter¡ A) a Bob mierzy swój podukªad klucza (ozna-
czany liter¡ B) w wyniku czego uzyskuj¡ ten sam wynik, z równym prawdopodo-
bie«stwem uzyskiwany przez nich wynik jest zerem lub jedynk¡ i uzyskany wynik
pomiaru jest nieznany nikomu innemu poza Alicj¡ i Bobem. Pbit w tak zwanej
X-postaci jest dany przez

γ(X) =
1
2


√
XX† 0 0 X
0 0 0 0
0 0 0 0
X† 0 0

√
X†X

 (1)

gdzie X jest dowolnym operatorem speªniaj¡cym ‖X‖ = 1. Pbit ma cztery po-
dukªady: ABA′B′ gdzie macierz blokowa (1) reprezentuje podukªad AB a bloki
tej macierzy s¡ operatorami dziaªaj¡cym na podukªad A′B′. Podukªady A i B s¡
podukªadami jednokubitowych a wymiary podukªadów A′ i B′ musz¡ by¢ wi¦k-
sze b¡d¹ równe 2, zakªadamy »e wymiary A′ i B′ s¡ sobie równe i oznaczamy ich
wymiar przez d. Podukªad AA′ nale»y do Alicji, a podukªad BB′ nale»y do Boba.
Podukªad AB nazywamy cz¦±ci¡ klucza a podukªad A′B′ tarcz¡ (nazewnictwo
to dotyczy równie» mieszanek pbitów rozwa»anych poni»ej) Najni»szy wymiar
w których istnieje pbit to 4⊗ 4, tzn. wszystkie 4 podukªady s¡ jednokubitowe.

W rozdziale 3 prezentujemy klas¦ C � zbiór stanów, mieszanek czterech od-
powiednio dobranych ortogonalnych pbitów. Nast¦pnie dla klasy C podajemy
warunki PPT, warunki destylowalno±ci klucza i warunki separowalno±ci. Posia-
danie tych warunków pozwala nam zaprezentowa¢ stany PPT nale»¡ce do klasy
C z których mo»na wydestylowalnym prywatny klucz a znajduj¡ce si¦ dowolnie
blisko zbioru stanów separowalnych. Poni»ej zamieszczam bardziej szczegóªowy
opis.

Mieszanie czterech pbitów De�niujemy klas¦ stanów C speªniaj¡c¡ trzy wa-
runki:

1. Stan nale»¡cy do klasy C jest mieszank¡ czterech pbitów

% = λ1γ
+
1 + λ2γ

−
1 + λ3γ

+
2 + λ4γ

−
2 (2)

gdzie prywatne bity s¡ dane przez

γ±1 = γ(±X) γ±2 = σAx γ(±Y )σAx . (3)
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2. Mi¦dzy operatorami X i Y zachodzi relacja

Y =
XΓ

‖XΓ‖
(4)

i, z de�nicji pbitu, s¡ one unormowane, czyli ‖X‖ = 1 i ‖Y ‖ = 1.

3. Operatory X i Y musz¡ by¢ takie, »e
√
XX†,

√
X†X,

√
Y Y †,

√
Y †Y s¡

operatorami PPT-inwariantnymi, tzn. musz¡ speªnia¢ A = AΓ.

Stany klasy C maj¡ nast¦puj¡c¡ posta¢ blokow¡

% =
1
2


(λ1 + λ2)

√
XX† · · (λ1 − λ2)X

· (λ3 + λ4)
√
Y Y † (λ3 − λ4)Y ·

· (λ3 − λ4)Y † (λ3 + λ4)
√
Y †Y ·

(λ1 − λ2)X† · · (λ1 + λ2)
√
X†X

 .
(5)

Operator X W szczególno±ci operator X u»yty w de�nicji klasy C mo»e mie¢
posta¢

X =
1
u

d−1∑
i,j=0

uij|ij〉〈ji| (6)

gdzie uij s¡ elementami jakiej± macierzy unitarnej zadanej na przestrzeni Cd, a

u =
d−1∑
i,j=0

|uij|. (7)

Alternatywna parametryzacja Zamiast parametrów λi mo»na parametry-
zowa¢ klas¦ C za pomoc¡ trzech parametrów p, α i β zadanych przez

p ≡ λ1 + λ2 ∈ [0, 1] α ≡ λ1 − λ2

λ1 + λ2
∈ [−1, 1] β ≡ λ3 − λ4

λ3 + λ4
∈ [−1, 1]. (8)

Warunki PPT De�nicja klasy C pozwala na uzyskanie prostych warunków
PPT. Je»eli

|λ1 − λ2| ¬ (1− λ1 − λ2)‖XΓ‖−1 (9)

|λ3 − λ4| ¬ (λ1 + λ2)‖XΓ‖ (10)

to stan nale»¡cy do klasy C jest stanem PPT.

Warunek destylowalno±ci klucza Je±li stan z klasy C speªnia warunek

(λ1 − λ2)2 > (λ1 + λ2)(1− λ1 − λ2). (11)

to mo»na z niego wydestylowa¢ prywatny klucz za pomoc¡ pomiaru cz¦±ci klu-
cza w bazie standardowej oraz zastosowania rekurencji i protokoªu Devetaka-
Wintera.
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PPT

separable

%̃1
%̃H

%sep

γ+1

γ+2

%max

p =
1

2

α = 1

β = ‖XΓ‖ = 1√
2

p = λ̃1 =
1

1 + ‖XΓ‖ ≈ 0.586

α = β = 1

p = pmax =
2

3

α = ‖XΓ‖ = 1√
2

β = 1

Rysunek 1: Klasa stanów PPT o destylowalnym kluczu (linia ci¡gªa), ze stanów
tej klasy mo»na uzyska¢ prywatny klucz dowolnie blisko seporawalnego stanu
%sep.

Warunki separowalno±ci Je±li stan z klasy C wymiaru 4 ⊗ 4 gdzie operator
X zadany jest równaniem (6) speªnia warunki

λ1 ¬
1
2

(12)

λ2 ¬
1
2

(13)

|λ3 − λ4| ¬ (λ1 + λ2)‖XΓ‖ (14)

|λ3 − λ4| ¬ (1− λ1 − λ2)‖XΓ‖ (15)

to jest stanem separowalnym.

Klucz ze stanów PPT dowolnie blisko stanów separowalnych Rozwa»-
my podklas¦ stanów C wymiaru 4 ⊗ 4 gdzie operator X zadany jest równaniem
(6). Jako macierz U w de�nicji operatora X bierzemy bramk¦ Hadamard.

Rysunek 1 ilustruje dwie podklasy

1. Klas¦ %̃H reprezentowana przez lini¦ kreskowan¡ b¦d¡c¡ mieszank¡ dwóch
pbitów γ+

1 and γ+
2 . Wi¦kszo±¢ stanów tej klasy to stany NPT za wyj¡tkiem

jednego stanu %̃1, który jest stanem PPT.

2. Klasa reprezentowana przez lini¦ ci¡gª¡ od %sep przez %̃1 do %max. Jest to
klasa stanów PPT i z ka»dego stanu tej klasy za wyj¡tkiem kra«cowych %sep
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i %max
4 mo»na wydestylowa¢ prywatny klucz. W szczególno±ci do tej klasy

nale»¡ stany PPT o destylowalnym kluczu le»¡ce dowolnie blisko stanu %sep,
a w zwi¡zku z tym dowolnie blisko zbioru stanów separowalnych.

Stany tej klasy otrzymuje si¦ wybieraj¡c parametr p ∈ [1
2 , pmax] gdzie p = 1

2
daje %sep, a pmax = (1+‖XΓ‖2)−1 = 2

3 daje %max. Parametry α i β ustalamy
wedªug wzorów

α = min(1, α1) β = min(1, α−1
1 ) (16)

gdzie

α1 =
1− p
p
‖XΓ‖−1 =

1− p
p

√
2. (17)

Przedziaª p ∈ [1
2 , λ̃1] gdzie λ̃1 = 1

1+‖XΓ‖ jest reprezentowany przez odcinek

od %sep do %̃1, a przedziaª p ∈ [λ̃1, pmax] jest reprezentowany przez ªuk od
%̃1 do %max.

Dostateczny warunek destylowalno±ci klucza W rozdziale 3 dowodzimy
dostateczny warunek destylowalno±ci klucza z ogólnych stanów:

Proposition 1 Dla dowolnego stanu

% =


A B C D
B† E F G
C† F † H I
D† G† I† J

 (18)

je±li

max(‖D‖2, ‖F‖2) >
1
4

(‖A‖+ ‖J‖)(‖E‖+ ‖H‖) (19)

wówczas Alicja i Bob mog¡ z wielu kopii stanu % wydestylowa¢ prywatny klucz

stosuj¡c najpierw do cz¦±ci klucza stanu % twirling Λ′XX◦ΛZZ a nast¦pnie mierz¡c

cz¦±¢ klucza wielu kopii stanu % i na koniec stosuj¡c do uzyskanych wyników

pomiarów rekurencj¦ i protokóª Devetaka-Wintera.

Operacje twirlingu de�niujemy jako

Λ′XX(%) =
1
2

(%⊗ |0〉〈0|+ σ̂x ⊗ σ̂x(%)⊗ |1〉〈1|) (20)

ΛZZ =
1
2

(̂I⊗ Î + σ̂z ⊗ σ̂z) (21)

gdzie Û% = U%U †, a σx i σz s¡ macierzami Pauliego.

4W przypadku %max nie wiemy czy mo»na z niego uzyska¢ klucz prywatny, wiemy tylko »e
nie mo»na z niego uzyska¢ prywatnego klucza nasz¡ metod¡
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W rozdziale 3 porównujemy równie» zastosowanie samego protokoªu Devetaka-
Wintera i protokoªu Devetaka-Wintera z uprzednim zastosowaniem rekurencji
w kontek±cie poziomu tolerowanego biaªego szumu (w tym porównaniu stosuje-
my mieszanki dwóch pbitów). Porównujemy równie» maksymaln¡ entropi¦ von
Neumanna stanów PPT o destylowalnym kluczu b¦d¡cych mieszankami dwóch
i czterech pbitów. Rozwa»amy te» zwi¡zek naszych wyników z destylowalno±ci¡
spl¡tania przez kanaªy typu erasure. Na koniec podajemy wystarczaj¡cy warunek
destylowalno±ci klucza dla ogólnych stanów.

2 Destylacja stanów NPT Wernera za pomoc¡

wªasno±ci 12

Problem istnienia stanów NPT o zwi¡zanym spl¡taniu jest problemem otwar-
tym od czasu publikacji [5]. Od czasu tej publikacji uzyskano wiele cz¦±ciowych
rezultatów. W szczególno±ci pokazano, »e wystarczy skupi¢ si¦ na klasie sta-
nów Wernera, gdy» je±li istniej¡ stany NPT o zwi¡zanym spl¡taniu to istniej¡
równie» stany Wernera NPT o zwi¡zanym spl¡taniu [6]. Formalnie stan % jest
n-destylowalny je»eli n kopii stanu % mo»na lokalnie sprojektowa¢ by uzyska¢
dwu kubitowy stan NPT.

W rozdziale 4 prezentujemy rezultaty opublikowane w [7]. Koncentrujemy
uwag¦ na stanie Wernera okre±lonym na przestrzeni 4⊗ 4 i b¦d¡cym najbardziej
spl¡tanym spo±ród tzw. podejrzanych (ang. suspicious) stanów Wernera. Oznacz-
my ten stan przez %W . Przypuszcza si¦, »e stan %W jest niedestylowalny [8, 9],
dlatego rozwa»amy warunek na jego n-niedestylowalno±¢ (zamiast warunku na
jego n-destylowalno±¢). Tªumaczymy warunek n-niedestylowalno±ci stanu %W na
warunek nazywany wªasno±ci¡ 1

2 (ang. half-property) postaci

sup
φ2∈SR2

〈φ2|Qn|φ2〉 ¬
1
2
. (22)

gdzie SR2 to zbiór stanów o rz¦dzie Schmidta dwa, aQn jest pewnym projektorem
którego posta¢ zale»y od n, w szczególno±ci Q2 ma posta¢

Q2 = Φ⊥+ ⊗ Φ+ + Φ+ ⊗ Φ⊥+. (23)

gdzie

Φ+ =
d−1∑
i,j=0

|ii〉〈jj| Φ⊥+ = I− Φ+. (24)

Stan %W jest n-niedestylowalny wtedy i tylko wtedy gdy wªasno±¢ 1
2 jest dla n

speªniona. Je±li dla danego stanu φ2 zachodzi 〈φ2|Qn|φ2〉 ¬ 1
2 wówczas mówimy,

»e stan φ2 ma wªasno±¢ 1
2 .

Wiadomo, »e %W jest 1-niedestylowalny. W pierwszej kolejno±ci rozwa»amy
problem jego 2-niedestylowalno±ci. Nie rozwi¡zujemy problemu 2-niedestylowalno±ci
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%W , ale podajemy szerokie klasy stanów o rz¦dzie Schmidta dwa które maj¡ wªa-
sno±¢ 1

2 dla n = 2. W szczególno±ci tªumaczymy problem wªasno±ci 1
2 dla n = 2

na problem z zakresu analizy macierzowej:

Równowa»ny problem macierzowy Wªasno±¢ 1
2 postaci (22) jest speªniona

dla n = 2 je±li dla ka»dego operatora X postaci

X = A⊗ I + I⊗B (25)

gdzie A i B s¡ operatorami dziaªaj¡cymi na przestrzeni C4 i speªniaj¡cymi

TrA = TrB = 0, TrA†A+ TrB†B =
1
d
. (26)

suma dwóch najwi¦kszych warto±ci singularnych nie prakracza 1/2

σ2
1 + σ2

2 ¬
1
2
. (27)

W rozprawie rozwi¡zujemy ten problem dla macierzy normalnych, z czego
wynika, »e wszystkie stany o rz¦dzie Schmidta dwa izomor�czne z macierzami
normalnymi (przez tzw. izomor�zm stanów i operatorów) maj¡ wªasno±¢ 1

2 .

Warunek oparty o rz¦dy Schmidta Wykorzystujemy równie» tzw. wspólne
stopnie swobody (ang. common degrees of freedom) by pokaza¢, »e stan maj¡cy
na ka»dej parze przynajmniej jeden podukªad o jednokubitowym no±niku ma
wªasno±¢ 1

2 :

Theorem 1 Dowolny stan φ speªniaj¡cy(
Sch(A : A′BB′) ¬ d

2
∨ Sch(B : AA′B′) ¬ d

2

)

∧
(

Sch(A′ : ABB′) ¬ d

2
∨ Sch(B′ : AA′B) ¬ d

2

)
(28)

ma wªasno±¢ 1
2 . Wyra»enie Sch(X : Y ) oznacza rz¡d Schmidta stanu φ w ci¦ciu

X versus Y .

Ogólne n Dla ogólnego n obliczamy maksymalne przekrycie stanów produk-
towych φ1 z projektorem Qn i podajemy posta¢ stanów osi¡gaj¡cych maksimum.
Podajemy równie» ograniczenie na przekrycie 〈φ2|Qn|φ2〉 w terminach przekry-
cia 〈φ1|Qn|φ1〉. Niestety to ograniczenie w granicy n → ∞ daje tylko trywialne
ograniczenie, »e przekrycie nie przekracza jedynki. Dla n = 2 podajemy równie»
numeryczne ograniczenia lepsze ni» 3/4 (wynikaj¡ce z 〈φ1|Qn|φ1〉) i przypomi-
namy analityczne ograniczenie 0.74971 < 3/4 udowodnione w [7].
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3 Destylacja za pomoc¡ operacji rozszerzalnych

W rozdziale 5 rozwa»amy inne podej±cie do problemu istnienia stanów NPT
o zwi¡zanym spl¡taniu. Przypomnijmy, »e stan jest destylowalny wtedy i tylko
wtedy gdy Alicja i Bob mog¡ z wielu kopii tego stanu z pewnym prawdopodobie«-
stwem uzyska¢ za pomoc¡ lokalnych operacji i klasycznej komunikacji (LOKK)
stan maksymalnie spl¡tany. Aby udowodni¢ »e stan jest niedestylowalny mo»e-
my pozwoli¢ Alicji i Bobowi na u»ycie nadklasy operacji LOKK uªatwiaj¡cej
rozwa»ania matematyczne. Wówczas, je±li dany stan jest niedestylowalny przy
u»yciu rozwa»anej nadklasy operacji LOKK to jest on równie» niedestylowal-
ny przy u»yciu operacji LOKK. W rozdziale 5 wykorzystujemy klas¦ operacji
k-rozszerzalnych, które w granicy k →∞ d¡»¡ do operacji separowalnych. Mo»-
na mie¢ nadziej¦, »e korzystaj¡c z operacji k-rozszerzalnych uda si¦ udowodni¢
niedestylowalno±¢ niektórych z po±ród podejrzanych stanów Wernera.

Najpierw dla zadanego stanu % rozwa»amy supremum wierno±ci Λ(%) ze sta-
nem maksymalnie spl¡tanym, gdzie supremum jest po wszystkich k-rozszerzalnych
operacjach Λ. Oznaczmy to supremum przez Fk(%). Nast¦pnie pokazujemy zwi¡-
zek warto±ci supremum Fk(%) z dodatnio±ci¡ pewnej macierzy. Wprowadzamy
równie» podklas¦ operacji k-rozszerzalnych zwan¡ operacjami �zmierz-i-przygotuj�
(ang. measure-and-prepare) i pokazujemy zwi¡zek supremum po tej klasie z do-
datnio±ci¡ pewnej macierzy o mniejszym wymiarze, ale parametryzowanej k pa-
rametrami.

Pokazujemy, »e � chocia» operacje k-rozszerzalne w pewnym sensie zmierzaj¡
do operacji separowalnych dla du»ych warto±ci k � to maj¡ one nadspodziewan¡
siª¦. Przede wszystkim dla dowolnego ustalonego k za pomoc¡ klasy operacji k-
rozszerzalnych ka»dy stan, za wyj¡tkiem maksymalnie zmieszanego, mo»e zosta¢
wydestylowany je±li dana jest odpowiednio du»a liczba kopii. Po drugie nawet
je±li dysponujemy pojedyncz¡ kopi¡ stanu operacje k-rozszerzalne mog¡ wyde-
stylowa¢ z wierno±ci¡ 1 ka»dy stan, który ma (k− 1)-rozszerzalny stan w j¡drze.
W szczególno±ci k-rozszerzalne operacje nie s¡ stabilne ze wzgl¦du na zanurzenie
w wi¦kszej przestrzeni Hilberta.

Dla stanów Wernera uzyskujemy analityczny wzór na F1(%W ) postaci

F1(%W (γ)) =
1
2

+
1
2

√
1 + 2γ2

4− γ2
(29)

gdzie wykorzystujemy parametryzacje stanów Wernera postaci (pomijamy nie-
istotn¡ w naszym kontek±cie normalizacj¦)

%W (γ) ∼ I− γV. (30)

Wzór (29) uzyskujemy przy u»yciu ortogonalnej bazy liniowej przestrzeni ope-
ratorów komutuj¡cych z operacjami unitarnymi postaci U ⊗ U ⊗ U zaprezento-
wanej w [10]. Analogicznie uzyskujemy analityczny wzór dla podklasy zmierz-i-
przygotuj klasy operacji 1-rozszerzalnych, który w tym przypadku jest identyczny
ze wzorem dla wszystkich operacji 1-rozszerzalnych, czyli jest równy F1(%W ).
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Rysunek 2: Wierno±¢ uzyskiwana przy pomocy operacji 1-rozszerzalnych ze sta-
nów Wernera. Rysunek dobrze ilustruje, »e przy dostatecznie du»ej ilo±ci kopii
ka»dy stan za wyj¡tkiem maksymalnie zmieszanego mo»na wydestylowa¢ z wier-
no±ci¡ dowolnie blisk¡ jedno±ci.

W ko«cu, korzystaj¡c z oblicze« numerycznych, uzyskujemy wykresy F1(%⊗nW )
dla pewnych ilo±ci rozszerze« k i ilo±ci kopii n. W przypadku k = 1 u»ywamy
nadmienionej bazy z [10] co pozwala nam doj±¢ a» do n = 8 (rysunek 2). Dla
k > 1 u»ywamy bezpo±rednich oblicze« numerycznych, cho¢ wysoce zoptymali-
zowanych.

4 Publikacje i wspóªpraca

Rozprawa doktorska bazuje na przytoczonych poni»ej publikacjach przygotowa-
nych we wspóªpracy z Michaªem Horodeckim, Pawªem Horodeckim oraz z Karo-
lem Horodeckim, Marco Piani, Fernando G.S.L. Brandão i Graeme Smith.

Prace dotycz¡ce problemu destylowalno±ci prywatnego klucza ze spl¡tanych
stanów PPT [2, 3]:

• Karol Horodecki, �ukasz Pankowski, Michaª Horodecki, and Paweª Horo-
decki, �Low-dimensional bound entanglement with one-way distillable cryp-
tographic key�, IEEE Trans. Inf. Theory 54, 2621�2625 (2008), arXiv:quant-
ph/0506203

• �ukasz Pankowski and Michaª Horodecki, �Low-dimensional quite noisy
bound entanglement with cryptographic key�, J. Phys. A: Math. Theor.
44, 035301 (2011), arXiv:1008.1226 [quant-ph]

Prace dotycz¡ce problemu istnienia stanów NPT o zwi¡zanym spl¡taniu [7, 11]:
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• �ukasz Pankowski, Marco Piani, Michaª Horodecki, and Paweª Horodecki,
�A few steps more towards NPT bound entanglement�, IEEE Trans. Inf.
Theory 56, 4085�4100 (2010), arXiv:0711.2613 [quant-ph]

• �ukasz Pankowski, Fernando Guadalupe Santos Lins Brandão, Michaª Ho-
rodecki, and Graeme Smith, �Entanglement distillation by means of k-
extendible maps�, arXiv:1109.1779 [quant-ph]
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