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Regeneracja 1 estymacja staloprecyzyjna
dla algorytméw Monte Carlo opartych
na tancuchach Markowa

Krzysztof Latuszynski

Jedna z najwazniejszych dziedzin, w ktorych uzywa sie algorytméow Monte
Carlo opartych na tancuchach Markowa (MCMC) jest statystyka bayesowska,
ktora jako skuteczne narzedzie w budowie ztozonych modeli dobrze opisujacych
rzeczywisto$é¢ odgrywa coraz wieksza role w zastosowaniach statystyki. Nieste-
ty podejécie bayesowskie prowadzi do skomplikowanych rozktadéw a posteriori,
zazwyczaj znanych jedynie z dokladnoscia do statej normujacej, oraz do catko-
wania wzgledem tychze rozkladow.

Dlatego, aby wykorzystaé¢ glowne atuty statystyki bayesowskiej, niezbedne
jest stosowanie algorytméw Monte Carlo opartych na taricuchach Markowa, kto-
re pozwalaja na przyblizone wyznaczenie catki postaci

I:Ajumum, (1)

gdzie 7 jest rozkladem a posteriori, znanym jedynie z dokladnoscig do stalej
normujacej, X jest podzbiorem przestrzeni wielowymiarowej, a f jest funkcja o
wartosciach rzeczywistych. Na przyktad estymator bayesowski dla kwadratowej
funkcji straty jest wartoscia oczekiwana wzgledem rozkladu a posteriori, ktora
jest calka powyzszej postaci z funkcja f(x) = x. Badanie jakosci takich proce-
dur jest kluczowe dla oceny jakosci i przydatnosci estymatoréow uzyskanych w
modelu bayesowskim.

Procedura Monte Carlo do wyznaczania przyblizonej wartosci catki w (1)
polega na symulacji ergodycznego lanicucha Markowa (X,),>0 0 operatorze
przejécia P i rozkladzie stacjonarnym 7w, w ktéorym X,, zbiega wedlug rozkta-
du do 7, oraz na wybraniu postaci estymatora I nieznanej wartosci I. Pierw-
szym algorytmem generowania takiego tancucha Markowa, w sytuacji, gdy stala
normujaca nie jest znana, byl algorytm Metropolisa, zaproponowany w pracy
[Metropolis et al. 1953], a od tego czasu pojawilo sie wiele innych tego tupu pro-
cedur i wiele strategii estymacji (por. [Casella & Robert 1999], [Liu, JS 2001]).

Istniejaca literatura dotyczaca taiicuchow Markowa i ich zastosowan do me-
tod Monte Carlo w duzym stopniu koncentruje si¢ na oszacowaniu szybko-
§ci zbieznosci taricucha Markowa do rozkladu stacjonarnego ([Baxendale 2005],
[Douc et al. 2003], [Jones & Hobert 2004], [Roberts & Tweedie 1999], [Rosenthal 1995b))
oraz asymptotycznych wlasnosciach estymatoréw uzyskanych metoda MCMC



([Jones et al. 2006], [Kipnis & Varadhan 1986], [Meyn & Tweedie 1993]). Nie-
stety wyniki dotyczace tempa zbieznosci do rozkladu stacjonarnego pozwalaja
jedynie kontrolowaé¢ obciazenie estymatoréw i nie przektadaja sie na oszacowa-
nia bledu sredniokwadratowego, czy konstrukcje przedzialéw ufnosci. Z kolei
wyniki asymptotyczne moga okazaé sie w praktyce bezuzyteczne, albo nawet
wprowadzajace w blad ([Roberts & Rosenthal 2005]).

Glownym celem pracy jest uzyskanie dla estymatora I opartego na algoryt-
mie MCMC wynikéw dotyczacych estymacji statoprecyzyjnej, w szczegdlnosci
uzyskanie tzw. (¢ — a)—aproksymacji, czyli

P(I-1>¢)<a. 2)

W analizie taricuchéw Markowa i estymatorow uzyskanych metoda MCMC za-
stosowane zostalo podejscie regeneracyjne, bazujace na lancuchu rozszczepio-
nym. Rozszczepianie taiicuchéow Markowa na ogdlnej przestrzeni stanéw umoz-
liwia podzial trajektorii na niezalezne lub 1-zalezne kawalki i okazuje sie nie-
zwykle skuteczna technika o szerokich zastosowaniach. Metoda ta zostata wpro-
wadzona niezaleznie w pracach [Athreya & Ney 1978] oraz [Nummelin 1978] i
ogromnie rozwinieta w monografiach [Nummelin 1984] i [Meyn & Tweedie 1993].

Wyniki typu (2) znane sg w literaturze dla dyskretnej przestrzeni stanow X
i ograniczonej funkeji f ([Aldous 1987], [Gillman 1998], [Leon & Perron 2004]).
Dla ciaglej przestrzeni stanow X, laiicuchéw jednostajnie ergodycznych (co w
praktyce jest rownowazne zwartosci X') oraz ograniczonej funkcji f znane sa nie-
réwnosci wyktadnicze ([Glynn & Ormoneit 2002], [Kontoyiannis at al. 2005]), z
ktorych (¢ — a)—aproksymacja tatwo wynika.

Dla przestrzeni X ciaglej i niezwartej oraz funkcji f nieograniczonej (z ta-
ka sytuacja mamy do czynienia np. dla wspomnianego wczesniej estymatora
bayesowskiego dla kwadratowej funkcji straty) brak jest tego typu nieasympto-
tycznych rezultatéw i estymacje statoprecyzyjna realizuje sie przez konstrukcje
asymptotycznych przedzialéw ufnosci dla estymatora postaci

Konstrukcja ta wymaga dwoch krokow. Po pierwsze, musi by¢ spelnione cen-
tralne twierdzenie graniczne dla I,,, czyli twierdzenie postaci

I,—1
vn

gdzie UJ% < oo nazywana jest wariancja asymptotyczna. Po drugie, niezbedny jest

—4, N(o, o%), (3)

mocno zgodny estymator &J% wariancji asymptotycznej 0]%. Praca [Jones et al. 2006]
przedstawia aktualny stan wiedzy na temat tej metodologii.

Wyniki rozdziatéw 3 i 4 w pracy doktorskiej dotycza tego wlasnie podejscia.
W rozdziale 3, opartym na pracy [Bednorz, Latala & Latuszynski 2008], dla
taricuchow ergodycznych uzyskany zostal w terminach regeneracji warunek ko-
nieczny i dostateczny dla centralnego twierdzenia granicznego w sensie (3). Oka-
zuje sie, ze centralne twierdzenie graniczne jest spetlnione wtedy i tylko wtedy



gdy skoniczone sa wartosci oczekiwane kwadratéow wycieczek pomiedzy kolejny-
mi regeneracjami. Dodatkowym wynikiem rozdzialu 3 jest rozwiazanie proble-
mu otwartego postawionego w pracy [Roberts & Rosenthal 2005], mianowicie
regeneracyjny dowod centralnego twierdzenia granicznego dla jednostajnie er-
godycznych tancuchéw Markowa przy warunku E, f2 < oo.

Rozdzial 4, oparty na pracy [Bednorz & Latuszyriski 2007], po$wiecony jest
zalozeniom potrzebnym do konstrukcji mocno zgodnych estymatoréw wariancji
asymptotycznej O']%. Ostlabione sg zatozenia przyjete do tej konstrukeji w pracy
[Jones et al. 2006].

Najobszerniejszy rozdzial 5 poswiecony jest uzyskaniu nieasymptotycznych
wynikow typu (2) dla przypadku niezwarte]j przestrzeni stanow X oraz nieogra-
niczonej funkcji f.

Doktadniej, celem tego rozdziatu jest analiza estymatora

It,n = E Z f(X’L) (4)

nieznanej wartosci I przy zalozeniu dryfu w kierunku matego zbioru nastepuja-
cej postaci.

(A.1) Maly zbior. Istnieje C C X, B > 0 oraz miara probabilistyczna v na X,
taka, ze dla wszystkich x € C' oraz A C X

P(z,A) > Bu(A).

(A.2) Dryf. Istnieje funkcja (Lapunowa) V : X — [1,00) oraz stale A < 1 i
K < oo spelniajace warunek

AV (z), if z¢C,
PV(xK{K, it zecC.

(A.3) Nieokresowos¢. Istnieje stala 8 > 0 taka, ze BV(C') > 0.

Przy tych zalozeniach uzyskane sa jawne dolne oszacowania na t oraz n, ktére
gwarantuja (¢ — o) —aproksymacje. Oszacowania te zaleza w sposob jawny od

parametréw estymacji € i a, parametrow dryfu 3, 3, A\, K oraz normy |f2|y =
sup, £2(2)/V ().

Ponadto, oprocz estymatora danego przez (4) przeanalizowany zostal esty-
mator gwarantujacy (¢ — «)—aproksymacje oparty na medianie kilku estyma-
toréw postaci (4) o krotszej trajektorii. Dla malych wartosci a oszacowania
calkowitego kosztu symulacji dla estymatora medianowego okazaly sie lepsze.

Wyniki teoretyczne rozdziatu b zostaly zastosowane do probnikéw Gibbsa dla
hierarchicznego modelu komponentéw wariancyjnych dajac (e—«)—aproksymacje.
Jest to model o bardzo rozlegtych zastosowaniach w réznych galeziach staty-
styki. Dotychczasowa analiza procedur MCMC dla modelu komponentéw wa-
riancyjnych ograniczala sie do gérnych oszacowan na czas burn-in, czyli t w
estymatorze (4), uzyskanych w pracy [Jones & Hobert 2004].

Ostatni, 6 rozdzial porusza nieco odmienng tematyke, mianowicie metody
adaptacyjne. Idea polega na modyfikowaniu operatora przej$cia procesu w za-
leznosci od pewnych informacji zgromadzonych na podstawie dotychczasowego



przebiegu procedury. Z reguly prowadzi to do proceséw stochastycznych, ktore
nie maja wlasnosci Markowa i sa przez to znacznie trudniejsze do badania teo-
retycznego. Z drugiej strony, w procedurach tych wykorzystuje sie dodatkowa
informacje o przebiegu symulacji i jednoczesnie rozszerza si¢ dostepna klase pro-
cesOw stochastycznych, na ktérych oparta jest estymacja. Pozwala to oczekiwaé
znacznego polepszenie wlasnosci estymatorow przy umiejetnym projektowaniu
adaptacji. Symulacje potwierdzaja te oczekiwania, przyklady numeryczne dla
wielu konkretnych algorytméw wskazuja na istotna poprawe efektywnosci es-
tymacji [Roberts & Rosenthal 2006], [Kohn & Nott 2005]. Szczegolnie waznym
przyktadem zastosowania procedur adaptacyjnych jest algorytm Metropolisa z
wielowymiarowym rozktadem normalnym jako rozktadem propozycji, w ktérym
adaptacja pozwala na automatyzacje doboru macierzy wariancji i kowariancji
dla rozkladu propozycji [Atchadé & Rosenthal 2005]. Wiedza teoretyczna na te-
mat wlasno$ci algorytmoéow adaptacyjnych jest jak na razie bardzo ograniczona i
nawet wyniki dotyczace zbieznosci i twierdzen asymptotycznych znane sa tylko
w bardzo szczegblnych przypadkach i zakladaja miedzy innymi stabilizacje ope-
ratorow przejécia w czasie ([Atchadé & Rosenthal 2005], [Kohn & Nott 2005]),
co intuicyjnie odpowiada zblizaniu sie procesu do jednorodnego ergodycznego
taiicucha Markowa.

W rozdziale 6 zostaly udowodnione dwa twierdzenia, jedno w postaci osza-
cowania tempa zbieznosci, a drugie w postaci prawa wielkich liczb dla procedury
adaptacyjnej. W obu twierdzeniach dla operatoréw przejécia zaktada sie waru-
nek stabilizacji wzgledem trajektorii stabszy od warunku stabilizacji w czasie,
przyjmowanego w pracy [Atchadé & Rosenthal 2005] do dowodu analogicznych
twierdzeni, i wynikajacego z warunku stabilizacji w czasie poprzez nier6wnosé
trojkata. Warunek stabilizacji wzgledem trajektorii intuicyjnie oznacza, ze proces
adaptacyjny moze sie zbliza¢ réwniez do niejednorodnego ergodycznego tancu-
cha Markowa i ta niejednorodnosé nie popsuje zbieznosci procedury adaptacyj-
nej.
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