
Modele drapie»nik-o�ara dla popula
ji zestruktur¡. Przypadek Daphnia i selektywnej rybyplanktono»ernej.J�drzej Jabªo«skiStresz
zenie Rozprawy DoktorskiejCelem niniejszej rozprawy jest przedstawienie modelu »erowania selektywnegodrapie»nika na popula
ji o�ar ze struktur¡ wielko±
iow¡ oraz analiza równania dy-namiki popula
ji ze ±miertelno±
i¡ wynikaj¡
¡ z tego modelu. Bardziej sz
zegóªowozajmiemy si� drapie»ni
twem ryby planktono»ernej, »eruj¡
ej na rozwielitka
h Da-phnia.Budowa modelu »erowania zainspirowana jest badaniami zespoªu hydrobiologówUniwersytetu Warszawskiego, w sz
zególno±
i wynikami eksperymentalnymi doty
z¡-
ymi stanu sta
jonarnego rozkªadu wielko±
iowego Daphnia [5, 7℄, agrega
ji plank-tonu [6℄ oraz selektywno±
i drapie»nika [16℄. Punktem wyj±
ia w konstruk
ji modelu»erowania, a w konsekwen
ji ±miertelno±
i o�ar, jest teoria optymalnego »erowania[14, 15, 17, 18, 20℄. Zaproponowano model symula
yjny »erowania drapie»nika, któ-rego strategia polega na optymaliza
ji tempa przywajania energii [13℄. Model symu-la
yjny oraz rozwi¡zania numery
zne modelu popula
yjnego, rozpatrywanego jakorozwi¡zanie ukªadu M
Kendri
ka van Foerstera [1, 21℄, skonfrontowano z danymiempiry
znymi .Analiza matematy
zna modelu dokonana jest przy u»y
iu teorii rozwi¡za« o war-to±
ia
h w przestrzeni miar [3, 9, 10℄. Rozwini�to teori� przestrzeni sko«
zony
hmiar Radona z metryk¡ �at. W sz
zególno±
i uogólniono rezultaty doty
z¡
e aprok-syma
ji [19, 11℄ oraz zaproponowano algorytm obli
zania ograni
zonej odlegªo±
i lip-s
hitzowskiej (ang. �at distan
e) mi�dzy dwiema dyskretnymi miarami o no±niku na
N-elementowym podzbiorze R przy kosz
ie obli
zeniowym Θ(N log N) [12℄. Przed-stawiono tak»e analiz� zbie»no±
i i zªo»ono±
i obli
zeniowej algorytmu EBT [2, 8℄wraz z wynikami do±wiad
zalnymi dla aproksyma
ji rozwi¡za« miarowy
h ukªaduM
Kendri
ka. Opisane zostaªy równie» trzy metody usprawnienia algorytmów 
z¡-1



stek dla tej klasy równa«, wynikaj¡
e bezpo±renio z wyników doty
z¡
y
h teoriiaproksyma
ji.1 Metryki optymalnego transportu na przestrzenimiarW pierwszym rozdziale pra
y wprowadzone s¡ metryki optymalnego transportu naprzestrzeni sko«
zony
h miar Radona, M(X). Gªównym obiektem zainteresowaniajest metryka �at, zde�niowana jako
ρF (µ, ν) = sup

{�
X

fd (µ − ν) : f ∈ BC
0,1

b
(X)(0, 1)

}

,gdzie BX(x, r) ozna
za kul� w przestrzeni X o ±rodku w x i promieniu r, za± C
0,1
b (X)jest przestrzeni¡ funk
ji lips
hitzowski
h, ograni
zony
h z norm¡

‖f‖
C

0,1

b
(X) = max

(

‖f‖C(X) , sup
x,y∈X

|f(x) − f(y)|

‖x − y‖X

)

.Podstawowym wynikiem rozdziaªu jest podanie algorytmu na obli
zenie ρF (
∑N

i=1 miδxi
, 0)dla mi, xi ∈ R o zªo»ono±
i O(N log N). Wynik ten mo»na rozpatrywa¢ jako uogól-nienie na metryk� �at nast�puj¡
ego, prostego faktu za
hodz¡
ego dla metryki 1-Wassersteina. Nie
h µ, ν b�d¡ miarami probability
znymi na R, za± F i G i
h dys-trybuantami, wów
zas

W (µ, ν) = ‖F − G‖L1(R) .W dalszej 
z�±
i rozdziaªu rozwa»ana jest aproksyma
ja ró»ny
h klas miar przezmiary dyskretne. W sz
zególno±
i zostaªy udowodnione nast�puj¡
e twierdzenia.Twierdzenie 1. Nie
h µ b�dzie sko«
zon¡ miar¡ Radona o no±niku zawartym w
[0, 1]. Wów
zas optymalna aproksyma
ja µ w klasie miar dyskretny
h, N-atomowy
hw metry
e �at jest to»sama z optymaln¡ aproksyma
j¡ w metry
e 1-Wassersteina.Twierdzenie 2. Nie
h µ b�dzie dyskretn¡ miar¡ N-atomow¡ o no±niku zawartym w
[0, 1]. Wów
zas bª¡d optymalnej aproksyma
ja µ w klasie miar dyskretny
h N − 1-atomowy
h w metry
e �at sza
uje si� przez

2 ‖µ‖

N2
.Ponadto, istnieje algorytm o zªo»ono±
i O(N) wyzna
zaj¡
y t� aproksyma
j�.2



Twierdzenie 3. Nie
h f b�dzie funk
j¡ Lips
hitzowsk¡ na [0, 1], za± L miar¡ Lebes-gue'a. Wów
zas bª¡d w metry
e �at optymalnej aproksyma
ji fL (miary o g�sto±
i
f wzgl�dem miary Lebesgue'a) w klasie funk
ji prosty
h, kawaªkami staªy
h na Nod
inka
h, sza
uje si� przez

Lip(f)

6
· N−2.2 Równanie dynamiki popula
jiW drugim rozdziale podj�ty jest temat dynamiki popula
ji ze struktur¡ wielko±
iow¡poddanej selektywnemu drapie»ni
twu w uj�
iu miarowym. Rozwi¡zania o warto-±
ia
h w przestrzeni sko«
zony
h miar Radona s¡ naturalnym narz�dziem dla tegoproblemu z trze
h powodów:1. Modele funk
yjne nara»one s¡ na singularno±
i wynikaj¡
e z immanentny
hwªasno±
i pro
esu wzrostu wielko±
iowego.2. Porównanie wyników eksperymentalny
h z wynikami modelu wymaga zastoso-wania metryk mi�dzy rozkªadami.3. Struktura popula
ji jest w swojej isto
ie dyskretna. Operowanie g�sto±
iamirozkªadu w modelu wymaga wi�
 uzasadnienia takiego przej±
ia grani
znego.Podej±
ie miarowe natomiast pozwala unikn¡¢ apriory
zny
h zaªo»e« doty
z¡-
y
h regularno±
i warunków po
z¡tkowy
h. Ponadto rezultat doty
z¡
y sta-bilno±
i modelu w przestrzeni miar zapewnia poprawno±¢ przej±
ia do 
i¡gªy
hrozkªadów pod okre±lonymi warunkami.Rozwa»any model popula
yjny przewiduje dynamik�, rozumian¡ jako funk
j� u :

[0, T ] → M
+[0, smax] dla parametrów:1. pr�dko±
i wzrostu g : [0, T ] × M

+[0, smax] → ([0, smax] → R), okre±laj¡
ejtempo wzrostu osobnika wielko±
i s w 
zasie t przy zadanej strukturze po-pula
ji µ jako g(t, µ)(s),2. ±miertelno±
i m : [0, T ] × M
+[0, smax] → ([0, smax] → R), okre±laj¡
ej prawdo-podobie«stwo ±mier
i osobnika wielko±
i s w 
zasie t przy zadanej strukturzepopula
ji µ w jednost
e 
zasu jako m(t, µ)(s),3. rozrod
zo±
i β : [0, T ] × M
+[0, smax] → ([0, smax] → R), okre±laj¡
ej temporozrodu osobnika wielko±
i s w 
zasie t przy zadanej strukturze popula
ji µ wjednost
e 
zasu jako β(t, µ)(s). 3



Analizowany jest model M
Kendri
ka van Foerstera, zadany jako










∂tu + ∂s(g(t, u)u) + m(t, u)u = 0 for t ∈ T

g(t, u)(0) (DLu(t)) (0) =
� smax

0
β(t, u)(s)u(ds)

u(0) = u0 ∈ M
+[0, smax] .

(1)Zde�niowany jest s
hemat numery
zny EBT [4℄ oraz naszki
owany jest szki
 dowodujego zbie»no±
i [8℄. Nie jest to oryginalny wynik autora. Algorytm EBT oparty jestna idei przybli»enia warunków po
z¡tkowy
h przez miar� dyskretn¡ ∑N

i=1 mi(0)δxi(0)i �±ledzenie� ka»dego atomu osobno przy pomo
y równania
{

d
dt

xi(t) = g(t,
∑

i∈I mi(t)δxi(t))(xi(t))
d
dt

mi(t) = −m(t,
∑

i∈I mi(t)δxi(t))(xi(t)) · mi(t)
.Dodatkowo na ka»dym od
inku [k∆t, (k + 1)∆t] ±ledzona jest kohorta brzegowa od-powiadaj¡
a nowonarodzonym osobnikom:











d
dt

xB(t) = g(t,
∑

i∈I mi(t)δxi(t))(xB(t))
d
dt

mB(t) = −m(t,
∑

i∈I mi(t)δxi(t))(xB(t)) · mi(t) +
∑

i∈I β(t, u)(xi(t))mi(t)

xB(k∆t) = mB(k∆t) = 0W 
hwila
h b�d¡
y
h wielokrotono±
iami ∆t kohorta brzegowa staje si� kohort¡wewn�trzn¡, za± masa i poªo»enie kohorty brzegowej wra
aj¡ do zera.Na podstawie trze
h twierdze« z poprzedniego rozdziaªu sformuªowano trzy uspraw-nienia do algorytmu EBT zmniejszaj¡
e bª¡d jego aproksyma
ji i rz¡d zbie»no±
i. Za-stosowanie Twierdzenia 1 pozwala na reduk
j� bª�du aproksyma
ji warunków po
z¡t-kowy
h. Twierdzenie 2 pozwala na zmniejszenie zªo»ono±
i algorytmu. Twierdzenie3 pozwala na zwi�kszenie rz�du zbie»no±
i przez mody�ka
j� metody wprowadzaniakohort brzegowy
h.W daleszej 
z�±
i zde�niowany zostaje operator ±miertelno±
iCLOW : M
+[0, smax] →

M
+[0, smax] jako

CLOW [u] =
πv[u]r2u

1 + Thπv[u]
� smax

0
r2(σ)u(dσ)

, (2)gdzie v : M
+[0, smax] → R

≥0 jest argumentem maksymalizuj¡
ym funk
j�
P (u, v) = πv

� smax

0

r2(σ) (e(σ) − A(v))u(dσ) − R(v).4



Udowodniono istnienie oraz jednozna
zno±¢ rozwi¡zania równania (1) dla parame-trów g, m, β speªniaj¡
y
h nast�puj¡
e warunki po
hodz¡
e z biologi
zny
h rozwa»a«: 1. m(t, u)u = CLOW [u]2. funk
je r2 i e s¡ lips
hitzowskie na [0, smax] oraz A, R ∈ C2(R≥0, R),3. po
hodne A′(v) i R′(v) s¡ nieujemne i ±
i±le rosn¡
e,4. A(0) = 0, R(0) > 0,5. limv→∞ A(v) = limv→∞ R(v) = ∞,6. e(s) > 0i r(s) > 0 dla s > 0,7. funk
ja g ma posta¢ wzrostu Bertalan�y'ego, 
zyli g(s) = γ (smax − s) dlapewnej staªej γ,8. β ∈ C
α,1
b ([0, T ] × M

+[0, smax]; C
0,1[0, smax]) oraz β ≥ 0.S
harakteryzowana jest tak»e posta¢ stanu sta
jonarnego równania (1) przy ty
hsamy
h zaªo»enia
h.3 Model ±miertelno±
i wynikaj¡
ej z selektywnego»erowaniaOstatni rozdziaª, ±
i±le zwi¡zany z pra
¡ [13℄, po±wi�
ony jest biologi
znym rozwa»a-niom doty
z¡
ym selektywnego drapie»nika kieruj¡
ego si� wzrokiem oraz modelomodpowiedzi funk
jonalnej, 
harakteryzuj¡
ej strategie drapie»ni
twa, bazuj¡
ym nakon
ep
ji optymalnego drapie»ni
twa. Doty
h
zasowe pra
e korzystaj¡
e z teoriioptymalnego »erowania skupiaj¡ si� na konkretny
h aspekta
h drapie»ni
twa, wyko-rzystuj¡
 optymalne »erowanie jako argument rozstrzygaj¡
y jednostkow¡ hipotez�.Model symula
yjny wprowadzony w tym rozdziale, maj¡
 jako punkt wyj±
iowy mo-del ograni
ze« ru
howy
h i zmysªowy
h drapie»nika, prowadzi do 
aªo±
iowego opisudrapie»ni
twa. Wszystkie parametry wyprowadzonego modelu s¡ �zy
znie mierzalnei nie wymagaj¡ te
hnik dopasowywania do dany
h eksperymentalny
h.Zde�niowany jest model odlegªo±
i reak
ji (minimalnej odlegªo±
i z której wi-dziana jest o�ara) jako równanie

(|C0| · exp(−Cr)) (I0 exp(−KZ))
af 2

r2
= St,5



gdzie Z jest gª�boko±
i¡, K wspóª
zynnikiem ekstynk
ji ±wiatªa, C wspóª
zynni-kiem ekstrynk
ji kontrastu, C0 kontrastem o�ary, f dªugo±
i¡ ogniskowej so
zewkidrapie»nika, a polem przekroju o�ary, I0 intensywno±
i¡ ±wiatªa na powierz
hni iostate
znie St mo»liwo±
i¡ rozdziel
z¡ oka drapie»nika.Na tej podstawie zde�niowano warto±¢ o
zekiwan¡ tempa przy
hodu energety
z-nego jako
E(v, s0) = EP (σ, v, δ + r(σ)) = E (EP (σ, v, δ + r(σ))|δ) =

= E

(� smax

s0

π

Us0

r(σ)2P (σ, v, δ + r(σ)) · u(dσ)

)

=

= π

� ∞

0

� smax

s0

e−Us0
δr(σ)2P (σ, v, δ + r(σ)) · u(dσ)dδ. (3)gdzie v jest pr�dko±
i¡ drapie»nika, s0 minimaln¡ wielko±
i¡ 
hwytanej o�ary, P (σ, v, δ)jest ±rednim tempem przy
hodu energety
znego w pro
esie 
hwytania o�ary wielko-±
i σ z pr�dko±
i¡ v z odlegªo±
i δ, za± Us0

= π
� smax

s0

r2(σ)u(dσ). Maksymaliza
ja
E(v, s0) wzgl�dem parametrów pozwala okre±li¢ optymaln¡ pr�dko±¢ przelotow¡ orazminimalny rozmiar o�ary opªa
alnej do zaatakowania.Ostate
znie model »erowania zde�niowany jest jako nast�puj¡
y pro
es 
hwytaniao�ar:1. Dla ka»dej o�ary w promieniu odlegªo±
i reak
ji obli
z maksimum P (s, v, δ) po

v2. Zaatakuj o�ar� o najwi�kszej warto±
i z pr�dko±
i¡ wyzna
zon¡ z maksymali-za
ji3. Tak dªugo jak nie pojawi¡ si� nowe o�ary w polu widzenia poruszaj si� zpr�dko±
i¡ przelotow¡Tak zde�niowany model prowadzi do realisty
zny
h przewidywa« i pozwala testowa¢ró»ne hipotezy badaw
ze doty
z¡
e »erowania. Jest on jednak trudny do zastosowa-nia przy modelowaniu dynamiki popula
ji. Korzystaj¡
 z faktu, »e w rze
zywisty
h±rodowiska
h wodny
h poziom zag�sz
zenia popula
ji o�ar jest maªy (Eδ >> smax,a prawdopodobie«stwo napotkania dwó
h o�ar w polu widzenia jest zbli»one do 0)wyprowadzone zostaje uprosz
zenie tego modelu do posta
i, któr¡ w j�zyku teoriimiar mo»na przedstawi¢ jako równanie 2.Wyniki model symula
yjnego oraz rozwi¡zania numery
zne modelu popula
yj-nego zostaªy skonfrontowany z danymi empiry
znymi i kryty
znie przedyskutowane.6



Literatura[1℄ A
kleh A. S., Banks H. T., Deng K., 2001, A �nite di�eren
e approximation fora 
oupled system of non-linear size-stru
tured populations, Nonlinear Analysis50 727-748[2℄ Brännström Å., Carlsson L., Simpson D., 2012, On the 
onvergen
e of the Es
a-lator Box
ar Train, arXiv:1210.1444 [math.NA℄[3℄ Carrillo J.A., Colombo R.M, Gwiazda P., Ulikowska A., 2012, Stru
tured popu-lations, 
ell growth and measure valued balan
e laws, J. Di�. Eq. 252: 3245�3277[4℄ De Roos A., D., 1989, Daphnids on a Train, Development and Appli
ation ofA New Numeri
al Method for Physiologi
ally Stru
tured Population Models,Rijksuniversiteit te Leiden[5℄ Gliwi
z, Z. M. 2001. Spe
ies-spe
i�
 population-density thresholds in 
lado
e-rans? Hydrobiologia 442:291�300.[6℄ Gliwi
z Z. M., Masz
zyk P., Jabªo«ski J., Wrzosek D., 2013, Pat
h exploitationby planktivorous �sh and the 
on
ept of aggregation as an antipredation defensein zooplankton, Limnol. O
eanogr. 58: 1621�1639.[7℄ Gliwi
z Z. M., Szyma«ska E., Wrzosek D., 2010, Body size distribution in Da-phnia populations as an e�e
t of prey sele
tivity by planktivorous �sh, Hydro-biologia, Volume 643, Issue 1, pp 5-19[8℄ Gwiazda P, Jabªonski J, Mar
iniak-Czo
hra A, Ulikowska A, Analysis of parti
lemethods for stru
tured population models with nonlo
al boundary term in theframework of bounded Lips
hitz distan
e, arXiv:1309.2408[9℄ Gwiazda P., Lorenz T., Mar
iniak-Czo
hra A., 2010, A nonlinear stru
turedpopulation model: Lips
hitz 
ontinuity of measure valued solutions with respe
tto model ingredients, J. Di�. Eq. 248: 2703�2735[10℄ Gwiazda P., Mar
iniak-Czo
hra A., 2010, Stru
tured population models in me-tri
 spa
es, J. Hyper. Di�. Eq. 7: 733�773[11℄ Jabªo«ski J., Approximation of Radon Measures in Flat Metri
 and Appli
ationsin Modelling, in preparation 7



[12℄ Jablonski J., Mar
iniak-Czo
hra A., E�
ient algorithms 
omputing distan
esbetween Radon measures on R, arXiv:1304.3501[13℄ Jabªo«ski J., Wrzosek D., Fun
tional response resulting from an optimal foragingmodel of a size-sele
tive predator-harvester, submitted.[14℄ Ma
Artur, R.H. and Pianka., 1966. On optimal use of a pat
hy environment.Ameri
an Naturalist 100: 603-609.[15℄ Manatunge, J., Asaeda, T.,1990. Optimal foraging as the 
riteria of prey sele
-tion by two 
entrar
hid �shes, Hydrobiologia 391, 223-240.[16℄ Masz
zyk, P., Gliwi
z, M.Z., 2014. Sele
tivity by planktivorous �sh at di�erentprey densities, heterogeneities, and spatial s
ales, Limnol. O
eanogr. 59(1), 68-78[17℄ Pyke, G.H., Pulliam, H.R. Charnov, E.L. ,1977. Optimal foraging: a sele
tivereview of theory and tests. The Quarterly Rev. of Biology 52, 138-154.[18℄ Pyke, G.H., 1981.Optimal travel speeds of animals. Am.Nat. 118, 475-487.[19℄ Rapoport E. O., Dis
erte Approximation of Continuous Measures and SomeAppli
ations, 2012, Journal of Applied and Industrial Mathemati
s, Vol. 6, No.4, pp. 469-479[20℄ Sih, A. and Christensen, B. 2001. Optimal diet theory: when it works, and whenand why does it fail?, Animal Behaviour 61, 379-390.[21℄ Webb G.F., 1986, Logisti
 models of stru
tured population growth, Computers& Mathemati
s with Appli
ations Vol 12A, pp 527-539, 1986

8


