Modele drapieznik-ofiara dla populacji ze
struktura. Przypadek Daphnia i selektywnej ryby
planktonozerne;j.
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Streszczenie Rozprawy Doktorskiej

Celem niniejszej rozprawy jest przedstawienie modelu zerowania selektywnego
drapieznika na populacji ofiar ze struktura wielkoSciowa oraz analiza réwnania dy-
namiki populacji ze Smiertelnoscig wynikajaca z tego modelu. Bardziej szczegétowo
zajmiemy sie drapieznictwem ryby planktonozernej, zerujacej na rozwielitkach Da-
phnia.

Budowa modelu zerowania zainspirowana jest badaniami zespotu hydrobiologow
Uniwersytetu Warszawskiego, w szczeg6lnosci wynikami eksperymentalnymi dotycza-
cymi stanu stacjonarnego rozktadu wielkosciowego Daphnia [5, 7|, agregacji plank-
tonu [6] oraz selektywnosci drapieznika [16]. Punktem wyjscia w konstrukeji modelu
zerowania, a w konsekwencji $§miertelnoéci ofiar, jest teoria optymalnego zerowania
[14, 15, 17, 18, 20|. Zaproponowano model symulacyjny zerowania drapieznika, kto-
rego strategia polega na optymalizacji tempa przywajania energii [13]. Model symu-
lacyjny oraz rozwigzania numeryczne modelu populacyjnego, rozpatrywanego jako
rozwiazanie uktadu McKendricka van Foerstera [1, 21|, skonfrontowano z danymi
empirycznymi .

Analiza matematyczna modelu dokonana jest przy uzyciu teorii rozwigzan o war-
tosciach w przestrzeni miar [3, 9, 10]. Rozwinieto teorie przestrzeni skonczonych
miar Radona z metryka flat. W szczegdlnodci uogolniono rezultaty dotyczace aprok-
symacji [19, 11| oraz zaproponowano algorytm obliczania ograniczonej odlegtosci lip-
schitzowskiej (ang. flat distance) miedzy dwiema dyskretnymi miarami o no$niku na
N-elementowym podzbiorze R przy koszcie obliczeniowym ©(N log N) [12]. Przed-
stawiono takze analize zbieznosci i ztozonosci obliczeniowej algorytmu EBT [2, §]
wraz z wynikami do$wiadczalnymi dla aproksymacji rozwigzan miarowych uktadu
McKendricka. Opisane zostaly rowniez trzy metody usprawnienia algorytmow cza-



stek dla tej klasy rownan, wynikajace bezposrenio z wynikéw dotyczacych teorii
aproksymacji.

1 Metryki optymalnego transportu na przestrzeni
miar

W pierwszym rozdziale pracy wprowadzone sa metryki optymalnego transportu na
przestrzeni skonczonych miar Radona, 9t(X). Gléwnym obiektem zainteresowania
jest metryka flat, zdefiniowana jako

pr(t,v) = sup { [ fdte=v): 7 € B0 1>} |

gdzie Bx(x,) oznacza kule w przestrzeni X o §rodku w z i promieniu r, zas Cy' (X)
jest przestrzenia funkcji lipschitzowskich, ograniczonych z norma

1A o x) = max (HfHC(X)’ sup M) :

ryex |17 = yllx

Podstawowym wynikiem rozdzialtu jest podanie algorytmu na obliczenie PF(Z@']L m;0z,,0)
dla m;, z; € R o ztozonosci O(N log N). Wynik ten mozna rozpatrywaé jako uogol-
nienie na metryke flat nastepujacego, prostego faktu zachodzacego dla metryki 1-
Wassersteina. Niech p, v beda miarami probabilitycznymi na R, za§ F' i G ich dys-
trybuantami, wowczas

Wpv) = |F — GHLl(R)'

W dalszej czesci rozdziatu rozwazana jest aproksymacja réznych klas miar przez
miary dyskretne. W szczeg6lnosci zostalty udowodnione nastepujace twierdzenia.

Twierdzenie 1. Niech u bedzie skoriczong miarg Radona o nosniku zawartym w
[0,1]. Wowczas optymalna aproksymacja p w klasie miar dyskretnych, N -atomowych
w metryce flat jest tozsama z optymalng aproksymacjg w metryce 1- Wassersteina.

Twierdzenie 2. Niech p bedzie dyskretng miarg N-atomowq o nosniku zawartym w
[0,1]. Wowczas blad optymalnej aproksymacja p w klasie miar dyskretnych N — 1-
atomowych w metryce flat szacuje sie przez

2|l
N2

Ponadto, istnieje algorytm o ztozonosci O(N) wyznaczajgcy te aproksymacie.
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Twierdzenie 3. Niech f bedzie funkcjq Lipschitzowskq na [0,1], za$ L miarq Lebes-
gue’a. Wowczas btgd w metryce flat optymalnej aproksymacji fL (miary o gestosci
| wzgledem miary Lebesgque’a) w klasie funkcji prostych, kawatkami statych na N
odcinkach, szacuje sie przez

Lip(f)

6

N2,

2 Roéwnanie dynamiki populacji

W drugim rozdziale podjety jest temat dynamiki populacji ze struktura wielko$ciowsa
poddanej selektywnemu drapieznictwu w ujeciu miarowym. Rozwigzania o warto-
Sciach w przestrzeni skoniczonych miar Radona sg naturalnym narzedziem dla tego
problemu z trzech powodow:

1. Modele funkcyjne narazone sa na singularnosci wynikajace z immanentnych
wtasnosci procesu wzrostu wielkosciowego.

2. Por6éwnanie wynikéw eksperymentalnych z wynikami modelu wymaga zastoso-
wania metryk miedzy rozktadami.

3. Struktura populacji jest w swojej istocie dyskretna. Operowanie gestosciami
rozktadu w modelu wymaga wiec uzasadnienia takiego przejscia granicznego.
Podejscie miarowe natomiast pozwala unikna¢ apriorycznych zalozen dotycza-
cych regularno$ci warunkéw poczatkowych. Ponadto rezultat dotyczacy sta-
bilnosci modelu w przestrzeni miar zapewnia poprawnosé¢ przejscia do ciaggtych
rozkltadow pod okreslonymi warunkami.

Rozwazany model populacyjny przewiduje dynamike, rozumiang jako funkcje u :
[0,T] — M0, Snaz) dla parametrow:

1. predkosci wzrostu g : [0,7] X M0, S;maz] — ([0, Smaz] — R), okreslajacej
tempo wzrostu osobnika wielkosci s w czasie t przy zadanej strukturze po-
pulacji 1 jako g(t, u)(s),

2. $miertelnosci m : [0, T] x MT(0, Siaz] — ([0, Smaz] — R), okreslajacej prawdo-
podobienstwo $mierci osobnika wielkos$ci s w czasie ¢t przy zadanej strukturze
populacji p w jednostce czasu jako m(t, u)(s),

3. rozrodczosci B : [0,T] x M0, Spaz] — ([0, Smaz] — R), okreslajacej tempo
rozrodu osobnika wielkosci s w czasie ¢t przy zadanej strukturze populacji p w
jednostce czasu jako (G(t, p)(s).



Analizowany jest model McKendricka van Foerstera, zadany jako

Ou + Os(g(t, w)u) + m(t,u)u =0 forteT

g9(t,u)(0) (Deu(t) (0) = [y B(t, u)(s)u(ds) (1)
u(0) = ug € M0, Symaz]

Zdefiniowany jest schemat numeryczny EBT [4]| oraz naszkicowany jest szkic dowodu
jego zbieznosci [8]. Nie jest to oryginalny wynik autora. Algorytm EBT oparty jest
na idei przyblizenia warunkow poczatkowych przez miare dyskretna ZZ]\LI m;(0)0,(0)
i “Sledzenie” kazdego atomu osobno przy pomocy réwnania

{%m(t) — gty e ()60 (i(1))
Dmg(t) = —m(t, e m(t)8e,0) (2:(1)) - mi(t)

Dodatkowo na kazdym odcinku [kAt, (k + 1)At] Sledzona jest kohorta brzegowa od-
powiadajaca nowonarodzonym osobnikom:

() = g(t, X mi(t)de,0) (xp(1))
amp(t) = —m(t, 3, mi(t)0u,m) (@ (t) - ma(t) + e, Bt w) (@i(t))mi(t)

W chwilach bedacych wielokrotono$ciami At kohorta brzegowa staje si¢ kohorta
wewnetrzng, zas masa i potozenie kohorty brzegowej wracaja do zera.

Na podstawie trzech twierdzen z poprzedniego rozdziatu sformutowano trzy uspraw-
nienia do algorytmu EBT zmniejszajace btad jego aproksymacji i rzad zbieznosci. Za-
stosowanie Twierdzenia 1 pozwala na redukcje btedu aproksymacji warunkow poczat-
kowych. Twierdzenie 2 pozwala na zmniejszenie ztozonosci algorytmu. Twierdzenie
3 pozwala na zwiekszenie rzedu zbieznosci przez modyfikacje metody wprowadzania
kohort, brzegowych.

W daleszej czesci zdefiniowany zostaje operator $miertelnosci Crow : MT(0, Spae] —
M0, Spae] jako

molu|r?u

T 1+ Tymolu] [7 v (o)u(do)’

(2)

Crow [u]

gdzie v : M0, Spae] — RZY jest argumentem maksymalizujacym funkcje
P(u,v) = 7rv/ r2(0) (e(o) — A(v)) u(do) — R(v).
0
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Udowodniono istnienie oraz jednoznacznos$¢ rozwiazania réwnania (1) dla parame-
trow g, m, 0 spetniajacych nastepujace warunki pochodzace z biologicznych rozwazan

1. m(t,u)u = Crow|u]
2. funkcje 72 i e sa lipschitzowskie na [0, s,,4.] oraz A, R € C?(R=°, R),

pochodne A’(v) i R'(v) sa nieujemne i Scisle rosnace,

-~ W

A(0) =0, R(0) >0,
5. limy 00 A(v) = limy oo R(v) = 00,
6. e(s) > 0ir(s) >0dlas >0,

7. funkcja g ma posta¢ wzrostu Bertalanffy’ego, czyli g(s) = 7 (Smaz — s) dla
pewnej stalej v,

8. B e C:’l ([0, T] x M0, Simaz); C*[0, Sinaz]) oraz 3 > 0.

Scharakteryzowana jest takze posta¢ stanu stacjonarnego réwnania (1) przy tych
samych zalozeniach.

3 Model Smiertelnosci wynikajacej z selektywnego
zerowania

Ostatni rozdzial, $cisle zwiazany z praca [13|, poswiecony jest biologicznym rozwaza-
niom dotyczacym selektywnego drapieznika kierujacego sie wzrokiem oraz modelom
odpowiedzi funkcjonalnej, charakteryzujacej strategie drapieznictwa, bazujacym na
koncepcji optymalnego drapieznictwa. Dotychczasowe prace korzystajace z teorii
optymalnego zerowania skupiaja sie na konkretnych aspektach drapieznictwa, wyko-
rzystujac optymalne zerowanie jako argument rozstrzygajacy jednostkowa hipoteze.
Model symulacyjny wprowadzony w tym rozdziale, majac jako punkt wyjsciowy mo-
del ograniczen ruchowych i zmystowych drapieznika, prowadzi do catosciowego opisu
drapieznictwa. Wszystkie parametry wyprowadzonego modelu s fizycznie mierzalne
i nie wymagaja technik dopasowywania do danych eksperymentalnych.

Zdefiniowany jest model odlegtosci reakcji (minimalnej odleglosci z ktorej wi-
dziana jest ofiara) jako réwnanie

af?
(|Co| - exp(=Cr)) (Ipexp(—KZ)) = = S;,

r2



gdzie Z jest gltebokoscig, K wspotczynnikiem ekstynkcji swiatta, C wspodlczynni-
kiem ekstrynkcji kontrastu, Cy kontrastem ofiary, f dlugoscia ogniskowej soczewki
drapieznika, a polem przekroju ofiary, [, intensywnoscia $wiatlta na powierzchni i
ostatecznie S; mozliwoscia rozdzielczg oka drapieznika.

Na tej podstawie zdefiniowano warto$¢ oczekiwang tempa przychodu energetycz-
nego jako

E,s0) = EP(o,v,0 +7r(0)) =E(EP(0,v,0 +1r(0))|d) =
= E (/ U7T r(0)*P(0,v,6 +r(0)) - u(da)) =

- /0 - / :m”tUso%(o—)2P<a,v,5+ r(0)) - u(do)ds. (3)

gdzie v jest predkoscia drapieznika, so minimalng wielkoscia chwytanej ofiary, P(o, v, d)
jest $rednim tempem przychodu energetycznego w procesie chwytania ofiary wielko-
sci o z predkoscia v z odleglosci 6, zas Uy, = 7[> r*(0)u(do). Maksymalizacja
E(v, sp) wzgledem parametrow pozwala okresli¢ optymalng predkosé przelotowa oraz
minimalny rozmiar ofiary optacalnej do zaatakowania.

Ostatecznie model zerowania zdefiniowany jest jako nastepujacy proces chwytania
ofiar:

1. Dla kazdej ofiary w promieniu odlegtosci reakcji oblicz maksimum P(s, v, d) po
v

2. Zaatakuj ofiare o najwiekszej wartosci z predkoscig wyznaczong z maksymali-
zacjl

3. Tak dlugo jak nie pojawia sie nowe ofiary w polu widzenia poruszaj sie z
predkoscia przelotowa

Tak zdefiniowany model prowadzi do realistycznych przewidywan i pozwala testowaé
rozne hipotezy badawcze dotyczace zerowania. Jest on jednak trudny do zastosowa-
nia przy modelowaniu dynamiki populacji. Korzystajac z faktu, ze w rzeczywistych
srodowiskach wodnych poziom zageszczenia populacji ofiar jest maty (E§ >> s,,0z,
a prawdopodobienstwo napotkania dwoch ofiar w polu widzenia jest zblizone do 0)
wyprowadzone zostaje uproszczenie tego modelu do postaci, ktora w jezyku teorii
miar mozna przedstawi¢ jako rownanie 2.

Wyniki model symulacyjnego oraz rozwiazania numeryczne modelu populacyj-
nego zostaly skonfrontowany z danymi empirycznymi i krytycznie przedyskutowane.
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