
Modele drapie»nik-o�ara dla populaji zestruktur¡. Przypadek Daphnia i selektywnej rybyplanktono»ernej.J�drzej Jabªo«skiStreszzenie Rozprawy DoktorskiejCelem niniejszej rozprawy jest przedstawienie modelu »erowania selektywnegodrapie»nika na populaji o�ar ze struktur¡ wielko±iow¡ oraz analiza równania dy-namiki populaji ze ±miertelno±i¡ wynikaj¡¡ z tego modelu. Bardziej szzegóªowozajmiemy si� drapie»nitwem ryby planktono»ernej, »eruj¡ej na rozwielitkah Da-phnia.Budowa modelu »erowania zainspirowana jest badaniami zespoªu hydrobiologówUniwersytetu Warszawskiego, w szzególno±i wynikami eksperymentalnymi dotyz¡-ymi stanu stajonarnego rozkªadu wielko±iowego Daphnia [5, 7℄, agregaji plank-tonu [6℄ oraz selektywno±i drapie»nika [16℄. Punktem wyj±ia w konstrukji modelu»erowania, a w konsekwenji ±miertelno±i o�ar, jest teoria optymalnego »erowania[14, 15, 17, 18, 20℄. Zaproponowano model symulayjny »erowania drapie»nika, któ-rego strategia polega na optymalizaji tempa przywajania energii [13℄. Model symu-layjny oraz rozwi¡zania numeryzne modelu populayjnego, rozpatrywanego jakorozwi¡zanie ukªadu MKendrika van Foerstera [1, 21℄, skonfrontowano z danymiempiryznymi .Analiza matematyzna modelu dokonana jest przy u»yiu teorii rozwi¡za« o war-to±iah w przestrzeni miar [3, 9, 10℄. Rozwini�to teori� przestrzeni sko«zonyhmiar Radona z metryk¡ �at. W szzególno±i uogólniono rezultaty dotyz¡e aprok-symaji [19, 11℄ oraz zaproponowano algorytm oblizania ogranizonej odlegªo±i lip-shitzowskiej (ang. �at distane) mi�dzy dwiema dyskretnymi miarami o no±niku na
N-elementowym podzbiorze R przy koszie oblizeniowym Θ(N log N) [12℄. Przed-stawiono tak»e analiz� zbie»no±i i zªo»ono±i oblizeniowej algorytmu EBT [2, 8℄wraz z wynikami do±wiadzalnymi dla aproksymaji rozwi¡za« miarowyh ukªaduMKendrika. Opisane zostaªy równie» trzy metody usprawnienia algorytmów z¡-1



stek dla tej klasy równa«, wynikaj¡e bezpo±renio z wyników dotyz¡yh teoriiaproksymaji.1 Metryki optymalnego transportu na przestrzenimiarW pierwszym rozdziale pray wprowadzone s¡ metryki optymalnego transportu naprzestrzeni sko«zonyh miar Radona, M(X). Gªównym obiektem zainteresowaniajest metryka �at, zde�niowana jako
ρF (µ, ν) = sup
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.Podstawowym wynikiem rozdziaªu jest podanie algorytmu na oblizenie ρF (
∑N

i=1 miδxi
, 0)dla mi, xi ∈ R o zªo»ono±i O(N log N). Wynik ten mo»na rozpatrywa¢ jako uogól-nienie na metryk� �at nast�puj¡ego, prostego faktu zahodz¡ego dla metryki 1-Wassersteina. Nieh µ, ν b�d¡ miarami probabilityznymi na R, za± F i G ih dys-trybuantami, wówzas

W (µ, ν) = ‖F − G‖L1(R) .W dalszej z�±i rozdziaªu rozwa»ana jest aproksymaja ró»nyh klas miar przezmiary dyskretne. W szzególno±i zostaªy udowodnione nast�puj¡e twierdzenia.Twierdzenie 1. Nieh µ b�dzie sko«zon¡ miar¡ Radona o no±niku zawartym w
[0, 1]. Wówzas optymalna aproksymaja µ w klasie miar dyskretnyh, N-atomowyhw metrye �at jest to»sama z optymaln¡ aproksymaj¡ w metrye 1-Wassersteina.Twierdzenie 2. Nieh µ b�dzie dyskretn¡ miar¡ N-atomow¡ o no±niku zawartym w
[0, 1]. Wówzas bª¡d optymalnej aproksymaja µ w klasie miar dyskretnyh N − 1-atomowyh w metrye �at szauje si� przez

2 ‖µ‖

N2
.Ponadto, istnieje algorytm o zªo»ono±i O(N) wyznazaj¡y t� aproksymaj�.2



Twierdzenie 3. Nieh f b�dzie funkj¡ Lipshitzowsk¡ na [0, 1], za± L miar¡ Lebes-gue'a. Wówzas bª¡d w metrye �at optymalnej aproksymaji fL (miary o g�sto±i
f wzgl�dem miary Lebesgue'a) w klasie funkji prostyh, kawaªkami staªyh na Nodinkah, szauje si� przez

Lip(f)

6
· N−2.2 Równanie dynamiki populajiW drugim rozdziale podj�ty jest temat dynamiki populaji ze struktur¡ wielko±iow¡poddanej selektywnemu drapie»nitwu w uj�iu miarowym. Rozwi¡zania o warto-±iah w przestrzeni sko«zonyh miar Radona s¡ naturalnym narz�dziem dla tegoproblemu z trzeh powodów:1. Modele funkyjne nara»one s¡ na singularno±i wynikaj¡e z immanentnyhwªasno±i proesu wzrostu wielko±iowego.2. Porównanie wyników eksperymentalnyh z wynikami modelu wymaga zastoso-wania metryk mi�dzy rozkªadami.3. Struktura populaji jest w swojej istoie dyskretna. Operowanie g�sto±iamirozkªadu w modelu wymaga wi� uzasadnienia takiego przej±ia graniznego.Podej±ie miarowe natomiast pozwala unikn¡¢ aprioryznyh zaªo»e« dotyz¡-yh regularno±i warunków poz¡tkowyh. Ponadto rezultat dotyz¡y sta-bilno±i modelu w przestrzeni miar zapewnia poprawno±¢ przej±ia do i¡gªyhrozkªadów pod okre±lonymi warunkami.Rozwa»any model populayjny przewiduje dynamik�, rozumian¡ jako funkj� u :

[0, T ] → M
+[0, smax] dla parametrów:1. pr�dko±i wzrostu g : [0, T ] × M

+[0, smax] → ([0, smax] → R), okre±laj¡ejtempo wzrostu osobnika wielko±i s w zasie t przy zadanej strukturze po-pulaji µ jako g(t, µ)(s),2. ±miertelno±i m : [0, T ] × M
+[0, smax] → ([0, smax] → R), okre±laj¡ej prawdo-podobie«stwo ±mieri osobnika wielko±i s w zasie t przy zadanej strukturzepopulaji µ w jednoste zasu jako m(t, µ)(s),3. rozrodzo±i β : [0, T ] × M
+[0, smax] → ([0, smax] → R), okre±laj¡ej temporozrodu osobnika wielko±i s w zasie t przy zadanej strukturze populaji µ wjednoste zasu jako β(t, µ)(s). 3



Analizowany jest model MKendrika van Foerstera, zadany jako










∂tu + ∂s(g(t, u)u) + m(t, u)u = 0 for t ∈ T

g(t, u)(0) (DLu(t)) (0) =
� smax

0
β(t, u)(s)u(ds)

u(0) = u0 ∈ M
+[0, smax] .

(1)Zde�niowany jest shemat numeryzny EBT [4℄ oraz naszkiowany jest szki dowodujego zbie»no±i [8℄. Nie jest to oryginalny wynik autora. Algorytm EBT oparty jestna idei przybli»enia warunków poz¡tkowyh przez miar� dyskretn¡ ∑N

i=1 mi(0)δxi(0)i �±ledzenie� ka»dego atomu osobno przy pomoy równania
{

d
dt

xi(t) = g(t,
∑

i∈I mi(t)δxi(t))(xi(t))
d
dt

mi(t) = −m(t,
∑
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.Dodatkowo na ka»dym odinku [k∆t, (k + 1)∆t] ±ledzona jest kohorta brzegowa od-powiadaj¡a nowonarodzonym osobnikom:











d
dt

xB(t) = g(t,
∑

i∈I mi(t)δxi(t))(xB(t))
d
dt

mB(t) = −m(t,
∑

i∈I mi(t)δxi(t))(xB(t)) · mi(t) +
∑

i∈I β(t, u)(xi(t))mi(t)

xB(k∆t) = mB(k∆t) = 0W hwilah b�d¡yh wielokrotono±iami ∆t kohorta brzegowa staje si� kohort¡wewn�trzn¡, za± masa i poªo»enie kohorty brzegowej wraaj¡ do zera.Na podstawie trzeh twierdze« z poprzedniego rozdziaªu sformuªowano trzy uspraw-nienia do algorytmu EBT zmniejszaj¡e bª¡d jego aproksymaji i rz¡d zbie»no±i. Za-stosowanie Twierdzenia 1 pozwala na redukj� bª�du aproksymaji warunków poz¡t-kowyh. Twierdzenie 2 pozwala na zmniejszenie zªo»ono±i algorytmu. Twierdzenie3 pozwala na zwi�kszenie rz�du zbie»no±i przez mody�kaj� metody wprowadzaniakohort brzegowyh.W daleszej z�±i zde�niowany zostaje operator ±miertelno±iCLOW : M
+[0, smax] →

M
+[0, smax] jako

CLOW [u] =
πv[u]r2u

1 + Thπv[u]
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, (2)gdzie v : M
+[0, smax] → R

≥0 jest argumentem maksymalizuj¡ym funkj�
P (u, v) = πv
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r2(σ) (e(σ) − A(v))u(dσ) − R(v).4



Udowodniono istnienie oraz jednoznazno±¢ rozwi¡zania równania (1) dla parame-trów g, m, β speªniaj¡yh nast�puj¡e warunki pohodz¡e z biologiznyh rozwa»a«: 1. m(t, u)u = CLOW [u]2. funkje r2 i e s¡ lipshitzowskie na [0, smax] oraz A, R ∈ C2(R≥0, R),3. pohodne A′(v) i R′(v) s¡ nieujemne i ±i±le rosn¡e,4. A(0) = 0, R(0) > 0,5. limv→∞ A(v) = limv→∞ R(v) = ∞,6. e(s) > 0i r(s) > 0 dla s > 0,7. funkja g ma posta¢ wzrostu Bertalan�y'ego, zyli g(s) = γ (smax − s) dlapewnej staªej γ,8. β ∈ C
α,1
b ([0, T ] × M

+[0, smax]; C
0,1[0, smax]) oraz β ≥ 0.Sharakteryzowana jest tak»e posta¢ stanu stajonarnego równania (1) przy tyhsamyh zaªo»eniah.3 Model ±miertelno±i wynikaj¡ej z selektywnego»erowaniaOstatni rozdziaª, ±i±le zwi¡zany z pra¡ [13℄, po±wi�ony jest biologiznym rozwa»a-niom dotyz¡ym selektywnego drapie»nika kieruj¡ego si� wzrokiem oraz modelomodpowiedzi funkjonalnej, harakteryzuj¡ej strategie drapie»nitwa, bazuj¡ym nakonepji optymalnego drapie»nitwa. Dotyhzasowe prae korzystaj¡e z teoriioptymalnego »erowania skupiaj¡ si� na konkretnyh aspektah drapie»nitwa, wyko-rzystuj¡ optymalne »erowanie jako argument rozstrzygaj¡y jednostkow¡ hipotez�.Model symulayjny wprowadzony w tym rozdziale, maj¡ jako punkt wyj±iowy mo-del ogranize« ruhowyh i zmysªowyh drapie»nika, prowadzi do aªo±iowego opisudrapie»nitwa. Wszystkie parametry wyprowadzonego modelu s¡ �zyznie mierzalnei nie wymagaj¡ tehnik dopasowywania do danyh eksperymentalnyh.Zde�niowany jest model odlegªo±i reakji (minimalnej odlegªo±i z której wi-dziana jest o�ara) jako równanie

(|C0| · exp(−Cr)) (I0 exp(−KZ))
af 2

r2
= St,5



gdzie Z jest gª�boko±i¡, K wspóªzynnikiem ekstynkji ±wiatªa, C wspóªzynni-kiem ekstrynkji kontrastu, C0 kontrastem o�ary, f dªugo±i¡ ogniskowej sozewkidrapie»nika, a polem przekroju o�ary, I0 intensywno±i¡ ±wiatªa na powierzhni iostateznie St mo»liwo±i¡ rozdzielz¡ oka drapie»nika.Na tej podstawie zde�niowano warto±¢ ozekiwan¡ tempa przyhodu energetyz-nego jako
E(v, s0) = EP (σ, v, δ + r(σ)) = E (EP (σ, v, δ + r(σ))|δ) =

= E
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δr(σ)2P (σ, v, δ + r(σ)) · u(dσ)dδ. (3)gdzie v jest pr�dko±i¡ drapie»nika, s0 minimaln¡ wielko±i¡ hwytanej o�ary, P (σ, v, δ)jest ±rednim tempem przyhodu energetyznego w proesie hwytania o�ary wielko-±i σ z pr�dko±i¡ v z odlegªo±i δ, za± Us0

= π
� smax

s0

r2(σ)u(dσ). Maksymalizaja
E(v, s0) wzgl�dem parametrów pozwala okre±li¢ optymaln¡ pr�dko±¢ przelotow¡ orazminimalny rozmiar o�ary opªaalnej do zaatakowania.Ostateznie model »erowania zde�niowany jest jako nast�puj¡y proes hwytaniao�ar:1. Dla ka»dej o�ary w promieniu odlegªo±i reakji obliz maksimum P (s, v, δ) po

v2. Zaatakuj o�ar� o najwi�kszej warto±i z pr�dko±i¡ wyznazon¡ z maksymali-zaji3. Tak dªugo jak nie pojawi¡ si� nowe o�ary w polu widzenia poruszaj si� zpr�dko±i¡ przelotow¡Tak zde�niowany model prowadzi do realistyznyh przewidywa« i pozwala testowa¢ró»ne hipotezy badawze dotyz¡e »erowania. Jest on jednak trudny do zastosowa-nia przy modelowaniu dynamiki populaji. Korzystaj¡ z faktu, »e w rzezywistyh±rodowiskah wodnyh poziom zag�szzenia populaji o�ar jest maªy (Eδ >> smax,a prawdopodobie«stwo napotkania dwóh o�ar w polu widzenia jest zbli»one do 0)wyprowadzone zostaje uproszzenie tego modelu do postai, któr¡ w j�zyku teoriimiar mo»na przedstawi¢ jako równanie 2.Wyniki model symulayjnego oraz rozwi¡zania numeryzne modelu populayj-nego zostaªy skonfrontowany z danymi empiryznymi i krytyznie przedyskutowane.6
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