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1 Cel naukowy rozprawy

Celem naukowym rozprawy jest analiza funkcjonalnych grafów w modelu prze-
pªywu aktywno±ci w sieciach neuronowych w kontek±cie fenomenów bezskalo-
wo±ci i maªego ±wiata. Do analizy powy»szych sieci stosowane s¡ narz¦dzia
wywodz¡ce si¦ z matematycznej teorii grafów losowych, zapocz¡tkowanej przez
Erd®sa oraz Rényiego w poªowie dwudziestego wieku [7]. Przejawem bezskalo-

wo±ci jest zachowanie pot¦gowej formuªy rozkªadu stopni wierzchoªków w gra-
�e na przestrzeni kilku rz¦dów wielko±ci. Fenomen maªego ±wiata, czyli kon-
cepcja wysokiej przepustowo±ci globalnej i wysokiej lokalnej klasteryzacji przy
zachowaniu rzadkiej struktury grafu, jest badany z wykorzystaniem poj¦¢ cha-

rakterystycznej dªugo±ci ±cie»ki oraz wspóªczynnika skupienia przy porównaniu
wyników do warto±ci, wªa±ciwych grafom z caªkowicie losow¡ procedur¡ do-
boru kraw¦dzi. Obie wªasno±ci s¡ analizowane dla sieci neuronowych rzadkich,
w których dost¦pne poª¡czenia synaptyczne s¡ zale»ne od ich geometrycznego
zanurzenia w przestrzeni euklidesowej.

Rezultatem pracy jest potwierdzenie obu zjawisk w analizowanym modelu
geometrycznie osadzonych sieci neuronowych. Ponadto uzyskane wyniki s¡ po-
równywane do tych, otrzymywanych w badaniach z wykorzystaniem aparatury
medycznej, co podkre±la adekwatno±¢ siªy opisu modelu.

Sªowa kluczowe: sztuczne sieci neuronowe, grafy bezskalowe, grafy maªego
±wiata.

2 De�nicje

Perceptron Matematyczny model neuronu bazuj¡cy na prostych i wydajnych
obliczeniowo operacjach arytmetycznych i pewnej nieliniowej funkcji (zazwyczaj
progowej). W zastosowaniach perceptrony s¡ wykorzystywane m. in. jako
klasy�katory danych.

Maszyna Boltzmanna Matematyczny model rekurencyjnej sieci neuronowej,
konstrukcj¡ inspirowany nieco perceptronami. Maszyna Boltzmanna skªada si¦
z ukªadu dwuwarto±ciowych jednostek, poª¡czonych w peªn¡ sie¢ z symetry-
cznymi wagami. Sie¢ ta jest poddawana stochastycznej, sterowanej energi¡
ewolucji. Model maszyn Boltzmanna jest wykorzystywany do rozwi¡zywania
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problemów optymalizacyjnych z ograniczeniami np. kolorowanie grafu, problem
komiwoja»era etc.

fMRI (ang. Functional Magnetic Resonance Imagining) Obrazowanie z wy-
korzystaniem funkcjonalnego rezonansu magnetycznego; jest to metoda neuro-
obrazowania bazuj¡ca na zmianach st¦»enia tlenu we krwi. Zalet¡ metody jest
jej nieinwazyjno±¢ i brak promieniowania, wad¡ � niskie rozdzielczo±ci prze-
strzenne i czasowe pomiarów.

Graf (losowy) Erd®sa-Rényiego Schemat konstrukcji grafu, w którym dla
zadanej liczby wierzchoªków N oraz prawdopodobie«stwa p ∈ [0, 1] zbiór wierz-
choªków jest ustalany na N ró»nych elementów, za± zbiór kraw¦dzi powstaje
poprzez dodanie kraw¦dzi (u, v) z prawdopodobie«stwem p niezale»nie dla ka»-
dej pary (u 6= v), u, v ∈ V, zob. [7].

Graf / model grafu Wattsa-Strogatza Procedura generowania grafu, któ-
ra startuje z cyklicznej siatki, w której ka»dy wierzchoªek jest poª¡czony do
k najbli»szych s¡siadów. Nast¦pnie niezale»nie z prawdopodobie«stwem p ∈
[0, 1], ka»da istniej¡ca kraw¦d¹, jest przepinana do innego losowo wybranego
wierzchoªka w G (z pomini¦ciem multikraw¦dzi i samo-poª¡cze«). Model zostaª
zaproponowany w pracy [16].

Graf / model grafu Alberty-Barabasiego Iteracyjna procedura konstruk-
cji grafu losowego polegaj¡ca na wzro±cie i preferencyjnym doª¡czaniu kraw¦dzi,
zaproponowana w [2]. Procedura startuje z maªego niepustego grafu (np K2)
po czym iteracyjne wykonuje nast¦puj¡ce kroki:

• wzrost dodaje nowy wierzchoªek v do grafu,

• preferencyjne doª¡czenie losowo podpina nowo-dodany wierzchoªek do ak-
tualnego grafu dodaj¡c kraw¦d¹ mi¦dzy v a innym wierzchoªkiem wylo-
sowanym z prawdopodobie«stwem:

P({v, u} ∈ E) =
deg(u)∑
w∈V deg(w)

. (1)

Grafy Alberty-Barabasiego s¡ grafami bezskalowymi (zob. de�nicja ni»ej).

Graf strukturalny Graf, stanowi¡cy ramy �zyczne, w obr¦bie których dziaªa
dynamika. W przypadku sieci mózgowych za graf strukturalny s¡ uznawane
neurony i poª¡czenia synaptyczne. Koncepcja rozró»nienia grafów struktural-
nych i funkcjonalnych (de�nicja poni»ej) zostaªa zaproponowana w [4].

Graf funkcjonalny aktywno±ci Podgraf grafu strukturalnego, skªadaj¡cy si¦
wyª¡cznie z w¦zªów (neuronów) i poª¡cze« (synaps), które maj¡ istotny udziaª
w trakcie dynamiki. W praktyce cz¦sto jest to podgraf indukowany poprzez
kraw¦dzie, których aktywno±¢ przekroczyªa okre±lon¡ warto±¢ progow¡.

Prawa pot¦gowe Zale»no±¢ modelowana funkcj¡ pot¦gow¡ tj. f(x) = xα.
W wypadku rozkªadów probabilstycznych musi dodatkowo zachodzi¢ α < −1,
aby g¦sto±¢ byªa caªkowalna.
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Graf bezskalowy G = (V, E) (ang. scale-free graph) Graf, którego rozkªad
stopni zachowuje formuª¦ pot¦gow¡ przez kilka rz¦dów wielko±ci

P(degin(v) = k) ∝ kα (2)

gdzie α < −1 oraz v ∈ V, zob. [2].

Charakterystyczna dªugo±¢ ±cie»ki w gra�e G = (V, E) �rednia dªugo±¢
najkrótszych ±cie»ek pomi¦dzy ka»d¡ par¡ wierzchoªków

L =
2

|V||V − 1|
∑
v,u∈V

p(u, v), (3)

Gdzie p(u, v) jest dªugo±ci¡ najkrótszej ±cie»ki (tj. liczb¡ kraw¦dzi) w gra�e
mi¦dzy u oraz v. W wypadku grafów niespójnych przyjmuje si¦ L = +∞.

Wspóªczynnik klasteryzacji wierzchoªka v w gra�e G = (V, E) jest to sto-
sunek liczby istniej¡cych kraw¦dzi w s¡siedztwie wierzchoªka v do maksymalnej
mo»liwej liczby kraw¦dzi, jak¡ w s¡siedztwie v mo»na rozpi¡¢ (odliczaj¡c multi-
kraw¦dzie i samo-poª¡czenia):

C(v) =
|{(w, u) ∈ E : (v, w) ∈ E ∨ (v, u) ∈ E}|
|{w∈V:(u,w)∈E}|(|{w∈V:(v,w)∈E|−1)

2

(4)

Wspóªczynnik klasteryzacji grafu G = (V, E) jest ±redni¡ arytmetyczn¡
wspóªczynników klasteryzacji jego wierzchoªków V

C =
1
|V|

∑
v∈V

C(v). (5)

Graf maªego ±wiata (ang. small world graph) Graf charakteryzuj¡cy si¦ jed-
nocze±nie krótk¡ charakterystyczn¡ dªugo±ci¡ ±cie»ki i wysokim wspóªczynni-
kiem klasteryzacji oraz maªym zag¦szczeniem poª¡cze« (tj. graf rzadki).

3 Motywacja i bie»¡cy stan wiedzy

Sztuczne sieci neuronowe s¡ biologicznie inspirowanymi modelami matematycz-
nymi dla komórek nerwowych i caªych ukªadów mózgowych. Zagadnienie to
obejmuje równie» problematyk¦ uczenia sieci neuronowych. Dwa najszerzej
omawiane paradygmaty uczenia to nadzorowane (z nauczycielem) i nienadzoro-
wane (bez nauczyciela). Postulowana ju» przez Hebba plastyczno±¢ sieci byªa
dalej rozwijana w algorytmach mapowa« topologicznych, wyszukiwania skªa-
dowych gªównych, w uczenia przez konkurencj¦ np. zwyci¦zca bierze wszystko
(ang. WTA � Winner Take All) etc. Interesuj¡cym aspektem jest samo-
istna tendencja sieci do samoorganizacji podczas takich procesów. Ten fenomen
w nieco mniejszym stopniu jest widoczny w uczeniu nadzorowanym, np. w wy-
ksztaªcaniu wewn¦trznych reprezentacji w warstwach ukrytych sieci podczas al-
gorytmu propagacji wstecznej.
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3.1 Samoorganizacja w du»ych sieciach

Fenomen samoorganizacji jest równie» dyskutowany w kontek±cie rzeczywistych
grafów, nierzadko ogromnej skali. Badania dotycz¡ce sieci WWW, sieci spoªe-
cznych portalu Facebook, wspóª-aktorstwa w �lmach, czy wspóª-autorstwa w re-
dagowaniu prac naukowych potwierdzaj¡ do±¢ skomplikowane hierarchiczne
struktury w/w sieci, zob [2]. Nie zawsze wida¢ powody, dla których dana sie¢
miaªa by by¢ tak¡, a nie inn¡ topologi¦. A nawet je»eli, to stwierdzenie dlaczego
dany wierzchoªek zajmuje takie, a nie inne miejsce w tej»e topologii jest ju»
zadaniem niemal niemo»liwym.

Badania, prowadzone na przytoczonych powy»ej grafach, potwierdzaj¡, »e
ich struktura jest daleka od losowej (w rozumieniu grafów Erd®sa-Rényiego).
S¡ zdecydowanie bli»sze grafom bezskalowym, lub bezskalowym z obci¦ciem
wykªadniczym, ibidem.

Innym do±¢ zaskakuj¡cym kryterium analizy du»ych grafów jest fenomen

maªego ±wiata. Pierwsz¡ z cech takich grafów jest, klasycznie rozumiana mo»-
liwo±¢ przej±cia mi¦dzy dowoln¡ par¦ wierzchoªków w niewielkiej ilo±ci kroków.
W terminach grafowych warunek ten jest tªumaczony na krótk¡ charaktery-
styczn¡ (i maksymaln¡) dªugo±¢ ±cie»ki w gra�e [16]. Ten fenomen jest znany
jako �odlegªo±¢ sze±ciu u±cisków dªoni� mi¦dzy dowoln¡ par¡ ludzi »yj¡cych na
±wiecie, bywa te» tematem gier np. � jak w pi¦ciu skojarzeniach przej±¢ od kisielu
do »etonu?�.

Drugim warunkiem charakteryzuj¡cym graf maªego ±wiata jest wysoka klaste-
ryzacja grafu. Poszukuj¡c przykªadów w grafach rzeczywistych ponownie u-
ciekniemy si¦ do sieci spoªecznych, w których grupy znajomych zazwyczaj do-
brze znaj¡ si¦ wzajemnie. Cho¢ oczywi±cie ka»dy z nich mo»e mie¢ pewn¡ liczb¦
innych �indywidualnych� kontaktów, to ogóln¡ zasad¡ pozostaje �znajomy mo-
jego znajomego równie» jest moim znajomym�.

Niejako sytuacj¡ ekstremaln¡ jest graf jaskiniowców »yj¡cych w tej samej
jaskini. Ka»dy z nich zna ka»dego, zatem i ilo±¢ u±cisków dªoni potrzebnych do
przekazania maczugi mi¦dzy dowoln¡ par¡ jest niska. Je»eli jednak rozwa»ana
jest du»a liczba wierzchoªków w gra�e (lub jak kto woli: jaskiniowców w jaskini),
graf staje si¦ du»y, cho¢ nadal silnie sklasterysowany, a ilo±¢ kraw¦dzi w gra�e
ro±nie kwadratowo (i mo»e przekroczy¢ mo»liwo±ci jaskiniowców do utrzymy-
wania takiej liczby znajomych). Dlatego te» czasem dodawany jest wymóg, aby
analizowany graf byª rzadki.

Struktury maªego ±wiata zostaªy odnalezione mi¦dzy innymi we wspomnia-
nych wy»ej sieciach socjalnych, kooperacji, WWW, ale równie» sieciach metabo-
licznych, lingwistycznych, a nawet importów w kodach ¹ródªowych programów.

W roku 2005, wraz z rozwojem nowoczesnych technik obrazowania w medy-
cynie, ukazaªy si¦ rezultaty bada« dotycz¡cych grafów aktywno±ci funkcjonalnej
w mózgu [6]. Poprzez grafy funkcjonalne rozumiano nie faktyczne poª¡czenia
neuronowe w korze, a korelacj¦ aktywno±ci (mierzonej poprzez poziom utlenie-
nia) danych jej obszarów podczas wykonywania nieskomplikowanych czynno±ci.
Wyniki wpisuj¡ si¦ w list¦ grafów, charakteryzuj¡cych si¦ pot¦gowym rozkªa-
dem stopni. Inne prace ª¡cz¡ prawa pot¦gowe i bezskalowo±¢ z krytyczno±ci¡
dynamiki. Jak jest argumentowane w pracy [5], mózg ludzki operuje wªa±nie
w stanie krytycznym lub okoªokrytycznym, co wzmacnia hipotez¦.

Kolejne badania analizowaªy grafy mózgowe pod k¡tem charakterystyki maªe-
go ±wiata [1, 3, 15] i potwierdziªy obecno±¢ równie» i tego fenomenu. Jest to
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zatem punkt, w którym koncepcje samoorganizacji w sieciach neuronowych i teo-
ria grafów losowych spotykaj¡ si¦.

3.2 Dotychczasowe wyniki

Istniej¡ce badania na tym polu mo»na do±¢ zgrubnie podzieli¢ na eksperymen-
talne i teoretyczne. W±ród tych pierwszych nale»y wymieni¢ ju» wspomniane
wy»ej prace Eguiluza [6], Bullmore'a [3, 4], Salvadora [15] i innych, w których
analizowane s¡ sieci biologiczne, tj uzyskane na podstawie bada« na rzeczywi-
stych systemach nerwowych.

Prace teoretyczne, natomiast usiªuj¡ zaproponowa¢ nieskomplikowany mo-
del, który byªby wstanie odtworzy¢ rezultaty, uzyskane w badaniach ekspery-
mentalnych. W dotychczas osi¡gni¦tych rezultatach na tym polu Pi¦kniewski
i Schreiber analizowali grafy aktywno±ci w rekurencyjnych oraz impulsuj¡cych
sieciach neuronowych [10, 11]. W badaniach pokazali, »e grafy funkcjonalne
oparte na w peªni poª¡czonych sieciach neuronowych zachowuj¡ rozkªad stopni
(wej±ciowych) zgodny z prawem pot¦gowym z wykªadnikiem γ = −2. Niniejsza
rozprawa równie» wpisuje si¦ w ten tor bada«.

4 Metodologia i rezultaty

Rozprawa doktorska jest naturaln¡ kontynuacj¡ bada« prowadzonych przez Pi¦-
kniewskiego i Schreibera. Konstruuj¡c model idziemy o krok dalej, zwracaj¡c
uwag¦ na spatialne rozmieszczenie neuronów. Przy±wiecaj¡c¡ ide¡ jest, zgrubne
cho¢by, odzwierciedlenie rozkªadu dªugo±ci poª¡cze« mózgowych. Co za tym
idzie w gra�e strukturalnym znajduje si¦ du»a liczba poª¡cze« krótkich oraz od-
powiednio mniejsza liczba dªugich, co ju» samo w sobie redukuje ilo±¢ dost¦pnych
w sieci �skrótów�. Opracowane rezultaty s¡ podsumowaniem z opublikowanych
przez nas bada« [12, 13, 14].

4.1 Model przypªywu aktywno±ci

Metodologia bada« w du»ej mierze bazuje na numerycznych symulacjach opraco-
wanego modelu matematycznego. W du»ym skrócie sie¢ neuronowa G = (V, E)
skªada si¦ z N losowo rozrzuconych na sferze (lub innym ograniczonym pod-
zbiorze R3) abstrakcyjnych neuronów. Ka»dy z nich otrzymuje pocz¡tkow¡
nieujemn¡ (oraz caªkowitoliczbow¡) warto±¢ okre±laj¡c¡ poziom aktywno±ci lub
zgromadzony ªadunek σv, gdzie v ∈ V. Pomi¦dzy neuronami rozpinane s¡ poª¡-

czenia synaptyczne. Prawdopodobie«stwo istnienia kraw¦dzi mi¦dzy par¡ jed-
nostek u i v zanika z kwadratem odlegªo±ci euklidesowej mi¦dzy nimi, jednak
w pewnym niewielkim promieniu powinno wynosi¢ 1, aby otrzymana sie¢ byªa
spójna. Poª¡czeniom synaptycznym przypisywane s¡ ich wagi wuv okre±laj¡ce
pobudzaj¡cy lub hamuj¡cy charakter synapsy. Dla tak okre±lonej sieci zde�nio-
wana jest energia zale»na od kon�guracji σ̄ − [σ1, .., σN ]:

E(σ̄) =
∑
u,v∈E

wuv|σv − σu|. (6)

W obr¦bie tak zde�niowanej sieci strukturalnej poª¡cze« dopuszczana jest
dynamika re-dystrybuuj¡ca aktywno±¢ w sieci, ale w sposób dyfuzyjny, tj. za-
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chowuj¡cy sumaryczn¡ ilo±¢ ªadunku w ukªadzie. Jednostka aktywno±ci jest
transmitowana zu do v, rozpi¦t¡ pomi¦dzy losowy wybran¡ par¡ jednostek o ile:

• (u, v) s¡ poª¡czone kraw¦dzi¡ oraz u posiada dodatni¡ aktywno±¢ σu ≥ 1,
oraz

• transfer zmniejsza warto±¢ energii; je»eli taki transfer zwi¦ksza energi¦, to
jest akceptowany z prawdopodobie«stwem:

P(σ̄1 → σ̄2) = e−β(E(σ̄2)−E(σ̄1)), (7)

gdzie σ̄1 oraz σ̄2 s¡ kon�guracjami odpowiednio wyj±ciow¡ oraz po ewen-
tualnym zaakceptowaniu transferu, natomiast β � 0 jest temperatur¡ od-

wrotn¡.

W trakcie tak zde�niowanej symulacji zarysowuje si¦ graf funkcjonalny ak-
tywno±ci, przez nas zde�niowany jako podgraf sieci strukturalnej zawieraj¡cy
wszystkie wierzchoªki i te kraw¦dzie, które charakteryzuj¡ si¦ sumarycznym
przepªywem aktywno±ci przekraczaj¡cym warto±¢ progow¡ tj. G′ = (V, E ′) oraz
E = {e ∈ E : de ≥ θ}, gdzie de jest sumarycznym przepªywem przez synaps¦ e,
θ jest natomiast ustalonym progiem.

4.2 Uzyskane wyniki

Dla grafu G′ analizowane s¡ omawiane wcze±niej statystyki z teoriografowe.
Pierwszym z nich jest dystrybuanta empiryczna stopni wierzchoªków. Uzyskane
wyniki potwierdzaj¡ zachowanie si¦ rozkªadu stopni w sieci funkcjonalnej jako

P(degv = k) ∝ k−2 (8)

z wyst¦puj¡cym czasami odci¦ciem wykªadniczym. Do estymacji warto±ci wy-
kªadnika wykorzystana zostaªa regresja liniowa na danych numerycznych, cho¢
jego warto±¢ udaªo si¦ potwierdzi¢ zaledwie w przybli»eniu. W naszych wynikach
uzyskali±my ±redni¡ wynosz¡c¡ γ̄ ' −2.1 dla wi¦kszych próbek oraz γ̄ ' −1.8
dla mniejszych z dodatkowo limitowan¡ pocz¡tkow¡ aktywno±ci¡, zob. Rys. 1.
Podkre±li¢ nale»y, »e t¦ formuª¦ wraz z przybli»onymi warto±ciami wykªadnika
uzyskano równie» w badaniach medycznych [6].

O ile publikacja Eguliza z 2005 roku [6] koncentruje si¦ bezskalowo±ci, to
prowadzone pó¹niej badania poruszaj¡ równie» i �fenomen maªego ±wiata�, np.
[1, 9, 15]. Maj¡c takie dane porównawcze, mogli±my rozszerzy¢ analizy modelu
o wspomniany aspekt. Punktem wyj±cia tych analiz s¡, jak zostaªo wcze±niej
wspomniane charakterystyczna dªugo±¢ ±cie»ki w gra�e L oraz wspóªczynnik
klasteryzacji C oraz porównanie tych wyników do warto±ci odpowiadaj¡cym
grafom losowym Erd®sa-Rényiego.

Dokªadniej dla analizowanej sieci przepªywu aktywno±ci obliczane s¡ stosu-

nek rzeczywistej klasteryzacji do odpowiadaj¡cej grafowi losowemu γ :=
CReal
CER

oraz stosunek podobny charakterystycznej dªugo±ci ±cie»ki: uzyskanej do odpo-

wiadaj¡cej w gra�e losowym: λ :=
LReal
LER

. Obliczaj¡c warto±¢ ilorazu σ =
γ

λ
otrzymujemy �wska¹nik maªego ±wiata�. Dane medyczne, zale»nie od sposobu
pomiaru, wielko±ci próbki i stosowanych parametrów progowych zawieraj¡ si¦
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Rysunek 1: Wykres uzyskanych warto±ci wykªadnika dla ró»nych topologii sieci.

w przedziale σ ∈ (2, 140), porównaj Rysunek 2. Dla porównania teoretyczna
warto±¢ dla grafów losowych Erd®sa-Rényiego wynosi σER = 1. Warto±ci σ � 1
s¡ charakterystyczne dla grafów maªego ±wiata. Nasze rezultaty potwierdzaj¡,
»e analizowane grafy s¡ istotnie grafami maªego ±wiata i daj¡ rezultaty po-
równywalne z danymi medycznymi. Uzyskane dane z symulacji daj¡ rezultat
σ ∈ (2, 70), przy czym warto±¢ to ro±nie wraz z wielko±ci¡ sieci.
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Rysunek 2: Porównanie wyników statystyk teoriografowych dla analizowanego
modelu oraz bada« medycznych. Oznaczenia: Eg � [6], fMRI � dane me-
dyczne, model oparty o szkªa spinowe Isinga [8], AF � model przepªywu ak-
tywno±ci.
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