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1 Cel naukowy rozprawy

Celem naukowym rozprawy jest analiza funkcjonalnych graféw w modelu prze-
plywu aktywnosci w sieciach neuronowych w kontekscie fenomenéw bezskalo-
wosci i maltego $wiata. Do analizy powyzszych sieci stosowane sa narzedzia
wywodzace sie z matematycznej teorii grafow losowych, zapoczatkowanej przez
Erdésa oraz Rényiego w potowie dwudziestego wieku [7]. Przejawem bezskalo-
woéci jest zachowanie potegowej formuly rozktadu stopni wierzchotkéw w gra-
fie na przestrzeni kilku rzedéw wielko$ci. Fenomen matego Swiata, czyli kon-
cepcja wysokiej przepustowosci globalnej i wysokiej lokalnej klasteryzacji przy
zachowaniu rzadkiej struktury grafu, jest badany z wykorzystaniem poje¢ cha-
wynikow do wartosci, wlasciwych grafom z catkowicie losowa procedura do-
boru krawedzi. Obie wtasnosci sa analizowane dla sieci neuronowych rzadkich,
w ktorych dostepne polaczenia synaptyczne sa zalezne od ich geometrycznego
zanurzenia w przestrzeni euklidesowej.

Rezultatem pracy jest potwierdzenie obu zjawisk w analizowanym modelu
geometrycznie osadzonych sieci neuronowych. Ponadto uzyskane wyniki sa po-
rownywane do tych, otrzymywanych w badaniach z wykorzystaniem aparatury
medycznej, co podkresla adekwatnosé sity opisu modelu.

Stowa kluczowe: sztuczne sieci neuronowe, grafy bezskalowe, grafy matego
Swiata.

2 Definicje

Perceptron Matematyczny model neuronu bazujacy na prostych i wydajnych
obliczeniowo operacjach arytmetycznych i pewnej nieliniowej funkcji (zazwyczaj
progowej). W zastosowaniach perceptrony sa wykorzystywane m. in. jako
klasyfikatory danych.

Maszyna Boltzmanna Matematyczny model rekurencyjnej sieci neuronowej,
konstrukcja inspirowany nieco perceptronami. Maszyna Boltzmanna sktada sie
z ukltadu dwuwartos$ciowych jednostek, potaczonych w pelng sie¢ z symetry-
cznymi wagami. Sie¢ ta jest poddawana stochastycznej, sterowanej energiag
ewolucji. Model maszyn Boltzmanna jest wykorzystywany do rozwiazywania



probleméw optymalizacyjnych z ograniczeniami np. kolorowanie grafu, problem
komiwojazera etc.

fMRI (ang. Functional Magnetic Resonance Imagining) Obrazowanie z wy-
korzystaniem funkcjonalnego rezonansu magnetycznego; jest to metoda neuro-
obrazowania bazujaca na zmianach stezenia tlenu we krwi. Zaleta metody jest
jej nieinwazyjnosé¢ i brak promieniowania, wada — niskie rozdzielczosci prze-
strzenne i czasowe pomiarow.

Graf (losowy) Erddsa-Rényiego Schemat konstrukeji grafu, w ktérym dla
zadanej liczby wierzchotkéw N oraz prawdopodobieristwa p € [0, 1] zbidr wierz-
chotkéw jest ustalany na N réznych elementéw, za$ zbiér krawedzi powstaje
poprzez dodanie krawedzi (u,v) z prawdopodobieristwem p niezaleznie dla kaz-
dej pary (u # v),u,v € V, zob. [7].

Graf / model grafu Wattsa-Strogatza Procedura generowania grafu, kto-
ra startuje z cyklicznej siatki, w ktorej kazdy wierzcholek jest polaczony do
k najblizszych sasiadéw. Nastepnie niezaleznie z prawdopodobieiistwem p &
[0,1], kazda istniejaca krawedz, jest przepinana do innego losowo wybranego
wierzchotka w G (z pominieciem multikrawedzi i samo-potaczer). Model zostat
zaproponowany w pracy [16].

Graf / model grafu Alberty-Barabasiego Iteracyjna procedura konstruk-
cji grafu losowego polegajaca na wzroscie i preferencyjnym dotaczaniu krawedzi,
zaproponowana w [2]. Procedura startuje z malego niepustego grafu (np Ks)
po czym iteracyjne wykonuje nastepujace kroki:

e wzrost dodaje nowy wierzchotek v do grafu,

e preferencyjne dotgczenie losowo podpina nowo-dodany wierzchotek do ak-
tualnego grafu dodajac krawedz miedzy v a innym wierzchotkiem wylo-
sowanym z prawdopodobieristwem:

deg(u)
D wey deg(w)’

Grafy Alberty-Barabasiego sa grafami bezskalowymi (zob. definicja nizej).

P{v,u} €€&) = (1)

Graf strukturalny Graf, stanowigcy ramy fizyczne, w obrebie ktérych dziata
dynamika. W przypadku sieci mézgowych za graf strukturalny sa uznawane
neurony i polaczenia synaptyczne. Koncepcja rozréznienia graféw struktural-
nych i funkcjonalnych (definicja ponizej) zostata zaproponowana w [4].

Graf funkcjonalny aktywnosci Podgraf grafu strukturalnego, sktadajacy sie
wylacznie z wezlow (neurondéw) i polaczen (synaps), ktére maja istotny udziat
w trakcie dynamiki. W praktyce czesto jest to podgraf indukowany poprzez
krawedzie, ktérych aktywnosé przekroczyta okreslong warto$é progowa.

Prawa potegowe Zalezno$¢ modelowana funkcja potegowa tj. f(z) = x°.
W wypadku rozktadéw probabilstycznych musi dodatkowo zachodzi¢ a < —1,
aby gestos$¢ byla catkowalna.



Graf bezskalowy G = (V,€) (ang. scale-free graph) Graf, ktérego rozklad
stopni zachowuje formule potegowa przez kilka rzedéw wielkosci

P(deg;, (v) = k) oc k° (2)
gdzie a < —1 oraz v € V, zob. [2].

Charakterystyczna dlugosé sciezki w grafie G = (V, ) Srednia dhugosé
najkrotszych §ciezek pomiedzy kazda para wierzchotkow

2
L= p(u,v), 3)
VIV -1 Mzev

Gdzie p(u,v) jest dlugoscia najkrotszej Sciezki (tj. liczba krawedzi) w grafie
miedzy u oraz v. W wypadku graféw niespojnych przyjmuje sie L = +oo.

Wspélezynnik klasteryzacji wierzcholka v w grafie G = (V, £) jest to sto-
sunek liczby istniejacych krawedzi w sasiedztwie wierzchotka v do maksymalnej

mozliwej liczby krawedzi, jaka w sasiedztwie v mozna rozpiaé¢ (odliczajac multi-

krawedzie i samo-potaczenia):

_ {(w,u) € €: (v,w) € EV (v,u) € £}

C(v) fweV:-(w,0)e€ | (|[{weV:(v,w)eE|—1) (4)
2

Wspolczynnik klasteryzacji grafu G = (V,€) jest Srednia arytmetyczna
wspolczynnikéw klasteryzacji jego wierzchotkéw V

1
C= i > C). (5)

Graf malego swiata (ang. small world graph) Graf charakteryzujacy sie jed-
nocze$nie krotka charakterystyczna dlugoscia $ciezki i wysokim wspédlczynni-
kiem klasteryzacji oraz maltym zageszczeniem polaczen (tj. graf rzadki).

3 Motywacja i biezacy stan wiedzy

Sztuczne sieci neuronowe sg biologicznie inspirowanymi modelami matematycz-
nymi dla komérek nerwowych i calych uktadéw moézgowych. Zagadnienie to
obejmuje réwniez problematyke uczenia sieci neuronowych. Dwa najszerzej
omawiane paradygmaty uczenia to nadzorowane (z nauczycielem) i nienadzoro-
wane (bez nauczyciela). Postulowana juz przez Hebba plastycznosé sieci byta
dalej rozwijana w algorytmach mapowan topologicznych, wyszukiwania skta-
dowych gléwnych, w uczenia przez konkurencje np. zwyciezca bierze wszystko
(ang. WTA — Winner Take All) etc. Interesujacym aspektem jest samo-
istna tendencja sieci do samoorganizacji podczas takich proceséw. Ten fenomen
w nieco mniejszym stopniu jest widoczny w uczeniu nadzorowanym, np. w wy-
ksztalcaniu wewnetrznych reprezentacji w warstwach ukrytych sieci podczas al-
gorytmu propagacji wstecznej.



3.1 Samoorganizacja w duzych sieciach

Fenomen samoorganizacji jest réwniez dyskutowany w kontekscie rzeczywistych
graféw, nierzadko ogromnej skali. Badania dotyczace sieci WWW, sieci spote-
cznych portalu Facebook, wspol-aktorstwa w filmach, czy wspoél-autorstwa w re-
dagowaniu prac naukowych potwierdzaja dos$¢ skomplikowane hierarchiczne
struktury w/w sieci, zob [2]. Nie zawsze wida¢ powody, dla ktorych dana sieé¢
miala by by¢ taka, a nie inng topologie. A nawet jezeli, to stwierdzenie dlaczego
dany wierzcholek zajmuje takie, a nie inne miejsce w tejze topologii jest juz
zadaniem niemal niemozliwym.

Badania, prowadzone na przytoczonych powyzej grafach, potwierdzaja, ze
ich struktura jest daleka od losowej (w rozumieniu grafow Erddsa-Rényiego).
Sa zdecydowanie blizsze grafom bezskalowym, lub bezskalowym z obcieciem
wyktadniczym, ibidem.

Innym dosé zaskakujacym kryterium analizy duzych graféw jest fenomen
matego Swiata. Pierwsza z cech takich grafow jest, klasycznie rozumiana moz-
liwos¢ przejscia miedzy dowolng pare wierzchotkéw w niewielkiej ilogci krokow.
W terminach grafowych warunek ten jest tlumaczony na krotka charaktery-
styczna (i maksymalna) dlugosé $ciezki w grafie [16]. Ten fenomen jest znany
jako ,odlegtosc szesciu usciskéw dioni” miedzy dowolna para ludzi zyjacych na
Swiecie, bywa tez tematem gier np. ,,jak w pieciu skojarzeniach przej$é od kisielu
do zetonu?”.

Drugim warunkiem charakteryzujacym graf matego Swiata jest wysoka klaste-
ryzacja grafu. Poszukujac przyktadéow w grafach rzeczywistych ponownie u-
ciekniemy sie do sieci spolecznych, w ktoérych grupy znajomych zazwyczaj do-
brze znaja sie wzajemnie. Choé¢ oczywiécie kazdy z nich moze mieé¢ pewna liczbe
innych ,indywidualnych” kontaktéw, to ogélna zasada pozostaje ,znajomy mo-
jego znajomego réwniez jest moim znajomym”.

Niejako sytuacja ekstremalng jest graf jaskiniowcow zyjacych w tej samej
jaskini. Kazdy z nich zna kazdego, zatem i ilo§¢ usciskéw dtoni potrzebnych do
przekazania maczugi miedzy dowolng para jest niska. Jezeli jednak rozwazana
jest duza liczba wierzchotkow w grafie (lub jak kto woli: jaskiniowcow w jaskini),
graf staje sie duzy, cho¢ nadal silnie sklasterysowany, a ilos¢ krawedzi w grafie
ro$nie kwadratowo (i moze przekroczy¢ mozliwosci jaskiniowcoéw do utrzymy-
wania takiej liczby znajomych). Dlatego tez czasem dodawany jest wymog, aby
analizowany graf byt rzadki.

Struktury malego §wiata zostaly odnalezione miedzy innymi we wspomnia-
nych wyzej sieciach socjalnych, kooperacji, WWW, ale réwniez sieciach metabo-
licznych, lingwistycznych, a nawet importéw w kodach zrédtowych programow.

W roku 2005, wraz z rozwojem nowoczesnych technik obrazowania w medy-
cynie, ukazaly sie rezultaty badan dotyczacych graféw aktywnosci funkcjonalnej
w mozgu [6]. Poprzez grafy funkcjonalne rozumiano nie faktyczne polaczenia
neuronowe w korze, a korelacje aktywnosci (mierzonej poprzez poziom utlenie-
nia) danych jej obszarow podczas wykonywania nieskomplikowanych czynnosci.
Wyniki wpisuja sie w liste graféw, charakteryzujacych sie potegowym rozkla-
dem stopni. Inne prace lacza prawa potegowe i bezskalowosé z krytycznoscia
dynamiki. Jak jest argumentowane w pracy [5], mozg ludzki operuje wlasnie
w stanie krytycznym lub okotokrytycznym, co wzmacnia hipoteze.

Kolejne badania analizowaly grafy mézgowe pod katem charakterystyki mate-
go $wiata [1, 3, 15] 1 potwierdzily obecno$¢ rowniez i tego fenomenu. Jest to



zatem punkt, w ktérym koncepcje samoorganizacji w sieciach neuronowych i teo-
ria graféw losowych spotykaja sie.

3.2 Dotychczasowe wyniki

Istniejace badania na tym polu mozna do$¢ zgrubnie podzieli¢ na eksperymen-
talne i teoretyczne. Wsréd tych pierwszych nalezy wymienié¢ juz wspomniane
wyzej prace Eguiluza [6], Bullmore’a [3, 4], Salvadora [15] i innych, w ktorych
analizowane sa sieci biologiczne, tj uzyskane na podstawie badan na rzeczywi-
stych systemach nerwowych.

Prace teoretyczne, natomiast usituja zaproponowaé¢ nieskomplikowany mo-
del, ktory byltby wstanie odtworzy¢ rezultaty, uzyskane w badaniach ekspery-
mentalnych. W dotychczas osiggnietych rezultatach na tym polu Piekniewski
i Schreiber analizowali grafy aktywnosci w rekurencyjnych oraz impulsujacych
sieciach neuronowych [10, 11]. W badaniach pokazali, ze grafy funkcjonalne
oparte na w pelni potaczonych sieciach neuronowych zachowuja rozktad stopni
(wejsciowych) zgodny z prawem potegowym z wykladnikiem v = —2. Niniejsza
rozprawa réwniez wpisuje sie w ten tor badan.

4 Metodologia i rezultaty

Rozprawa doktorska jest naturalng kontynuacja badan prowadzonych przez Pie-
kniewskiego i Schreibera. Konstruujac model idziemy o krok dalej, zwracajac
uwage na spatialne rozmieszczenie neuronéw. Przy$wiecajaca ideg jest, zgrubne
choc¢by, odzwierciedlenie rozktadu dlugosci polgczen mozgowych. Co za tym
idzie w grafie strukturalnym znajduje sie duza liczba polaczen kroétkich oraz od-
powiednio mniejsza liczba dtugich, co juz samo w sobie redukuje ilo§¢ dostepnych
w sieci ,skrotow”. Opracowane rezultaty sa podsumowaniem z opublikowanych
przez nas badan [12, 13, 14].

4.1 Model przyplywu aktywnosci

Metodologia badan w duzej mierze bazuje na numerycznych symulacjach opraco-
wanego modelu matematycznego. W duzym skrécie sie¢ neuronowa G = (V, €)
sktada sie z N losowo rozrzuconych na sferze (lub innym ograniczonym pod-
zbiorze R3) abstrakcyjnych neurondw. Kazdy z nich otrzymuje poczatkowa
nieujemng (oraz catkowitoliczbowa) wartos¢ okreslajaca poziom aktywnosci lub
zgromadzony tadunek o, gdzie v € V. Pomiedzy neuronami rozpinane sa potg-
czenia synaptyczne. Prawdopodobieristwo istnienia krawedzi miedzy para jed-
nostek u i v zanika z kwadratem odlegtosci euklidesowej miedzy nimi, jednak
w pewnym niewielkim promieniu powinno wynosi¢ 1, aby otrzymana sie¢ byta
spojna. Polaczeniom synaptycznym przypisywane sa ich wagi w,, okreslajace
pobudzajacy lub hamujacy charakter synapsy. Dla tak okreslonej sieci zdefinio-
wana jest energia zalezna od konfiguracji & — [0y, .., on]:

E(7) = Z Wy |0y — Oy (6)

u,veE

W obrebie tak zdefiniowanej sieci strukturalnej potaczen dopuszczana jest
dynamika re-dystrybuujaca aktywnosé w sieci, ale w sposob dyfuzyjny, tj. za-



chowujacy sumaryczng ilo§é tadunku w ukladzie. Jednostka aktywnosci jest
transmitowana zu do v, rozpieta pomiedzy losowy wybrang para jednostek o ile:

e (u,v) sa polaczone krawedzia oraz u posiada dodatnig aktywnosc o, > 1,
oraz

e transfer zmniejsza warto$é¢ energii; jezeli taki transfer zwieksza energie, to
jest akceptowany z prawdopodobienstwem:

P(5 — 52) = ¢~AEE")-E@") (7)

gdzie &' oraz &2 sa konfiguracjami odpowiednio wyjéciowa oraz po ewen-
tualnym zaakceptowaniu transferu, natomiast G > 0 jest temperaturqg od-
wrotng.

W trakcie tak zdefiniowanej symulacji zarysowuje sie graf funkcjonalny ak-
tywnosci, przez nas zdefiniowany jako podgraf sieci strukturalnej zawierajacy
wszystkie wierzchotki i te krawedzie, ktore charakteryzuja sie¢ sumarycznym
przeptywem aktywnosci przekraczajacym wartos$¢ progowa tj. G’ = (V,&’) oraz
E={eec&:d. >0}, gdzie d. jest sumarycznym przepltywem przez synapse e,
0 jest natomiast ustalonym progiem.

4.2 Uzyskane wyniki

Dla grafu G’ analizowane sa omawiane wczesniej statystyki z teoriografowe.
Pierwszym z nich jest dystrybuanta empiryczna stopni wierzchotkéw. Uzyskane
wyniki potwierdzaja zachowanie si¢ rozktadu stopni w sieci funkcjonalnej jako

P(deg, = k) o k2 (8)

z wystepujacym czasami odcieciem wykladniczym. Do estymacji wartosci wy-
ktadnika wykorzystana zostala regresja liniowa na danych numerycznych, choé
jego wartos¢ udalo sie potwierdzi¢ zaledwie w przyblizeniu. W naszych wynikach
uzyskaliSmy $rednig wynoszaca ¥ ~ —2.1 dla wiekszych probek oraz ¥ ~ —1.8
dla mniejszych z dodatkowo limitowana poczatkowa aktywnoscia, zob. Rys. 1.
Podkresli¢ nalezy, ze te formule wraz z przyblizonymi warto$ciami wyktadnika
uzyskano réwniez w badaniach medycznych [6].

O ile publikacja Eguliza z 2005 roku [6] koncentruje sie bezskalowosci, to
prowadzone po6zniej badania poruszaja réwniez i fenomen matego §wiata”, np.
[1, 9, 15]. Majac takie dane poréwnawcze, mogliSmy rozszerzy¢ analizy modelu
o wspomniany aspekt. Punktem wyjscia tych analiz sa, jak zostalo wczesniej
wspomniane charakterystyczna dlugosé Sciezki w grafie L oraz wspoétczynnik
klasteryzacji C' oraz poréwnanie tych wynikéw do wartosci odpowiadajacym
grafom losowym Erdésa-Rényiego.

Doktadniej dla analizowanej sieci przeptywu aktywnosci obliczane sg stosu-

C
nek rzeczywistej klasteryzacji do odpowiadajacej grafowi losowemu ~y := %
ER
oraz stosunek podobny charakterystycznej dtugosci Sciezki: uzyskanej do odpo-

LReal

wiadajacej w grafie losowym: A := . Obliczajac warto$é ilorazu o = %

ER
otrzymujemy ,wskaznik maltego $wiata”. Dane medyczne, zaleznie od sposobu
pomiaru, wielkosci probki i stosowanych parametréw progowych zawieraja sie
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Rysunek 1: Wykres uzyskanych wartosci wyktadnika dla r6znych topologii sieci.

w przedziale o € (2,140), porownaj Rysunek 2. Dla poréwnania teoretyczna
warto$¢ dla grafow losowych Erdésa-Rényiego wynosi ogg = 1. Wartosci o > 1
sy charakterystyczne dla graféw malego swiata. Nasze rezultaty potwierdzaja,
ze analizowane grafy sa istotnie grafami malego $wiata i daja rezultaty po-
rownywalne z danymi medycznymi. Uzyskane dane z symulacji daja rezultat
o € (2,70), przy czym warto$¢ to rosnie wraz z wielkoscia sieci.
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Rysunek 2: Poroéwnanie wynikow statystyk teoriografowych dla analizowanego
modelu oraz badaii medycznych. Oznaczenia: Eg — [6], fMRI — dane me-
dyczne, model oparty o szkta spinowe Isinga [8], AF — model przeplywu ak-
tywnosci.
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