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Klasyczne liczby Ramseya

U podstaw prezentowanej rozprawy le»y twierdzenie udowodnione na pocz¡tku 1930 roku

przez angielskiego matematyka Franka Ramseya. Twierdzenie to, dzisiaj nazywane jego imie-

niem, jest przedmiotem bada« wielu matematyków. Analiza niektórych problemów mo»liwa

byªa dzi¦ki zaprojektowaniu i implementacji nietrywialnych algorytmów cz¦sto dziaªaj¡cych

równolegle na sieci komputerów.

Twierdzenie 1 (Ramsey [40]). Dla dowolnych liczb naturalnych r i m oraz dla dowolnego

ci¡gu liczb naturalnych k1, k2, ..., km istnieje liczba naturalna n taka, »e:

(*) dla dowolnego zbioru X, |X| ≥ n oraz podziaªu
(
X
r

)
= A1∪A2∪...∪Am istnieje 1 ≤ i ≤ m

oraz zbiór Y ⊆ X o co najmniej ki elementach taki, »e
(
Y
r

)
⊆ Ai,

gdzie
(
X
r

)
oznacza wszystkie r-elementowe podzbiory zbioru X. W przypadku r = 1 twier-

dzenia to jest równowa»ne zasadzie szu�adkowej Dirichleta. W prezentowanej rozprawie zaj-

mowa¢ si¦ b¦dziemy wyª¡cznie przypadkiem, gdy r = 2. Pi¦¢ lat po ±mierci Ramseya, w

1935 roku podobnym problemem zajmowaªa si¦ grupa w¦gierskich matematyków, w której

znajdowaª si¦ 20 letni wówczas Paul Erd®s. Esther Klein udowodniªa, »e w dowolnym zbiorze

5 punktów takich, »e »adne 3 z nich nie s¡ wspóªliniowe, zawsze mo»na znale¹¢ czworok¡t wy-

pukªy oraz zapytaªa, czy mo»emy wyznaczy¢ liczb¦ N(n) tak¡, »e w dowolnym zbiorze N(n)

punktów, w którym »adne 3 nie s¡ wspóªliniowe, znajduje si¦ n punktów wyznaczaj¡cych

n-k¡t wypukªy. Erd®s i Szekeres w pracy [11] przedstawili dwa dowody faktu istnienia tych

liczb. Pierwszy z nich zawiera nowy dowód twierdzenia Ramseya daj¡cy lepsze górne oszaco-

wanie dla liczb Ramseya. Nieformalnie mówi¡c, twierdzenie 1 orzeka, »e w dostatecznie du»ej

strukturze znajdziemy zorganizowan¡ podstruktur¦ o arbitralnym rozmiarze. Naturaln¡ kon-

sekwencj¡ tego faktu jest pytanie jak du»a musi by¢ ta struktura? Inaczej mówi¡c, jaka jest

najmniejsza warto±¢ liczby n speªniaj¡cej warunek (*)?

De�nicja 2. Dla r = 2 oraz dowolnego ci¡gu liczb naturalnych k1, k2, ..., km najmniejsz¡

liczb¦ naturaln¡ n speªniaj¡c¡ warunek (*) nazywamy liczb¡ Ramseya i oznaczamy R(k1,

k2, ..., km).

W 1955 roku Greenwood i Gleason opublikowali pierwsz¡ prac¦ [17], w której wyzna-

czone zostaªy liczby Ramseya. Dwa lata wcze±niej, na zawodach matematycznych The Wil-

liam Lowell Putnam Mathematical Competition, uczestnicy mieli do rozwi¡zania zadanie
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polegaj¡ce na udowodnieniu, »e ka»dy graf o 6 wierzchoªkach i 15 kraw¦dziach pokolorowa-

nych na czerwono lub niebiesko posiada 3 wierzchoªki takie, »e ª¡cz¡ce je kraw¦dzie tworz¡

jednobarwny trójk¡t. Rozwi¡zanie tego zadania jest dowodem nierówno±ci R(3, 3) ≤ 6. Rów-

no±¢ R(3, 3) = 6 wynika z istnienia kolorowania grafu o 5 wierzchoªkach i 10 kraw¦dziach

niezawieraj¡cego jednobarwnego trójk¡ta.

Dotychczas wyznaczono tylko 9 dokªadnych (nietrywialnych) warto±ci dwukolorowych

liczb Ramseya. Wszystkie znane warto±ci wraz z autorami i rokiem odkrycia przedstawia

tabela 1.

Rok Liczba Autorzy
wyznaczenia i warto±¢

≤ 1953 R(3, 3) = 6
1955 R(3, 4) = 9 Greenwood, Gleason [17]

R(3, 5) = 14
R(4, 4) = 18

1964 R(3, 6) = 18 Kéry [24]
1968 R(3, 7) = 23 Graver, Yackel [16]
1982 R(3, 9) = 36 Grinstead, Roberts [18]
1992 R(3, 8) = 28 McKay, Zhang Ke Min [34]
1995 R(4, 5) = 25 McKay, Radziszowski [32]

Tabela 1: Warto±ci klasycznych liczb Ramseya.

W 4 ostatnich wierszach tabeli przedstawieni s¡ autorzy górnych oszacowa«. Dolne oszacowa-

nia wyznaczone zostaªy wcze±niej przez Kalb�eischa w pracy [25] dla liczb R(3, 7) i R(3, 9)

oraz w pracy [26] dla liczby R(4, 5). Dolne oszacowanie liczby R(3, 8) wyznaczone zostaªo

wraz z warto±ci¡ liczby R(3, 9) przez Grinsteada i Robertsa [18]. Przy wyznaczaniu trzech

ostatnich warto±ci z tabeli 1 u»ywane byªy komputery.

W przypadku wi¦kszej liczby kolorów dokªadna warto±¢ klasycznych liczb Ramseya znana

jest tylko w jednym przypadku. W 1955 roku Greenwood i Gleason [17] wyznaczyli warto±¢

R(3, 3, 3) = 17. Oczywi±cie badane s¡ tak»e inne liczby i znane s¡ ograniczenia ich warto±ci.

Wszystkie znane dokªadne warto±ci oraz oszacowania dla ró»nego typu liczb Ramseya mo»na

znale¹¢ w regularnie aktualizowanej pracy przegl¡dowej Radziszowskiego [36].
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Zadanie wyznaczenia liczb Ramseya R(k, k) mo»na przeformuªowa¢ i zapyta¢: ile osób

nale»y zaprosi¢ na przyj¦cie, aby byªo w±ród nich k osób znaj¡cych si¦ wzajemnie lub k osób,

które si¦ wzajemnie nie znaj¡? Trudno±¢ wyznaczania dokªadnych warto±ci liczb Ramseya

Paul Erd®s cz¦sto opisywaª w formie zabawnej anegdoty. W �lmie dokumentalnym z 1993

roku �N is a Number - A Portrait of Paul Erd®s� opowiada:

Przypu±¢my, »e zªy duch powie ludzko±ci: podajcie odpowied¹ dla 5 osób albo

doprowadz¦ do eksterminacji ludzkiej rasy. Najlepszym co mogliby±my zrobi¢,

to zaanga»owanie wszystkich matematyków oraz wszystkich komputerów, aby

obliczy¢ »¡dan¡ warto±¢. Je»eli jednak zapyta o 6 osób, najlepsze co mogliby±my

zrobi¢, to stara¢ si¦ zniszczy¢ go, zanim on zniszczy nas.

Faktycznie, 20 lat po opowiedzeniu tej historii ci¡gle nie jest znana dokªadna warto±¢

R(5, 5). Wiadomo jedynie, »e liczba ta jest pomi¦dzy 43 [12] a 49 [33]. O liczbie R(6, 6)

wiadomo, »e jest pomi¦dzy 102 [26] a 165 [31].

Liczby Ramseya w j¦zyku teorii grafów

De�nicja 3. Dla dowolnych grafów H1, H2, ..., Hm grafowa liczba Ramseya R(H1, H2, ...,

Hm) to najmniejsza liczba naturalna n taka, »e dla dowolnego m-kolorowania kraw¦dziowego

grafu peªnego G = Kn istnieje i (1 ≤ i ≤ m) takie, »e graf G zawiera podgraf izomor�czny z

Hi, którego wszystkie kraw¦dzie s¡ w kolorze i.

Gdy grafy Hi s¡ grafami peªnymi, to powy»sza de�nicja jest równowa»na de�nicji 2. W

prezentowanej rozprawie zajmowa¢ si¦ b¦dziemy grafowymi liczbami Ramseya, w których

jednym z parametrów jest cykl C4.

W 1974 roku Faudree, Lawrence, Parsons oraz Schelp [15] wyznaczyli dokªadne warto±ci

wszystkich dwukolorowych liczb Ramseya dla ±cie»ek i cykli. Wnioskiem z udowodnionego

przez nich twierdzenia jest fakt, »e R(C4, Pn) = 4 dla n = 2, 3 oraz R(C4, Pn) = n + 1

dla n ≥ 4. Podobnie jak w przypadku ±cie»ek, znane s¡ wszystkie warto±ci liczb Ramseya

dla dwóch cykli. Wyznaczyli je w 1973 roku Rosta [41] oraz niezale»nie w 1974 r. Faudree i

Schelp [14]. W przypadku cyklu C4 warto±ci te wynosz¡ R(C4, Cn) = 7, 6, 7 dla n = 3, 4, 5

oraz R(C4, Cn) = n + 1 dla n ≥ 6. Trudniejszym zadaniem okazaªo si¦ wyznaczenie liczb
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Ramseya R(C4, Kn). Dokªadne warto±ci tych liczb znane s¡ tylko dla n ≤ 8 a wyniki te

podsumowuje tabela 2.

n 3 4 5 6 7 8
R(C4, Kn) 7 [4] 10 [6] 14 [7] 18 [42] 22 [22] 26 [38]

Tabela 2: R(C4, Kn) dla 3 ≤ n ≤ 8.

Cykle i peªne grafy dwudzielne

Liczby Ramseya dla cykli i peªnych grafów dwudzielnych byªy szeroko badane mi¦dzy

innymi w pracach [20, 30, 35]. Harborth i Mengersen [20] badali liczby postaci R(K2,2 =

C4, Km,n) dla 2 ≤ m ≤ 3 oraz m ≤ n. Przypadek m = 1 szczegóªowo badaª Parsons [35] a

warto±ci dla m = 3 i 3 ≤ n ≤ 10 wyznaczyª Lortz [30].

Harborth i Mengersen [20] udowodnili nast¦puj¡ce górne oszacowanie:

Dla n ≥ 2 niech q = ⌈
√
n⌉, s = n− (q − 1)2 oraz M = {2, 5, 37, 3137}. Wtedy

R(C4, K2,n) ≤


n+ 2q − 1 dla s = 1 oraz n /∈ M
n+ 2q dla 2 ≤ s ≤ q − 1 lub n ∈ M
n+ 2q + 1 w pozostaªych przypadkach

Ponadto, pokazali, »e w niesko«czenie wielu przypadkach dokªadna warto±¢ badanych liczb

jest równa wskazanemu górnemu oszacowaniu. Dokªadne warto±ci dla maªych n wyznaczyli

Chvátal i Harary [5, 6] dla n = 1 i 2 oraz Harborth i Mengersen [20] dla 3 ≤ n ≤ 13 oraz

n = 16, 17, 20, 21.

Cykle i koªa

W 1983 r. Burr i Erd®s [3] udowodnili, »e R(C3,Wn) = 2n− 1 dla n ≥ 6. Dokªadne war-

to±ci liczb R(Cm,Wn) = 2n− 1 dla nieparzystego m oraz n ≥ 5m− 6 wyznaczyª Zhou Huai

Lu [51]. Surahmat i inni postawili hipotez¦ [45, 46, 47] mówi¡c¡, »e R(Cm,Wn) = 3m − 2

dla parzystego n ≥ 4 oraz m ≥ n − 1, m ̸= 3. Cz¦±ciowo zostaªa ona udowodniona w pra-

cach [28, 29, 47] a kompletny dowód przedstawili Yaojun Chen i inni [49]. Surahmat postawiª
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tak»e hipotez¦ R(Cm,Wn) = 2m− 1 dla nieparzystego n ≥ 3 oraz m > n i m ≥ 5 [45]. Hipo-

teza ta zostaªa pocz¡tkowo udowodniona dla 2m ≥ 5n−7 [47] a w 2009 r. dla 2m ≥ 3n−1 [50].

Dokªadne warto±ci liczb typu R(C4,Wn) dla 4 ≤ n ≤ 6 wyznaczone zostaªy w pracach [6,

7, 23] oraz dla 7 ≤ n ≤ 13 przez Kung-Kuen Tse w pracy [27]. Surahmat i inni [48] udowodnili

nast¦puj¡ce górne oszacowanie:

R(C4,Wn) ≤ n+ ⌈(n− 1)/3⌉.

Trój- i czterokolorowe liczby z cyklem C4

Liczbami Ramseya dla trzech grafów o co najwy»ej 4 wierzchoªkach zajmowano si¦ mi¦-

dzy innymi w pracach [1, 3, 17, 21, 43]. Poza tym Radziszowski i inni [37, 39] pokazali, »e:

19 ≤ R(C4, C4, K4) ≤ 22, 25 ≤ R(C4, K3, K4) ≤ 32, 52 ≤ R(C4, K4, K4) ≤ 72. Warto±¢

R(C4, P4, K4) = 14 zostaªa wyznaczona w pracy [2].

Czterokolorowymi liczbami Ramseya typu R(C4, C4, H1, H2), gdzie H1 oraz H2 byªy jed-

nym z grafów C4, K3 lub K4 zajmowano si¦ mi¦dzy innymi w pracach [13, 37, 39, 44].

Jedyn¡ znan¡ dokªadn¡ warto±ci¡ tego typu liczb jest R(C4, C4, C4, C4) = 18. Dolne oszaco-

wanie wyznaczyª w 1983r. Exoo [13], a górne zostaªo wyznaczone w 2007r. przez Sun Yongqi

i innych [44]. Liczbami tego typu zajmowaª si¦ Radziszowski i Xu w pracy [39] oraz razem

z Shao w pracy [37] wyznaczaj¡c nast¦puj¡ce oszacowania: 21 ≤ R(C4, C4, C4, K3) ≤ 27,

31 ≤ R(C4, C4, C4, K4) ≤ 50, 28 ≤ R(C4, C4, K3, K3) ≤ 36, 42 ≤ R(C4, C4, K3, K4) ≤ 76,

87 ≤ R(C4, C4, K4, K4) ≤ 179.

Wyniki rozprawy

Prezentowana rozprawa po±wi¦cona jest grafowym liczbom Ramseya, których przynaj-

mniej jednym z parametrów jest cykl dªugo±ci cztery, czyli C4.

W rozdziale 3 zajmujemy si¦ dwukolorowymi liczbami Ramseya dla cyklu C4 oraz peª-

nych grafów dwudzielnych K2,n. Gªównym wynikiem jest twierdzenie, które w niesko«czenie

wielu przypadkach daje lepsze od dotychczas znanego górne oszacowanie dla tego typu liczb.

Dokªadniej, pokazujemy, »e:
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Je»eli n ≥ 2 jest parzyste i q = ⌈
√
n⌉ nieparzyste oraz n− (q − 1)2 ≤ q/2, to R(C4, K2,n) ≤

n+ 2q − 1.

Dodatkowo, za pomoc¡ powy»szego twierdzenia i zaprojektowanego algorytmu kompute-

rowego wyznaczymy dokªadne warto±ci liczb:

• R(C4, K2,14) = 22,

• R(C4, K2,15) = 24,

• R(C4, K2,18) = 27,

• R(C4, K2,38) = 51.

Wyniki przedstawione w tym rozdziale zostaªy opisane w zaakceptowanej do druku pracy

[8].

W rozdziale 4 omówimy dwukolorowe liczby Ramseya dla cyklu C4 oraz koªa o n wierz-

choªkach Wn. Gªównym wynikiem jest twierdzenie, które wyznacza górne oszacowanie tego

typu liczb.

Dla ka»dej liczby naturalnej n ≥ 11

R(C4,Wn) ≤ n+ ⌊
√
n− 2⌋+ 1.

Ponadto, poka»emy, »e wyznaczone górne oszacowanie jest równe dokªadnej warto±ci dla

niesko«czenie wielu n. Dokªadniej, za pomoc¡ mody�kacji grafu Erd®sa-Rényiego, poka»emy,

»e

R(C4,Wq2+1) = q2 + q + 1 dla q ≥ 4 b¦d¡cego pot¦g¡ liczby pierwszej.

Na zako«czenie wyznaczymy nast¦puj¡ce liczby:

• R(C4,W14) = 18,

• R(C4,W15) = 19,

• R(C4,W16) = 20,

• R(C4,W17) = 21.
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Wyniki tego rozdziaªu zostaªy opisane we wspólnej z Dzido pracy [10].

W rozdziale 5 zajmujemy si¦ trój- i czterokolorowymi liczbami Ramseya, których jednym

z parametrów jest cykl C4 a jako pozostaªe parametry przyjmiemy dowolne grafy o mak-

symalnie czterech wierzchoªkach. Za pomoc¡ metod kombinatorycznych oraz algorytmów

komputerowych wyznaczymy liczby:

• R(C4, C4, B2) = 16,

• R(C4, B2, K3) = 17,

• R(C4, B2, B2) = 19, gdzie B2 oznacza ksi¡»k¦.

oraz dolne oszacowania:

• R(C4, C4, K4) ≥ 20,

• R(C4, C3, K4) ≥ 27,

• R(C4, B2, K4) ≥ 28,

• R(C4, C4, C4, C3) ≥ 24,

• R(C4, C4, C4, K4) ≥ 34,

• R(C4, C4, C3, C3) ≥ 30,

• R(C4, C4, C3, K4) ≥ 43.

Ponadto poka»emy, »e R(C4, B2, K4) ≤ 36 oraz

• R(C4, B2, K3 + e) = R(C4, B2, K3) = 17,

• R(C4, K3 + e,K4) ≤ max{R(C4, K3, K4), 29} ≤ 32.

Wyniki opisane w tym rozdziale s¡ cz¦±ci¡ wspólnej z Dzido pracy [9] oraz wspólnej z

Boz¡ i Dzido pracy [2].
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