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Klasyczne liczby Ramseya

U podstaw prezentowanej rozprawy lezy twierdzenie udowodnione na poczatku 1930 roku
przez angielskiego matematyka Franka Ramseya. Twierdzenie to, dzisiaj nazywane jego imie-
niem, jest przedmiotem badan wielu matematykow. Analiza niektorych problemoéw mozliwa
byta dzieki zaprojektowaniu i implementacji nietrywialnych algorytmow czesto dziatajacych

rownolegle na sieci komputerow.

Twierdzenie 1 (Ramsey [40]). Dla dowolnych liczb naturalnych r i m oraz dla dowolnego
ciggu liczb naturalnych ki, ks, ..., ky, istnieje liczba naturalna n taka, ze:
(*) dla dowolnego zbioru X, | X| > n oraz podziatu ():) = AUAU...UA,, istnieje 1 <i<m

oraz zbior' Y C X o co najmniej k; elementach taki, Ze (}T/) C A,

gdzie ()f) oznacza wszystkie r-elementowe podzbiory zbioru X. W przypadku r = 1 twier-
dzenia to jest rownowazne zasadzie szufladkowej Dirichleta. W prezentowanej rozprawie zaj-
mowac sie bedziemy wylacznie przypadkiem, gdy r = 2. Pie¢ lat po Smierci Ramseya, w
1935 roku podobnym problemem zajmowala sie grupa wegierskich matematykow, w ktorej
znajdowal sie 20 letni wowczas Paul Erdés. Esther Klein udowodnita, ze w dowolnym zbiorze
5 punktéw takich, ze zadne 3 z nich nie sa wspotliniowe, zawsze mozna znalezé czworokat wy-
pukly oraz zapytala, czy mozemy wyznaczy¢ liczbe N(n) taka, ze w dowolnym zbiorze N (n)
punktow, w ktorym zadne 3 nie sa wspotliniowe, znajduje sie n punktow wyznaczajacych
n-kat wypukly. Erdds i Szekeres w pracy [11] przedstawili dwa dowody faktu istnienia tych
liczb. Pierwszy z nich zawiera nowy dowdd twierdzenia Ramseya dajacy lepsze gorne oszaco-
wanie dla liczb Ramseya. Nieformalnie moéwiac, twierdzenie 1 orzeka, ze w dostatecznie duzej
strukturze znajdziemy zorganizowana podstrukture o arbitralnym rozmiarze. Naturalng kon-
sekwencja tego faktu jest pytanie jak duza musi by¢ ta struktura? Inaczej moéwiac, jaka jest

najmniejsza wartosé liczby n speliajacej warunek (*)7

Definicja 2. Dla » = 2 oraz dowolnego ciagu liczb naturalnych kq, ks, ..., k,, najmniejsza
liczbe naturalna n spelniajaca warunek (*) nazywamy liczbg Ramseya i oznaczamy R(kq,

Koy oo Fom).

W 1955 roku Greenwood i Gleason opublikowali pierwsza prace [17|, w ktorej wyzna-
czone zostaly liczby Ramseya. Dwa lata wczesniej, na zawodach matematycznych The Wil-

liam Lowell Putnam Mathematical Competition, uczestnicy mieli do rozwiazania zadanie



polegajace na udowodnieniu, ze kazdy graf o 6 wierzchotkach i 15 krawedziach pokolorowa-
nych na czerwono lub niebiesko posiada 3 wierzcholki takie, ze laczace je krawedzie tworza
jednobarwny trojkat. Rozwiazanie tego zadania jest dowodem nierownosci R(3,3) < 6. Row-
no$¢ R(3,3) = 6 wynika z istnienia kolorowania grafu o 5 wierzchotkach i 10 krawedziach
niezawierajacego jednobarwnego trojkata.

Dotychcezas wyznaczono tylko 9 dokladnych (nietrywialnych) wartosci dwukolorowych
liczb Ramseya. Wszystkie znane wartosci wraz z autorami i rokiem odkrycia przedstawia
tabela 1.

Rok Liczba Autorzy
wyznaczenia | 1 wartosc¢

<1953 R(3,3) =6

1955 R(3,4) =9 | Greenwood, Gleason [17]
R(3,5) = 14
R(4,4) = 18
1964 | R(3,6) = 18 Keéry [24]
1968 R(3,7) =23 Graver, Yackel [16]
1982 R(3,9) =36 | Grinstead, Roberts [18]
1992 R(3,8) = 28 | McKay, Zhang Ke Min [34]
1995 R(4,5) =25 | McKay, Radziszowski [32]

Tabela 1: Wartosci klasycznych liczb Ramseya.

W 4 ostatnich wierszach tabeli przedstawieni sa autorzy gérnych oszacowan. Dolne oszacowa-
nia wyznaczone zostaly wczesniej przez Kalbfleischa w pracy [25] dla liczb R(3,7) i R(3,9)
oraz w pracy [26] dla liczby R(4,5). Dolne oszacowanie liczby R(3,8) wyznaczone zostalo
wraz 7z wartoScia liczby R(3,9) przez Grinsteada i Robertsa [18]. Przy wyznaczaniu trzech

ostatnich wartosci z tabeli 1 uzywane byty komputery.

W przypadku wiekszej liczby koloréw doktadna wartos¢ klasycznych liczb Ramseya znana
jest tylko w jednym przypadku. W 1955 roku Greenwood i Gleason [17] wyznaczyli warto$é
R(3,3,3) = 17. Oczywiscie badane sa takze inne liczby i znane sa ograniczenia ich wartosci.
Wszystkie znane doktadne wartosci oraz oszacowania dla réoznego typu liczb Ramseya mozna

znalez¢ w regularnie aktualizowanej pracy przegladowej Radziszowskiego [36].



Zadanie wyznaczenia liczb Ramseya R(k, k) mozna przeformutowac i zapytac: ile osob
nalezy zaprosi¢ na przyjecie, aby byto wsrod nich k& oséb znajacych sie wzajemnie lub k osob,
ktore sie wzajemnie nie znaja? Trudno$¢ wyznaczania doktadnych wartosci liczb Ramseya
Paul Erdés czesto opisywal w formie zabawnej anegdoty. W filmie dokumentalnym z 1993

roku ,N is a Number - A Portrait of Paul Erd6s” opowiada:

Przypusémy, ze zty duch powie ludzkosci: podajcie odpowiedz dla 5 oséb albo
doprowadze do eksterminacji ludzkiej rasy. Najlepszym co mogliby$my zrobi¢,
to zaangazowanie wszystkich matematykow oraz wszystkich komputeréw, aby
obliczy¢ zadang wartos$¢. Jezeli jednak zapyta o 6 osob, najlepsze co mogliby$smy

zrobi¢, to stara¢ sie zniszczy¢ go, zanim on zniszczy nas.

Faktycznie, 20 lat po opowiedzeniu tej historii ciggle nie jest znana dokladna wartosé
R(5,5). Wiadomo jedynie, ze liczba ta jest pomiedzy 43 [12] a 49 [33]. O liczbie R(6,6)
wiadomo, ze jest pomiedzy 102 [26] a 165 [31].

Liczby Ramseya w jezyku teorii graféw

Definicja 3. Dla dowolnych grafow Hy, Hs, ..., H,, grafowa liczba Ramseya R(H,, Hs, ...,
H,,) to najmniejsza liczba naturalna n taka, ze dla dowolnego m-kolorowania krawedziowego
grafu pelnego G = K, istnieje i (1 < i < m) takie, ze graf G zawiera podgraf izomorficzny z

H;, ktorego wszystkie krawedzie sa w kolorze 1.

Gdy grafy H; sa grafami pelnymi, to powyzsza definicja jest rownowazna definicji 2. W
prezentowanej rozprawie zajmowacé sie bedziemy grafowymi liczbami Ramseya, w ktorych

jednym z parametréow jest cykl Cly.

W 1974 roku Faudree, Lawrence, Parsons oraz Schelp [15] wyznaczyli dokladne wartosci
wszystkich dwukolorowych liczb Ramseya dla Sciezek i cykli. Wnioskiem z udowodnionego
przez nich twierdzenia jest fakt, ze R(Cy, P,) = 4 dla n = 2,3 oraz R(Cy, P,) = n+ 1
dla n > 4. Podobnie jak w przypadku Sciezek, znane sa wszystkie wartosci liczb Ramseya
dla dwoch cykli. Wyznaczyli je w 1973 roku Rosta [41] oraz niezaleznie w 1974 r. Faudree i
Schelp [14]. W przypadku cyklu Cy wartosci te wynosza R(Cy,C,,) = 7,6,7 dla n = 3,4,5

oraz R(Cy,C,) = n+ 1 dla n > 6. Trudniejszym zadaniem okazalo sie wyznaczenie liczb



Ramseya R(Cjy, K,,). Dokladne wartosci tych liczb znane sa tylko dla n < 8 a wyniki te

podsumowuje tabela 2.

n 3 4 5 6 7 8
R(C4, Kn) T | 10w | 14 7 | 18 (421 | 22 1221 | 26 [35)

Tabela 2: R(Cy, K,,) dla 3 <n < 8.

Cykle i pelne grafy dwudzielne

Liczby Ramseya dla cykli i pelnych graféw dwudzielnych byly szeroko badane miedzy
innymi w pracach [20, 30, 35]. Harborth i Mengersen [20] badali liczby postaci R(Ksyo =
Cy, Kimy) dla 2 < m < 3 oraz m < n. Przypadek m = 1 szczegotowo badal Parsons [35] a
wartosci dla m = 31 3 < n < 10 wyznaczyt Lortz [30].

Harborth i Mengersen |20] udowodnili nastepujace gorne oszacowanie:

Dlan > 2 niech q = [/n], s=n— (q¢—1)* oraz M = {2,5,37,3137}. Wtedy
n+2¢—1 dlas=1orazn¢ M
R(Cy, Ks,) < n+2q dla2<s<qg—1lubneM
n+2q+1 w pozostatych przypadkach
Ponadto, pokazali, ze w nieskoriczenie wielu przypadkach doktadna wartos¢ badanych liczb
jest rowna wskazanemu goérnemu oszacowaniu. Doktadne wartosci dla maltych n wyznaczyli
Chvatal i Harary [5, 6] dla n = 1 i 2 oraz Harborth i Mengersen [20] dla 3 < n < 13 oraz
n = 16,17,20, 21.

Cykle i kota

W 1983 r. Burr i Erdés [3] udowodnili, ze R(C5, W,,) = 2n — 1 dla n > 6. Dokladne war-
tosci liczb R(C,y,, W,,) = 2n — 1 dla nieparzystego m oraz n > 5m — 6 wyznaczyt Zhou Huai
Lu [51]. Surahmat i inni postawili hipoteze [45, 46, 47| mowiaca, ze R(Cy,, W,,) = 3m — 2
dla parzystego n > 4 oraz m > n — 1, m # 3. CzeSciowo zostala ona udowodniona w pra-

cach |28, 29, 47| a kompletny dowod przedstawili Yaojun Chen i inni [49]. Surahmat postawit



takze hipoteze R(C,,, W,,) = 2m — 1 dla nieparzystego n > 3 oraz m > nim > 5 [45]. Hipo-
teza ta zostala poczatkowo udowodniona dla 2m > 5n—7 [47] a w 2009 r. dla 2m > 3n—1 [50].

Dokladne wartosci liczb typu R(Cy, W) dla 4 < n < 6 wyznaczone zostaly w pracach [6,
7, 23] oraz dla 7 < n < 13 przez Kung-Kuen Tse w pracy |27]. Surahmat i inni [48] udowodnili

nastepujace gorne oszacowanie:

R(Cy,W,) <n+[(n—1)/3].

Tréj- i czterokolorowe liczby z cyklem C)

Liczbami Ramseya dla trzech grafoéw o co najwyzej 4 wierzchotkach zajmowano sie mie-
dzy innymi w pracach [1, 3, 17, 21, 43|. Poza tym Radziszowski i inni |37, 39| pokazali, ze:
19 < R(Cy,Cy, Ky) < 22,25 < R(Cy, K3,Ky) < 32, 52 < R(Cy, Ky, Ky) < 72. Wartos¢
R(Cy, Py, K4) = 14 zostala wyznaczona w pracy [2].

Czterokolorowymi liczbami Ramseya typu R(Cy, Cy, Hy, Hy), gdzie Hy oraz Hs byly jed-
nym z grafow Cy, K3 lub K zajmowano sie miedzy innymi w pracach [13, 37, 39, 44].
Jedyna znana dokladna wartoscia tego typu liczb jest R(Cy, Cy, Cy, Cy) = 18. Dolne oszaco-
wanie wyznaczyt w 1983r. Exoo [13], a gorne zostalo wyznaczone w 2007r. przez Sun Yongqi
i innych [44]. Liczbami tego typu zajmowatl si¢ Radziszowski i Xu w pracy 39| oraz razem
z Shao w pracy [37| wyznaczajac nastepujace oszacowania: 21 < R(Cy,Cy, Cy, K3) < 27,
31 < R(Cy,Cy,Cy, Ky) < 50, 28 < R(Cy,Cy, K3, K3) < 36, 42 < R(Cy,Cy, K3, Ky) < 76,
87 < R(Cy, Cy, Ky, Ky) < 179.

Wymniki rozprawy

Prezentowana rozprawa poswiecona jest grafowym liczbom Ramseya, ktorych przynaj-

mniej jednym z parametréow jest cykl dtugosci cztery, czyli Cy.

W rozdziale 3 zajmujemy sie dwukolorowymi liczbami Ramseya dla cyklu C, oraz pel-
nych grafow dwudzielnych K ,. Gloéwnym wynikiem jest twierdzenie, ktére w nieskoriczenie
wielu przypadkach daje lepsze od dotychczas znanego gorne oszacowanie dla tego typu liczb.

Doktadniej, pokazujemy, ze:



Jezeli n > 2 jest parzyste i ¢ = [\/n] nieparzyste orazn — (q — 1)*> < q/2, to R(Cy, Ks,,) <
n+2q—1.

Dodatkowo, za pomoca powyzszego twierdzenia i zaprojektowanego algorytmu kompute-

rowego wyznaczymy doktadne wartosci liczb:
o R(Cy, Ky14) = 22,
o R(Cy, Ky15) = 24,
o R(Cy, Ky15) = 27,
o R(Cy, Ky35) = bl.
Wyniki przedstawione w tym rozdziale zostaly opisane w zaakceptowanej do druku pracy

8]-

W rozdziale 4 oméwimy dwukolorowe liczby Ramseya dla cyklu Cy oraz kota o n wierz-
chotkach W,,. Gléwnym wynikiem jest twierdzenie, ktore wyznacza gorne oszacowanie tego

typu liczb.

Dla kazdej liczby naturalnej n > 11
R(Cy,W,) <n+|[vVn—2]+1.

Ponadto, pokazemy, ze wyznaczone gorne oszacowanie jest rowne dokladnej wartosci dla
nieskonczenie wielu n. Dokladniej, za pomoca modyfikacji grafu Erdgsa-Rényiego, pokazemy,

ze
R(Cy,Wpi1) =¢*+q+1 dla ¢ > 4 bedacego potegq liczby pierwszes.
Na zakonczenie wyznaczymy nastepujace liczby:
o R(Cy,Wyy) =18,
o R(Cy,Wi5) =19,
o R(Cy,Wis) = 20,

[ ] R(C4, W17) - 2].



Wyniki tego rozdziatu zostaly opisane we wspoélnej z Dzido pracy [10].

W rozdziale 5 zajmujemy sie trdj- i czterokolorowymi liczbami Ramseya, ktorych jednym
z parametrow jest cykl C; a jako pozostate parametry przyjmiemy dowolne grafy o mak-
symalnie czterech wierzchotkach. Za pomoca metod kombinatorycznych oraz algorytmoéw

komputerowych wyznaczymy liczby:

e R(Cy,Cy, Bs) = 16,

e R(Cy, By, K3) =17,

o R(Cy, By, By) =19, gdzie By oznacza ksiazke.
oraz dolne oszacowania:

e R(Cy,Cy, Ky) > 20,

o R(Cy,C3,Ky) > 27,

R(Cy, By, Ky) > 28,

R(Cy, Cy, Cy, C3) > 24,

R(Cy, Cy, Cy, Ky) > 34,

R(Cy, Cy, Cs,C3) > 30,
o R(Cy,Cy,Cs, Ky) > 43.
Ponadto pokazemy, ze R(Cy, Bo, K4) < 36 oraz
o R(Cy, By, Ky +¢) = R(Cy, By, K3) = 17,
o R(Cy, K3+ e, Ky) <max{R(Cy, K3, K4),29} < 32.

Wyniki opisane w tym rozdziale sa cze$cia wspolnej z Dzido pracy [9] oraz wspdlnej z

Boza i Dzido pracy [2].
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