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Powtórzenia w słowach stanowią jedno z fundamentalnych zagadnień w kombinatoryce
tekstów. Prace prekursora tej dziedziny, A. Thuego [42], pochodzą z początków ubiegłego
wieku. Problematyka powtórzeń w słowach pojawia się w różnych dziedzinach matema-
tyki i informatyki, w szczególności w algorytmach wyszukiwania wzorca w tekście, teorii
automatów, teorii języków formalnych, metodach kompresji tekstów, biologii obliczeniowej
itd., patrz też [2, 15, 33]. Bardziej szczegółowy opis zastosowań można znaleźć np. w pracy
przeglądowej [8].
Najważniejszymi typami powtórzeń w słowach są kwadraty, wyższe potęgi oraz maksy-

malne powtórzenia. Analizę powtórzeń prowadzi się m.in. w kontekście kombinatorycznym
– wyznaczanie oszacowań na maksymalną liczbę powtórzeń danego typu w słowie zadanej
długości – oraz w kontekście algorytmicznym – projektowanie algorytmów służących do
efektywnego wyszukiwania podsłów odpowiadających poszczególnym typom powtórzeń.
Niniejsza rozprawa stanowi przyczynek do tej dziedziny.
Szczególny nacisk kładziemy na analizę struktury powtórzeń silnie okresowych: podsłów

będących wyższymi potęgami oraz maksymalnych powtórzeń sześciennych. Uzyskujemy
łatwiejsze i dokładniejsze oszacowania niż w przypadku powtórzeń o długich okresach.
Otrzymane narzędzia pozwalają odkryć nowe własności ogólnych maksymalnych powtó-
rzeń. Wskazujemy także nowe zastosowania algorytmiczne maksymalnych powtórzeń.

Definicje

Rozważamy słowa będące skończonymi ciągami symboli należących do skończonego zbioru
zwanego alfabetem. Dla danego słowa u = u1u2 . . . un, przez u[i . . j] oznaczamy podsłowo
równe ui . . . uj (w szczególności u[i] = u[i . . i]). Podsłowa typu u[1 . . i] nazywamy prefiksami
słowa u, a podsłowa typu u[i . . n] – sufiksami słowa u.
Potęgą słowa w o wykładniku k, dla k  0 całkowitego, nazywamy słowo u = wk, czyli

u = ww . . . w (k-krotne sklejenie). Kwadratem nazywamy drugą potęgę (niepustego) słowa,
podobnie sześcianem nazywamy trzecią potęgę (niepustego) słowa. Dla danego słowa u,
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przez squares(u) oznaczamy liczbę różnych kwadratów będących podsłowami słowa u, ana-
logicznie przez cubes(u) oznaczamy liczbę różnych sześcianów w słowie u. Przez squares(n)
oraz cubes(n) oznaczamy maksymalną wartość funkcji squares(u) i cubes(u) po wszystkich
słowach u długości n. Przykładowo, squares(10) = 6, a słowem realizującym to maksimum
jest np. aababbabba, które zawiera sześć różnych kwadratów: aa, bb, abab, abbabb, babbab
i bbabba (należy podkreślić, że kwadrat bb jest liczony tylko raz). Podobnie, zachodzi
cubes(10) = 3, czemu odpowiada przykładowe słowo aaaabababa zawierające następujące
sześciany: aaa, ababab i bababa.
Powiemy, że liczba p jest (najkrótszym) okresem słowa u = u1u2 . . . un, jeżeli p jest

najmniejszą liczbą całkowitą dodatnią spełniającą ui = ui+p dla każdego 1 ¬ i ¬ n − p.
Maksymalnym powtórzeniem (ang. run) w słowie u nazywamy przedział [i, j], taki że okres p
podsłowa u[i . . j] mieści się co najmniej dwukrotnie w tym podsłowie (tj. zachodzi warunek
2p ¬ j − i + 1), a ponadto przedział [i, j] wyznacza maksymalne podsłowo o okresie p,
tzn. u[i − 1] 6= u[i + p − 1] oraz u[j − p + 1] 6= u[j + 1], jeśli w ogóle litery u[i − 1]
i u[j + 1] istnieją. Wykładnikiem maksymalnego powtórzenia nazywamy ułamek (j − i +
1)/p. Maksymalne powtórzenie o wykładniku nie mniejszym niż 3 nazywamymaksymalnym
powtórzeniem sześciennym. Przykładowo, jednym z maksymalnych powtórzeń w słowie
baabaababaababaababab jest abaababaababaababa o okresie 5 i wykładniku 33

5
; jest to

maksymalne powtórzenie sześcienne.
Przez runs(u) i cubic-runs(u) oznaczamy liczbę maksymalnych powtórzeń i, odpowied-

nio, liczbę maksymalnych powtórzeń sześciennych w słowie u. Definiujemy też funkcje
exp-runs(u) i exp-cubic-runs(u) jako sumę wykładników maksymalnych powtórzeń oraz mak-
symalnych powtórzeń sześciennych w u. Dla n będącego dodatnią liczbą całkowitą, przez
runs(n), cubic-runs(n), exp-runs(n) oraz exp-cubic-runs(n) oznaczamy maksimum z odpo-
wiedniej funkcji po wszystkich słowach długości n. Mamy, na przykład, runs(10) = 6,
a jednym ze słów dających taką liczbę maksymalnych powtórzeń jest aababaabab: są to,
mianowicie, aa (występujące dwukrotnie), ababa, abab, abaaba i całe słowo aababaabab.
To samo słowo akurat realizuje maksimum exp-runs(10) = 12,5, ale w ogólnym przypadku
taka zbieżność nie musi zachodzić.

Wyniki rozprawy na tle dziedziny

Najważniejsze znane oszacowania dotyczące potęg, przedstawione w pracy [20], są zwią-
zane z funkcją squares(n): n− o(n) ¬ squares(n) ¬ 2n. Od tego czasu (13 lat) wielokrotnie
podejmowano próby zmniejszenia luki pomiędzy ograniczeniem dolnym a górnym, patrz
np. [17, 19], ale jedynym faktycznym usprawnieniem, jakie udało się osiągnąć, było oszaco-
wanie squares(n) ¬ 2n−Θ(log n) zawarte w pracy [26]. Wyniki eksperymentalne sugerują,
że squares(n) < n. Dokładne oszacowania udało się uzyskać w przypadku słów Fibonac-
ciego (zdefiniowanych rekurencyjnie jako: F0 = a, F1 = ab, Fn = Fn−1Fn−2 dla n  2),
patrz [21, 27], oraz ogólniejszych słów Sturma, patrz [16, 35, 36].
W tej rozprawie przedstawiamy dowody następujących oszacowań dla podobnie zdefi-
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niowanej funkcji cubes(n):

0,5n− 2
√
n ¬ cubes(n) ¬ 0,8n.

W ten sposób osiągamy ponadtrzykrotnie mniejszą lukę między ograniczeniami niż w przy-
padku funkcji squares(n). Dowód dolnego ograniczenia polega na analizie wystąpień sze-
ścianów w pewnej nieskończonej sekwencji słów binarnych. Natomiast górne ograniczenie
wynika z analizy własności okresowych skrajnie prawych wystąpień sześcianów w słowie.
Wyniki dotyczące sześcianów zostały przedstawione w rozdziale 3 rozprawy.
W zakresie kombinatoryki maksymalnych powtórzeń w słowach kluczowym faktem jest

to, że runs(n) = O(n). Ten wynik pochodzi z prac [28, 29], w których pokazano jedy-
nie taką zależność asymptotyczną, natomiast nie udało się wskazać żadnego konkretnego
współczynnika w tej zależności. W wyniku prac szeregu autorów, patrz [6, 7, 9, 23, 24,
32, 37, 38, 40, 41], udało się uzyskać dużo dokładniejsze ograniczenia związane z tą funk-
cją: 0,944575712n ¬ runs(n) ¬ 1,029n. Trzeba w tym miejscu nadmienić, że wszyst-
kie dowody faktu liniowego rzędu funkcji runs(n) są stosunkowo skomplikowane i wyma-
gają rozpatrzenia licznych przypadków. Znów, eksperymenty numeryczne sugerują hipo-
tezę, że runs(n) < n (patrz [28, 29]). Podobnie jak w przypadku kwadratów, także tutaj
były możliwe dokładne oszacowania w przypadku klasycznych rodzin słów Fibonacciego
[27, 28, 29, 39] i Sturma [1, 22, 35].
Silniejszą własnością kombinatoryczną maksymalnych powtórzeń w słowach jest fakt,

że exp-runs(n) = O(n), po raz pierwszy udowodniony w pracach [28, 29]. W przypadku
tej funkcji dotychczas jedynym konkretnym oszacowaniem było ograniczenie górne 5,6n
pochodzące z pracy [7]. W tej samej pracy znajdowała się, poparta analizą komputerową,
hipoteza, że exp-runs(n) ¬ 2,9n, natomiast znaną hipotezą, pochodzącą jeszcze z przełomu
XX i XXI wieku, było, że exp-runs(n) < 2n (patrz [29, 30]).
W rozdziale 4 rozprawy przeprowadzamy analizę kombinatoryczną maksymalnych

powtórzeń sześciennych. W jej wyniku udaje nam się uzyskać następujące oszacowania:

0,41n < cubic-runs(n) < 0,5n.

Dowód górnego ograniczenia, a zatem faktu, że cubic-runs(n) = O(n), wykorzystuje jedy-
nie podstawowe własności kombinatoryczne słów Lyndona (czyli minimalnych lub mak-
symalnych leksykograficznie słów pierwotnych) i jest stosunkowo krótki. Z kolei dolne
ograniczenie zostało skonstruowane z użyciem odpowiednio zmodyfikowanych słów Fi-
bonacciego. Przy tym dla standardowych słów Fibonacciego otrzymaliśmy oszacowanie
cubic-runs(Fn) ≈ 0,2361n, a wspomniana modyfikacja tych słów została wyznaczona meto-
dami heurystycznymi bazującymi na algorytmach genetycznych. Dodatkowo, w przypadku
słów binarnych pokazujemy lepsze górne ograniczenie 0,48n.
Korzystając z narzędzi opartych na własnościach słów Lyndona, w rozdziale 5 popra-

wiamy dotychczas znane oszacowania na funkcję exp-runs(n), otrzymując:

2,035n < exp-runs(n) < 4,1n.

3



W szczególności, obalamy hipotezę Kolpakova i Kucherova [29, 30], zgodnie z którą miało
zachodzić exp-runs(n) < 2n. Wskazujemy mianowicie rodzinę słów binarnych, również wy-
generowaną metodami heurystycznymi, w której suma wykładników maksymalnych powtó-
rzeń przekracza 2,035n. Uzyskujemy także lepsze ograniczenie exp-cubic-runs(n) < 2,5n.
Znana jest cała gama algorytmów zliczania i wyznaczania powtórzeń w słowach. Liniową

złożoność czasową mają algorytmy sprawdzania, czy słowo zawiera jakikolwiek kwadrat,
pochodzące z klasycznych już prac [5, 34] oraz względnie nowej pracy [4] rozwiązującej
ten problem w wersji on-line, znajdowania wszystkich kwadratów w słowie [25], a także
wyznaczania wszystkich maksymalnych powtórzeń w słowie [28, 29, 30]. Niestety, liniowe
wyznaczanie kwadratów w słowie wymagało dotychczas (algorytm z pracy [25]) bardzo
skomplikowanych analiz, a ponadto wykorzystywało drzewa sufiksowe, które są obarczone
dużą stałą czasową i pamięciową. Natomiast znane są bardziej praktyczne niż w [28, 29, 30]
algorytmy wyznaczające wszystkie maksymalne powtórzenia, w szczególności, używające
tablic sufiksowych zamiast drzew sufiksowych, patrz praca [3].
W rozdziale 6 wskazujemy związki między obydwoma wymienionymi problemami,

dzięki którym uzyskujemy liniowy algorytm wyznaczania wszystkich kwadratów w słowie
i, ogólniej, dowolnych potęg o ustalonym wykładniku, na podstawie maksymalnych po-
wtórzeń w słowie. Oprócz prostoty, przewagą naszego algorytmu nad tym przedstawionym
w pracy [25] jest wykorzystanie spośród tekstowych struktur danych jedynie tablic sufik-
sowych. Używając tego samego podejścia, otrzymujemy zwarty wzór na liczbę wszystkich
wystąpień potęg w słowie, jako funkcję maksymalnych powtórzeń.
Mimo że zbiór maksymalnych powtórzeń stanowi wygodną, liniową reprezentację wszyst-

kich powtórzeń w słowie, dotychczas znanych było bardzo niewiele wyników wykorzystu-
jących ten fakt (najprostsze z nich, dotyczące wystąpień potęg, zajmują zaledwie stronę
w pracach [28, 29]). Z tego względu przedstawiamy jeszcze jedno zastosowanie tego wyniku:
liniowy algorytm wyznaczania wszystkich okresów lokalnych w słowie. Okresem lokalnym
na pozycji i w słowie u nazywamy długość okresu najkrótszego kwadratu wyśrodkowanego
na pozycji i. Przy tym mówimy, że kwadrat ww jest wyśrodkowany na pozycji i słowa u,
jeśli dla x = u[1 . . i] oraz y = u[i+1 . . n] zachodzą dwa warunki: (a) w jest sufiksem słowa
x lub x jest sufiksem słowa w; (b) w jest prefiksem słowa y lub y jest prefiksem słowa w.
Okresy lokalne mają związek z tzw. faktoryzacją krytyczną słowa, więcej na ten temat

można przeczytać np. w książce [15]. Wcześniej znany był liniowy algorytm wyznaczania
wszystkich okresów lokalnych [18], w którym zastosowano wiele różnych technik algoryt-
micznych z nietrywialnymi modyfikacjami. Liniowy algorytm przedstawiony w tej rozpra-
wie wykorzystuje, oprócz maksymalnych powtórzeń, liniowe rozwiązanie klasycznego pro-
blemu zarysu wieżowców na Manhattanie oraz dobrze znaną w algorytmice tekstów funkcję
prefiksową z algorytmu Knutha-Morrisa-Pratta.

Podsumowanie

W rozprawie przedstawiamy nowe wyniki kombinatoryczne i algorytmiczne dotyczące po-
wtórzeń w słowach. Koncentrujemy się na strukturze powtórzeń silnie okresowych (sze-
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ścianów i maksymalnych powtórzeń sześciennych), dla których ustanawiamy dokładniejsze
oszacowania niż w przypadku powtórzeń o długich okresach. Na tej podstawie udaje nam
się polepszyć dotychczas znane ograniczenia na maksymalną sumę wykładników maksy-
malnych powtórzeń w słowie. Przedstawiamy także nowe liniowe algorytmy: zliczania kwa-
dratów i wyższych potęg, znajdowania wszystkich potęg i wyznaczania okresów lokalnych
w słowie, w których kluczową rolę odgrywa struktura maksymalnych powtórzeń w słowie.
Przedstawione wyniki zostały wcześniej opublikowane w pracach [10, 11, 12, 13, 14, 31].
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