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Przypomnijmy, ze miar¢ probabilistyczna g w R™ nazywamy logarytmicznie wklestq, jezeli
dla kazdej pary zbiorow Borelowskich A, B C R" oraz kazdego t € [0, 1] spetniona jest zaleznosé

p(tA+ (1 =1)B) > (u(A))"(u(B)) ™,

gdzie tA = {ta : a € A} za§ A+ B to suma Minkowskiego: {a+b:a € A,b € B}. Miara logaryt-
micznie wklesta to pojecie pochodzace z pogranicza rachunku prawdopodobienstwa i geometrii
wypuklej — przyktadami miar logarytmicznie wklestych o powigzaniach probabilistycznych sg
np. n—wymiarowa miara Gaussowska czy n—wymiarowa miara wyktadnicza, zas przyktadem
pochodzacym z geometrii wypuktej jest miara jednostajna na dowolnym ograniczonym zbio-
rze wypuklym o niepustym wnetrzu i objetosci 1 (zbiory wypukte, ograniczone o niepustym
wnetrzu bedziemy dalej nazywaé ciatami wypuklymi). Ogdlniej, C. Borell udowodnil w pracy
[4] (patrz tez [3]), ze miara, ktérej nosnik nie jest skupiony na zadnej podprzestrzeni nizszego
wymiaru jest logarytmicznie wklesta wtedy i tylko wtedy, gdy ma gestosc¢ i ta gestosé wyraza
sie wzorem e~ /(*) dla pewnej funkcji wypuklej f.

Za poczatek prac, ktore patrza na wysokowymiarowa geometrie wypukta w jezyku miary
mozna uznaé¢ prace Brunna [5] i Minkowskiego [16] z konca XIX wieku. Nieréwnosé¢ Brunna-
Minkowskiego (patrz [7], tam tez opis historii tej nieréwnosci) méwi, w jezyku uzytym powyzej,
ze miara Lebesgue’a na R” jest logarytmicznie wklesta.

Pierwsze dowody tej nieréwnosci byly geometryczne, uzywajace odpowiednio dobranego
ciagu symetryzacji Steinera. W latach siedemdziesiatych XX wieku Prekopa [17] i Leindler [12]
zaproponowali funkcyjng wersje nieréwnosci Brunna—Minkowskiego:

Twierdzenie 1. Niech 0 < A < 1 i niech f,g,h : R"—=][0,00) bedg funkcjami mierzalnymi
spetniajgeymi zaleznosé

h((1 =Nz +Xy) > f(z)g(y)*
dla kazdych x,y € R". Wtedy

/n h(z)dx > (/nf(x)dx) _ (/ng(a:)da:) :

Nieréwnosci tej dowodzi sie poprzez stosunkowo prosta indukcje po wymiarze, zas poprzez
wstawienie za f, g i h odpowiednio funkcji charakterystycznych zbioréw A, Bi (1 — \)A+ A\B
otrzymamy klasyczna nierownos¢ Brunna-Minkowskiego. Ten sposéb myslenia — podejscie do
probleméw dotyczacych geometrii wypuktej przez jezyk miar i funkcji — jest charakterystyczny
dla dziedziny, ktora zajmuje sie ta rozprawa.



Dla nas ciekawy bedzie nurt badan, ktory rozpoczal sie w tzw. teorii lokalnej w analizie funk-
cjonalnej, czyli badaniu wysoko—, ale skonczenie-wymiarowych przestrzeni Banacha. Punktem
wyjscia do interesujacych nas pojeé bedzie udowodnione w roku 1960 Tw. Dworeckiego [6]:

Twierdzenie 2. Dia kaZdego k € N i kaZdego € > 0 istnieje N(k,e¢) € N takie, ze jesli (X, ||-||)
jest unormowang przestrzeniqg Banacha wymiaru wigkszego niz N (k, €), to istnieje podprzestrzen
E C X wymiaru k i norma | - | na E pochodzgca od pewnego iloczynu skalarnego taka, Ze

o < lfl < (1+ &)zl
dla kazdego x € E.

Innymi stowy mozna wyrazi¢ to twierdzenie méwiac, ze dowolne symetryczne cialo wypukte
wystarczajaco wysokiego wymiaru ma ciecie wymiaru k, ktore jest bardzo blisko k—wymiarowej
elipsoidy (kule w normie pochodzacej od iloczynu skalarnego to elipsoidy). Tu réwniez z na-
szego punktu widzenia interesujacy jest p6zniejszy dowdd tego twierdzenia, pochodzacy od V.
Milmana [15]. Wykorzystuje on udowodniona przez P. Levy’ego nieréwnos¢ izoperymetryczna
na sferze, by wydedukowaé zjawisko zwane obecnie koncentracjg miary na sferze. Przez A.
oznaczmy e-otoczke zbioru A, czyli zbiér punktéw odlegltych od A o nie wiecej niz e (jako me-
tryke na S™ przyjmijmy dla uproszczenia metryke Euklidesowa na R™ obcieta do sfery). Niech
s oznacza unormowang miare Haara na sferze (czyli naturalng miare obrotowo niezmiennicza,
unormowanag tak, by miara catej sfery byta réwna 1). Wtedy zachodzi nastepujace Twierdzenie:

Twierdzenie 3. Dla dowolnego zbioru A C S™ o mierze przynajmniej 1/2 zachodzi
1(S™\ AL) < Ce’.

Z koncentracji miary natychmiast wynika koncentracja funkcji Lipszycowskich wokot ich
mediany:

Stwierdzenie 4. Niech f bedzie dowolng funkcjq Lipszycowskq na S™, niech Medf oznacza
mediang [ (czyli takg liczbe M, Ze ps(f < M) >1/2 i us(f > M) > 1/2). Wtedy

ps({z: |f(x) — Medf| > t}) < Ce <",

Teoria koncentracji miary od tego czasu znalazta zastosowania m.in. w kombinatoryce, ra-
chunku prawdopodobienstwa oraz — co dla nas bedzie najbardziej interesujace — w geometrii
wypuklej. Nieformalnie o zjawisku koncentracji miary dla przestrzeni metrycznej (X, p) z miara
1 méwimy wtedy, gdy dla dowolnego zbioru A o mierze nie mniejszej niz jedna druga miara
(X \ A.) bardzo szybko (najchetniej wyktadniczo) maleje gdy e rosnie, gdzie przez A. rozu-
miemy jakies epsilonowe rozszerzenie zbioru A — np., jak wyzej, e—otoczke.

Waznym zastosowaniem pojecia koncentracji dla konkretnej funkcji Lipszycowskiej — mia-
nowicie normy Kuklidesowej wektora — okazato sie Centralne Twierdzenie Graniczne. Oka-
zuje si¢, ze aby udowodni¢ Centralne Twierdzenie Graniczne dla ciagu wektoréw losowych
X1, Xo, ..., X, kluczowym warunkiem jest skoncentrowanie wartosci ||(Xy, ..., X, )| wokét jej
wartodci sredniej. Pierwszymi ciatami wypuktymi, dla ktérych udato sie udowodnié¢ jakis wa-
riant Centralnego Twierdzenia Granicznego (oprocz szczegdlnych przypadkéw — kostki oraz
kuli Euklidesowej) byty kule B}. Przypomnijmy, ze kuly B nazywamy {x : 3i_, [7;|? < 1}.
Dowdd pochodzi od Antilli, Balla i Perisinaki, ktorzy w roku 2003 udowodnili nastepujaca
wersje Centralnego Twierdzenia Granicznego:



Twierdzenie 5. Niech X bedzie losowym wektorem o rozkladzie jednostajnym na kuli By.
Niech 6 bedzie losowym wektorem z S™. Przez g oznaczmy gestosSé jednowymiarowej miary
Gaussowskiej, czyli \/%6_352/2, a przez gg gestos$é zmiennej (X, 0). Wtedy zachodzi

]P’(sup
t

gdzie prawdopodobienstwo jest brane wzgledem naturalnej miary probabilistycznej na sferze (czyli
miary Haara).

1/3

t
/ g(t) — gg(t)dt‘ > Cn_1/3) < Cne™ ",
—t

Twierdzenie to w istocie méwi, ze rzut miarowy kuli B} na losowa prosta jest z bardzo
duzym prawdopodobienstwem w przyblizeniu Gaussowski.

Dowdd tego Twierdzenia sktada si¢ z dwoch zasadniczych krokow. Pierwszy to dowod wia-
snosci zwane]j podniezaleznoscig cig¢ wspolrzednosciowych kul Bj. Doktadne sformufowanie
tej wlasnosci nie jest dla nas istotne, warto tylko zauwazy¢, ze jest ona duzo stabsza od zde-
finiowanego dalej ujemnego stowarzyszenia moduléw; interesujacy bedzie dla nas natomiast
nastepujacy wniosek z podniezaleznosci cie¢ — ujemna korelacja kwadratow:

Stwierdzenie 6. Niech (X1,...,X,,) bedzie wektorem losowym o jednostajnym rozkladzie na
B). Wtedy zachodzi
E(X?X}) < EX?EX].

Z ujemnej korelacji kwadratow tatwo dostaé (przez oszacowanie wariancji) nastepujaca wta-
sno$¢, opisujaca koncentracje normy Euklidesowej (a konkretnie jej kwadratu) wokét wartosci
sredniej:

Stwierdzenie 7. Niech X = (X1,...,X,,) bedzie wektorem losowym o jednostajnym rozkladzie
na By . Wiedy o
P(“Xy? ~E|XP| > nt) < —.
nt?

Od tego czasu badanie Centralnego Twierdzenia Granicznego systematycznie posuwato si¢
do przodu — patrz m.in. [8], [14], [23]. Obecnie najmocniejszym twierdzeniem w tym nur-
cie badan jest Centralne Twierdzenie Graniczne dla dowolnych miar logarytmicznie wkle-
stych B. Klartaga [9] (patrz tez [10], gdzie jest dane mocniejsze oszacowanie dla tzw. miar
l-symetrycznych):

Twierdzenie 8. Niech 1 <[ < n bedg liczbami catkowityma, przy czym | < cn”. Niech X bedzie
losowym wektorem o rozktadzie jednostajnym na pewnym ciele wypukiym K. Wtedy istnieje |-
wymiarowa podprzestrzen E C R™ oraz r > 0 takie, Ze dla kazdego A C E mamy

1
< =

n/{

[

P(Ps(X) € A) — W /Aexp ( _ ;)dx

gdzie Pg oznacza rzut prostopadtly na E.

Y

Twierdzenie to oznacza, ze dla dowolnego ciata wypuktego istnieje taka podprzestrzen sto-
sunkowow wysokiego wymiaru, ze rzut na te podprzestrzen jest bardzo bliski odpowiednio
znormalizowanej mierze Gaussowskiej. Mozna to twierdzenie traktowaé¢ jako miarowy odpo-
wiednik Twierdzenia Dworeckiego. Istnieje tez odpowiednik Twierdzenia 5 (ktéry méwi, ze z
bardzo duzym prawdopodobienstwem zadziata losowa podprzestrzen [-wymiarowa, natomiast



wtedy niekoniecznie dostaniemy kanoniczna miare Gaussowska (odpowiadajaca kuli), a dowolna
(odpowiadajaca elipsoidzie).

Warto zaznaczy¢, ze we wszystkich wspomnianych pracach przejscie przez koncentracje
normy Euklidesowej wokdt wartosci sredniej jest kluczowym fragmentem dowodu.

Innym waznym przyktadem koncentracji jest koncentracja Talagranda dla miary wyktad-
niczej v™. Miarg wyktadnicza nazywamy miare na R" o gestosci 27 "e~|#1l=122l=~lenl - Okazuje
sie, ze najszybsze tempo koncentracji Euklidesowej, jakie mozna dosta¢ dla miary wyktadniczej
wskazuje nastepujace Twierdzenie:

Twierdzenie 9. Jesli A C R™ spetnia v"(A) > 1/2, to
V" (R™\ (A+1tB})) < Ce .

Tempo koncentracji jest zatem kwadratowo gorsze od koncentracji dla sfery (podobna kon-
centracja co dla sfery zachodzi tez dla miary Gaussowskiej, patrz [21]). Okazuje sie, ze powodem
takiego zjawiska jest to, ze zwykta koncentracja, a wiec taka, w ktorej dodajemy wielokrotnosci
kuli B}, jest w pewnym sensie zle dopasowana do miary wyktadniczej. To zjawisko uchwycit
Talagrand w nastepujacym Twierdzeniu [22]:

Twierdzenie 10. Jesli A C R™ spetnia v"(A) > 1/2, to
v"(R"\ (A+ VIB} +tB})) < Ce .

Jak wida¢ przez dodanie czynnika ¢ B} (ktéry mozna interpretowaé jako poprawke zwiazana
z “ksztattem” miary wyktadniczej) udato si¢ odzyskaé tempo zbieznosci takie, jak dla sfery czy
miary gaussowskiej.

Najprostszy znany dowdd powyzszej wlasnosci pochodzi od Maurey’a z pracy [13]. Wpro-
wadza on tak zwang wlasnosé (7):

Definicja 11. Niech p bedzie miarg probabilistyczng na R™, zas ¢: R™ — [0, 00] bedzie funkcjg
mierzalng. Powiemy, ze para (u, ) spetnia wlasnosé (1) jezeli dla kazdej ograniczonej funkcji
mierzalnej f : R"—R zachodzi

/ efD“’d/L/ e ldu <1, (0.0.1)
R” R
gdzie dla dwoch funkcyi f 1 g na R™

fOg(z) = nf{f(z —y) +g(y): y €R"}
oznacza splot infimum f 4 g.

Stosunkowo prosto jest dowiesé, ze whasnosé (7) implikuje koncentracje miary p (doktadna
postaé koncentracji zalezy oczywiscie od funkcji ¢). Maurey w swojej pracy dowodzi, ze para
(v, C' min{|z|, z*}) spelnia wlasnos¢ (1), z czego juz prosto wynika twierdzenie 10. Tym tropem
pojdziemy w jednej z czesci rozprawy.

W rozprawie zajmuje sie badaniem wtasnosci probabilistycznych miar logarytmicznie wkle-
stych pochodzacych od konkretnych rodzin klas wypuktych. Jeden watek rozprawy (oparty na
wynikach prac [23] i [18]) rozszerza ujemna korelacje cie¢ wspétrzednosciowych Anttili, Balla



i Perissinaki. Okazuje sie¢, ze w statystyce rozpatrywane jest pojecie, ktore mozna traktowac
jako istotne rozszerzenie ujemnej korelacji, a mianowicie ujemna stowarzyszonos¢. Méwimy, ze
cigg zmiennych Xi,..., X, jest ujemnie stowarzyszony, gdy dla kazdej pary funkcji rosngcych
f:RF=Rig: R"* =R oraz dowolnego podziatu X, Xs,. .., X, na dwa rozltaczne podzbiory
Xy, ..., X oraz Xj,,..., X, , zachodzi

Ef<Xi17 e 7Xik>g(Xj17 e 7Xjn7k) < ]Ef(X“, P 7Xik>Eg(Xj1; Ce 7Xjn7k)'

Wstawiajac f(z) = 22 i g(y1,...,Yn_1) = y? otrzymujemy w szczegdlnosci ujemng korelacje
kwadratéw taka, jak w [1]. Jest to jednak istotne wzmocnienie ujemnej korelacji kwadratéw, co
czyni ciekawym i nowym nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 12. Niechp € [1.00), n € N, zasm : Ry =R, bedzie dowolng funkcjq log—wklestq
(tj. takq, Ze jej logarytm jest wklesty). Niech p bedzie miarg na R™ z gestoscig m(X |z;|P),
zatozmy dodatkowo, ze w(R™) = 1 (ten ostatni warunek jest tylko kwestig przeskalowania).
Niech X = (X1, Xo,...,X,) bedzie wektorem losowym o rozkladzie p. Wtedy cigg zmiennych
| X4, | Xal, ..., | Xn| jest ujemnie stowarzyszony.

O ile jednak poprzednie twierdzenie jest — gdy juz sie wie, czego dowodzi¢ — stosunkowo
proste, to jednym z gtéwnych wynikoéw rozprawy jest ujemna stowarzyszonos$¢ modutéow dla kul
Orlicza. Kule Orlicza to naturalne uogélnienie kul B}, gdzie zamiast funkcji |z;P stosujemy
inne funkcje:

Definicja 13. Rozwaimy cigg funkcji fi, fo,..., fn 2 R w RU{oo}. Niech dla kazdego i €
{1,2,...,n} spelnione bedq nastepujgce warunki:

e Funkcja f; jest parzysta,
o Funkcja f; jest wypukia,
e fi(0) =0,
o [stnieje takie s # 0, Ze fi(s) < oo i takie t, Ze f(t) > 0.
Wtedy zbior {x : 31, fi(z;) < 1} nazywamy uogdlniong kula Orlicza.

Uogolnione kule Orlicza to klasa cial wypuktych, ktéra zawiera w szczegdlnosci kule B)), ale
jest tez o wiele szersza. W szczegdlnosci w wymiarze 2 wszystkie ciala wypukte symetryczne
wzgledem osi {x = 0} i {y = 0} sa uogdlnionymi kulami Orlicza. W wyzszych wymiarach juz
tak nie jest, natomiast wciaz jest to dos¢ szeroka klasa. Jednym z gtéwnych wynikéw rozprawy
jest nastepujace Twierdzenie dla uogélnionych kul Orlicza:

Twierdzenie 14. Niech p bedzie miarg jednostajnie roztozong na uogélnionej kuli Orlicza o
objetosci 1. Niech X = (X1, Xo, ..., X,) bedzie wektorem losowym o rozkladzie p. Wtedy cigg
zmiennych | X1|, | Xa|, ..., |X,| jest ujemnie stowarzyszony.

Okazuje sie, ze ujemna stowarzyszono$s¢ modutéw jest znacznie mocniejsza, anizeli po prostu
ujemna korelacja kwadratéw. W szczegélnosci Centralne Twierdzenie Graniczne uzyskane z
ujemnej stowarzyszonosci okazuje sie znacznie mocniejsze w sformutowaniu, anizeli to uzyskane
w pracy [1] (cho¢ nie silniejsze od najnowszych wynikéw B. Klartaga z [9], ktore uzywaja innych
narzedzi). Ujemna stowarzyszono$¢ ma tez szereg innych zastosowan — na podstawie wynikéw
Q-M. Shao [19] mozna uzyskaé nastepujace twierdzenie o poréwnywaniu momentéw dla kuli
Orlicza:



Twierdzenie 15. Niech K C R" bedzie uogdlniong kulg Orlicza, niech (a;)?_, bedzie dowolnym
ciggiem liczb rzeczywistych, p — parzystq liczbg naturalng, za$ [ bedzie funkcjg wypuktq. Niech
X = (X)), bedzie wektorem losowym o rozkladzie jednostajnym na K. Dodatkowo przez X}
oznaczmy cigg niezaleznych zmiennych losowych, przy czym rozktad X} niech bedzie taki sam
jak rozktad X;. Wtedy zachodzq nastepujace nierownosci

Ef<2n: ’%’Xi’) < Ef(i |aiX;|),

=1 =1

i=1 =1

oraz, jesli dodatkowo f jest rosngca

p
)

k
X — e
_max n; la; X | cl>.

=1,4,...,

k
Ef ( e ; i X CZ) Ef < k

Wynik ten znalazl juz tez zastosowanie w pracy innych — pare dni temu otrzymatem
wstepna wersje prace B. Fleury’ego, ktory przy pomocy Twierdzenia 14 udowodnit odwrotng
nierownos¢ Holdera:

Twierdzenie 16. Niech X bedzie wektorem losowym jednostajnie roztozZonym na uogolnionej

kuli Orlicza w R™. Niech p € [2,C+/n]. Wtedy zachodzi
(EIXP)" < (1 + Cp) (EIXP)"”.
n

Drugi watek, oparty na wynikach pracy [11], jest motywowany Twierdzeniem 10. Skoro dla
miary wyktadniczej okazuje sig¢, ze optymalng koncentracja nie jest koncentracja Euklidesowa,
a znacznie od niej silniejsza koncentracja mieszana, to moze warto poszukac¢ takiej “dobrze
dopasowanej” koncentracji tez dla innych miar? Na te czes¢ pracy sktadaja sie dwa kierunki
badawcze. Pierwszym jest sformutowanie hipotezy o tym, jak taka optymalna koncentracja
moglaby wygladac. Zdefiniujmy nastepujace zbiory (wystepujace juz m.in. w pracach Paourisa):

Definicja 17. Niech p bedzie dowolng miarg probabilistyczng na R™. Dla p > 1 definiujemy
nastepujgce zbiory:

My(p) i={o € B [ [(v,2) Pdu(z) < 1},

2,0 == (My()° = {o € R [ (0.2) P < [| (0,90 Pdty) for all v € R

Naszym kandydatem na “dobrze dopasong”’ koncentracje jest koncentracja uzywajaca ciat
Z,. W rozprawie formuluje zatem nastepujaca definicje:

Definicja 18. Powiemy, ze miara p spelnia hipoteze koncentracyjng ze stalg (3, (w skricie
CI(B), od concentration inequality ), jezeli

1 _
VpzaVaeswn) w(A) 2 5 = 1—pu(A+52,(n) < e™P(1 - pu(A)).

Dlaczego akurat tak? Tu z pomoca przychodzi nam analiza znanych wczeéniej wynikéw
dotyczacych koncentracji (i izoperymetrii) dla miar logarytmicznie wklestych. Przyktadowo,
zarowno w koncentracji Talagranda, jak i dla miary Gaussowskiej, zbiorami, dla ktérych “po-
wigkszanie” przy koncentracji nastepuje najwolnej sa potptaszczyzny. Pierwszym krokiem jest
zatem nastepujacy wynik:



Stwierdzenie 19. Niech p bedzie symetryczng miarg logarytmicznie wklestg na R™, zas K
takim zbiorem wypuklym, zZe dla kazdej potptaszczyzny A oraz pewnego p > C' zachodzi

p(A)>1/2 = 1—pu(A+ K) <e?/2
Wtedy K O cZ,.

Co wiecej, stosunkowo proste sprawdzenie pokazuje, ze faktycznie znane juz wyniki opty-
malnej koncentracji dla miar logarytmicznie wklestych — dla miary wykladniczej [22] i dla
miary Gaussowskiej [21] faktycznie wpasowuja sie w ten schemat.

Praca z ta hipoteza sktada si¢ w rozprawie z dwéch czesci. Jedng jest dowdd szeregu ogdlnych
faktéw dotyczacych CI(3). W szczegblnosci okazuje sie, ze do hipotezy C'I mozna réwnowaznie
zastosowaé podejscie przez wlasnosé (1), sformutowana w pracy Maurey’a [13], ktora stuzyta
do dowodu koncentracji Talagranda. Drugg natomiast jest poszukiwanie innych przyktadow,
dla ktorych CT zachodzi, anizeli miara wyktadnicza czy Gaussowska. Stosunkowo prosto udaje
sie udowodni¢ nastepujace twierdzenie:

Twierdzenie 20. Jezeli pu jest produktowg miarg logarytmicznie wklestq (tj. jest produktem
jednowymiarowych miar logarytmicznie wklestych), to p spetnia CI1(5) dla statej 5 < 1044.

Bardziej zaawansowanych narzedzi wymaga badanie przypadku, w ktérym g nie jest miarg
produktowa, zeby wykluczy¢ mozliwoéé, ze CI to wlasnosé zwiazana stricte ze struktura pro-
duktows miary i nie przenosi si¢ na inne przypadki. Temu stuzy jeden z dwéch gléwnych
wynikéw rozprawy:

Twierdzenie 21. Jesli p jest miarg probabilistyczng jednostajnie roztozong na kuli By = {z:
S0P < 1}, to p spelnia CI(B) ze stalg B niezaleing od p i n.

Niejako przy okazji dowodzenia tego Twierdzenia pojawity sie tez dwa inne, warte zacytowa-
nia wyniki. Jeden jest modyfikacja koncentracji Talagranda, ktéra pokazuje, ze sktadnik v/t B}
jest istotny jedynie dla zbioréw lezacych blisko érodka uktadu wspétrzednych. Dla zbiorow
lezacych stosunkowo daleko od $rodka uktadu wspotrzednych wystarcza sam sktadnik ¢B7:

Twierdzenie 22. Niech A bedzie dowolnym zbiorem Borelowskim spelniajgcym A C {z €
R™: |x| > 5ty/n}. Wtedy
1
V' (A+tBY) > get/Ql/"(A).
Drugim wynikiem, o ktérym warto wspomnie¢ jest nieréwnosé¢ izoperymetryczna dla kul

By, gdzie p > 2. Dla p < 2 S. Sodin w roku 2007 udowodnit tzw. nier6wnos¢ Poincare (patrz
20]):

Twierdzenie 23. Niech i, bedzie miarg probabilistyczng jednostajnie roztozong na nl/pBg.
Wtedy zachodzi nastepujgca nieréwnosé:

1
min{ﬂp,n(A)7 1 - :up,n(A)}

p(A+eB) —p(A)
g

pia(A) > cmin gy, (A), 1 — pi,,(A)} log! ™17

dla pewnej uniwersalnej stalej c, gdzie p*(A) = limsup,_ o+ oznacza miare brzegu

A.

Dla p > 2 naturalnym wynikiem, ktérego mozna oczekiwaé jest analogiczna nieréwnoscé, w
ktérej potega przy logarytmie bedzie wynosita 1/2; niezaleznie od p (fakt, ze nie da sie uzy-
ska¢ wyzszej potegi wynika z Centralnego Twierdzenia Granicznego). I faktycznie, w rozprawie
podaje dowdd nastepujacego Twierdzenia:



Twierdzenie 24. Niech ®(x) = (27)~Y/2 [ exp(—y?/2) bedzie dystrybuantq miary Gaussow-
skiej, niech A € B(R"™) i p > 2. witedy

tpn(A) =D(z) = ppn(A+20tBY) > &(z+1t) for allt > 0.

W szczegolnosci istnieje uniwersalna stata C' taka, zZe

1 . 1 :
fion™ (4) > — min {up,nm) My U Hon () Wnl—umw}'

Wyniki w rozprawie doktorskiej oparte sa na pracach [23], [18] oraz [11].
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