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Nieréwnosci Hardy’ego i nieliniowe
zagadnienia wlasne

Iwona Skrzypczak

1 Streszczenie

Celem rozprawy jest przedstawienie nowej konstruktywnej metody wyprowadza-
nia nieréwnosci typu Hardy’ego i Hardy’ego—Sobolewa. Konstruujemy je znajac
rozwigzania u zagadnienien p oraz A-harmonicznych, odpowiednio. Pierwszym
krokiem jest wyprowadzenie nieréwnosci typu Caccioppoli dla u. Jako wniosek z
nich otrzymujemy wazone nieréwnosci typu Hardy’ego dla funkcji Lipschitzow-
skich o zwartym nos$niku. Rozprawa jest oparta o prace [43, 44, 45].

W pierwszej czesci rozprawy, dotyczacej prac [43, 44], wyprowadzamy jedno-
parametrows rodzine nieréwnosci typu Hardy’ego postaci

| 6@l s(dn) < [ V(@) Ppas(da)

gdzie 1 < p < 00, £ : 2 — R jest funkcja Lipschitzowska o zwartym nosniku,
(2 jest otwartym podzbiorem R™ nie koniecznie ograniczonym. Miary s g(dzx),
p2.p(dz) zaleza od pewnego parametru [ oraz u — nieujemnego rozwiazania
antykoercytywnej nieréwnosci rézniczkowe;j:

-Au>® wo Q (1)

z lokalnie catkowalng funkcjg ®. Dopuszczamy dos$¢ ogdlng postaé @, ktéra moze
by¢ ujemna lub zmieniajaca znak jesli tylko istnieje skonczona liczba

op:=inf{ceR: P -u+0o|Vuf 20 pw.wQnN{u>0}}ecR. (2)

Przedstawiamy szereg zastosowan tych wynikéw otrzymujac miedzy innymi kla-
syczng nieréwnos$¢ Hardy’ego z optymalng stalg.

Druga cze$¢ roprawy jest poswiecona wynikom pracy [45] — nieréwnosciom
typu Hardy’ego—Sobolewa postaci

| Ealghmdr) < [ A(VEp(da).

gdzie € : § — R jest funkeja Lipschitzowska o zwartym nosniku, €2 jest otwartym
podzbiorem R™ nie koniecznie ograniczonym, A(A) = A(|A|)\ jest N—funkcja



speliajaca warunek A’, a Fi(\) = 1/(A(1/t)). Miary us(dz), pa(dx) zaleza od
u — nieujemnego rozwigzania antykoercytywnej nierownosci rozniczkowej

Ayu=—divA(Vu) > & na Q, (3)

z lokalnie catkowalng funkcja ®, spetniajacej warunek odpowiadajacy (2) — ist-
nieje o € R takie, ze

A(|Vul)

P +o o(a)

X{vuzoy = 0 p.w. (4)
Wyniki drugiej czedci implikujg te z czedci pierwszej ze wszystkimi szczegotami.
Nawet otrzymane state sg rowne w obu podejsciach.

Nasza metoda konstrukeji nieréwnosci jest porecznym narzedziem. Nie tylko
jest tatwa do przeprowadzenia. Pozwala uzyska¢ gtebokie wyniki, jak na przyktad
klasyczne nieréwnosci Hardy’ego i Hardy’ego—Poincaré z najlepszymi statymi.

2 Motywacje

Nieréwnosci typu Hardy’ego sg waznymi narzedziami w analizie funkcjonalnej,
analizie harmonicznej, probabilistyce oraz rownaniach rézniczkowych. Powstata
na ich temat niezmierzona liczba prac, w szczegdélnosei ksiazek [35, 34, 37, 38, 40].

W teorii réwnan rézniczkowych sa uzywane do otrzymania oszacowan a priori,
istnienia oraz regularnosci ([5, 10, 21], Sekcja 2.5 w [38]), jak réwniez do ba-
dania jakosciowych wtasnosci rozwiazan i ich zachowan asymptotycznych [46].
Nieréwnosci Hardy’ego sa réwniez stosowane w dowodach twierdzen o zanurze-
niu (Twierdzenie 3.1 w [15], [27, 28]), nieréwnosci interpolacyjnych Gagliardo—
Nirenberga [16, 26, 30] oraz w rzeczywistej teorii interpolacji [19].

Nieréwnosci Hardy’ego w zagadnieniach rézniczkowych

Powigzania pomiedzy nieliniowymi zagadnieniami wtasnymi typu eliptycz-
nego czy parabolicznego z nieréwnos$ciami Hardy’ego sa powszechnie znane. Znaj-
dujemy je miedzy innymi w pracach [1, 3, 4, 9, 12, 13, 29, 31, 39]. Wiadomo,
ze funkcje realizujgce najlepsze stale w nieréwnosciach Hardy’ego—Sobolewa sa
rozwigzaniami nieliniowych zagadnienn wlasnych [11, Chapter 5]. Ponadto naj-
lepsze state sg wykorzystywane w badaniu istnienia dla zagadnien parabolicz-
nych [5, 17, 21]. Rzadziej spotykamy si¢ z sytuacja odwrotna — jak rozwiazania
czy podrozwigzania zagadnien rézniczkowych sg przydatne w odtworzeniu nie-
rownosci Hardy’ego—Sobolewa.

Najlepsze stale i istnienie. Analiza najlepszych statych c, ., w klasycznej
n-wymiarowej nierownosci Hardy’ego jest wazna w dowodach istnienia. W pracy
[5] P. Baras i J. A. Goldstein badaja istnienie, nieistnienie i wybuchy rozwiazan



nastepujacego zagadnienia parabolicznego

Uy — Au = /\ﬁ, A€ER, (5)
u(x,O) = U()(w) > 07 up € LQ(Rn)u

gdzie x € R", n > 3 it € (0,T). Zagadnienie to ma rozwiazanie wtedy i tylko
wtedy gdy A < (n—2)%/4. Zauwazmy, ze krytyczne ) jest réwne optymalnej statej
w nastepujacej klasycznej n—wymiarowej nieréwnosci Hardy’ego

("_2)2 2),.1-2 2
T fogy Pl e < [ (VEPlaP dr, €€ CER™ {0))

Powiazanie z nieréwnoscia Hardy’ego krytycznej wartosci A dla (5) zostalo wska-
zane w [21] autorstwa J. P. Garcia—Azorero i I. Peral-Alonso. Tam tez autorzy
badajg zwigzek nieréwnosci Hardy’ego z wtasnosciami rozwigzan dla zagadnienia

ut—Apu:)\|“:Z|_p2", 20 t>0, \ER,

u(z,0) = f(z) >0, ze€Q, (6)
u(z,t) =0, x €0, t>0,

gdzie —Ayu > 0, Q jest ograniczonym podzbiorem R" i 1 < p < N. Istnienie i
wybuchy zaleza od zwigzku A z najlepsza statg w nieréwnosci Hardy’ego.

Zachowania asymptotyczne. W [46] J. L. Vazquez i E. Zuazua opisuja
zachowania asymptotyczne réwnania ciepta postaci

w =Au+V(zr)u and Au+V(z)u+ pu =0,

gdzie V(x) jest potencjalem odwrotnie kwadratowym (np. V(z) = \/|z]?). Klu-
czowym narzedziem jest ulepszona nierownos¢ Hardy’ego—Poincaré i jej nowe
wazone wersje. Gtowne wyniki dotycza tempa zanikania rozwigzan oraz jedno-
znacznosci. Co wiecej, autorzy wyjasniajg i uogélniaja wspomniang juz prace [5].

Radialno$é. Nieréwnos¢ Hardy’ego zostata uzyta do dowodzenia istnienia,
nieistnienia, ale tez radialnosci rozwiazan w [22] autorstwa M. Garcia—Huidobro,
A. Kufnera, R. Manasevicha oraz C. S. Yarura. Autorzy ustanawiajg krytyczny
wyktadnik dla wlozenia pewnej wazonej przestrzeni Sobolewa w wazona prze-
strzen Lebesgue’a. Ten wynik zostal zastosowany w dowodzie wtasnosci jakoscio-
wych rozwiazan zagadnienia

div(a(|z|)|VuP72Vu) = b(|z|)|Vu|*?Vu in B C R™, (7)
u=0 ondB,

gdzie 1 < p < q, funkcje a, b sa wagamia B jest kula.

Zwigzek miedzy istnieniem zagadnien rézniczkowych a istnieniem
nieréwnosci Hardy’ego



Réwnania rézniczkowe zwyczajne. W pracy [24] Gurka bada istnienie
jednowymiarowej nieréwnosci Hardy’ego miedzy LY oraz LP (dopuszczajac przy-
padek p = q)

1 a 1
(/ s(x)|u($)|qu> ‘<cC (/ T(x)|u'(m)|pdx) ’ (8)

0 0
wskazujac warunki réwnowazne jej istnieniu w pewnej klasie funkcji. Jednym z

nich jest istnienie rozwigzan zagadnienia

A (VARG E)) + WeH () =0, y>0, >0

W pracy [23] Ghoussoub i Moradifam autorzy dowodza réwnowaznosci nie-
réwnosci

c/B I€(2)2W (2)dx < /B IVE(2)[2V (2)da for all u € C(B),

z radialnie symetrycznymi funkcjami V' i W oraz kula B, z istnieniem rozwigzan
zagadnienia

y n—1 V'(r)\ , cW(r) B
y(r)+< . —i—V(T))y(r)—i- Vi y(r)=0, y>0.

Réwnania rézniczkowe czastkowe. Barbatis, Filippas, and Tertikas w [6]
wyprowadzaja nierownosci Hardy’ego z zagadnien p-harmonicznych. Autorzy
rozwazaja taka funkcje d(x) = dist(x, K), dla pewnego zbioru K C ), ktora
spetnia

A, (dk) >0 in Q\K,

gdzie p # k. Otrzymana nieréwnosé¢ Hardy’ego z czynnikiem dodatkowym zawiera
zaleznos¢ od d. Co wiecej, pokazano jaki wykltadnik d w funkcji wagowej jest
krytyczny.

Bardziej ogélnie podobne zagadnienie rozwaza D’Ambrosio w [18]. Autor
przedstawia konstrukcyjng metode wyprowadzenia nieréwnosci Hardy’ego z za-
gadnien typu —A,u > 0 oraz bardziej ogélnych wyrazonych w terminach grup
Heisenberga H". Praca [18] skupia si¢ na pokazaniu warunkéw dostatecznych ist-
nieniu wazonych nieréwnosci Hardy’ego, uwzgledniajacych réwniez odlegtosé od
brzegu obszaru. W szczegélnosci otrzymywana jest nierownosé

[ 1g@) W (@)de < C [ 9@V (@)da, for every € € CH(Q),

z wagami V(z) i W(z) zaleznymi od wu, ktére jest nieujemnym rozwiazaniem
zagadnienia —A,(u®) > 0, i stalej a.



W rozprawie przedstawiono rozszerzenie tego podejscia przez dopuszczenie
do konstrukeji funkcji, ktérych —p-Laplasjan moze by¢ ujemny. W drugiej czesci
rozprawy dopuszczamy réwniez bardziej ogblny operator — A—Laplasjan.

Nier6éwnosci Hardy’ego—Poincaré a modele nieliniowych dyfuzji

W rozprawie otrzymujemy nieréwnosci Hardy’ego—Poincaré postaci
Coang [ |E@IPAU+ ]2l 1)0V0Vdr < [ |VE@)P(L+ 2707 da, (9)

ze stalg C., ,,, z dowodem jej optymalnosci dla dostatecznie duzych wartosci pa-
rametru 7. Wersja tego wyniku gdy p = 2

C [ PO+ Py e < [ VERQ+ Jof) e, (10)
R” R

jest rozwazana w teorii nieliniowych dyfuzji — réwnaniach ewolucyjnych postaci
u; = Au™. Sa one nazywane réwnaniami szybkiej dyfuzji — fast diffusion equ-
ation (FDE) gdy m < 1 oraz réwnaniami oérodka porowatego — porous media
equation (PME) gdy m > 1. W teorii FDE, nieréwnosci Hardy’ego—Poincaré (10)
z v < 0 sa podstawowymi narzedziami do badania zachowan asymptotycznych
rozwiazan [2, 7, 14]. W szczegdlnosci, najlepsze state w (10) sa uzyte w [8] do
pokazania najszybszego tempa zbieznosci rozwigzan FDE.

W rozprawie pokazujemy (9) z v > 1, ponadto bierzemy pod uwage p €
(1,00), nie tylko p = 2. Dowodzimy te nieréwnos$¢ oraz optymalnosé stalej w
pewnym zakresie parametréw. Poprawiamy state otrzymane przez Blanchet, Bon-
forte, Dolbeault, Grillo i Vazquez’a w [8], jak réwniez przez Ghoussoub’a i Mo-
radifam’a w [23].

3 Wyniki pierwszej czeSci rozprawy

W tej czedci koncentrujemy sie na metodzie wyprowadzania wazonych nierdw-
noéci Hardy’ego z zagadnienn p-harmonicznych, konkretnie —A,u > & oraz na
wnioskach z niej ptynacych. Gléwnym wynikiem pierwszej cze$ci rozprawy, jak
réwniez pracy [43], jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 3.1. Niech 1 < p < oo, funkcja u € WP(Q) jest stabym nicujem-
nym i nie statym rozwigzaniem zagadnienia —Apyu > O z lokalnie catkowalng
funkcjg ® spelniajocq warunek (2) z o9 € R. PrzypuSmy jeszcze, ze [ oraz o
sg dowolnymsi liczbami takimi, ze B > 0 oraz > o > 0¢. Wowczas dla kazdej
funkcyi Lipschitzowskiej o zwartym nosniku zachodzi nieréwnosé

L lePm(de) < [ 1€ (do) (11)
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gdzie

p—1
— g
() =(i_1) @t ol Vuf) u gy dr, (12)
o (dz) :up_ﬁ_lx{Wu#o} dx. (13)

3.1 O dowodzie

Konstrukcja nieréwnosci typu Hardy’ego zaczyna si¢ od wyprowadzenia nierow-
nosci Caccioppoli dla stabych rozwiazan zagadnienia rézniczkowego (1) (w dru-
giej czesci dla (3)). Otrzymana przeksztalcamy i interpretujemy jako nieréwnosé
Hardy’ego z wagami dla funkcji testowych — funkcji Lipschitzowskich o zwartym
nosniku.

Metoda zostala zainspirowana praca [32], gdzie rozwazane jest nieistnienie
nieujemnych nietrywialnych stabych rozwigzan dla zagadnien A—harmonicznych
postaci

—Aju > ®(u) na R", (14)

z nieujemng funkcja ®. W tej pracy autorki wyprowadzaja nieréwnos¢ typu
Caccioppoli dla nieujemnych nietrywialnych stabych rozwiazan zagadnienia (14).
Woweczas, otrzymuja pewne oszacowanie a priori zalezne od pewnej klasy funk-
¢ji testowych, by w koncu — wybierajac odpowiednie funkcje testowe uzyskac
nieistnienie.

My zatrzymujemy sie na otrzymanej nieréwnosci typu Caccioppoli. Dzieki
ostroznej analizie dowodu z [32] mozemy wyprowadzié¢ to oszacowanie bez zatozen,
ze & = ®(u), & > 0 oraz ze rozpatrywany obszar musi by¢ catym R"™. Zamiast
tego zakladamy ze ® jest w pewnym sensie ograniczone z dotu (warunek (2) lub
odpowiadajacy mu w drugiej czesci pracy (4)).

Najwazniejszym pomystem tej czesci dowodu jest testowanie wyjsciowego za-
gadnienia funkcja G = (minfu + 4, R])?¢ (w drugiej czesci G = ¥(minfu +
5, R])¢), gdzie ¢ jest dowolng funkcja Lipschitzowsks o zwartym nosniku spel-
niajacg pewien warunek catkowalnosci, a parametry 6, R, § sa dodatnie. Nastep-
nie korzystajac miedzy innymi z nieréwnos$ci Younga i reorganizujac nierownosé
przenoszac pewne sktadniki na inng strone nieréwnosci otrzymujemy odpowied-
nik nieréwnosci typu Caccioppoli, w ktorym rozwazamy podniesione i obciete
u — oddzielone jest od zera oraz nieskoniczonosci. Osiggamy cel przechodzac z
parametrami 0 oraz R do granicy w zerze oraz w nieskonczonosci, odpowiednio.

Kolejnym krokiem jest reinterpretacja nieréwnosci typu Caccioppoli dla roz-
wigzan, jako wazonej nieréwnosci Hardy’ego dla funkcji testowych. W pierwszej
czesci pracy, dotyczacej p—Laplasjanu, wystarczy jedno proste podstawienie —
po wyborze postaci funkeji testowej od razu otrzymujemy gtéwne twierdzenie. W
drugiej czesci, gdzie rozwazamy A-Laplasjan, musimy skorzysta¢ rowniez kilka-
krotnie z warunku A’ dla A.



3.2 Niektore wyniki @

Wprowadzona w rozprawie metoda mozna uzyska¢ klasyczng nieréwnosé
Hardy’ego

/OO <’f(l’)|>p$vdx<0mm/oo &' (z)|Pa" dx, v#p—1
: 0

X

z optymalna stata C),;, dla wszystkich dopuszczalnych wartosci v i p.

Rozwazanie radialnych rozwiazan zagadnienia (1) na Q = R™\ {0} prowa-
dzi do nieréwnosci Hardy’ego w ktdétej miary maja postaé u,;(dr) = o;(|z|)dz,
gdzie g;(|x|) sa radialnymi oraz lokalnie catkowalnymi funkcjami. Bezposrednim
wnioskiem z ich rozwazania jest n—wymiarowa nieréwnos¢ Hardy’ego

/ E(@)P[z]"7 da < Crn / V() |P)z| da,
R™\{0} R"\{0}

z optymalng stata C,,;, dla pewnego zakresu parametrow ~ i p.

Przedstawiamy réwniez przyktady uzyskanych nieréwnosci Hardy’ego z wa-
gami exponencjalnymi. Rozwazajac funkcje p—superharmoniczne (to jest takie,
ze —Ayu > ® = 0) otrzymujemy nieréwnosci Hardy’ego z miarami o prostszej
postaci. Takie nieréwnosci mogg zosta¢ skonstruowane przy uzyciu funkeji har-
monicznej u, spetniajacej warunek brzegowy. Odnosimy sie tu tez do opisanej juz
pracy D’Ambrozio [18] podajac przyktady, gdzie —p-Laplasjan jest ograniczony
z dohu przez ujemna funkcje @ from (1)).

Otrzymujemy rowniez nieréwnosci Hardy’ego—Poincaré postaci

Conp [ E@PQ+ a1V Dde < [ [T+ (o] 7507 da

ze statg C, ., z dowodem jej optymalnosci dla dostatecznie duzych wartosci para-
metru v. Informacje o jej zastosowaniach mozna znalezé w rozdziale Motywacje.

4 Wyniki drugiej czesci rozprawy

W tej czesci rozprawy koncentrujemy sie na wyprowadzeniu nieréwnosci
Hardy’ego

| Fatlghm(dn) < | A(Vepa(da).

gdzie A jest funkcja wypukta, Fz(\) = 1/(A(1/t)), a miary zaleza od pewnego
rozwigzania zagadnienia A—harmonicznego. Zanim podamy konkretne sformutow-
nia potrzebujemy wprowadzi¢ pewne oznaczenia, definicje oraz zalozenia.

Przez zagadnienie A-harmoniczne rozumiemy takie, w ktorych wystepuje
operator A-Laplace’a Ajqu = div(A(Vu)), rozumiany w stabym sensie, gdzie
A R" — R™ jest funkcja klasy C'. Wybierajac A(X) = |A\[P72\ pracujemy z

7
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p-Laplasjanem. Ograniczamy sie do A postaci A(A) = B(|A|)A, A € R™, i wpro-
wadzamy oznaczenie

A(s) = B(s)s*, where s € [0, 00). (15)
Zakladamy, ze A jest N—funkcja, to znaczy — jest wypukta oraz lim,_, Ags) =
limg_, ﬁ = 0. Odwolujemy sie do monografii [33, 41] jako Zrédia podstawo-

wych informacji o przestrzeniach Orlicza.
Wykorzystujemy warunki A, oraz A’ zdefiniowane ponizej.

Definicja 4.1. Mowimy, Ze funkcja F : [0,00) — [0,00) spelnia warunek As,
jesli istnieje stata Cp > 0 taka, zZe dla kazdego s > 0 zachodzi

F(2s) < CpF(s). (16)

Definicja 4.2. Mowimy, ze funkcja F : [0,00) — [0,00) spefnia warunek A,
jesli istnieje stata Cp > 0 taka, zZe dla kazZdych sy, s9 > 0 zachodzi

F(s152) < CpF(s1)F(s2). (17)

Zauwazmy, ze warunek A’ jest mocniejszym wymaganiem niz warunek A,.
Typowymi przyktadami N-funkcji spetniajacych warunek A’ sg funkcje po-
staci F(s) = sPlog®(b+s), b,p > 1, a > 0.

Fakt 4.1. Niech Fy(s) = s?log®(b+s), b,p > 1, a > 0. Wowczas stata z warunku

/ . . 2
A’ spetnia oszacowanie Cr < (535

Lemat 4.1 ([29], Lemat 4.2). Przypusémy, ze F jest rézniczkowalng N —funkcjq
spetniajgeq warunek Ao, Wowczas istniejg state 1 < dp < Dp, takie Ze dla
kazdego r > 0

F F
0 E0) < iy < p 0. (18)
r
Ponadto dla kazdych r,s > 0 zachodzi ponizsze oszacowanie
F Dr—1 1
(),  Dr F(r) + —F(s). (19)
T dF dF

Fakt 4.2. Niech F(s) = sPlog®(b+ s), b,p > 1, a > 0. Wowczas stale w
nieréwnosci (18) wynoszg Dp = p + ﬁ i dp = p.
Przestrzenie Orlicza—Sobolewa

Przez W14(Q) rozumiemy uzupekienie zbioru

{ue C(Q) : ullyragq) = lull i + IVullpagq) < oo},



w normie Luxemburga
: o (@)
£l i) = mf{K >0 /9A< ) dr <1

(zakladamy, ze inf () = 4-00). Przez VV;,CA(Q) oznaczamy takie funkcje u : 2 — R,
ze up € WHA(Q) dla kazdej ¢ € C}(Q) (analogiczna notacja jest uzywana dla

funkcji lezacych lokalnie w przestrzeniach Orlicza L (Q)). Zauwazmy, ze zawsze

WaA(Q) € WEHQ). Praez Wy () oznaczamy dopehienie zbioru gladkich funk-
cji o zwartym noéniku w przestrzeni WhH4(Q).

Fakt 4.3 ([32], Fact 2.3). Jesli A jest N-funkcjq a u € W/llo’f(Q), to

A Vu A* n
B(|Vul)Vu = !(|VU||)X{|W¢0} € Lin (1 R"),

gdzie B i A sq jak w (15), a A* oznacza transformacje Legendre’a funkcji A.
Analize opieramy na nastepujacej definicji stabego rozwigzania

Definicja 4.3. Niech Q) bedzie otwartym podzbiorem R™ a ® bedzie lokalnie cal-

kowalng funkcjq zdefiniowang na Q0 oraz takq, ze dla kazdej nieujemnej w €

WLA(Q) o zwartym nosniku zachodzi | [, ®w dz| < co. Niech u € WEA(Q). Po-

wiemy, ze

jesli dla kazdej nieujemnej w € WLA(Q) o zwartym nosniku zachodzi
(—Aqu, w) = / B(|Vul)(Vu, Vw) dx > / dw dz. (21)
Q Q

Zestaw zalozen. W dalszej czesci bedziemy rozwaza¢ funkcje spetniajace
ponizsze zalozenia

(A) A jest N-funkcja speliajaca warunek A/;

(¥) istnieje funkcja ¥ : [0,00) — [0,00), nalezaca do C'((0,00)) spelniajaca
nastepujace warunki
i) nier6wnosé
g)T' (1) < —CU(t) ae. (22)
zachodzi ze statag C' > 0 niezalezna od t oraz pewna ciagla funkcja
g:(0,00) — (0,00), taka ze funkcja W(t)/g(t) jest nierosnaca.
ii) funkcja B
A(g(s)) ¥(s)
9(s)
jest nierosnaca lub ograniczona w poblizu 0.

s+ O(s) = (23)
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U(t) g(t) C uwagi
e t e a>0
et ograniczona przez C, ¢ > —C | C C>0
e t/t t/(1+1) 1
ez 108°(1) t/|logt| 1 | rozwazana na (0,1)

Tablica 1: Dobre pary Vi g

(u) ue VV,{;CA(Q) jest danym nieujemnym i nie stalym rozwiazaniem zagadnienia
(20) oraz istnieje o € R taka, ze

A(|Vul)

d+o o)

X{vuzo} = 0 a.e. (24)

Definiujemy
oo = inf{o € R : zachodzi (24)}. (25)

Uwaga 4.1. Pierwsza czes¢ rozprawy dotyczy przypadku, gdy powyzsze zaloze-
nia sa spetione dla A(s) = sP, g(s) = s, ¥(s) = s, 8 > 0. Sa one réwniez
szczegdtowo rozwazane w pracach [43, 44].

Uwaga 4.2. Rozwazmy zalozenie (V) i). W szczeg6lnosci implikuje ono, ze W
jest funkcjg malejaca. Elementarne rachunki pokazuja, ze pary ¥ i g z Tabeli 1
speliaja warunek ¢(t)V'(t) < —CU(t). Aby zapewni¢ dodatkowo, ze funkcja
W(t)/g(t) jest niemalejaca musimy zalozyé¢, ze ¢'(t) > —C z ta samg stata C.
Istotnie, ¥/g jest niemalejaca, gdy

(W)l _ Ve -v(ng () —CU(t) — U(t)g'(t) _

(0 w0 ST
(C+4'(t) <0

_ Y@
92(t)

To jest, gdy ¢'(t) > —C.
Nastepujace pary speliaja warunek (V) (patrz Tabela 1).

Glownym wynikiem tej czesci rozprawy jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 4.1. Niech u € VVZIOCA(Q) bedzie nieujemnym i nietrywialnym roz-
wigzaniem zagadnienia —A u > O, w sensie Definicyi 4.3, gdzie @ jest lokalnie
catkowalna a zatozenia (A), (), (u) sq spetnione ze statymi C > 0 i o € [0y, C),
gdzie o jest zdefiniowane w (25). Ustalmy F3(\) = m, gdy A > 01 Fz(0) = 0.

Wowczas dla dowolnej funkcji Lipschitzowskiej £ o noéniku zwartym w € za-
chodzi

| Fallehm(da) < € [ A(VEDpalda), (26)

10



gdzie

A(|Vul)
de) = U d+o—- d
N’l( '17) (U’> [ +o g(u) X{u>0} T,
A(g(u)) ¥(u)
d = N u d )
#2( .I) g(U) X{Vu#0} AT
ze stalg C = (C — o)A ((CDfa_)CllA) A(;;jf%, gdzie C'z > 0 pochodzgcq z warunku

A dla A oraz D3 > dz > 1 z (18) dla A.

Powyzsze twierdzenie implikuje wszystkie wyniki z z pierwszej czes$ci roz-
prawy — od klasycznej nierownosci Hardy’ego z optymalng statg, po nierownosci
Hardy’ego-Poincaré z optymalna stata dla pewnego zestawu parametrow.

Ponadto podajemy przyklady, gdzie funkcja A ma postaé potegowo—
logarytmiczng. Maja one postaé

[ 6P 10872+ 1/lghm (dw) < C [ V&1 108" (2 + | VEDpua(da)

i sg sformutowane dla ¢ Lipschitzowskich o zwartym nosniku.
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