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Nierówności Hardy’ego i nieliniowe
zagadnienia własne

Iwona Skrzypczak

1 Streszczenie

Celem rozprawy jest przedstawienie nowej konstruktywnej metody wyprowadza-
nia nierówności typu Hardy’ego i Hardy’ego–Sobolewa. Konstruujemy je znając
rozwiązania u zagadnienień p oraz A–harmonicznych, odpowiednio. Pierwszym
krokiem jest wyprowadzenie nierówności typu Caccioppoli dla u. Jako wniosek z
nich otrzymujemy ważone nierówności typu Hardy’ego dla funkcji Lipschitzow-
skich o zwartym nośniku. Rozprawa jest oparta o prace [43, 44, 45].

W pierwszej części rozprawy, dotyczącej prac [43, 44], wyprowadzamy jedno-
parametrową rodzinę nierówności typu Hardy’ego postaci∫

Ω
|ξ(x)|pµ1,β(dx) ¬

∫
Ω
|∇ξ(x)|pµ2,β(dx),

gdzie 1 < p < ∞, ξ : Ω → R jest funkcją Lipschitzowską o zwartym nośniku,
Ω jest otwartym podzbiorem Rn nie koniecznie ograniczonym. Miary µ1,β(dx),
µ2,β(dx) zależą od pewnego parametru β oraz u — nieujemnego rozwiązania
antykoercytywnej nierówności różniczkowej:

−∆pu  Φ w Ω, (1)

z lokalnie całkowalną funkcją Φ. Dopuszczamy dość ogólną postać Φ, która może
być ujemna lub zmieniająca znak jeśli tylko istnieje skończona liczba

σ0 := inf {σ ∈ R : Φ · u+ σ|∇u|p  0 p.w. w Ω ∩ {u > 0} } ∈ R. (2)

Przedstawiamy szereg zastosowań tych wyników otrzymując między innymi kla-
syczną nierówność Hardy’ego z optymalną stałą.

Druga część roprawy jest poświęcona wynikom pracy [45] — nierównościom
typu Hardy’ego–Sobolewa postaci∫

Ω
FĀ(|ξ|)µ1(dx) ¬

∫
Ω
Ā(|∇ξ|)µ2(dx),

gdzie ξ : Ω→ R jest funkcją Lipschitzowską o zwartym nośniku, Ω jest otwartym
podzbiorem Rn nie koniecznie ograniczonym, Ā(λ) = A(|λ|)λ jest N–funkcją
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spełniającą warunek ∆′, a FĀ(λ) = 1/(Ā(1/t)). Miary µ1(dx), µ2(dx) zależą od
u — nieujemnego rozwiązania antykoercytywnej nierówności różniczkowej

∆Au = −divA(∇u)  Φ na Ω, (3)

z lokalnie całkowalną funkcją Φ, spełniającej warunek odpowiadający (2) — ist-
nieje σ ∈ R takie, że

Φ + σ
Ā(|∇u|)
g(u)

χ{∇u6=0}  0 p.w. (4)

Wyniki drugiej części implikują te z części pierwszej ze wszystkimi szczegółami.
Nawet otrzymane stałe są równe w obu podejściach.

Nasza metoda konstrukcji nierówności jest poręcznym narzędziem. Nie tylko
jest łatwa do przeprowadzenia. Pozwala uzyskać głębokie wyniki, jak na przykład
klasyczne nierówności Hardy’ego i Hardy’ego–Poincaré z najlepszymi stałymi.

2 Motywacje

Nierówności typu Hardy’ego są ważnymi narzędziami w analizie funkcjonalnej,
analizie harmonicznej, probabilistyce oraz równaniach różniczkowych. Powstała
na ich temat niezmierzona liczba prac, w szczególności książek [35, 34, 37, 38, 40].

W teorii równań różniczkowych są używane do otrzymania oszacowań a priori,
istnienia oraz regularności ([5, 10, 21], Sekcja 2.5 w [38]), jak również do ba-
dania jakościowych własności rozwiązań i ich zachowań asymptotycznych [46].
Nierówności Hardy’ego są również stosowane w dowodach twierdzeń o zanurze-
niu (Twierdzenie 3.1 w [15], [27, 28]), nierówności interpolacyjnych Gagliardo–
Nirenberga [16, 26, 30] oraz w rzeczywistej teorii interpolacji [19].

Nierówności Hardy’ego w zagadnieniach różniczkowych
Powiązania pomiędzy nieliniowymi zagadnieniami własnymi typu eliptycz-

nego czy parabolicznego z nierównościami Hardy’ego są powszechnie znane. Znaj-
dujemy je między innymi w pracach [1, 3, 4, 9, 12, 13, 29, 31, 39]. Wiadomo,
że funkcje realizujące najlepsze stałe w nierównościach Hardy’ego–Sobolewa są
rozwiązaniami nieliniowych zagadnień własnych [11, Chapter 5]. Ponadto naj-
lepsze stałe są wykorzystywane w badaniu istnienia dla zagadnień parabolicz-
nych [5, 17, 21]. Rzadziej spotykamy się z sytuacją odwrotną — jak rozwiązania
czy podrozwiązania zagadnień różniczkowych są przydatne w odtworzeniu nie-
równości Hardy’ego–Sobolewa.

Najlepsze stałe i istnienie. Analiza najlepszych stałych cn,γ,p w klasycznej
n–wymiarowej nierówności Hardy’ego jest ważna w dowodach istnienia. W pracy
[5] P. Baras i J. A. Goldstein badają istnienie, nieistnienie i wybuchy rozwiązań
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następującego zagadnienia parabolicznego{
ut −∆u = λ u

|x2| , λ ∈ R,
u(x, 0) = u0(x) > 0, u0 ∈ L2(Rn),

(5)

gdzie x ∈ Rn, n  3 i t ∈ (0, T ). Zagadnienie to ma rozwiązanie wtedy i tylko
wtedy gdy λ ¬ (n−2)2/4. Zauważmy, że krytyczne λ jest równe optymalnej stałej
w następującej klasycznej n–wymiarowej nierówności Hardy’ego

(n− 2)2

4

∫
Rn\{0}

|ξ|2|x|−2 dx ¬
∫
Rn\{0}

|∇ξ|p|x|2 dx, ξ ∈ C∞0 (Rn \ {0}).

Powiązanie z nierównością Hardy’ego krytycznej wartości λ dla (5) zostało wska-
zane w [21] autorstwa J. P. Garcia–Azorero i I. Peral–Alonso. Tam też autorzy
badają związek nierówności Hardy’ego z własnościami rozwiązań dla zagadnienia

ut −∆pu = λ |u|
p−2u
|x|p , x ∈ Ω, t > 0, λ ∈ R,

u(x, 0) = f(x)  0, x ∈ Ω,
u(x, t) = 0, x ∈ ∂Ω, t > 0,

(6)

gdzie −∆pu  0, Ω jest ograniczonym podzbiorem Rn i 1 < p < N . Istnienie i
wybuchy zależą od związku λ z najlepszą stałą w nierówności Hardy’ego.

Zachowania asymptotyczne. W [46] J. L. Vazquez i E. Zuazua opisują
zachowania asymptotyczne równania ciepła postaci

ut = ∆u+ V (x)u and ∆u+ V (x)u+ µu = 0,

gdzie V (x) jest potencjałem odwrotnie kwadratowym (np. V (x) = λ/|x|2). Klu-
czowym narzędziem jest ulepszona nierówność Hardy’ego–Poincaré i jej nowe
ważone wersje. Główne wyniki dotyczą tempa zanikania rozwiązań oraz jedno-
znaczności. Co więcej, autorzy wyjaśniają i uogólniają wspomnianą już pracę [5].

Radialność. Nierówność Hardy’ego została użyta do dowodzenia istnienia,
nieistnienia, ale też radialności rozwiązań w [22] autorstwa M. Garcia–Huidobro,
A. Kufnera, R. Manásevicha oraz C. S. Yarura. Autorzy ustanawiają krytyczny
wykładnik dla włożenia pewnej ważonej przestrzeni Sobolewa w ważoną prze-
strzeń Lebesgue’a. Ten wynik został zastosowany w dowodzie własności jakościo-
wych rozwiązań zagadnienia{

div(a(|x|)|∇u|p−2∇u) = b(|x|)|∇u|q−2∇u in B ⊆ Rn,
u = 0 on ∂B,

(7)

gdzie 1 < p < q, funkcje a, b są wagamia B jest kulą.

Związek między istnieniem zagadnień różniczkowych a istnieniem
nierówności Hardy’ego
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Równania różniczkowe zwyczajne. W pracy [24] Gurka bada istnienie
jednowymiarowej nierówności Hardy’ego między Lq oraz Lp (dopuszczając przy-
padek p = q)

(∫ a

0
s(x)|u(x)|qdx

) 1
q

¬ C
(∫ a

0
r(x)|u′(x)|pdx

) 1
p

(8)

wskazując warunki równoważne jej istnieniu w pewnej klasie funkcji. Jednym z
nich jest istnienie rozwiązań zagadnienia

λ
d

dr

(
V
q
p (r)(y′(r))

q
p′
)

+W (r)y
q
p′ (r) = 0, y > 0, y′ > 0.

W pracy [23] Ghoussoub i Moradifam autorzy dowodzą równoważności nie-
równości

c
∫
B
|ξ(x)|2W (x)dx ¬

∫
B
|∇ξ(x)|2V (x)dx for all u ∈ C∞0 (B),

z radialnie symetrycznymi funkcjami V i W oraz kulą B, z istnieniem rozwiązań
zagadnienia

y′′(r) +
(
n− 1
r

+
V ′(r)
V (r)

)
y′(r) +

cW (r)
V (r)

y(r) = 0, y > 0.

Równania różniczkowe cząstkowe. Barbatis, Filippas, and Tertikas w [6]
wyprowadzają nierówności Hardy’ego z zagadnień p–harmonicznych. Autorzy
rozważają taką funkcję d(x) = dist(x,K), dla pewnego zbioru K ⊆ Ω, która
spełnia

−∆p

(
d
p−k
p−1

)
 0 in Ω \K,

gdzie p 6= k. Otrzymana nierówność Hardy’ego z czynnikiem dodatkowym zawiera
zależność od d. Co więcej, pokazano jaki wykładnik d w funkcji wagowej jest
krytyczny.

Bardziej ogólnie podobne zagadnienie rozważa D’Ambrosio w [18]. Autor
przedstawia konstrukcyjną metodę wyprowadzenia nierówności Hardy’ego z za-
gadnień typu −∆pu  0 oraz bardziej ogólnych wyrażonych w terminach grup
Heisenberga Hn. Praca [18] skupia się na pokazaniu warunków dostatecznych ist-
nieniu ważonych nierówności Hardy’ego, uwzględniających również odległość od
brzegu obszaru. W szczególności otrzymywana jest nierówność∫

|ξ(x)|pW (x)dx ¬ C
∫
|∇ξ(x)|pV (x)dx, for every ξ ∈ C1

0(Ω),

z wagami V (x) i W (x) zależnymi od u, które jest nieujemnym rozwiązaniem
zagadnienia −∆p(uα)  0, i stałej α.
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W rozprawie przedstawiono rozszerzenie tego podejścia przez dopuszczenie
do konstrukcji funkcji, których −p–Laplasjan może być ujemny. W drugiej części
rozprawy dopuszczamy również bardziej ogólny operator — A–Laplasjan.

Nierówności Hardy’ego–Poincaré a modele nieliniowych dyfuzji
W rozprawie otrzymujemy nierówności Hardy’ego–Poincaré postaci

C̄γ,n,p

∫
Rn
|ξ(x)|p(1 + |x|

p
p−1 )(p−1)(γ−1)dx ¬

∫
Rn
|∇ξ(x)|p(1 + |x|

p
p−1 )(p−1)γ dx, (9)

ze stałą C̄γ,n,p z dowodem jej optymalności dla dostatecznie dużych wartości pa-
rametru γ. Wersja tego wyniku gdy p = 2

C
∫
Rn
|ξ|2(1 + |x|2)γ−1dx ¬

∫
Rn
|∇ξ|2(1 + |x|2)γdx, (10)

jest rozważana w teorii nieliniowych dyfuzji — równaniach ewolucyjnych postaci
ut = ∆um. Są one nazywane równaniami szybkiej dyfuzji — fast diffusion equ-
ation (FDE) gdy m < 1 oraz równaniami ośrodka porowatego — porous media
equation (PME) gdy m > 1. W teorii FDE, nierówności Hardy’ego–Poincaré (10)
z γ < 0 są podstawowymi narzędziami do badania zachowań asymptotycznych
rozwiązań [2, 7, 14]. W szczególności, najlepsze stałe w (10) są użyte w [8] do
pokazania najszybszego tempa zbieżności rozwiązań FDE.

W rozprawie pokazujemy (9) z γ > 1, ponadto bierzemy pod uwagę p ∈
(1,∞), nie tylko p = 2. Dowodzimy tę nierówność oraz optymalność stałej w
pewnym zakresie parametrów. Poprawiamy stałe otrzymane przez Blanchet, Bon-
forte, Dolbeault, Grillo i Vázquez’a w [8], jak również przez Ghoussoub’a i Mo-
radifam’a w [23].

3 Wyniki pierwszej części rozprawy

W tej części koncentrujemy się na metodzie wyprowadzania ważonych nierów-
ności Hardy’ego z zagadnień p–harmonicznych, konkretnie −∆pu  Φ oraz na
wnioskach z niej płynących. Głównym wynikiem pierwszej części rozprawy, jak
również pracy [43], jest następujące twierdzenie.

Twierdzenie 3.1. Niech 1 < p <∞, funkcja u ∈ W 1,p
loc (Ω) jest słabym nieujem-

nym i nie stałym rozwiązaniem zagadnienia −∆pu  Φ z lokalnie całkowalną
funkcją Φ spełniającą warunek (2) z σ0 ∈ R. Przypuśmy jeszcze, że β oraz σ
są dowolnymi liczbami takimi, że β > 0 oraz β > σ > σ0. Wówczas dla każdej
funkcji Lipschitzowskiej o zwartym nośniku zachodzi nierówność∫

Ω
|ξ|pµ1(dx) ¬

∫
Ω
|∇ξ|pµ2(dx), (11)
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gdzie

µ1(dx) =
(
β − σ
p− 1

)p−1

[Φ · u+ σ|∇u|p] · u−β−1χ{u>0} dx, (12)

µ2(dx) = up−β−1χ{|∇u|6=0} dx. (13)

3.1 O dowodzie

Konstrukcja nierówności typu Hardy’ego zaczyna się od wyprowadzenia nierów-
ności Caccioppoli dla słabych rozwiązań zagadnienia różniczkowego (1) (w dru-
giej części dla (3)). Otrzymaną przekształcamy i interpretujemy jako nierówność
Hardy’ego z wagami dla funkcji testowych — funkcji Lipschitzowskich o zwartym
nośniku.

Metoda została zainspirowana pracą [32], gdzie rozważane jest nieistnienie
nieujemnych nietrywialnych słabych rozwiązań dla zagadnień A–harmonicznych
postaci

−∆Au  Φ(u) na Rn, (14)

z nieujemną funkcją Φ. W tej pracy autorki wyprowadzają nierówność typu
Caccioppoli dla nieujemnych nietrywialnych słabych rozwiązań zagadnienia (14).
Wówczas, otrzymują pewne oszacowanie a priori zależne od pewnej klasy funk-
cji testowych, by w końcu — wybierając odpowiednie funkcje testowe uzyskać
nieistnienie.

My zatrzymujemy się na otrzymanej nierówności typu Caccioppoli. Dzięki
ostrożnej analizie dowodu z [32] możemy wyprowadzić to oszacowanie bez założeń,
że Φ = Φ(u), Φ  0 oraz że rozpatrywany obszar musi być całym Rn. Zamiast
tego zakładamy że Φ jest w pewnym sensie ograniczone z dołu (warunek (2) lub
odpowiadający mu w drugiej części pracy (4)).

Najważniejszym pomysłem tej części dowodu jest testowanie wyjściowego za-
gadnienia funkcją G = (min[u + δ, R])−βφ (w drugiej części G = Ψ(min[u +
δ, R])φ), gdzie φ jest dowolną funkcją Lipschitzowską o zwartym nośniku speł-
niającą pewien warunek całkowalności, a parametry δ, R, β są dodatnie. Następ-
nie korzystając między innymi z nierówności Younga i reorganizując nierówność
przenosząc pewne składniki na inną stronę nierówności otrzymujemy odpowied-
nik nierówności typu Caccioppoli, w którym rozważamy podniesione i obcięte
u — oddzielone jest od zera oraz nieskończoności. Osiągamy cel przechodząc z
parametrami δ oraz R do granicy w zerze oraz w nieskończoności, odpowiednio.

Kolejnym krokiem jest reinterpretacja nierówności typu Caccioppoli dla roz-
wiązań, jako ważonej nierówności Hardy’ego dla funkcji testowych. W pierwszej
części pracy, dotyczącej p–Laplasjanu, wystarczy jedno proste podstawienie —
po wyborze postaci funkcji testowej od razu otrzymujemy główne twierdzenie. W
drugiej części, gdzie rozważamy A–Laplasjan, musimy skorzystać również kilka-
krotnie z warunku ∆′ dla Ā.
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3.2 Niektóre wyniki

Wprowadzoną w rozprawie metodą można uzyskać klasyczną nierówność
Hardy’ego

∫ ∞
0

(
|ξ(x)|
x

)p
xγ dx ¬ Cmin

∫ ∞
0
|ξ′(x)|pxγ dx, γ 6= p− 1

z optymalną stałą Cmin dla wszystkich dopuszczalnych wartości γ i p.
Rozważanie radialnych rozwiązań zagadnienia (1) na Ω = Rn \ {0} prowa-

dzi do nierówności Hardy’ego w któtej miary mają postać µi(dx) = %i(|x|)dx,
gdzie %i(|x|) są radialnymi oraz lokalnie całkowalnymi funkcjami. Bezpośrednim
wnioskiem z ich rozważania jest n–wymiarowa nierówność Hardy’ego∫

Rn\{0}
|ξ(x)|p|x|γ−p dx ¬ Cmin

∫
Rn\{0}

|∇ξ(x)|p|x|γ dx,

z optymalną stałą Cmin dla pewnego zakresu parametrów γ i p.
Przedstawiamy również przykłady uzyskanych nierówności Hardy’ego z wa-

gami exponencjalnymi. Rozważając funkcje p–superharmoniczne (to jest takie,
że −∆pu  Φ ≡ 0) otrzymujemy nierówności Hardy’ego z miarami o prostszej
postaci. Takie nierówności mogą zostać skonstruowane przy użyciu funkcji har-
monicznej u, spełniającej warunek brzegowy. Odnosimy się tu też do opisanej już
pracy D’Ambrozio [18] podając przykłady, gdzie −p–Laplasjan jest ograniczony
z dołu przez ujemną funkcję Φ from (1)).

Otrzymujemy również nierówności Hardy’ego–Poincaré postaci

C̄γ,n,p

∫
Rn
|ξ(x)|p(1 + |x|

p
p−1 )(p−1)(γ−1)dx ¬

∫
Rn
|∇ξ(x)|p(1 + |x|

p
p−1 )(p−1)γ dx,

ze stałą C̄γ,n,p z dowodem jej optymalności dla dostatecznie dużych wartości para-
metru γ. Informacje o jej zastosowaniach można znaleźć w rozdziale Motywacje.

4 Wyniki drugiej części rozprawy

W tej części rozprawy koncentrujemy się na wyprowadzeniu nierówności
Hardy’ego ∫

Ω
FĀ(|ξ|)µ1(dx) ¬

∫
Ω
Ā(|∇ξ|)µ2(dx),

gdzie Ā jest funkcją wypukłą, FĀ(λ) = 1/(Ā(1/t)), a miary zależą od pewnego
rozwiązania zagadnienia A–harmonicznego. Zanim podamy konkretne sformułow-
nia potrzebujemy wprowadzić pewne oznaczenia, definicje oraz założenia.

Przez zagadnienie A–harmoniczne rozumiemy takie, w których występuje
operator A–Laplace’a ∆Au = div(A(∇u)), rozumiany w słabym sensie, gdzie
A : Rn → Rn jest funkcją klasy C1. Wybierając A(λ) = |λ|p−2λ pracujemy z
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p–Laplasjanem. Ograniczamy się do A postaci A(λ) = B(|λ|)λ, λ ∈ Rn, i wpro-
wadzamy oznaczenie

Ā(s) = B(s)s2, where s ∈ [0,∞). (15)

Zakładamy, że Ā jest N–funkcją, to znaczy — jest wypukła oraz lims→0
Ā(s)
s

=
lims→∞

s
Ā(s) = 0. Odwołujemy się do monografii [33, 41] jako źródła podstawo-

wych informacji o przestrzeniach Orlicza.
Wykorzystujemy warunki ∆2 oraz ∆′ zdefiniowane poniżej.

Definicja 4.1. Mówimy, że funkcja F : [0,∞) → [0,∞) spełnia warunek ∆2,
jeśli istnieje stała C̄F > 0 taka, że dla każdego s > 0 zachodzi

F (2s) ¬ C̄FF (s). (16)

Definicja 4.2. Mówimy, że funkcja F : [0,∞) → [0,∞) spełnia warunek ∆′,
jeśli istnieje stała CF > 0 taka, że dla każdych s1, s2 > 0 zachodzi

F (s1s2) ¬ CFF (s1)F (s2). (17)

Zauważmy, że warunek ∆′ jest mocniejszym wymaganiem niż warunek ∆2.
Typowymi przykładami N–funkcji spełniających warunek ∆′ są funkcje po-

staci Fb(s) = sp logα(b+ s), b, p > 1, α > 0.

Fakt 4.1. Niech Fb(s) = sp logα(b+s), b, p > 1, α > 0. Wówczas stała z warunku
∆′ spełnia oszacowanie CF ¬

(
2

log b

)α
.

Lemat 4.1 ([29], Lemat 4.2). Przypuśćmy, że F jest różniczkowalną N–funkcją
spełniającą warunek ∆2. Wówczas istnieją stałe 1 ¬ dF ¬ DF , takie że dla
każdego r > 0

dF
F (r)
r
¬ F ′(r) ¬ DF

F (r)
r

. (18)

Ponadto dla każdych r, s > 0 zachodzi poniższe oszacowanie

F (r)
r

s ¬ DF − 1
dF

F (r) +
1
dF
F (s). (19)

Fakt 4.2. Niech F (s) = sp logα(b + s), b, p > 1, α > 0. Wówczas stałe w
nierówności (18) wynoszą DF = p+ α

log b i dF = p.

Przestrzenie Orlicza—Sobolewa
Przez W 1,Ā(Ω) rozumiemy uzupełnienie zbioru

{u ∈ C∞(Ω) : ‖u‖W 1,Ā(Ω) := ‖u‖LĀ(Ω) + ‖∇u‖LĀ(Ω) <∞},
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w normie Luxemburga

‖f‖LĀ(Ω) = inf
{
K > 0 :

∫
Ω
Ā

(
|f(x)|
K

)
dx ¬ 1

}

(zakładamy, że inf ∅ = +∞). Przez W 1,Ā
loc (Ω) oznaczamy takie funkcje u : Ω→ R,

że uφ ∈ W 1,Ā(Ω) dla każdej φ ∈ C1
0(Ω) (analogiczna notacja jest używana dla

funkcji leżących lokalnie w przestrzeniach Orlicza LĀloc(Ω)). Zauważmy, że zawsze
W 1,Ā
loc (Ω) ⊆ W 1,1

loc (Ω). Przez W 1,Ā
0 (Ω) oznaczamy dopełnienie zbioru gładkich funk-

cji o zwartym nośniku w przestrzeni W 1,Ā(Ω).

Fakt 4.3 ([32], Fact 2.3). Jeśli Ā jest N–funkcją a u ∈ W 1,Ā
loc (Ω), to

B(|∇u|)∇u =
Ā(|∇u|)
|∇u|

χ{|∇u|6=0} ∈ LĀ
∗

loc(Ω,Rn),

gdzie B i Ā są jak w (15), a Ā∗ oznacza transformację Legendre’a funkcji Ā.

Analizę opieramy na następującej definicji słabego rozwiązania

Definicja 4.3. Niech Ω będzie otwartym podzbiorem Rn a Φ będzie lokalnie cał-
kowalną funkcją zdefiniowaną na Ω oraz taką, że dla każdej nieujemnej w ∈
W 1,Ā(Ω) o zwartym nośniku zachodzi |

∫
Ω Φw dx| < ∞. Niech u ∈ W 1,Ā

loc (Ω). Po-
wiemy, że

−∆Au  Φ (20)

jeśli dla każdej nieujemnej w ∈ W 1,Ā(Ω) o zwartym nośniku zachodzi

〈−∆Au,w〉 =
∫

Ω
B(|∇u|)〈∇u,∇w〉 dx 

∫
Ω

Φw dx. (21)

Zestaw założeń. W dalszej części będziemy rozważać funkcje spełniające
poniższe założenia

(Ā) Ā jest N–funkcją spełniającą warunek ∆′;

(Ψ) istnieje funkcja Ψ : [0,∞) → [0,∞), należąca do C1((0,∞)) spełniająca
następujące warunki

i) nierówność
g(t)Ψ

′
(t) ¬ −CΨ(t) a.e. (22)

zachodzi ze stałą C > 0 niezależną od t oraz pewną ciągłą funkcją
g : (0,∞)→ (0,∞), taką że funkcja Ψ(t)/g(t) jest nierosnąca.

ii) funkcja

s 7→ Θ(s) :=
Ā (g(s)) Ψ(s)

g(s)
(23)

jest nierosnąca lub ograniczona w pobliżu 0.
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Ψ(t) g(t) C uwagi
t−α t α α > 0
e−t ograniczona przez C, g′  −C C C > 0
e−t/t t/(1 + t) 1 —
e

1
2 log2(t) t/| log t| 1 rozważana na (0, 1)

Tablica 1: Dobre pary Ψ i g

(u) u ∈ W 1,Ā
loc (Ω) jest danym nieujemnym i nie stałym rozwiązaniem zagadnienia

(20) oraz istnieje σ ∈ R taka, że

Φ + σ
Ā(|∇u|)
g(u)

χ{∇u6=0}  0 a.e. (24)

Definiujemy
σ0 = inf{σ ∈ R : zachodzi (24)}. (25)

Uwaga 4.1. Pierwsza część rozprawy dotyczy przypadku, gdy powyższe założe-
nia są spełnione dla Ā(s) = sp, g(s) = s, Ψ(s) = s−β, β > 0. Są one również
szczegółowo rozważane w pracach [43, 44].

Uwaga 4.2. Rozważmy założenie (Ψ) i). W szczególności implikuje ono, że Ψ
jest funkcją malejącą. Elementarne rachunki pokazują, że pary Ψ i g z Tabeli 1
spełniają warunek g(t)Ψ′(t) ¬ −CΨ(t). Aby zapewnić dodatkowo, że funkcja
Ψ(t)/g(t) jest niemalejąca musimy założyć, że g′(t)  −C z tą samą stałą C.
Istotnie, Ψ/g jest niemalejąca, gdy(

Ψ(t)
g(t)

)′
= Ψ′(t)g(t)−Ψ(t)g′(t)

g2(t) ¬ −CΨ(t)−Ψ(t)g′(t)
g2(t)

=

= − Ψ(t)
g2(t)(C + g′(t)) ¬ 0

To jest, gdy g′(t)  −C.
Następujące pary spełniają warunek (Ψ) (patrz Tabela 1).

Głównym wynikiem tej części rozprawy jest następujące twierdzenie.

Twierdzenie 4.1. Niech u ∈ W 1,Ā
loc (Ω) będzie nieujemnym i nietrywialnym roz-

wiązaniem zagadnienia −∆Au  Φ, w sensie Definicji 4.3, gdzie Φ jest lokalnie
całkowalna a założenia (Ā), (Ψ), (u) są spełnione ze stałymi C > 0 i σ ∈ [σ0, C),
gdzie σ0 jest zdefiniowane w (25). Ustalmy FĀ(λ) = 1

Ā(1/λ) , gdy λ > 0 i FĀ(0) = 0.
Wówczas dla dowolnej funkcji Lipschitzowskiej ξ o nośniku zwartym w Ω za-

chodzi ∫
Ω
FĀ(|ξ|)µ1(dx) ¬ C̃

∫
Ω
Ā(|∇ξ|)µ2(dx), (26)
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gdzie

µ1(dx) = Ψ(u)
[
Φ + σ

Ā(|∇u|)
g(u)

]
χ{u>0} dx,

µ2(dx) =
Ā (g(u)) Ψ(u)

g(u)
χ{∇u6=0} dx,

ze stałą C̃ = (C − σ)Ā
(

DĀ−1
(C−σ)dĀ

)
Ā(DĀ)C4

Ā

DĀ−1 , gdzie CĀ > 0 pochodzącą z warunku
∆′ dla Ā oraz DĀ > dĀ > 1 z (18) dla Ā.

Powyższe twierdzenie implikuje wszystkie wyniki z z pierwszej części roz-
prawy — od klasycznej nierówności Hardy’ego z optymalną stałą, po nierówności
Hardy’ego-Poincaré z optymalną stałą dla pewnego zestawu parametrów.

Ponadto podajemy przykłady, gdzie funkcja Ā ma postać potęgowo–
logarytmiczną. Mają one postać∫

Ω
|ξ|p log−α(2 + 1/|ξ|)µ1(dx) ¬ C

∫
Ω
|∇ξ|p logα(2 + |∇ξ|)µ2(dx)

i są sformułowane dla ξ Lipschitzowskich o zwartym nośniku.
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