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1 Mierzenie trudnosci

Podczas 40 lat badan nad regularnymi jezykami stéw dwie miary trudnosci
okazaly sie przydatne i inspirujace: hierarchia indeksu, odzwierciedlajaca
kombinatoryczna ztozonos¢ automatu rozpoznajacego jezyk oraz hierarchia
Wadge’a, ktora jest bardzo precyzyjnym uszczegoétowieniem hierarchii bore-
lowskiej. Zaskakujace zwiazki miedzy tymi hierarchiami zostaly w pelni
ukazane w pracach Klausa Wagnera o hierarchii zwanej dzi$ hierarchiag Wag-
nera.

Biorac hierarchie Wagnera za wzor, chcieliby$my uzyska¢ rownie pelny
i nie mniej elegancki opis dla jezykéw drzew. Uda sie nam to jedynie czes-
ciowo.

1.1 Automaty w weryfikacji

Automaty na drzewach zaprojektowane przez Michaela O. Rabina jako na-
rzedzie do wykazania rozstrzygalnosci monadycznej logiki drugiego rzedu sa
dzis, obok rachunku p, podstawowym narzedziem teoretycznym w modelowa-
niu i weryfikacji systemow wspotbieznych. W jednym ze stosowanych pode-
jé¢, drzewo reprezentuje mozliwe zachowanie systemu, a automat reprezen-
tuje warunek poprawnosci. Efektywnos¢ znanych metod weryfikacji zalezy is-
totnie od prostoty sposobu, w jaki wyrazony jest warunek poprawnosci. Tym-
czasem, przy modelowaniu rzeczywistych systemow, warunki poprawnosci



sg czesto prezentowane w sposob daleki od optymalnoéci. Stad wyptywa
potrzeba algorytmoéw upraszcezajacych reprezentacje warunku.

Najciekawsza miarg ztozonosci warunku poprawnosci jest gtebokosé wza-
jemnego zagniezdzenia pozytywnych i negatywnych ograniczen na wydarzenia
majgce miejsce nieskorniczenie wiele razy podczas pracy systemu. Formaliza-
cja tego kryterium w teorii automatéw prowadzi do pojecia indeksu. Zwykle,
mozliwe zachowania systemu sg rowniez prezentowane jako automat, a wtedy
weryfikacja sprowadza sie do problemu zawierania jezykow, co redukuje sie do
problemu niepustosci. Zlozonos¢ problem niepustosci zalezy przede wszys-
tkim od indeksu automatu: znane algorytmy sa wyktadnicze ze wzgledu na
indeks, ale wielomianowe ze wzgledu na ilos¢ stanow [4, 8, 30].

Stad bierze sie motywacja badania indeksu automatéw. Kluczowym za-
gadnieniem jest tu tzw. problem indeksu, czyli skonstruowanie automatu
o minimalnym indeksie rozpoznajacego zadany jezyk. Dotychczas odkryto
algorytmy rozwiazujace problem indeksu dla jezykow $ciezkowych [12, 23|
i, ogoblniej, dla jezykoéw rozpoznawanych przez automaty deterministyczne
|25, 35|. Podejscie poprzez rachunek p zaowocowato procedura rozstrzyga-
jaca, czy dana formuta modalnego rachunku p jest rownowazna formule logiki
modalnej [26].

1.2 Trudno$é topologiczna

Klasyczna deskryptywna teoria mnogosci klasyfikuje podzbiory przestrzeni
polskich ze wzgledu na najprostsza definicje za pomoca rzutu, negacji i przeli-
czalnej sumy bazowych zbioréw otwartych. Wynikajaca z tej klasyfikacji
hierarchia borelowska i rzutowa moze by¢ alternatywna miara ztozonosci
regularnych jezykow. Przyktady Skurczynskiego [32] i twierdzenie o luce Ni-
winiskiego 1 Walukiewicza [24] sugeruja, ze indeks automatu i ranga borelowska
rozpoznawanego jezyka sa ze soba blisko zwiazane. Poréwnanie tych hierar-
chii moze by¢ ciekawe same w sobie, ale staje sie szczegolnie wazne w Swietle
potencjalnych zastosowan w teorii weryfikacji.

Innym celem przy$wiecajacym badaniom nad topologiczng ztozonosciag
jezykow jest poréwnywanie roznych modeli obliczern. Ktory model jest sil-
niejszy dla jezykéw drzew: automaty deterministyczne, czy stabe alternu-
jace? Wiadomo, ze istnieja jezyki rozpoznawane przez automaty determin-
istyczne, ale nie przez stabe automaty alternujace i odwrotnie. Jak poréwny-
wac, jesli nie przez inkluzje? Jeszcze bardziej nietypowe poréwnanie: jezyki
drzew rozpoznawane przez automaty deterministyczne a jezyki stow rozpoz-



nawane przez deterministyczne automaty ze stosem. Jak porownywaé drzewa
ze stowami?

Obiecujacym narzedziem jest porzadek Wadge’a oparty na istnieniu cig-
glych redukcji miedzy podzbiorami przestrzeni polskich. Porzadek ten defini-
uje hierarchie, ktora jest uszczegotowieniem hierarchii borelowskiej i dostar-
cza bardzo subtelnej miary trudnosci zbioru. Klasy jezykow drzew i stow
mozna poréwnywac poprzez poréwnanie wysokosci hierarchii Wadge’'a ob-
cietej do tych klas.

Mozna wreszcie poszukiwaé¢ absolutnej miary ztozonoéci zbioru. Do tego
rowniez postuzy¢ moze hierarchia Wadge’a, jako ze ustawia jezyki w porzadek
bardzo zblizony do liniowego. W standardowej teorii mnogosci, hierarchia
Wadge’a ma te wlasnos¢ jedynie dla zbiorow borelowskich, ale przyjmujac
dobrze umotywowane dodatkowe aksjomaty determinacji mozna zapewnic te
wlasnos$¢ dla wszystkich regularnych jezykow stow i drzew. W ten sposob
mozna pytac jak wysoko siega dany model obliczenn. Wiemy duzo o jezykach
stow |6, 9, 31, 39|, ale prawie nic na temat jezykow drzew. Na ktorych
poziomach sa jezyki drzew rozpoznawane przez automaty deterministyczne?
A stabe alternujace?

2 Automaty

Przez »* oznaczamy zbior skonczonych stow nad skoriczonym alfabetem 3,
a przez X* zbior nieskonczonych stow nad alfabetem ¥. Symbol T oznacza
zbior petnych drzew binarnych nad alfabetem 3, tzn. funkcji t : {0,1}* — X.
Jesli nie stwierdzimy inaczej, “drzewo” oznacza pelne drzewo binarne nad
jakims alfabetem.

Bedziemy pracowali glownie z automatami deterministycznymi i stabymi,
ale dla zapewnienia ogo6lnego formalizmu, zdefiniujemy automaty w ich na-
jogolniejszej, alternujacej wersji.

G'ra parzystosci to gra z pelna informacja, rozgrywana przez dwoch graczy,
Adama i Ewe. Prezentujemy ja jako krotke (V3, Vy, E, vy, rank), gdzie V3
i V4 sa (rozlacznymi) zbiorami pozycji Adama i Ewy, E C V x V dla
V = V3UV jest relacja opisujaca mozliwe ruchy, vy € V' jest ustalona pozycja
poczatkowa, a rank : V' — {0,1,...,n} jest funkcja priorytetu.

Gracze rozpoczynaja rozgrywke kladac zeton w vy, nastepnie przesuwaja
zeton zgodnie z relacja E (zawsze do nastepnika biezacej pozycji), konstru-
ujac Sciezke w grafie (V, E). Ruch jest wybierany przez Adama lub Ewe,



w zalezno$ci od tego, do kogo nalezy biezaca pozycja. Jesli gracz nie moze
sie ruszy¢, przegrywa. W przeciwnym wypadku, rezultatem rozgrywki jest
nieskoriczona $ciezka. Ewa wygrywa rozgrywke, jesli najwiekszy priorytet po-
jawiajacy sie nieskonczenie czesto na tej Sciezce jest parzysty. W przeciwnym
wypadku wygrywa Adam.

Automat alternujgcy na drzewach A = (X, Q3, Qv, qo, 6, rank) sktada sie
ze skoniczonego alfabetu X, skoriczonego zbioru stanéw ) podzielonego na
stany egzystencjalne Q5 i uniwersalne @)y z ustalonym stanem poczatkowym
qo, relacji przejscia 6 C Q x X x {0, 1,e} x @ oraz funkcji priorytetu rank :
@ — w. Drzewo wejsciowe t jest akceptowane przez A, o ile Ewa ma strategie
wygrywajaca w grze parzystosci (Q3 x {0, 1}, Qv x {0,1}*, (¢o,€), F, rank’),
gdzie E = {((p,v), (¢,vd)): v € dom(t), (p,t(v),d,q) € 6} i rank'(q,v) =
rank(q).

Mowimy, ze automat jest deterministyczny, o ile Ewa nie ma wyboru,
a Adam moze wybiera¢ jedynie kierunek ruchu: w lewo lub w prawo (bez
e-przejs¢). Formalnie, zadamy Q = Qy oraz 6 : Q x X x {0,1} — Q. Jesli
zrezygnujemy z warunku Q3 = (), ale zachowamy ograniczenie dla Adama,
otrzymamy definicje automatow niedeterministycznych. Automaty stabe to
automaty alternujace spelniajace warunek (p,o,d,q) € § =— rankp <
rank q.

Automaty na stowach definiujemy analogicznie, jedynie 6 C Q) X X X Q.
W przypadku automatow alternujacych nalezy dopuscié¢ e-przejscia.

3 Indeks i ranga borelowska

Indeksem Mostowskiego—Rabina automatu nazywamy pare
(minrank @, maxrank @) .

Przeskalowujac funkcje rank mozemy zalozyé¢, ze minrank () jest rowne 0
lub 1. Indeksy sa zatem elementami {0,1} x w \ {(1,0)}. Dla indeksu
(¢, k), symbolem (¢, k) oznaczamy indeks dualny: (0,k) = (1,k+ 1), (1,k) =
0,k —1).

Na indeksach definiujemy porzadek

(t,k) < (/,K) oile kK —t <K —1.

W szczegdlnodei, indeksy wzajemnie dualne sg nieporéwnywalne. Hierarchia
indeksu dla pewnej ustalonej klasy automatow sktada sie ze zbioréw jezykow
rozpoznawanych przez automaty o coraz wiekszych indeksach (patrz Rys. 1).
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Rysunek 1: Hierarchia indeksu Mostowskiego-Rabina.

Fundamentalng wtasno$cig hierarchii indeksu jest jej $cisto$¢, tzn. ist-
nienie dla kazdego indeksu (¢, k) jezykow rozpoznawanych przez automat
o indeksie (¢, %), ale nie przez automat o indeksie (¢, ). Scistos¢ hierarchii
dla deterministycznych automatéw na drzewach wynika wprost ze $cistosci
dla deterministycznych automatéow na stowach [39]: jesli jezyk L wymaga
co najmniej indeksu (¢, k), to takiego samego indeksu wymaga jezyk drzew,
ktore na skrajnie lewej galezi maja stowo z L. Dla automatéw niedetermin-
istycznych i alternujacych hierarchie sa rowniez Sciste [3, 22].

Drugim kluczowym zagadnieniem jest problem indeksu, czyli kwestia wyz-
naczania minimalnego indeksu potrzebnego do rozpoznania zadanego jezyka.
Jesli mamy dany jezyk deterministyczny, mozemy pyta¢ o minimalny indeks
automatu deterministycznego rozpoznajacego ten jezyk. Dla stow eleganckie
rozwiazanie podali Niwinski i Walukiewicz [23]. Wprost z tego rezultatu
wynika rozstrzygalnos¢ tego problemu dla drzew [19].

Dla jezyka deterministycznego mozna pytac rowniez o indeks niedetermin-
istyczny, czyli minimalny indeks automatu niedeterministycznego rozpozna-
jacego ten jezyk (moze on by¢ nizszy, niz minimalny indeks automatu deter-
ministycznego). Problem ten okazal sie trudny i zostal rozwigzany dopiero
niedawno w [25]. Rozstrzygalno$é¢ problemu indeksu dla automatow niede-
terministycznych pozostaje jednym z najwazniejszych problemoéw otwartych
dotyczacych automatéw na nieskoriczonych strukturach.

Tutaj interesuje nas gltownie staba hierarchia indeksu, tzn. hierarchia
jezykow rozpoznawanych przez stabe automaty o indeksie (i, k). Scistogé tej
hierarchii zostala wykazana przez Mostowskiego [16| poprzez réwnowaznosé
z problemem glebokosci alternacji kwantyfikatorow w stabej monadycznej
logice drugiego rzedu, ktorej $cistos¢ udowodnit Thomas [33|. Rozstrzygal-
nos¢ stabego problemu indeksu, czyli obliczania minimalnego indeksu stabego
automatu rozpoznajacego zadany jezyk, jest rowniez kwestia otwarta. W [19]
podaliSmy metode obliczania minimalnego indeksu stabego automatu deter-
ministycznego rozpoznajacego zadany jezyk deterministyczny. Tutaj roz-
wigzujemy staby problem indeksu z wejSciem ograniczonym do automatow




deterministycznych

Staba hierarchia indeksu jest Scisle zwiazana z hierarchia borelowska.
Pracujemy ze standardowa cantorowska topologia na X i Tx. Obie te
przestrzenie sa przestrzeniami polskimi, tzn. zupelymi oSrodkowymi prze-
strzeniami metrycznymi. Co wiecej, obie sg homeomorficzne ze zbiorem Can-
tora.

Klasa zbiorow borelowskich w przestrzeni topologicznej X to domkniecie
klasy zbioréow otwartych na dopelnienie i przeliczalng sume. Wewnatrz tej
klasy budujemy tzw. hierarchie borelowsks. Poczatkowe skoriczone poziomy
tej hierarchii zdefiniowane sa jak nastepuje:

Y(X) - otwarte podzbiory X,
I19(X) — dopetnienia zbiorow z %9(X),
30.1(X) - przeliczalne sumy zbiorow z II9(X).

Na przyktad, I19(X) to zbiory domkniete, ¥9(X) to zbiory F,, a II3(X) to
zbiory Gs. Przyjmujemy konwencje, ze I15(X) = {X} 1 (X)) = {0}.

Jeszcze ogolniejsze klasy jezykow tworza hierarchie rzutowq. Bedziemy
potrzebowali wytacznie jej najnizszego poziomu:

Y1(X) — analityczne podzbiory X, czyli rzuty podzbioréw borelowskich X?
z topologia produktowa,

[T} (X) — dopelnienia zbiorow z X1 (X).

Kiedy tylko przestrzen X jasno wynika z kontekstu bedziemy ja pomijali
w zapisie i uzywali notacji X9, I1Y, itd.

Niech ¢ : X — Y bedzie ciaglym przeksztalceniem przestrzeni topolog-
icznych. Mowimy, ze ¢ jest redukcjg A C X do B C Y, oile Vyex x €
A« ¢(x) € B. Zauwazmy, ze jesli B jest w pewnej klasie z opisanych wyzej
hierarchii, to A réwniez. Dla dowolnej klasy C zbiér B jest C-trudny, o ile
dla kazdego A € C istnieje redukcja A do B. Hierarchia topologiczna jest
Scista dla przestrzeni polskich, wiec jesli zbior jest C-trudny, to nie moze by¢
w zadnej nizszej klasie. Jedli C-trudny zbiér B jest elementem klasy C, to
mowimy, ze jest C-zupetny.

Skurczynski zaobserwowal, ze hierarchia borelowska jest nieskoriczona
nawet, po obcieciu do jezykow rozpoznawalnych przez stabe automaty.

Twierdzenie 1 (Skurczynski [32]). Dla kazdego n > 1,
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o istnieje 112 -zupetny jezyk rozpoznawalny przez staby automat o indeksie

(0,n),

o istnieje X0 -zupelny jezyk rozpoznawalny przez staby automat o indeksie
(1,n+1).

Nastepne twierdzenie pokazuje, ze wynik Skurczynskiego jest doktadny.

Twierdzenie 2 (Duparc, Murlak [7]; Mostowski [16]). Dla kazdego stabego
automatu A

e jesli A ma indeks (0,n), to L(A) € T1Y,
e jesli A ma indeks (1,n+ 1), to L(A) € 0.

Sadzimy, ze przeciwna implikacja jest rowniez prawdziwa: jezyk I1° rozpoz-
nawalny przez staby automat moze byé¢ rozpoznany przez staby automat o
indeksie (0,7n) (i dualnie dla X%). W tym studium pokazemy, ze hipoteza ta
zachodzi, jesli ograniczymy sie do jezykow deterministycznych.

W 2002 roku Niwinski i Walukiewicz odkryli zaskakujaca dychotomie:
kazdy deterministyczny jezyk jest albo bardzo prosty, albo bardzo trudny.

Twierdzenie 3 (Niwinski, Walukiewicz |24|). Dla deterministycznego au-
tomatu A, L(A) jest albo rozpoznawalny przez staby automat o indeksie (0, 3)
(a wiec jest T13) albo jest nieborelowski (wiec réwniez nie jest rozpoznawalny
przez stabe automaty). Réwnowazny automat moze byé skonstruowany w cza-
ste rozwigzywania problemu niepustosci.

W [19] rozszerzylisSmy ten wynik do rozstrzygalno$ci hierarchii borelowskiej
dla automatoéw deterministycznych.

Twierdzenie 4 (Niwinski, Walukiewicz |24]; Murlak [19]). Niech A bedzie
automatem deterministycznym. Ranga borelowska A moze byé wyznaczona
w czasie znajdowania standw produktywnych A.

Wykazalismy takze, ze charakteryzacja wykorzystana w Twierdzeniu 4 dzia-
ta réwniez w przypadku stabego indeksu i w ten sposoéb rozwigzalisémy staby
problem indeksu dla automatéw deterministycznych.

Twierdzenie 5. Dla deterministycznego jezyka hierarchia borelowska i staba
hierarchia indeksu sq rowne (Fig. 2) i rozstrzygalne w czasie znajdowania
produktywnych standow automatu.
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Rysunek 2: Dla automatow deterministycznych hierarchie sg rowne.

4 Porzadek Wadge’a

Pojecie ciagtej redukcji zdefiniowane w poprzedniej sekcji indukuje prepo-
rzadek na zbiorach. Dla przestrzeni topologicznych XY i zbiorow A C X,
B CY, definiujemy A <y B (,,A jest redukowalne do B w sensie Wadge’a”),
o ile istnieje ciggta redukcja z A do B, tzn. ciggta funkcja ¢: X — Y, taka ze
A = ¢ 1(B). Mowimy, ze A i B sa réwnowazne w sensie Wadge’a, A =w B,
oile A <y Bi A <y B. Definiujemy rowniez ostry preporzadek: A <y B, o
ile A <y BiB £Lw A. Porzgdek Wadge’a to porzadek indukowany przez <y,
na klasach abstrakeji podzbioréw przestrzeni polskich. Porzadek Wadge’a
ograniczony do zbioro6w borelowskich nazywamy hierarchig Wadge’a.

Naszym celem jest wykazanie, ze porzadek Wadge’a jest rozstrzygalny dla
deterministycznych jezykéw drzew. MoglibySmy probowaé¢ podejsé do prob-
lemu bezposrednio, porownujac strukture danych automatéw. Wybraliémy
jednak inny sposob.

Definiujemy cztery sposoby sktadania automatoéw: ztozenie sekwencyjne

@, zlozenie rownolegle A, alternatywe A oraz (i, k)-replikacje m Oper-

acje @, Vi (] wykorzystujemy do zdefiniowania rodziny kanonicznych au-
tomatow, ktore postuza nam jako wzorzec dla klas abstrakcji deterministy-
cznych jezykow wzgledem rownowaznosci Wadge’a. Definiujemy automaty
O, dla kazdego 0 < a < w*3 oraz Do, FE, dla 0 < a < w lub a =
W 2ay + w¥a; +n gdzie an < w¥, 0 < ap < w¥ in < w. Dla automatow
kanonicznych dowodzimy, ze tworza Scista hierarchie wzgledem porzadku <y,
na rozpoznawanych jezykach.

Twierdzenie 6. Niech 0 < o < 8 < w*3. Jedli tylko odpowiednie automaty
sq zdefiniowane, zachodzi D, % Co, Dy # Ca, Do < Es, Co < Ej, a dla
a < B, Ca<05, Ea<Dg, EQ<C/3.

Nastepnie musimy pokazaé, ze powyzsza hierarchia zawiera wszystkie de-
terministyczne jezyki drzew (z dokltadnoscia do réwnowaznosci Wadge’a).
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Rysunek 3: Porzadek Wadge’ dla automatéw kanonicznych.

Okazuje sie, ze musimy rozszerzy¢ rodzine automatéw kanonicznych o trzy
dodatkowe elementy C,uv3, Ciwsyq, Cuwsyo, stanowiace szczyt hierarchii.
Rozszerzona rodzina automatéw kanonicznych jest zamknieta na wszystkie
operacje sktadania. Potem wykazujemy, ze kazdy automat deterministyczny
(z doktadnoscia do réwnowaznosci Wadge’a) moze byé¢ otrzymany poprzez
sktadanie automatow C i Dy za pomoca tych operacji. W ten sposob otrzy-
mujemy nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 7. Dla kazdego automatu deterministycznego na drzewach A
istnieje automat kanoniczny rozpoznajqcy jezyk rownowazny w sensie Wadge’a.

Automat ten moze byé wyznaczony w czasie obliczania standw akceptujgcych
A.

To prowadzi nas wprost do celu: dla zadanych automatéw A i B, rozstrzy-
gamy, czy L(A) <w L(B), poprzez poréwnanie rownowaznych automatow
kanonicznych.

Z Twierdzenia 6 i 7 wynika rowniez, ze hierarchia Wadge’a dla deter-
ministycznych jezykéw drzew ma wysokoéé w3 + 3. To duzo wiecej niz
w* dla regularnych jezykow stow [39], ale duzo mniej niz (w*)* dla deter-
ministycznych bezkontekstowych jezykow stow [6], (wSE)« dla jezykow stow
rozpoznawanych przez deterministyczne maszyny Turinga [31], czy — niez-
nana dotychczas dokladnie — olbrzymia liczba porzadkowa & > gy dla niede-
terministycznych bezkontekstowych jezykow stow [9)].

5 Stopnie Wadge’a

Stynne twierdzenie Martina o determinacji [15] pozwala bardzo precyzyjnie
opisaé ksztalt hierarchii Wadge’a.

Twierdzenie 8 (Lemat Wadge’a). Dla borelowskich jezykow L, M zachodzi

L<wM Iub LE>, M.



Innymi stowy, szerokos¢ hierarchii Wadge’a jest nie wicksza niz 2 i jesli dwa
zbiory L i M sa nieporéwnywalne, to L =y MC. Oznacza to, ze porzadek
Wadge’a jest prawie liniowy. Jesli L =y LC, to moéwimy, ze L jest samodu-
alny.

Druga kluczows wtasnosé hierarchii Wadge’a zapewnia nastepujace twier-
dzenie.

Twierdzenie 9 (Wadge, Martin, Monk). Hierarchia Wadge’a jest dobrze
ufundowana.

Podsumowujac, pozycja jezyka w hierarchii Wadge’a jest (z doktadnoscia do
dopetnienia) zadana przez jej wysokosé. Stad nastepujaca definicja. Stop-
niem Wadge’a jezyka, ktory nie jest samodualny nazywamy liczbe porzad-
kowg zdefiniowang indukcyjnie:

o dy(0) = dw(0°) = 1,

o dy(L) = sup{dw (M) + 1 : M nie jest samodualny, M <y L} dla
L >y @

Dla zbioréw samodualnych definiujemy
dw (L) = sup{dw (M) : M nie jest samodualny, M <y L}.

Powyzsza definicja jest prawie identyczna jak definicja wprowadzona przez
J.Duparca. Oryginalna definicja Wadge’a liczyta rowniez zbiory samodualne
(patrz [5]).

Jednym z najbardziej zaskakujacych odkry¢ na temat hierarchii Wadge’a
jest fakt, ze arytmetyczna struktura na stopniach Wadge’a jest odzwiercied-
lona w prostych operacjach teoriozbiorowych, ktore na dodatek maja natu-
ralng interpretacje w jezyku gier Wadge’a. Juz w swojej pracy doktorskiej
|37] Wadge zdefiniowat operacje spelniajace

dw(Li+ Ly) = dw(Ly) + dw(Ly),
dW(Suann) = SupndW(Ln) ’
dw(Ly-wi) = dw(Ly)- wr,

dla dowolnych jezykéw Li, Ls,... € ¥“. My adaptujemy te operacje do

przypadku drzew w taki sposob, zeby powyzsze rownosci nadal zachodzily
i uzywamy ich do policzenia stopni Wadge’a jezykow deterministycznych.
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Dla kazdej liczby porzadkowej o < w“3 istnieje jedyne przedstawienie
a = w Wl + ..+ OOl Fwf (W 4 wOmg) F Wy 4 4w
Zdefiniujmy jpet (o) wzorem
Jpet (@) = W (WPl + . . 4+ WOly) +wi (Whmyg 4.+ wimg) +wFng + ... +wng
dla a < w3 oraz jper(W*?) = W™, Jper (W3 + 1) = Wi,

Twierdzenie 10. Dia kazdej liczby porzqdkowej o < w*3+1 (o0 ile automaty
sq zdefiniowane) zachodzi

dw (L(Ca)) = dw (L(Da)) = dw(L(Eq)) = jpei(@)

Funkcja jpet jest czasami nazywana funkcja Wagnera dla klasy jezykow —
w tym przypadku, dla jezykéw deterministycznych. Pierwsze rezultaty tego
typu byly zwiazane wlasnie z hierarchia Wagnera. Funkcja Wagnera dla
regularnych jezykow stow jest

jReg(wknk + .o dwing 4 ng) =whng + .+ wing +ng.

Dla deterministycznych bezkontekstowych jezykow stow funkcje Wagnera po-
daje J. Duparc [6]:

jDetCFree((ww)kak + ...+ (Ww)lal + CYO) = (wl)kak + ...+ (wl)lal + Qg ,

gdzie o; < w”.

Poza wspomnianymi operacjami wprowadzamy réwniez analogi mnozenia
przez przeliczalne liczby porzadkowe oraz funkcji wyktadniczej a — w(*e
gdzie

bl

1 dlade(l) <w
e=¢ 0 dla do(L) = 5+ n oraz coff = wy
+1 dlade(L) =+ n oraz cof f = w

Ta ostatnia operacja zostata zdefiniowana dla stow w [5]. Okazuje sie, ze
klasa jezykow rozpoznawalnych przez stabe automaty jest zamknieta na ope-
racje odpowiadajace dodawaniu, mnozeniu przez w oraz funkcji a +— w{*e.
Stad wynika dolne ograniczenie na wysoko$¢ hierarchii Wadge dla tej klasy

jezykow. Sadzimy, ze to ograniczenie jest dokladne.

Twierdzenie 11. Hierarchia Wadge’a ograniczona do jezykow drzew rozpoz-
nawalnych przez stabe automaty ma wysoko$é co najmniej €y, gdzie €y jest
najmniejszym punktem statym funkcji o — w®.
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6 Problemy otwarte

Podobnie jak w klasycznej teorii ztozonosci, prawdziwym wyzwaniem w teorii
automatow jest niedeterminizm. Sita jaka daje automatom na drzewach
sprawia, ze staja sie one niezwykle trudne w analizie. Rozstrzygalnos$¢ hierar-
chii borelowskiej i hierarchii Wadge’a pozostaje ciggle problemem otwartym,
podobnie jak rozstrzygalno$é hierarchii indeksu.

W tym studium ograniczamy sie do bardzo ubogiej wersji niedeterminizmu
— obecnej w stabych automatach alternujacych. Automaty te rozpoznaja
dokladnie takie jezyki L, ze L i Lt sa rozpoznawane przez automat niede-
terministyczny o indeksie (1,2) [17, 28], a wiec faktycznie stanowia niewielka
podklase jezykow regularnych. 7 drugiej strony, mechanizm ten niewatpliwie
ujmuje istotnie wiele niedeterminizmu, jako ze zawiera liczne jezyki, ktore
nie moga by¢ rozpoznane przez automaty deterministyczne: przyktady Skur-
czynskiego pokazuja, ze jezyki rozpoznawalne przez stabe automaty moga
mie¢ dowolnie duza skoniczong range borelowska [32], podczas gdy jezyki de-
terministyczne sa albo II}-zupelne, albo sa w I3 [24].

Jednak nawet w tym prostym przypadku trzy najwazniejsze hierarchie —
indeksu, borelowska i Wadge’a — nie sa dostatecznie zrozumiane. Wgrod
najistotniejszych probleméw sa dwie hipotezy sformulowane w tej pracy,
dotyczace wysokosci hierarchii Wadge’a oraz réwnosci hierarchii borelowskiej
i stabej hierarchii indeksu.
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