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1 Mierzenie trudno±ci

Podczas 40 lat bada« nad regularnymi j¦zykami sªów dwie miary trudno±ci
okazaªy si¦ przydatne i inspiruj¡ce: hierarchia indeksu, odzwierciedlaj¡ca
kombinatoryczn¡ zªo»ono±¢ automatu rozpoznaj¡cego j¦zyk oraz hierarchia
Wadge'a, która jest bardzo precyzyjnym uszczegóªowieniem hierarchii bore-
lowskiej. Zaskakuj¡ce zwi¡zki mi¦dzy tymi hierarchiami zostaªy w peªni
ukazane w pracach Klausa Wagnera o hierarchii zwanej dzi± hierarchi¡ Wag-
nera.

Bior¡c hierarchi¦ Wagnera za wzór, chcieliby±my uzyska¢ równie peªny
i nie mniej elegancki opis dla j¦zyków drzew. Uda si¦ nam to jedynie cz¦±-
ciowo.

1.1 Automaty w wery�kacji

Automaty na drzewach zaprojektowane przez Michaela O. Rabina jako na-
rz¦dzie do wykazania rozstrzygalno±ci monadycznej logiki drugiego rz¦du s¡
dzi±, obok rachunku µ, podstawowym narz¦dziem teoretycznym w modelowa-
niu i wery�kacji systemów wspóªbie»nych. W jednym ze stosowanych pode-
j±¢, drzewo reprezentuje mo»liwe zachowanie systemu, a automat reprezen-
tuje warunek poprawno±ci. Efektywno±¢ znanych metod wery�kacji zale»y is-
totnie od prostoty sposobu, w jaki wyra»ony jest warunek poprawno±ci. Tym-
czasem, przy modelowaniu rzeczywistych systemów, warunki poprawno±ci
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s¡ cz¦sto prezentowane w sposób daleki od optymalno±ci. St¡d wypªywa
potrzeba algorytmów upraszczaj¡cych reprezentacj¦ warunku.

Najciekawsz¡ miar¡ zªo»ono±ci warunku poprawno±ci jest gª¦boko±¢ wza-
jemnego zagnie»d»enia pozytywnych i negatywnych ogranicze« na wydarzenia
maj¡ce miejsce niesko«czenie wiele razy podczas pracy systemu. Formaliza-
cja tego kryterium w teorii automatów prowadzi do poj¦cia indeksu. Zwykle,
mo»liwe zachowania systemu s¡ równie» prezentowane jako automat, a wtedy
wery�kacja sprowadza si¦ do problemu zawierania j¦zyków, co redukuje si¦ do
problemu niepusto±ci. Zªo»ono±¢ problem niepusto±ci zale»y przede wszys-
tkim od indeksu automatu: znane algorytmy s¡ wykªadnicze ze wzgl¦du na
indeks, ale wielomianowe ze wzgl¦du na ilo±¢ stanów [4, 8, 30].

St¡d bierze si¦ motywacja badania indeksu automatów. Kluczowym za-
gadnieniem jest tu tzw. problem indeksu, czyli skonstruowanie automatu
o minimalnym indeksie rozpoznaj¡cego zadany j¦zyk. Dotychczas odkryto
algorytmy rozwi¡zuj¡ce problem indeksu dla j¦zyków ±cie»kowych [12, 23]
i, ogólniej, dla j¦zyków rozpoznawanych przez automaty deterministyczne
[25, 35]. Podej±cie poprzez rachunek µ zaowocowaªo procedur¡ rozstrzyga-
j¡ca, czy dana formuªa modalnego rachunku µ jest równowa»na formule logiki
modalnej [26].

1.2 Trudno±¢ topologiczna

Klasyczna deskryptywna teoria mnogo±ci klasy�kuje podzbiory przestrzeni
polskich ze wzgl¦du na najprostsz¡ de�nicj¦ za pomoc¡ rzutu, negacji i przeli-
czalnej sumy bazowych zbiorów otwartych. Wynikaj¡ca z tej klasy�kacji
hierarchia borelowska i rzutowa mo»e by¢ alternatywn¡ miara zªo»ono±ci
regularnych j¦zyków. Przykªady Skurczy«skiego [32] i twierdzenie o luce Ni-
wi«skiego i Walukiewicza [24] sugeruj¡, »e indeks automatu i ranga borelowska
rozpoznawanego j¦zyka s¡ ze sob¡ blisko zwi¡zane. Porównanie tych hierar-
chii mo»e by¢ ciekawe same w sobie, ale staje si¦ szczególnie wa»ne w ±wietle
potencjalnych zastosowa« w teorii wery�kacji.

Innym celem przy±wiecaj¡cym badaniom nad topologiczn¡ zªo»ono±ci¡
j¦zyków jest porównywanie ró»nych modeli oblicze«. Który model jest sil-
niejszy dla j¦zyków drzew: automaty deterministyczne, czy sªabe alternu-
j¡ce? Wiadomo, »e istniej¡ j¦zyki rozpoznawane przez automaty determin-
istyczne, ale nie przez sªabe automaty alternuj¡ce i odwrotnie. Jak porówny-
wa¢, je±li nie przez inkluzj¦? Jeszcze bardziej nietypowe porównanie: j¦zyki
drzew rozpoznawane przez automaty deterministyczne a j¦zyki sªów rozpoz-
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nawane przez deterministyczne automaty ze stosem. Jak porównywa¢ drzewa
ze sªowami?

Obiecuj¡cym narz¦dziem jest porz¡dek Wadge'a oparty na istnieniu ci¡-
gªych redukcji mi¦dzy podzbiorami przestrzeni polskich. Porz¡dek ten de�ni-
uje hierarchi¦, która jest uszczegóªowieniem hierarchii borelowskiej i dostar-
cza bardzo subtelnej miary trudno±ci zbioru. Klasy j¦zyków drzew i sªów
mo»na porównywa¢ poprzez porównanie wysoko±ci hierarchii Wadge'a ob-
ci¦tej do tych klas.

Mo»na wreszcie poszukiwa¢ absolutnej miary zªo»ono±ci zbioru. Do tego
równie» posªu»y¢ mo»e hierarchia Wadge'a, jako »e ustawia j¦zyki w porz¡dek
bardzo zbli»ony do liniowego. W standardowej teorii mnogo±ci, hierarchia
Wadge'a ma t¦ wªasno±¢ jedynie dla zbiorów borelowskich, ale przyjmuj¡c
dobrze umotywowane dodatkowe aksjomaty determinacji mo»na zapewni¢ t¦
wªasno±¢ dla wszystkich regularnych j¦zyków sªów i drzew. W ten sposób
mo»na pyta¢ jak wysoko si¦ga dany model oblicze«. Wiemy du»o o j¦zykach
sªów [6, 9, 31, 39], ale prawie nic na temat j¦zyków drzew. Na których
poziomach s¡ j¦zyki drzew rozpoznawane przez automaty deterministyczne?
A sªabe alternuj¡ce?

2 Automaty

Przez Σ∗ oznaczamy zbiór sko«czonych sªów nad sko«czonym alfabetem Σ,
a przez Σω zbiór niesko«czonych sªów nad alfabetem Σ. Symbol TΣ oznacza
zbiór peªnych drzew binarnych nad alfabetem Σ, tzn. funkcji t : {0, 1}∗ 7→ Σ.
Je±li nie stwierdzimy inaczej, �drzewo� oznacza peªne drzewo binarne nad
jakim± alfabetem.

B¦dziemy pracowali gªównie z automatami deterministycznymi i sªabymi,
ale dla zapewnienia ogólnego formalizmu, zde�niujemy automaty w ich na-
jogólniejszej, alternuj¡cej wersji.

Gra parzysto±ci to gra z peªn¡ informacj¡, rozgrywana przez dwóch graczy,
Adama i Ew¦. Prezentujemy j¡ jako krotk¦ (V∃, V∀, E, v0, rank), gdzie V∃
i V∀ s¡ (rozª¡cznymi) zbiorami pozycji Adama i Ewy, E ⊆ V × V dla
V = V∃∪V jest relacj¡ opisuj¡ca mo»liwe ruchy, v0 ∈ V jest ustalona pozycja
pocz¡tkow¡, a rank : V → {0, 1, . . . , n} jest funkcj¡ priorytetu.

Gracze rozpoczynaj¡ rozgrywk¦ kªad¡c »eton w v0, nast¦pnie przesuwaj¡
»eton zgodnie z relacj¡ E (zawsze do nast¦pnika bie»¡cej pozycji), konstru-
uj¡c ±cie»k¦ w gra�e (V,E). Ruch jest wybierany przez Adama lub Ew¦,
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w zale»no±ci od tego, do kogo nale»y bie»¡ca pozycja. Je±li gracz nie mo»e
sie ruszy¢, przegrywa. W przeciwnym wypadku, rezultatem rozgrywki jest
niesko«czona ±cie»ka. Ewa wygrywa rozgrywk¦, je±li najwi¦kszy priorytet po-
jawiaj¡cy sie niesko«czenie cz¦sto na tej ±cie»ce jest parzysty. W przeciwnym
wypadku wygrywa Adam.

Automat alternuj¡cy na drzewach A = 〈Σ, Q∃, Q∀, q0, δ, rank〉 skªada si¦
ze sko«czonego alfabetu Σ, sko«czonego zbioru stanów Q podzielonego na
stany egzystencjalne Q∃ i uniwersalne Q∀ z ustalonym stanem pocz¡tkowym
q0, relacji przej±cia δ ⊆ Q × Σ × {0, 1, ε} × Q oraz funkcji priorytetu rank :
Q→ ω. Drzewo wej±ciowe t jest akceptowane przez A, o ile Ewa ma strategi¦
wygrywaj¡c¡ w grze parzysto±ci 〈Q∃×{0, 1}∗, Q∀×{0, 1}∗, (q0, ε), E, rank′〉,
gdzie E = {((p, v), (q, vd)) : v ∈ dom(t), (p, t(v), d, q) ∈ δ} i rank′(q, v) =
rank(q).

Mówimy, »e automat jest deterministyczny, o ile Ewa nie ma wyboru,
a Adam mo»e wybiera¢ jedynie kierunek ruchu: w lewo lub w prawo (bez
ε-przej±¢). Formalnie, »¡damy Q = Q∀ oraz δ : Q × Σ × {0, 1} → Q. Je±li
zrezygnujemy z warunku Q∃ = ∅, ale zachowamy ograniczenie dla Adama,
otrzymamy de�nicj¦ automatów niedeterministycznych. Automaty sªabe to
automaty alternuj¡ce speªniaj¡ce warunek (p, σ, d, q) ∈ δ =⇒ rank p ≤
rank q.

Automaty na sªowach de�niujemy analogicznie, jedynie δ ⊆ Q × Σ × Q.
W przypadku automatów alternuj¡cych nale»y dopu±ci¢ ε-przej±cia.

3 Indeks i ranga borelowska

Indeksem Mostowskiego�Rabina automatu nazywamy par¦

(min rankQ,max rankQ) .

Przeskalowuj¡c funkcj¦ rank mo»emy zaªo»y¢, »e min rankQ jest równe 0
lub 1. Indeksy s¡ zatem elementami {0, 1} × ω \ {(1, 0)}. Dla indeksu
(ι, κ), symbolem (ι, κ) oznaczamy indeks dualny: (0, κ) = (1, κ+ 1), (1, κ) =
(0, κ− 1).

Na indeksach de�niujemy porz¡dek

(ι, κ) < (ι′, κ′) o ile κ− ι < κ′ − ι′ .
W szczególno±ci, indeksy wzajemnie dualne s¡ nieporównywalne. Hierarchia
indeksu dla pewnej ustalonej klasy automatów skªada si¦ ze zbiorów j¦zyków
rozpoznawanych przez automaty o coraz wi¦kszych indeksach (patrz Rys. 1).

4



(1, 1) (1, 2) (1, 3) (1, 4) · · ·
� � � � � �
� � � � � �

(0, 0) (0, 1) (0, 2) (0, 3) · · ·

Rysunek 1: Hierarchia indeksu Mostowskiego�Rabina.

Fundamentaln¡ wªasno±ci¡ hierarchii indeksu jest jej ±cisªo±¢, tzn. ist-
nienie dla ka»dego indeksu (ι, κ) j¦zyków rozpoznawanych przez automat
o indeksie (ι, κ), ale nie przez automat o indeksie (ι, κ). �cisªo±¢ hierarchii
dla deterministycznych automatów na drzewach wynika wprost ze ±cisªo±ci
dla deterministycznych automatów na sªowach [39]: je±li j¦zyk L wymaga
co najmniej indeksu (ι, κ), to takiego samego indeksu wymaga j¦zyk drzew,
które na skrajnie lewej gaª¦zi maj¡ sªowo z L. Dla automatów niedetermin-
istycznych i alternuj¡cych hierarchie s¡ równie» ±cisªe [3, 22].

Drugim kluczowym zagadnieniem jest problem indeksu, czyli kwestia wyz-
naczania minimalnego indeksu potrzebnego do rozpoznania zadanego j¦zyka.
Je±li mamy dany j¦zyk deterministyczny, mo»emy pyta¢ o minimalny indeks
automatu deterministycznego rozpoznaj¡cego ten j¦zyk. Dla sªów eleganckie
rozwi¡zanie podali Niwi«ski i Walukiewicz [23]. Wprost z tego rezultatu
wynika rozstrzygalno±¢ tego problemu dla drzew [19].

Dla j¦zyka deterministycznego mo»na pyta¢ równie» o indeks niedetermin-
istyczny, czyli minimalny indeks automatu niedeterministycznego rozpozna-
j¡cego ten j¦zyk (mo»e on by¢ ni»szy, ni» minimalny indeks automatu deter-
ministycznego). Problem ten okazaª si¦ trudny i zostaª rozwi¡zany dopiero
niedawno w [25]. Rozstrzygalno±¢ problemu indeksu dla automatów niede-
terministycznych pozostaje jednym z najwa»niejszych problemów otwartych
dotycz¡cych automatów na niesko«czonych strukturach.

Tutaj interesuje nas gªównie sªaba hierarchia indeksu, tzn. hierarchia
j¦zyków rozpoznawanych przez sªabe automaty o indeksie (ι, κ). �cisªo±¢ tej
hierarchii zostaªa wykazana przez Mostowskiego [16] poprzez równowa»no±¢
z problemem gª¦boko±ci alternacji kwanty�katorów w sªabej monadycznej
logice drugiego rz¦du, której ±cisªo±¢ udowodniª Thomas [33]. Rozstrzygal-
no±¢ sªabego problemu indeksu, czyli obliczania minimalnego indeksu sªabego
automatu rozpoznaj¡cego zadany j¦zyk, jest równie» kwesti¡ otwart¡. W [19]
podali±my metod¦ obliczania minimalnego indeksu sªabego automatu deter-
ministycznego rozpoznaj¡cego zadany j¦zyk deterministyczny. Tutaj roz-
wi¡zujemy sªaby problem indeksu z wej±ciem ograniczonym do automatów
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deterministycznych
Sªaba hierarchia indeksu jest ±ci±le zwi¡zana z hierarchi¡ borelowsk¡.

Pracujemy ze standardow¡ cantorowsk¡ topologi¡ na Σω i TΣ. Obie te
przestrzenie s¡ przestrzeniami polskimi, tzn. zupeªnymi o±rodkowymi prze-
strzeniami metrycznymi. Co wi¦cej, obie s¡ homeomor�czne ze zbiorem Can-
tora.

Klasa zbiorów borelowskich w przestrzeni topologicznej X to domkni¦cie
klasy zbiorów otwartych na dopeªnienie i przeliczaln¡ sum¦. Wewn¡trz tej
klasy budujemy tzw. hierarchi¦ borelowsk¡. Pocz¡tkowe sko«czone poziomy
tej hierarchii zde�niowane s¡ jak nast¦puje:

Σ0
1(X) � otwarte podzbiory X,

Π0
k(X) � dopeªnienia zbiorów z Σ0

k(X),

Σ0
k+1(X) � przeliczalne sumy zbiorów z Π0

k(X).

Na przykªad, Π0
1(X) to zbiory domkni¦te, Σ0

2(X) to zbiory Fσ, a Π0
2(X) to

zbiory Gδ. Przyjmujemy konwencj¦, »e Π0
0(X) = {X} i Σ0

0(X) = {∅}.
Jeszcze ogólniejsze klasy j¦zyków tworz¡ hierarchi¦ rzutow¡. B¦dziemy

potrzebowali wyª¡cznie jej najni»szego poziomu:

Σ1
1(X) � analityczne podzbiory X, czyli rzuty podzbiorów borelowskich X2

z topologi¡ produktow¡,

Π1
1(X) � dopeªnienia zbiorów z Σ1

1(X).

Kiedy tylko przestrze« X jasno wynika z kontekstu b¦dziemy j¡ pomijali
w zapisie i u»ywali notacji Σ0

1, Π0
1, itd.

Niech ϕ : X → Y b¦dzie ci¡gªym przeksztaªceniem przestrzeni topolog-
icznych. Mówimy, »e ϕ jest redukcj¡ A ⊆ X do B ⊆ Y , o ile ∀x∈X x ∈
A↔ ϕ(x) ∈ B. Zauwa»my, »e je±li B jest w pewnej klasie z opisanych wy»ej
hierarchii, to A równie». Dla dowolnej klasy C zbiór B jest C-trudny, o ile
dla ka»dego A ∈ C istnieje redukcja A do B. Hierarchia topologiczna jest
±cisªa dla przestrzeni polskich, wi¦c je±li zbiór jest C-trudny, to nie mo»e by¢
w »adnej ni»szej klasie. Je±li C-trudny zbiór B jest elementem klasy C, to
mówimy, »e jest C-zupeªny.

Skurczy«ski zaobserwowaª, »e hierarchia borelowska jest niesko«czona
nawet po obci¦ciu do j¦zyków rozpoznawalnych przez sªabe automaty.

Twierdzenie 1 (Skurczy«ski [32]). Dla ka»dego n ≥ 1,
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• istnieje Π0
n-zupeªny j¦zyk rozpoznawalny przez sªaby automat o indeksie

(0, n),

• istnieje Σ0
n-zupeªny j¦zyk rozpoznawalny przez sªaby automat o indeksie

(1, n+ 1).

Nast¦pne twierdzenie pokazuje, »e wynik Skurczy«skiego jest dokªadny.

Twierdzenie 2 (Duparc, Murlak [7]; Mostowski [16]). Dla ka»dego sªabego
automatu A

• je±li A ma indeks (0, n), to L(A) ∈ Π0
n,

• je±li A ma indeks (1, n+ 1), to L(A) ∈ Σ0
n.

S¡dzimy, »e przeciwna implikacja jest równie» prawdziwa: j¦zyk Π0
n rozpoz-

nawalny przez sªaby automat mo»e by¢ rozpoznany przez sªaby automat o
indeksie (0, n) (i dualnie dla Σ0

n). W tym studium poka»emy, »e hipoteza ta
zachodzi, je±li ograniczymy si¦ do j¦zyków deterministycznych.

W 2002 roku Niwi«ski i Walukiewicz odkryli zaskakuj¡c¡ dychotomi¦:
ka»dy deterministyczny j¦zyk jest albo bardzo prosty, albo bardzo trudny.

Twierdzenie 3 (Niwi«ski, Walukiewicz [24]). Dla deterministycznego au-
tomatu A, L(A) jest albo rozpoznawalny przez sªaby automat o indeksie (0, 3)
(a wi¦c jest Π0

3) albo jest nieborelowski (wi¦c równie» nie jest rozpoznawalny
przez sªabe automaty). Równowa»ny automat mo»e by¢ skonstruowany w cza-
sie rozwi¡zywania problemu niepusto±ci.

W [19] rozszerzyli±my ten wynik do rozstrzygalno±ci hierarchii borelowskiej
dla automatów deterministycznych.

Twierdzenie 4 (Niwi«ski, Walukiewicz [24]; Murlak [19]). Niech A b¦dzie
automatem deterministycznym. Ranga borelowska A mo»e by¢ wyznaczona
w czasie znajdowania stanów produktywnych A.

Wykazali±my tak»e, »e charakteryzacja wykorzystana w Twierdzeniu 4 dzia-
ªa równie» w przypadku sªabego indeksu i w ten sposób rozwi¡zali±my sªaby
problem indeksu dla automatów deterministycznych.

Twierdzenie 5. Dla deterministycznego j¦zyka hierarchia borelowska i sªaba
hierarchia indeksu s¡ równe (Fig. 2) i rozstrzygalne w czasie znajdowania
produktywnych stanów automatu.
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Σ0
0 = (1, 1) Σ0

1 = (1, 2) Σ0
2 = (1, 3)

� � � � �
Σ0

1 ∩Π0
1 Σ0

2 ∩Π0
2 Σ0

3 ∩Π0
3

‖ ‖ ‖
(1, 2) ∩ (0, 1) (1, 3) ∩ (0, 2) (1, 4) ∩ (0, 3)

� � � � � �
Π0

0 = (0, 0) Π0
1 = (0, 1) Π0

2 = (0, 2) Π0
3 = (0, 3)

Rysunek 2: Dla automatów deterministycznych hierarchie s¡ równe.

4 Porz¡dek Wadge'a

Poj¦cie ci¡gªej redukcji zde�niowane w poprzedniej sekcji indukuje prepo-
rz¡dek na zbiorach. Dla przestrzeni topologicznych X,Y i zbiorów A ⊆ X,
B ⊆ Y , de�niujemy A ≤W B (�A jest redukowalne do B w sensie Wadge'a�),
o ile istnieje ci¡gªa redukcja z A do B, tzn. ci¡gªa funkcja ϕ : X → Y , taka »e
A = ϕ−1(B). Mówimy, »e A i B s¡ równowa»ne w sensie Wadge'a, A ≡W B,
o ile A ≤W B i A ≤W B. De�niujemy równie» ostry preporz¡dek: A <W B, o
ile A ≤W B i B 6≤W A. Porz¡dek Wadge'a to porz¡dek indukowany przez ≤W
na klasach abstrakcji podzbiorów przestrzeni polskich. Porz¡dek Wadge'a
ograniczony do zbiorów borelowskich nazywamy hierarchi¡ Wadge'a.

Naszym celem jest wykazanie, »e porz¡dek Wadge'a jest rozstrzygalny dla
deterministycznych j¦zyków drzew. Mogliby±my próbowa¢ podej±¢ do prob-
lemu bezpo±rednio, porównuj¡c struktur¦ danych automatów. Wybrali±my
jednak inny sposób.

De�niujemy cztery sposoby skªadania automatów: zªo»enie sekwencyjne

⊕, zªo»enie równolegªe ∧, alternatyw¦ ∧ oraz (ι, κ)-replikacj¦
(ι,κ)−→. Oper-

acje ⊕, ∨ i
(1,1)−→ wykorzystujemy do zde�niowania rodziny kanonicznych au-

tomatów, które posªu»¡ nam jako wzorzec dla klas abstrakcji deterministy-
cznych j¦zyków wzgl¦dem równowa»no±ci Wadge'a. De�niujemy automaty
Cα dla ka»dego 0 < α < ωω·3 oraz Dα, Eα dla 0 < α < ω lub α =
ωω·2α2 + ωωα1 + n gdzie α2 < ωω, 0 < α1 < ωω i n < ω. Dla automatów
kanonicznych dowodzimy, »e tworz¡ ±cisª¡ hierarchi¦ wzgl¦dem porz¡dku ≤W
na rozpoznawanych j¦zykach.

Twierdzenie 6. Niech 0 < α ≤ β < ωω·3. Je±li tylko odpowiednie automaty
s¡ zde�niowane, zachodzi Dα � Cα, Dα � Cα, Dα < Eβ, Cα < Eβ, a dla
α < β, Cα < Cβ, Eα < Dβ, Eα < Cβ.

Nast¦pnie musimy pokaza¢, »e powy»sza hierarchia zawiera wszystkie de-
terministyczne j¦zyki drzew (z dokªadno±ci¡ do równowa»no±ci Wadge'a).
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C1 C2 Cω − Cω+1 . . . Cωω Cωω+1 Cωω+ω − Cωω+ω+1 · · ·
� � � � � �
E1 E2 · · · Eωω Eωω+1 · · · · · ·

� � � � � �
D1 D2 Dωω Dωω+1

Rysunek 3: Porz¡dek Wadge' dla automatów kanonicznych.

Okazuje si¦, »e musimy rozszerzy¢ rodzin¦ automatów kanonicznych o trzy
dodatkowe elementy Cωω·3 , Cωω·3+1, Cωω·3+2, stanowi¡ce szczyt hierarchii.
Rozszerzona rodzina automatów kanonicznych jest zamkni¦ta na wszystkie
operacje skªadania. Potem wykazujemy, »e ka»dy automat deterministyczny
(z dokªadno±ci¡ do równowa»no±ci Wadge'a) mo»e by¢ otrzymany poprzez
skªadanie automatów C1 i D1 za pomoc¡ tych operacji. W ten sposób otrzy-
mujemy nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 7. Dla ka»dego automatu deterministycznego na drzewach A
istnieje automat kanoniczny rozpoznaj¡cy j¦zyk równowa»ny w sensie Wadge'a.
Automat ten mo»e by¢ wyznaczony w czasie obliczania stanów akceptuj¡cych
A.

To prowadzi nas wprost do celu: dla zadanych automatów A i B, rozstrzy-
gamy, czy L(A) ≤W L(B), poprzez porównanie równowa»nych automatów
kanonicznych.

Z Twierdzenia 6 i 7 wynika równie», »e hierarchia Wadge'a dla deter-
ministycznych j¦zyków drzew ma wysoko±¢ ωω·3 + 3. To du»o wi¦cej ni»
ωω dla regularnych j¦zyków sªów [39], ale du»o mniej ni» (ωω)ω dla deter-
ministycznych bezkontekstowych j¦zyków sªów [6], (ωCK1 )ω dla j¦zyków sªów
rozpoznawanych przez deterministyczne maszyny Turinga [31], czy � niez-
nana dotychczas dokªadnie � olbrzymia liczba porz¡dkowa ξ > ε0 dla niede-
terministycznych bezkontekstowych j¦zyków sªów [9].

5 Stopnie Wadge'a

Sªynne twierdzenie Martina o determinacji [15] pozwala bardzo precyzyjnie
opisa¢ ksztaªt hierarchii Wadge'a.

Twierdzenie 8 (Lemat Wadge'a). Dla borelowskich j¦zyków L,M zachodzi

L ≤W M lub L{ ≥W M .
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Innymi sªowy, szeroko±¢ hierarchii Wadge'a jest nie wi¦ksza ni» 2 i je±li dwa
zbiory L i M s¡ nieporównywalne, to L ≡W M{. Oznacza to, »e porz¡dek
Wadge'a jest prawie liniowy. Je±li L ≡W L{, to mówimy, »e L jest samodu-
alny.

Drug¡ kluczow¡ wªasno±¢ hierarchii Wadge'a zapewnia nast¦puj¡ce twier-
dzenie.

Twierdzenie 9 (Wadge, Martin, Monk). Hierarchia Wadge'a jest dobrze
ufundowana.

Podsumowuj¡c, pozycja j¦zyka w hierarchii Wadge'a jest (z dokªadno±ci¡ do
dopeªnienia) zadana przez jej wysoko±¢. St¡d nast¦puj¡ca de�nicja. Stop-
niem Wadge'a j¦zyka, który nie jest samodualny nazywamy liczb¦ porz¡d-
kow¡ zde�niowan¡ indukcyjnie:

• dW (∅) = dW (∅{) = 1,

• dW (L) = sup{dW (M) + 1 : M nie jest samodualny, M <W L} dla
L >W ∅.

Dla zbiorów samodualnych de�niujemy

dW (L) = sup{dW (M) : M nie jest samodualny, M <W L} .

Powy»sza de�nicja jest prawie identyczna jak de�nicja wprowadzona przez
J.Duparca. Oryginalna de�nicja Wadge'a liczyªa równie» zbiory samodualne
(patrz [5]).

Jednym z najbardziej zaskakuj¡cych odkry¢ na temat hierarchii Wadge'a
jest fakt, »e arytmetyczna struktura na stopniach Wadge'a jest odzwiercied-
lona w prostych operacjach teoriozbiorowych, które na dodatek maj¡ natu-
raln¡ interpretacj¦ w j¦zyku gier Wadge'a. Ju» w swojej pracy doktorskiej
[37] Wadge zde�niowaª operacje speªniaj¡ce

dW (L1 + L2) = dW (L1) + dW (L2) ,

dW (supnLn) = supndW (Ln) ,

dW (L1 · ω1) = dW (L1) · ω1 ,

dla dowolnych j¦zyków L1, L2, . . . ⊆ Σω. My adaptujemy te operacje do
przypadku drzew w taki sposób, »eby powy»sze równo±ci nadal zachodziªy
i u»ywamy ich do policzenia stopni Wadge'a j¦zyków deterministycznych.
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Dla ka»dej liczby porz¡dkowej α < ωω·3 istnieje jedyne przedstawienie

α = ωω·2(ωklk + . . .+ ω0l0) + ωω(ωkmk + . . .+ ω0m0) + ωknk + . . .+ ω0n0 .

Zde�niujmy jDet(α) wzorem

jDet(α) = ωω1 (ωklk + . . .+ω0l0) +ω1(ωk1mk + . . .+ω0
1m0) +ωknk + . . .+ω0n0

dla α < ωω·3 oraz jDet(ω
ω·3) = ωω+1

1 , jDet(ω
ω·3 + 1) = ωω1

1 .

Twierdzenie 10. Dla ka»dej liczby porz¡dkowej α ≤ ωω·3 +1 (o ile automaty
s¡ zde�niowane) zachodzi

dW (L(Cα)) = dW (L(Dα)) = dW (L(Eα)) = jDet(α) .

Funkcja jDet jest czasami nazywana funkcj¡ Wagnera dla klasy j¦zyków �
w tym przypadku, dla j¦zyków deterministycznych. Pierwsze rezultaty tego
typu byªy zwi¡zane wªa±nie z hierarchi¡ Wagnera. Funkcj¡ Wagnera dla
regularnych j¦zyków sªów jest

jReg(ωknk + . . .+ ω1n1 + n0) = ωk1nk + . . .+ ω1
1n1 + n0 .

Dla deterministycznych bezkontekstowych j¦zyków sªów funkcj¦ Wagnera po-
daje J. Duparc [6]:

jDetCFree((ω
ω)kαk + . . .+ (ωω)1α1 + α0) = (ω1)kαk + . . .+ (ω1)1α1 + α0 ,

gdzie αi < ωω.
Poza wspomnianymi operacjami wprowadzamy równie» analogi mno»enia

przez przeliczalne liczby porz¡dkowe oraz funkcji wykªadniczej α 7→ ωα+ε
1 ,

gdzie

ε =


−1 dla dC(L) < ω
0 dla dC(L) = β + n oraz cofβ = ω1

+1 dla dC(L) = β + n oraz cofβ = ω
.

Ta ostatnia operacja zostaªa zde�niowana dla sªów w [5]. Okazuje si¦, »e
klasa j¦zyków rozpoznawalnych przez sªabe automaty jest zamkni¦ta na ope-
racje odpowiadaj¡ce dodawaniu, mno»eniu przez ω oraz funkcji α 7→ ωα+ε

1 .
St¡d wynika dolne ograniczenie na wysoko±¢ hierarchii Wadge dla tej klasy
j¦zyków. S¡dzimy, »e to ograniczenie jest dokªadne.

Twierdzenie 11. Hierarchia Wadge'a ograniczona do j¦zyków drzew rozpoz-
nawalnych przez sªabe automaty ma wysoko±¢ co najmniej ε0, gdzie ε0 jest
najmniejszym punktem staªym funkcji α 7→ ωα.
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6 Problemy otwarte

Podobnie jak w klasycznej teorii zªo»ono±ci, prawdziwym wyzwaniem w teorii
automatów jest niedeterminizm. Siªa jak¡ daje automatom na drzewach
sprawia, »e staj¡ si¦ one niezwykle trudne w analizie. Rozstrzygalno±¢ hierar-
chii borelowskiej i hierarchii Wadge'a pozostaje ci¡gle problemem otwartym,
podobnie jak rozstrzygalno±¢ hierarchii indeksu.

W tym studium ograniczamy si¦ do bardzo ubogiej wersji niedeterminizmu
� obecnej w sªabych automatach alternuj¡cych. Automaty te rozpoznaj¡
dokªadnie takie j¦zyki L, »e L i L{ s¡ rozpoznawane przez automat niede-
terministyczny o indeksie (1, 2) [17, 28], a wi¦c faktycznie stanowi¡ niewielk¡
podklas¦ j¦zyków regularnych. Z drugiej strony, mechanizm ten niew¡tpliwie
ujmuje istotnie wiele niedeterminizmu, jako »e zawiera liczne j¦zyki, które
nie mog¡ by¢ rozpoznane przez automaty deterministyczne: przykªady Skur-
czy«skiego pokazuj¡, »e j¦zyki rozpoznawalne przez sªabe automaty mog¡
mie¢ dowolnie du»¡ sko«czon¡ rang¦ borelowsk¡ [32], podczas gdy j¦zyki de-
terministyczne s¡ albo Π1

1-zupeªne, albo s¡ w Π0
3 [24].

Jednak nawet w tym prostym przypadku trzy najwa»niejsze hierarchie �
indeksu, borelowska i Wadge'a � nie s¡ dostatecznie zrozumiane. W±ród
najistotniejszych problemów s¡ dwie hipotezy sformuªowane w tej pracy,
dotycz¡ce wysoko±ci hierarchii Wadge'a oraz równo±ci hierarchii borelowskiej
i sªabej hierarchii indeksu.
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