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Motywacja do badania réwnan przeptywoéw wielosktadnikowych jest bardzo szerokie spektrum
zastosowan inzynieryjnych. Pojawiaja sie one na przyklad w modelowaniu wzrostu krysztatow,
dziatania reaktoréw, formowania sie zanieczyszczeni atmosferycznych, ponownego wchodzenia w
atmosfere ziemska pojazdow kosmicznych czy w nanotechnologiach [15]. W niniejszej rozprawie
zawarte zostaly rezultaty dotyczace istnienia rozwiazan dla uktadu réwnan rézniczkowych czast-
kowych opisujacych ruch mieszanin chemicznie reagujacych gazéw ze szczegbdlnym uwzglednieniem
reakcji odwracalnych oraz zaleznosci cisnienia od skladu substancji. Uktad ten tworza réwnania
Naviera-Stokesa-Fouriera uzupelione réwnaniami reakcji-dyfuzji sktadnikow.

W pierwszej kolejnosci rozwazamy izotermiczny przeptyw stacjonarny z diagonalna, liniows dy-
fuzja. Jednak bezposrednia préba przeniesienia tego wyniku na przypadek ptynéw przewodzacych
ciepto prowadzi do sprzecznosci z drugg zasada termodynamiki. Aby temu zapobiec, konieczne jest
rozpatrzenie bardziej ogblnej postaci strumienia dyfuzji sktadnikow, tzw. dyfuzji wielosktadnikowej.
W rezultacie, z jednej strony mozemy nadal postugiwaé sie bardzo wygodnym pojeciem entropii,
ktore daje nam podstawowe oszacowanie a-priori, rownoczeénie jednak, mamy do czynienia z nowym
rodzajem degeneracji w rownaniach bilansu masowego sktadnikéw.

Badanie uktadow tego typu napotyka na rozmaite problemy powiazane gtéwnie z silng cross-
dyfuzja oraz brakiem wystarczajacej informacji o gesto$ci mieszaniny spelniajacej — zaledwie hi-
perboliczne — réwnanie ciagtosci. 7 tego powodu, w wiekszosci dotychczasowych prac na ten te-
mat, odnalezé mozna jedynie rezultaty czastkowe, dla modeli upraszczajacych poszczegélne aspekty
zjawiska. Mowa tu, na przykltad, o zatozeniu, Ze ci$nienie nie zalezy od koncentracji reagentow,
czy o powszechnie stosowanym przyblizeniu Ficka nieuwzgledniajacym wzajemnego oddziatywania
sktadnikow [14]. Jednak wiekszo$¢ wspolczesnych zastosowari wymaga bardziej precyzyjnego opisu.
Wtasciwie, nawet w modelowaniu spalania wodoru w tlenie, powinno sie bra¢ pod uwage 20 réznych
reakcji zachodzacych pomiedzy o$mioma sktadnikami:

Hy, Os, H»O, OH, O, H, HOy i HyO».

Co wiecej, w zaleznosci od temperatury, cisnienia czy zakresu reakcji, konieczne moze okazaé sie
uwzglednienie odwracalnosci kazdej z tych reakeji [22].

Warto podkredli¢, ze dotychczasowe najbardziej zaawansowane rezultaty odno$nie globalnego
w czasie istnienia stabych rozwiazan dla tego typu uktadéw, dotyczyly jedynie badania zachowar
blisko equilibrium [15]. Zgodnie z nasza wiedza, problem ten, bez ograniczen na wielko$é¢ danych
poczatkowych, podjety zostal w niniejszej rozprawie po raz pierwszy.



Roéwnania ruchu ptynu wielosktadnikowego wyrazaja fizyczne prawa zachowania masy, pedu,
catkowitej energii oraz mas kazdego ze sktadnikow:

Oro+ div(pu) =0

Ot(ou) + div(pu @ u) —divS + V7 = of

Ot (oF) + div(pEu) + div(mu) + div Q — div(Su) = of - u
o + div(ggu) + div(Fy) = odwi, k€ {1,...,n}

w (0,T) x , (1)

gdzie, u : R? — R3 oznacza pole predkosci, o : R? — R jest gestoscig calkowita czyli suma ge-
stoéci sktadnikow o, k € {1,...,n}. Ostatnia nieznang wielkogcia jest temperatura ¥ : R® — R
wystepujaca w sposdb niejawny we wszystkich réownaniach uktadu (1) poza réwnaniem ciggtosci.
Nastepnie, S oznacza tensor naprezeri lepkich, 7 jest ciSnieniem wewnetrznym, f jest zadang sita
zewnetrzna, E jest energia catkowita (na jednostke masy), tzn. suma energii wewnetrznej e i energii
kinetycznej “72, Q strumieniem ciepla, Fy, k € {1,...,n} oznacza strumien dyfuzji sktadnikow zas
wi, k € {1,...,n} opisuje tempo produkowania si¢ k-tego sktadnika, Q C R3 oraz T < +o00. Row-
nowaznie, réwnania bilansu mas sktadnikéw moga by¢ zapisane w jezyku koncentracji sktadnikéw
Yi, k € {1,...,n} zdefiniowanych jako Y = %’“.

Wyprowadzenie modelu (1) z kinetycznej teorii gazow mozna znalezé m.in. w [7,15,23], mozliwy
jest takze model przypisujacy osobne pola predkosci kazdemu ze sktadnikow [21].

Domkniecie uktadu (1) wymaga uzupelnienia go zbiorem relacji konstytutywnych charaktery-
stycznych dla lepkich, przewodzacych ciepto oraz chemicznie reagujacych gazéw. Z uwagi na zwie-
zto$¢ niniejszego opisu, skupimy si¢ jedynie na tych cechach, ktore, w kontekscie istnienia globalnych
w czasie stabych rozwiazan bez ograniczen na wielkos¢ danych poczatkowych, pojawiaja sie w niniej-
szej rozprawie po raz pierwszy; opis bardziej szczegdlowy, w zaleznosci od rozwazanego przypadku,
znajduje sic we wstepie do kazdego z rozdziatow.

Jak juz wspomniano, sktad chemiczny mieszaniny jest uwzgledniony w wartosciach wszystkich
wielkosci termodynamicznych opisujacych uklad. W szczegélnosci, zaktadamy, ze cidnienie w7 =
m(0,9,Y) jest postaci m = 7w, + my,. Plerwsza cze$¢ odpowiada za ci$nienie barotropowe =~ o7,
~v > 1, za§ druga opisuje klasyczne molekularne cisnienie mieszaniny okreslone, zgodnie z prawem
Boyla, jako suma ci$nienn czastkowych

Tn(0.0,Y) =Y pr(0,9,Y) =R ikk, (2)
k=1 k=1

gdzie my, oznacza mase molowa k-tego skladnika a R jest stala gazows.

Naturalnie, chcemy aby model byt spéjny z prawami mechaniki oérodkéw cigglych i termody-
namiki. Szczegodlnie znaczaca role odgrywa tu druga zasada termodynamiki, zgodnie z ktora istnieje
funkcja stanu, zwana entropig, niemalejaca dla ukladu termodynamicznie izolowanego. Innymi
stowy, produkcja entropii dla takiego uktadu jest zawsze nieujemna. Z matematycznego punktu wi-
dzenia entropia (ze znakiem ,, - ”) jest to po prostu pewna wielkosé¢ (funkcjonal Lyapunova), ktora
nie ro$nie wzdtuz trajektorii. Réwnanie entropii s jest wyprowadzone z rownania energii uktadu (1)
przy uzyciu relacji Gibbsa

1 n
9¥Ds = De + 7D () — Y gDV,
0 k=1



gdzie gx(0,7,Y) to funkcje Gibbsa a D oznacza rézniczke zupelna, mamy zatem

. - (Q B
0(0s) + div(psu) + div (19 - ; ﬁFk> = 0.

W powyzszym wzorze o oznacza produkcje entropii, ktéra wynosi

S:Vu &|VI? " Fy
7=y + 02 —Z JeMpWy — Z oo -V (log pie) - (3)
N——— N — k=1 k=1
>0 >0
>0 >0

Nieujemno$é pierwszego z wyrazéw wynika z zatozen na tensor naprezen lepkich spetniajacy prawo
Newtona, czyli S = 2uD(u)+v divul, gdzie D(u) = 1 (Vu + (Vu)?) oraz p, v sa wspélczynnikami
lepkosci p > 0, 2u+3v > 0. Drugi z cztonéw w wyrazeniu (3) jest nieujemny ze wzgledu na dodatni
wspotezynnik przewodnictwa ciepta, £ > 0. Nieujemno$é trzeciej czeéci moze by¢ zalozona jako
warunek determinujacy dopuszczalnosé reakeji (patrz [15]). Wreszcie, zakladajac ponizsza forme
strumienia dyfuzji

Fp=— ZCkldl, d, =V (pk> + (pk — Q;) V log Ty, (4)
k=1

Tm, Tm

gdzie Cy; oznacza macierz wspotczynnikow dyfuzji, mozna sprawdzi¢, ze czwarty z cztonow w (3)

jest takze nieujemny. Wynika to z zatozenia, ze macierz Dy = % jest symetryczna i dodatnio

okreslona na pewnej podprzestrzeni o kowymiarze 1 (na U+ — dopelnieniu ortogonalnym lin(U),
gdzie U = (1,...,1)T, patrz [15,23]).

Zauwazmy, ze zastosowanie przyblizenia Ficka przy réwnoczesnym zalozeniu, ze cinienie mo-
lekularne jest zadane przez (2), doprowadzitoby do niespojnosci z druga zasada termodynamiki.
W takim przypadku, produkcja entropii mogltaby byé¢ ujemna, co przeczy dopuszczalnosci procesu.
To z kolei nie pozwala na uzyskanie fundamentalnego oszacowania a-priori, na ktérym opieraja sie
metody energetyczne.

Na rozprawe doktorska skladaja sie cztery rozdziaty. Kazdy z nich jest oddzielnym rezultatem
opartym na artykutach [18,19,24-26]. W Rozdziale 2 badamy nastepujace uproszczenie ukltadu (1)

div(pou) =0

div(ou ® u) — divS + V7 = of
div(pYau) +div(Fa) = owa \ w0 (5)
div(oYpu) + div(Fg) = owp

div(pYou) + div(Fe) = owe

modelujace przeptyw stacjonarny czterosktadnikowej mieszaniny gazéw bioracych udzial w izoter-
micznej, odwracalnej reakcji chemicznej A+ B = C', ktora odbywa sie w obecnoéci rozpuszczalnika
D. Rownania uktadu (5) uzupeliamy warunkami brzegowymi Dirichleta dla pola predkosci oraz
warunkiem nieprzepuszczalnosci dla dyfuzji sktadnikow. Ponadto, poniewaz nie ma potrzeby po-
stugiwania sie pojeciem entropii, ograniczamy sie do prawa dyfuzji Ficka.



Glownym rezultatem tego rozdziatu jest dowdd istnienia stabych rozwigzan kiedy wyktadnik
adiabaty dla mieszaniny jest wiekszy niz 7/3. Konstrukcja rozwiazania przebiega poprzez relaksa-
cje i eliptyczna regularyzacje rownania cigglodci, relaksacje i wygtadzenie wspotczynnikéw réownan
reakcji-dyfuzji sktadnikéw w potaczeniu z zastosowaniem twierdzenia o punkcie stalym. Gléwna
roznica, w poréwnaniu z analogiczna konstrukcja przeprowadzona dla przypadku ewolucyjnego [14],
jest brak mozliwosci wykluczenia prézni. Dlatego wykazanie nieujemnosci koncentracji sktadni-
kéw wymaga rozwazenia takze przypadku gdy ¢ = 0. Drugim etapem dowodu jest przejscie do
granicy z parametrami aproksymacji. Adaptujemy tu podejscie Lionsa dla przypadku przeplywu
barotropowego [17], oparte na teorii rozwinietej dla réwnania transportu przez DiPerne i Lionsa [9].
Podejécie to wymaga catkowalnogci gestosci w L2(Q), ktore w naszym przypadku moze byé uzy-
skane dzicki przetestowaniu rownania pedu funkeja ® = B(7” — 1/]Q Jo 7? dx), B € (0,1], gdzie B
jest operatorem Bogovskiego. Majac to oszacowanie sprawdzamy, ze funkcje graniczne g, u sa au-
tomatycznie zrenormalizowanym rozwiazaniem stacjonarnego réwnania ciagltosdci. Z tego ostatniego
korzystamy aby pokazaé silng zbiezno$é w cztonie nieliniowym ciénienia p7. Zbieznos¢ ta wymaga
zwartoéci ciggu oy, ktoéra nie moze byé¢ wywnioskowana bezposrednio z oszacowan a-priori. Braku-
jaca informacje zastepuje sie poprzez wykazanie troche lepszych wtasnosci ci$nienia efektywnego, tj.
m(0,Y) — (2u+ v)u. Najpierw jednak nalezy udowodnié tzw. effective viscous fluz equality. Jest to
kluczowa réwnosé we wszystkich dowodach istnienia rozwiazan dla uktadéw opartych na réwnaniach
Naviera-Stokesa dla $cisliwego przeplywu barotropowego. Wykorzystujemy tutaj teori¢ operato-
row zdefiniowanych za pomoca mnoznikéw Fouriera (podwojna transformata Riesza oraz operator
odwroconej dywergencji). Metoda, ktora sie postugujemy prowadzi do wartosci v > 7/3. Dla
przepltywéw barotropowych mozliwe jest poprawienie zatozenia na v poprzez zastosowanie techniki
Feireisla [10] do badania oscylacji gestosci (tzw. oscillations defect measure). W naszym przypadku
jest to jednak niemozliwe z uwagi na obecnosé molekularnej czesci ci$nienia, ktorej nie udaje sie wy-
eliminowaé z podstawowego oszacowania energetycznego (w przypadku stacjonarnym oszacowanie
to nie daje zadnej informacji o gestosci).

Poczawszy od Rozdziatu 3, rozwazamy wspoltczynniki lepkosci bedgce funkcjami gestosci zwig-
zanymi relacja

v(0) = 20/ (0) — 2u(0), (6)

zaproponowang przez Brescha i Desjardinsa w [3]. Glowna trudnoscia, w poréwnaniu z uktadami ze
wspotczynnikami lepkosci oddzielonymi od zera [12,17], jest brak wystarczajacej informacji o polu
predkosci. Degeneracja ta powoduje dodatkowe trudnosci, jednak, pod warunkiem, ze relacja (6)
jest spelniona, niesie ze soba takze pewne korzysci. Zapewnia ona bowiem taka strukture uktadu,
ktora implikuje ograniczonos¢ V,/0. Wlasnosc ta zostala zauwazona po raz pierwszy przez Brescha,
Desjadinsa i Lina [6] dla réownain Kortewega oraz dla dwuwymiarowego modelu ptytkiej wody [2].
Nastepnie, Mellet i Vasseur uzupenili te obserwacje dodatkowym oszacowaniem na norme ou? w
przestrzeni L*°(0,T; Llog L(Q2)) i udowodnili ciagowa stabilno$é¢ stabych rozwiazan dla barotropo-
wych rownan Naviera-Stokesa.

Zakladajac (6), badamy uklad rownan opisujacy przeptyw dwuskladnikowej izotermicznej mie-
szaniny gazéow w obszarze ograniczonym z periodycznymi warunkami brzegowymi, tj. Q = T3. Na
pierwszy rzut oka, sytuacja tu omawiana wydaje si¢ by¢ mniej ztozona, niz ta z poprzedniego roz-
dziatu. Jednakze teraz naszym celem bylo rozwazenie zjawiska silnej cross-dyfuzji wystepujacej w
wiekszosci interesujacych nas przeptywow. Skupiamy sie na najprostszej formie macierzy C, ktora,
po uwzglednieniu przewodnictwa ciepta, prowadzi do modelu spéjnego z druga zasada termody-
namiki. Lecz nawet w tym przypadku musimy zmierzy¢ sie z silng degeneracja gtéwnego cztonu



w rownaniach reagujacych sktadnikéw, spowodowana witasnie tg bardziej szczegbdlowa, a przez to
nieliniowa, forma strumienia dyfuzji

Fi__COdi__CO<< % 4o >VQi_ = Vé)), i 7 k.

Tm oem; Mg omg

Pierwsza cze$é¢ tego rozdzialu poswiecona jest dowodowi ciagowej stabilnosci stabych rozwiazan.
Glowng obserwacja poczyniong na tym etapie jest to, ze brakujaca cze$¢ informacji o gestosciach
sktadnikdéw moze zostaé zastgpiona wyzsza regularnoécia catkowitej gestosci wywnioskowang z osza-
cowania wykorzystujacego strukture (6). Mimo, iz rezultaty tego typu sa uznawane za najtrudniej-
szy krok, kompletny dowodd istnienia rozwiazan w tym ujeciu jest nadal poza naszym zasiegiem.
Najwieksza trudnoscia jest zaproponowanie takiej aproksymacji, dla ktorej mozliwe bytoby powto-
rzenie oszacowania dajacego zwartosé ciggu aproksymujacego czlon konwekcyjny. W chwili obecnej,
bez dodatkowych zalozen, np. o obecnosci sity oporu, pytanie o istnienie rozwiazan, nawet dla
przypadku barotropowego, pozostaje otwarte.

W drugiej czesci rozdziatu przedstawiamy szczegdly aproksymacji i udowadniamy istnienie glo-
balnych w czasie stabych rozwiazan, gdy ci$nienie barotropowe jest zmodyfikowane w obszarze
malych gestosci, tak jak to zostalo zaproponowane w pracy [5|. Dzieki temu, zbiezno$¢ w czlonie
konwekcyjnym moze byé¢ pokazana bezposrednio, wiec aby skonstruowaé¢ rozwiazanie nalezy tylko
zadba¢ o podtrzymanie struktury umozliwiajacej powtoérzenie oszacowania na gestosé. Podstawy
pomystu zaczerpniete zostaly z pracy [4], jest to wprowadzenie do rownania pedu silnie wygtadzaja-
cego czlonu 60V (1 (0) A% 1(p)) z dostatecznie duzym s, ktory imituje kapilarnosé [6]. Nastepnie,
poprawiamy regularnoéé pola predkosci przez dodanie operatora biharmonicznego nA%u. W koiicu,
aby uzyska¢ oszacowanie na norme A5t p w L2((0, T) x ) na poziomie przyblizeit Galerkinowskich,
regularyzujemy takze same réwnanie ciagtosci, a zatem i réwnania bilansu masowego sktadnikow,
poprzez dodanie eAp. Dodatkowo, stosujemy obciecia gestosci sktadnikoéw we wszystkich cztonach
nieliniowych oraz w ci$nieniu molekularnym a takze wygtadzamy wspétczynniki dyfuzji tak aby na
pierwszym poziomie aproksymacji mozliwe byto zastosowanie klasycznych narzedzi dla liniowych
réwnan parabolicznych.

W rozdziale 4, skupiamy sie tylko na réwnaniach reakcji-dyfuzji sktadnikéw, majac jednak w
pamieci wszystkie fizyczno-matematyczne implikacje pelnego modelu. Naszym gtéwnym rezultatem
jest dowod istnienia stabych rozwigzan dla uktadu dowolnie wielu reagujacych sktadnikéow, pod
warunkiem, ze catkowita gesto$é i pole predkosci sa tak regularne jak to wynika z konstrukcji
przeprowadzonej w poprzednim rozdziale. Nasz wynik mozna zinterpretowaé na trzy roézne sposoby.

e W najprostszym przypadku gdy u = 0, gestos¢ g jest dang ustalong funkcja dostajemy wiec
rozwiazanie dla modelu, ktory opisuje tylko dyfuzje (silnie nieliniowa) bez uwzgledniania trans-
portu.

e Gdy pole predkosci jest zadane, reakcje chemiczne nie maja wplywu na predkosé czastek, nie
produkuja tez zadnej sity wewnetrznej (zwiazanej z ci$nieniem). Taki model jest wlasciwy
reakcjom "zimnym", gdzie nie obserwuje sie gwaltownych zmian energii.

e Jezeli réwnania reakcji-dyfuzji sa czescia pelnego modelu, to nasz wynik jest dodatkowym
narzedziem, ktére moze zostaé¢ wykorzystane na jednym z pierwszych etapéw konstrukcji roz-

wiazania dla uktadu (1).

Podkreslmy, iz w modelu, ktory udato nam sie zbadaé, cztony nieliniowe pojawiaja sie w kazdym z
rownan (kazdy ze sktadnikow pelni rownorzedna role), przy czym macierz wspotczynnikow dyfuzji



spelnia wszystkie ogolne zalozenia postawione w [15]|, Rozdzial 7. Wtasnie to stanowi najwiek-
sza przeszkode w stosowaniu klasycznego podejscia, takiego jak dla zwyktych uktadéw parabolicz-
nych [1,8,16]. W czesci glownej uktadu pojawia sie bowiem zdegenerowany operator eliptyczny,
ktory nie jest ani diagonalny, ani symetryczny. Dlatego, zadna z bezposrednich metod renormali-
zacji nie moze by¢ zastosowana, tak jak w przypadku uktadéw skalarnych [20]. Jedyna informacja
jaka mozna sie tu postuzy¢ jest oszacowanie produkcji entropii (3), ale nadal informacja ta nie jest
pelna, gdyz macierz Dy = % jest dodatnio okreslona jedynie na podprzestrzeni o kowymiarze
1. Jest to jednak wskazowksa, ze cata analiza powinna by¢ przeprowadzona dla uktadu zapisanego
w jezyku tzw. zmiennych entropijnych, czyli log pi zamiast g;. To podejscie implikuje réwnocze-
$nie, ze gestosci sktadnikow sa nieujemne. Dzieki tym obserwacjom, przez logarytmiczng relaksacje
uktadu wyjsciowego oraz stosowne wzmocnienie cztonu eliptycznego, mozemy dostaé istnienie roz-
wigzan metoda przyblizen Galerkina. Zwartos¢ ciagu rozwiazan aproksymacyjnych jest uzyskana
dzieki jednostajnemu w czasie oszacowaniu w przestrzeni Llog L oraz zalozeniom na regularnosé
gestosci catkowitej p. To ostatnie pozwala na kontrolowanie regularnosci przestrzennej otrzymanych
rozwiazan.

Celem ostatniego rozdziatu bylo ztozenie i uzupetnienie rezultatow z poprzednich czesci pracy,
tak aby na tej podstawie moc zanalizowaé¢ kompletny model opisany uktadem (1). W ten sposob
udowodniona zostala ciagowa stabilno$é stabych wariacyjnych rozwigzan entropijnych przy zatoze-
niu tej samej modyfikacji ci$nienia co w pracy [26] oraz gdy strumienie dyfuzji sktadnikow zaleza
od pelych gradientéw ci$nien, podobnie jak w [19]. Po raz pierwszy, w wyrazeniu tym pojawia
sie takze temperatura, co prowadzi do powstania kolejnego silnego sprzezenia w uktadzie. Tak jak
poprzednio, kluczowa jest zaleznos¢ miedzy wspoélczynnikami lepkosci (6). W tym przypadku nie
pozwala ona jednak na uzyskanie pozadanego oszacowania gestosci od razu, z uwagi na obecno$é
temperatury. Dlatego korzystamy z oszacowania entropijnego, ktore, dzieki zastosowaniu odpo-
wiedniego wariantu nieréwnosci Korna, poza ograniczeniem gradientu, daje nam takze informacje
o dodatniosci temperatury. Dopiero na tym etapie mozemy zastapi¢ brakujaca czesé oszacowania
gradientow gestosci sktadnikow lepsza catkowalnoscig gradientu o. Jest to niezbedne, aby udowod-
ni¢ silng zbieznosé ciaggbébw aproksymujacych gestosci czastkowe, ktora, w zwiazku z ogélng postacia
strumienia dyfuzji (4), nie jest a-priori dostepna jak w przypadku uktadéw liniowych réwnan para-
bolicznych.

Nalezy odnotowaé, ze w przeciwieristwie np. do pracy [5], przechodzimy do granicy w stabym
wariacyjnym sformulowaniu entropijnym. Dla uktadu rownan Naviera-Stokesa-Fouriera, pojecie
stabych wariacyjnych rozwiazan entropijnych (t.j. rozwiazan spelniajacych stabe sformutowanie
rownan balansu masy, pedu, nier6wnosci entropijnej oraz globalnej energii catkowitej) zostalo wpro-
wadzone przez Feireisla i Novotnego, ktorzy udowodnili ciagowa stabilnosé [11], a nastepnie globalne
w czasie istnienie tych rozwiazan [12]. Rezultat ten uogdlniono potem na przypadek przeplywow
wielosktadnikowych, kiedy ci$nienie nie zalezy od koncentracji sktadnikow a strumienie dyfuzji przy-
blizone sa liniowym prawem Ficka [14]. Ostatnio, w [13], zostalo takze udowodnione, Ze rozwiazania
te s rownowazne rozwigzaniom silnym, pod warunkiem, ze te ostatnie istnieja, spetniajacym te same
warunki poczatkowe (tzw. weak-strong uniqueness).

Tym, czego nadal brakuje aby przejs¢ do granicy w ramach standardowego stabego sformutowa-
nia, jest lepsza regularno$é¢ temperatury konieczna do pokazania zwartosci ciggu aproksymujacego
strumienn ciepta Qpu. Trudnoscia jest juz samo wykazanie, ze ciagg ten jest jednostajnie ograni-
czony w L1(0,T; W=™1(Q)) dla jakiegokolwiek m > 0. Z tego powodu nie udaje sie udowodni¢
zwartosci (po czasie) ciagu aproksymujacego temperature, korzystajac bezposrednio z rownania na



energie wewnetrzna. Ostatni z probleméw zdotaliSmy jednak rozwiazaé przez zastosowanie metod
skompensowanej zwartosci do nieréwnosci entropijnej 8, 12].

Naturalnie, gléwna motywacja do studiowania ciagowej stabilnosci uktadu jest mozliwo$é p6z-

niejszego uzycia takiego rezultatu w pelnym dowodzie istnienia. W tym przypadku bedzie to wy-
jatkowo zlozone i techniczne skomplikowane zadanie, nawet przy zalozeniu dodatkowej modyfikacji
ci$nienia.
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