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Motywacją do badania równań przepływów wieloskładnikowych jest bardzo szerokie spektrum
zastosowań inżynieryjnych. Pojawiają się one na przykład w modelowaniu wzrostu kryształów,
działania reaktorów, formowania się zanieczyszczeń atmosferycznych, ponownego wchodzenia w
atmosferę ziemską pojazdów kosmicznych czy w nanotechnologiach [15]. W niniejszej rozprawie
zawarte zostały rezultaty dotyczące istnienia rozwiązań dla układu równań różniczkowych cząst-
kowych opisujących ruch mieszanin chemicznie reagujących gazów ze szczególnym uwzględnieniem
reakcji odwracalnych oraz zależności ciśnienia od składu substancji. Układ ten tworzą równania
Naviera-Stokesa-Fouriera uzupełnione równaniami reakcji-dyfuzji składników.

W pierwszej kolejności rozważamy izotermiczny przepływ stacjonarny z diagonalną, liniową dy-
fuzją. Jednak bezpośrednia próba przeniesienia tego wyniku na przypadek płynów przewodzących
ciepło prowadzi do sprzeczności z drugą zasadą termodynamiki. Aby temu zapobiec, konieczne jest
rozpatrzenie bardziej ogólnej postaci strumienia dyfuzji składników, tzw. dyfuzji wieloskładnikowej.
W rezultacie, z jednej strony możemy nadal posługiwać się bardzo wygodnym pojęciem entropii,
które daje nam podstawowe oszacowanie a-priori, równocześnie jednak, mamy do czynienia z nowym
rodzajem degeneracji w równaniach bilansu masowego składników.

Badanie układów tego typu napotyka na rozmaite problemy powiązane głównie z silną cross-
dyfuzją oraz brakiem wystarczającej informacji o gęstości mieszaniny spełniającej – zaledwie hi-
perboliczne – równanie ciągłości. Z tego powodu, w większości dotychczasowych prac na ten te-
mat, odnaleźć można jedynie rezultaty cząstkowe, dla modeli upraszczających poszczególne aspekty
zjawiska. Mowa tu, na przykład, o założeniu, że ciśnienie nie zależy od koncentracji reagentów,
czy o powszechnie stosowanym przybliżeniu Ficka nieuwzględniającym wzajemnego oddziaływania
składników [14]. Jednak większość współczesnych zastosowań wymaga bardziej precyzyjnego opisu.
Właściwie, nawet w modelowaniu spalania wodoru w tlenie, powinno się brać pod uwagę 20 różnych
reakcji zachodzących pomiędzy ośmioma składnikami:

H2, O2, H2O, OH, O, H, HO2 i H2O2.

Co więcej, w zależności od temperatury, ciśnienia czy zakresu reakcji, konieczne może okazać się
uwzględnienie odwracalności każdej z tych reakcji [22].

Warto podkreślić, że dotychczasowe najbardziej zaawansowane rezultaty odnośnie globalnego
w czasie istnienia słabych rozwiązań dla tego typu układów, dotyczyły jedynie badania zachowań
blisko equilibrium [15]. Zgodnie z naszą wiedzą, problem ten, bez ograniczeń na wielkość danych
początkowych, podjęty został w niniejszej rozprawie po raz pierwszy.
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Równania ruchu płynu wieloskładnikowego wyrażają fizyczne prawa zachowania masy, pędu,
całkowitej energii oraz mas każdego ze składników:

∂t%+ div(%u) = 0

∂t(%u) + div(%u⊗ u)− divS +∇π = %f

∂t(%E) + div(%Eu) + div(πu) + divQ− div(Su) = %f · u

∂t%k + div(%ku) + div(Fk) = %ϑωk, k ∈ {1, ..., n}


w (0, T )× Ω, (1)

gdzie, u : R3 → R3 oznacza pole prędkości, % : R3 → R jest gęstością całkowitą czyli sumą gę-
stości składników %k, k ∈ {1, . . . , n}. Ostatnią nieznaną wielkością jest temperatura ϑ : R3 → R
występująca w sposób niejawny we wszystkich równaniach układu (1) poza równaniem ciągłości.
Następnie, S oznacza tensor naprężeń lepkich, π jest ciśnieniem wewnętrznym, f jest zadaną siłą
zewnętrzną, E jest energią całkowitą (na jednostkę masy), tzn. sumą energii wewnętrznej e i energii
kinetycznej u2

2 , Q strumieniem ciepła, Fk, k ∈ {1, . . . , n} oznacza strumień dyfuzji składników zaś
ωk, k ∈ {1, . . . , n} opisuje tempo produkowania się k-tego składnika, Ω ⊂ R3 oraz T < +∞. Rów-
noważnie, równania bilansu mas składników mogą być zapisane w języku koncentracji składników
Yk, k ∈ {1, . . . , n} zdefiniowanych jako Yk = %k

% .
Wyprowadzenie modelu (1) z kinetycznej teorii gazów można znaleźć m.in. w [7,15,23], możliwy

jest także model przypisujący osobne pola prędkości każdemu ze składników [21].
Domknięcie układu (1) wymaga uzupełnienia go zbiorem relacji konstytutywnych charaktery-

stycznych dla lepkich, przewodzących ciepło oraz chemicznie reagujących gazów. Z uwagi na zwię-
złość niniejszego opisu, skupimy się jedynie na tych cechach, które, w kontekście istnienia globalnych
w czasie słabych rozwiązań bez ograniczeń na wielkość danych początkowych, pojawiają się w niniej-
szej rozprawie po raz pierwszy; opis bardziej szczegółowy, w zależności od rozważanego przypadku,
znajduje się we wstępie do każdego z rozdziałów.

Jak już wspomniano, skład chemiczny mieszaniny jest uwzględniony w wartościach wszystkich
wielkości termodynamicznych opisujących układ. W szczególności, zakładamy, że ciśnienie π =
π(%, ϑ, Y ) jest postaci π = πc + πm. Pierwsza część odpowiada za ciśnienie barotropowe ≈ %γ ,
γ > 1, zaś druga opisuje klasyczne molekularne ciśnienie mieszaniny określone, zgodnie z prawem
Boyla, jako suma ciśnień cząstkowych

πm(%, ϑ, Y ) =

n∑
k=1

pk(%, ϑ, Yk) = R

n∑
k=1

ϑ%Yk
mk

, (2)

gdzie mk oznacza masę molową k-tego składnika a R jest stałą gazową.

Naturalnie, chcemy aby model był spójny z prawami mechaniki ośrodków ciągłych i termody-
namiki. Szczególnie znaczącą rolę odgrywa tu druga zasada termodynamiki, zgodnie z którą istnieje
funkcja stanu, zwana entropią, niemalejąca dla układu termodynamicznie izolowanego. Innymi
słowy, produkcja entropii dla takiego układu jest zawsze nieujemna. Z matematycznego punktu wi-
dzenia entropia (ze znakiem „ - ”) jest to po prostu pewna wielkość (funkcjonał Lyapunova), która
nie rośnie wzdłuż trajektorii. Równanie entropii s jest wyprowadzone z równania energii układu (1)
przy użyciu relacji Gibbsa

ϑDs = De+ πD

(
1

%

)
−

n∑
k=1

gkDYk,
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gdzie gk(%, ϑ, Y ) to funkcje Gibbsa a D oznacza różniczkę zupełną, mamy zatem

∂t(%s) + div(%su) + div

(
Q

ϑ
−

n∑
k=1

gk
ϑ
Fk

)
= σ.

W powyższym wzorze σ oznacza produkcję entropii, która wynosi

σ =
S : ∇u
ϑ︸ ︷︷ ︸
≥0

+
κ|∇ϑ|2

ϑ2︸ ︷︷ ︸
≥0

−
n∑
k=1

gkmkωk︸ ︷︷ ︸
≥0

−
n∑
k=1

Fk
mk
· ∇ (log pk)︸ ︷︷ ︸
≥0

. (3)

Nieujemność pierwszego z wyrazów wynika z założeń na tensor naprężeń lepkich spełniający prawo
Newtona, czyli S = 2µD(u)+ν divuI, gdzie D(u) = 1

2

(
∇u + (∇u)T

)
oraz µ, ν są współczynnikami

lepkości µ > 0, 2µ+3ν ≥ 0. Drugi z członów w wyrażeniu (3) jest nieujemny ze względu na dodatni
współczynnik przewodnictwa ciepła, κ > 0. Nieujemność trzeciej części może być założona jako
warunek determinujący dopuszczalność reakcji (patrz [15]). Wreszcie, zakładając poniższą formę
strumienia dyfuzji

Fk = −
n∑
k=1

Ckldl, dk = ∇
(
pk
πm

)
+

(
pk
πm
− %k

%

)
∇ log πm, (4)

gdzie Ckl oznacza macierz współczynników dyfuzji, można sprawdzić, że czwarty z członów w (3)
jest także nieujemny. Wynika to z założenia, że macierz Dkl = Ckl

%k
jest symetryczna i dodatnio

określona na pewnej podprzestrzeni o kowymiarze 1 (na U⊥ – dopełnieniu ortogonalnym lin(U),
gdzie U = (1, . . . , 1)T , patrz [15,23]).

Zauważmy, że zastosowanie przybliżenia Ficka przy równoczesnym założeniu, że ciśnienie mo-
lekularne jest zadane przez (2), doprowadziłoby do niespójności z drugą zasadą termodynamiki.
W takim przypadku, produkcja entropii mogłaby być ujemna, co przeczy dopuszczalności procesu.
To z kolei nie pozwala na uzyskanie fundamentalnego oszacowania a-priori, na którym opierają się
metody energetyczne.

Na rozprawę doktorską składają się cztery rozdziały. Każdy z nich jest oddzielnym rezultatem
opartym na artykułach [18,19,24–26]. W Rozdziale 2 badamy następujące uproszczenie układu (1)

div(%u) = 0

div(%u⊗ u)− divS +∇π = %f

div(%YAu) + div(FA) = %ωA

div(%YBu) + div(FB) = %ωB

div(%YCu) + div(FC) = %ωC


w Ω (5)

modelujące przepływ stacjonarny czteroskładnikowej mieszaniny gazów biorących udział w izoter-
micznej, odwracalnej reakcji chemicznej A+B 
 C, która odbywa się w obecności rozpuszczalnika
D. Równania układu (5) uzupełniamy warunkami brzegowymi Dirichleta dla pola prędkości oraz
warunkiem nieprzepuszczalności dla dyfuzji składników. Ponadto, ponieważ nie ma potrzeby po-
sługiwania się pojęciem entropii, ograniczamy się do prawa dyfuzji Ficka.
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Głównym rezultatem tego rozdziału jest dowód istnienia słabych rozwiązań kiedy wykładnik
adiabaty dla mieszaniny jest większy niż 7/3. Konstrukcja rozwiązania przebiega poprzez relaksa-
cję i eliptyczną regularyzację równania ciągłości, relaksację i wygładzenie współczynników równań
reakcji-dyfuzji składników w połączeniu z zastosowaniem twierdzenia o punkcie stałym. Główną
różnicą, w porównaniu z analogiczną konstrukcją przeprowadzoną dla przypadku ewolucyjnego [14],
jest brak możliwości wykluczenia próżni. Dlatego wykazanie nieujemności koncentracji składni-
ków wymaga rozważenia także przypadku gdy % = 0. Drugim etapem dowodu jest przejście do
granicy z parametrami aproksymacji. Adaptujemy tu podejście Lionsa dla przypadku przepływu
barotropowego [17], oparte na teorii rozwiniętej dla równania transportu przez DiPernę i Lionsa [9].
Podejście to wymaga całkowalności gęstości w L2(Ω), które w naszym przypadku może być uzy-
skane dzięki przetestowaniu równania pędu funkcją Φ = B(πβ − 1/|Ω|

∫
Ω π

β dx), β ∈ (0, 1], gdzie B
jest operatorem Bogovskiego. Mając to oszacowanie sprawdzamy, że funkcje graniczne %,u są au-
tomatycznie zrenormalizowanym rozwiązaniem stacjonarnego równania ciągłości. Z tego ostatniego
korzystamy aby pokazać silną zbieżność w członie nieliniowym ciśnienia %γ . Zbieżność ta wymaga
zwartości ciągu %γn, która nie może być wywnioskowana bezpośrednio z oszacowań a-priori. Braku-
jącą informację zastępuje się poprzez wykazanie trochę lepszych własności ciśnienia efektywnego, tj.
π(%, Y )− (2µ+ ν)u. Najpierw jednak należy udowodnić tzw. effective viscous flux equality. Jest to
kluczowa równość we wszystkich dowodach istnienia rozwiązań dla układów opartych na równaniach
Naviera-Stokesa dla ściśliwego przepływu barotropowego. Wykorzystujemy tutaj teorię operato-
rów zdefiniowanych za pomocą mnożników Fouriera (podwójna transformata Riesza oraz operator
odwróconej dywergencji). Metoda, którą się posługujemy prowadzi do wartości γ > 7/3. Dla
przepływów barotropowych możliwe jest poprawienie założenia na γ poprzez zastosowanie techniki
Feireisla [10] do badania oscylacji gęstości (tzw. oscillations defect measure). W naszym przypadku
jest to jednak niemożliwe z uwagi na obecność molekularnej części ciśnienia, której nie udaje się wy-
eliminować z podstawowego oszacowania energetycznego (w przypadku stacjonarnym oszacowanie
to nie daje żadnej informacji o gęstości).

Począwszy od Rozdziału 3, rozważamy współczynniki lepkości będące funkcjami gęstości zwią-
zanymi relacją

ν(%) = 2%µ′(%)− 2µ(%), (6)

zaproponowaną przez Brescha i Desjardinsa w [3]. Główną trudnością, w porównaniu z układami ze
współczynnikami lepkości oddzielonymi od zera [12, 17], jest brak wystarczającej informacji o polu
prędkości. Degeneracja ta powoduje dodatkowe trudności, jednak, pod warunkiem, że relacja (6)
jest spełniona, niesie ze sobą także pewne korzyści. Zapewnia ona bowiem taką strukturę układu,
która implikuje ograniczoność ∇√%. Własność ta została zauważona po raz pierwszy przez Brescha,
Desjadinsa i Lina [6] dla równań Kortewega oraz dla dwuwymiarowego modelu płytkiej wody [2].
Następnie, Mellet i Vasseur uzupełnili tę obserwację dodatkowym oszacowaniem na normę %u2 w
przestrzeni L∞(0, T ;L logL(Ω)) i udowodnili ciągową stabilność słabych rozwiązań dla barotropo-
wych równań Naviera-Stokesa.

Zakładając (6), badamy układ równań opisujący przepływ dwuskładnikowej izotermicznej mie-
szaniny gazów w obszarze ograniczonym z periodycznymi warunkami brzegowymi, tj. Ω = T3. Na
pierwszy rzut oka, sytuacja tu omawiana wydaje się być mniej złożona, niż ta z poprzedniego roz-
działu. Jednakże teraz naszym celem było rozważenie zjawiska silnej cross-dyfuzji występującej w
większości interesujących nas przepływów. Skupiamy się na najprostszej formie macierzy C, która,
po uwzględnieniu przewodnictwa ciepła, prowadzi do modelu spójnego z drugą zasadą termody-
namiki. Lecz nawet w tym przypadku musimy zmierzyć się z silną degeneracją głównego członu
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w równaniach reagujących składników, spowodowaną właśnie tą bardziej szczegółową, a przez to
nieliniową, formą strumienia dyfuzji

Fi = −C0di = −C0

πm

((
%k
%mi

+
%i
%mk

)
∇%i −

%i
%mk
∇%
)
, i 6= k.

Pierwsza część tego rozdziału poświęcona jest dowodowi ciągowej stabilności słabych rozwiązań.
Główną obserwacją poczynioną na tym etapie jest to, że brakująca część informacji o gęstościach
składników może zostać zastąpiona wyższą regularnością całkowitej gęstości wywnioskowaną z osza-
cowania wykorzystującego strukturę (6). Mimo, iż rezultaty tego typu są uznawane za najtrudniej-
szy krok, kompletny dowód istnienia rozwiązań w tym ujęciu jest nadal poza naszym zasięgiem.
Największą trudnością jest zaproponowanie takiej aproksymacji, dla której możliwe byłoby powtó-
rzenie oszacowania dającego zwartość ciągu aproksymującego człon konwekcyjny. W chwili obecnej,
bez dodatkowych założeń, np. o obecności siły oporu, pytanie o istnienie rozwiązań, nawet dla
przypadku barotropowego, pozostaje otwarte.

W drugiej części rozdziału przedstawiamy szczegóły aproksymacji i udowadniamy istnienie glo-
balnych w czasie słabych rozwiązań, gdy ciśnienie barotropowe jest zmodyfikowane w obszarze
małych gęstości, tak jak to zostało zaproponowane w pracy [5]. Dzięki temu, zbieżność w członie
konwekcyjnym może być pokazana bezpośrednio, więc aby skonstruować rozwiązanie należy tylko
zadbać o podtrzymanie struktury umożliwiającej powtórzenie oszacowania na gęstość. Podstawy
pomysłu zaczerpnięte zostały z pracy [4], jest to wprowadzenie do równania pędu silnie wygładzają-
cego członu δ%∇

(
µ′(%)∆2s+1µ(%)

)
z dostatecznie dużym s, który imituje kapilarność [6]. Następnie,

poprawiamy regularność pola prędkości przez dodanie operatora biharmonicznego η∆2u. W końcu,
aby uzyskać oszacowanie na normę ∆s+1% w L2((0, T )×Ω) na poziomie przybliżeń Galerkinowskich,
regularyzujemy także same równanie ciągłości, a zatem i równania bilansu masowego składników,
poprzez dodanie ε∆%. Dodatkowo, stosujemy obcięcia gęstości składników we wszystkich członach
nieliniowych oraz w ciśnieniu molekularnym a także wygładzamy współczynniki dyfuzji tak aby na
pierwszym poziomie aproksymacji możliwe było zastosowanie klasycznych narzędzi dla liniowych
równań parabolicznych.

W rozdziale 4, skupiamy się tylko na równaniach reakcji-dyfuzji składników, mając jednak w
pamięci wszystkie fizyczno-matematyczne implikacje pełnego modelu. Naszym głównym rezultatem
jest dowód istnienia słabych rozwiązań dla układu dowolnie wielu reagujących składników, pod
warunkiem, że całkowita gęstość i pole prędkości są tak regularne jak to wynika z konstrukcji
przeprowadzonej w poprzednim rozdziale. Nasz wynik można zinterpretować na trzy różne sposoby.

• W najprostszym przypadku gdy u ≡ 0, gęstość % jest daną ustaloną funkcją dostajemy więc
rozwiązanie dla modelu, który opisuje tylko dyfuzję (silnie nieliniową) bez uwzględniania trans-
portu.

• Gdy pole prędkości jest zadane, reakcje chemiczne nie mają wpływu na prędkość cząstek, nie
produkują też żadnej siły wewnętrznej (związanej z ciśnieniem). Taki model jest właściwy
reakcjom "zimnym", gdzie nie obserwuje się gwałtownych zmian energii.

• Jeżeli równania reakcji-dyfuzji są częścią pełnego modelu, to nasz wynik jest dodatkowym
narzędziem, które może zostać wykorzystane na jednym z pierwszych etapów konstrukcji roz-
wiązania dla układu (1).

Podkreślmy, iż w modelu, który udało nam się zbadać, człony nieliniowe pojawiają się w każdym z
równań (każdy ze składników pełni równorzędną rolę), przy czym macierz współczynników dyfuzji

5



spełnia wszystkie ogólne założenia postawione w [15], Rozdział 7. Właśnie to stanowi najwięk-
szą przeszkodę w stosowaniu klasycznego podejścia, takiego jak dla zwykłych układów parabolicz-
nych [1, 8, 16]. W części głównej układu pojawia się bowiem zdegenerowany operator eliptyczny,
który nie jest ani diagonalny, ani symetryczny. Dlatego, żadna z bezpośrednich metod renormali-
zacji nie może być zastosowana, tak jak w przypadku układów skalarnych [20]. Jedyną informacją
jaką można się tu posłużyć jest oszacowanie produkcji entropii (3), ale nadal informacja ta nie jest
pełna, gdyż macierz Dkl = Ckl

%k
jest dodatnio określona jedynie na podprzestrzeni o kowymiarze

1. Jest to jednak wskazówką, że cała analiza powinna być przeprowadzona dla układu zapisanego
w języku tzw. zmiennych entropijnych, czyli log pk zamiast %k. To podejście implikuje równocze-
śnie, że gęstości składników są nieujemne. Dzięki tym obserwacjom, przez logarytmiczną relaksację
układu wyjściowego oraz stosowne wzmocnienie członu eliptycznego, możemy dostać istnienie roz-
wiązań metodą przybliżeń Galerkina. Zwartość ciągu rozwiązań aproksymacyjnych jest uzyskana
dzięki jednostajnemu w czasie oszacowaniu w przestrzeni L logL oraz założeniom na regularność
gęstości całkowitej %. To ostatnie pozwala na kontrolowanie regularności przestrzennej otrzymanych
rozwiązań.

Celem ostatniego rozdziału było złożenie i uzupełnienie rezultatów z poprzednich części pracy,
tak aby na tej podstawie móc zanalizować kompletny model opisany układem (1). W ten sposób
udowodniona została ciągowa stabilność słabych wariacyjnych rozwiązań entropijnych przy założe-
niu tej samej modyfikacji ciśnienia co w pracy [26] oraz gdy strumienie dyfuzji składników zależą
od pełnych gradientów ciśnień, podobnie jak w [19]. Po raz pierwszy, w wyrażeniu tym pojawia
się także temperatura, co prowadzi do powstania kolejnego silnego sprzężenia w układzie. Tak jak
poprzednio, kluczowa jest zależność między współczynnikami lepkości (6). W tym przypadku nie
pozwala ona jednak na uzyskanie pożądanego oszacowania gęstości od razu, z uwagi na obecność
temperatury. Dlatego korzystamy z oszacowania entropijnego, które, dzięki zastosowaniu odpo-
wiedniego wariantu nierówności Korna, poza ograniczeniem gradientu, daje nam także informację
o dodatniości temperatury. Dopiero na tym etapie możemy zastąpić brakującą część oszacowania
gradientów gęstości składników lepszą całkowalnością gradientu %ϑ. Jest to niezbędne, aby udowod-
nić silną zbieżność ciągów aproksymujących gęstości cząstkowe, która, w związku z ogólną postacią
strumienia dyfuzji (4), nie jest a-priori dostępna jak w przypadku układów liniowych równań para-
bolicznych.

Należy odnotować, że w przeciwieństwie np. do pracy [5], przechodzimy do granicy w słabym
wariacyjnym sformułowaniu entropijnym. Dla układu równań Naviera-Stokesa-Fouriera, pojęcie
słabych wariacyjnych rozwiązań entropijnych (t.j. rozwiązań spełniających słabe sformułowanie
równań balansu masy, pędu, nierówności entropijnej oraz globalnej energii całkowitej) zostało wpro-
wadzone przez Feireisla i Novotnego, którzy udowodnili ciągowa stabilność [11], a następnie globalne
w czasie istnienie tych rozwiązań [12]. Rezultat ten uogólniono potem na przypadek przepływów
wieloskładnikowych, kiedy ciśnienie nie zależy od koncentracji składników a strumienie dyfuzji przy-
bliżone są liniowym prawem Ficka [14]. Ostatnio, w [13], zostało także udowodnione, że rozwiązania
te są równoważne rozwiązaniom silnym, pod warunkiem, że te ostatnie istnieją, spełniającym te same
warunki początkowe (tzw. weak-strong uniqueness).

Tym, czego nadal brakuje aby przejść do granicy w ramach standardowego słabego sformułowa-
nia, jest lepsza regularność temperatury konieczna do pokazania zwartości ciągu aproksymującego
strumień ciepła QN . Trudnością jest już samo wykazanie, że ciąg ten jest jednostajnie ograni-
czony w L1(0, T ;W−m,1(Ω)) dla jakiegokolwiek m ≥ 0. Z tego powodu nie udaje się udowodnić
zwartości (po czasie) ciągu aproksymującego temperaturę, korzystając bezpośrednio z równania na
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energię wewnętrzną. Ostatni z problemów zdołaliśmy jednak rozwiązać przez zastosowanie metod
skompensowanej zwartości do nierówności entropijnej [8, 12].

Naturalnie, główną motywacją do studiowania ciągowej stabilności układu jest możliwość póź-
niejszego użycia takiego rezultatu w pełnym dowodzie istnienia. W tym przypadku będzie to wy-
jątkowo złożone i techniczne skomplikowane zadanie, nawet przy założeniu dodatkowej modyfikacji
ciśnienia.
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