
Póªpozyyjna determinaja gier niesko«zonyhautoreferat rozprawy doktorskiejEryk Kopzy«ski11 wrze±nia 20081 WprowadzenieTeoria gier niesko«zonyh jest wa»na dla informatyki ze wzgl�du na jej poten-jalne zastosowanie w wery�kaji systemów interakyjnyh.W tym zastosowaniusystem i ±rodowisko modelujemy jako grazy w grze niesko«zonej rozgrywanejna gra�e (zwanym aren¡), którego wierzhoªki reprezentuj¡ mo»liwe stany sys-temu. Graze (tutaj zwani Ew¡ i Adamem) deyduj¡, któr¡ kraw�d¹ (przej±iedo innego stanu, zyli ruh) wybra¢; ka»dy ruh ma okre±lony kolor. Po»¡danezahowanie systemu jest wyra»ane jako warunek zwyi�stwa gry � zwyi�zazale»y od i¡gu kolorów, który wyst¡piª podzas niesko«zonej rozgrywki. Je±liistnieje strategia wygrywaj¡a, to implementuj¡y j¡ system b�dzie zahowywaªsi� zgodnie z naszymi wymaganiami. Strategie pozyyjne � takie, które zale»¡tylko od pozyji, a nie od historii rozgrywki � s¡ szzególnie interesuj¡e zewzgl�du na ih dobre wªasno±i algorytmizne mog¡e prowadzi¢ do efektywnejimplementaji. W±ród najz�±iej u»ywanyh warunków zwyi�stwa s¡ warunkiparzysto±i, maj¡e wªasno±¢ pozyyjnej determinaji dla obu grazy ([Mos91℄,[EJ91℄, [MN93℄).Gry niesko«zone s¡ mono zwi¡zane z teori¡ automatów. Warunek parzy-sto±i jest bardzo wa»nym poj�iem w obu dziedzinah. Na przykªad, pozyyjnadeterminaja gier parzysto±i jest u»ywana w nowozesnyh dowodah twierdze-nia Rabina o dopeªnieniu dla automatów sko«zonyh na drzewah niesko«zo-nyh z warunkiem akeptaji parzysto±i.Nie zawsze jednak mo»liwe jest wyra»enie po»¡danego zahowania systemujako warunku parzysto±i. Interesuje nas, jakie wªasno±i musi speªnia¢ warunekzwyi�stwa, by byª pozyyjnie zdeterminowany, tzn. by zwyi�za miaª strategiepozyyjne niezale»nie od areny. Ostatnio znaleziono kilka interesuj¡yh harak-teryzaji takih warunków zwyi�stwa ([CN06℄, [GZ04℄, [GZ05℄).Naszym elem jest znalezienie analogiznyh harakteryzaji i wªasno±i (jaknp. wªasno±i domkni�ia) dla warunków póªpozyyjnyh, zyli takih, »e wka»dej grze z takim warunkiem zwyi�stwa tylko jeden z grazy (na przykªadmy) musi mie¢ pozyyjn¡ strategi� wygrywaj¡¡ (o ile w ogóle ma strategi�wygrywaj¡¡). Je±li strategi� wygrywaj¡¡ma drugi graz (±rodowisko), to mo»eona by¢ dowolna. 1



1.1 Przegl¡dBadamy gry niesko«zone, w któryh jeden z grazy ma zawsze pozyyjn¡ (bez-pami�iow¡) strategi� wygrywaj¡¡, podzas gdy drugi grazy mo»e u»ywa¢strategii zale»nej od historii. Badamy warunki zwyi�stwa gwarantuj¡e tak¡wªasno±¢ dla wszystkih aren, oraz dla wszystkih sko«zonyh aren. Pokazuje-my warunki domkni�ia tej klasy warunków zwyi�stwa, prowadz¡e do klasyXPS warunków póªpozyyjnyh, a tak»e znajdujemy wspólne powody dla kilkuznanyh i nowyh wyników dotyz¡yh pozyyjnej determinaji. Pokazujemy,»e wªasno±¢ póªpozyyjnej determinaji danego ω-regularnego warunku zwyi�-stwa jest rozstrzygalna w zasie wykªadnizym. Pokazujemy kilka nowyh klaswarunków póªpozyyjnyh: warunki wkl�sªe (dla aren sko«zonyh), monoto-nizne i geometryzne (dla aren o dowolnej moy).2 Przygotowanie2.1 PrzykªadA B C
D E F Eve

Adam7 2389 2 574 4Powy»szy rysunek przedstawia aren� na której tozy si� gra. Kwadraty iromby to pozyje; romby to pozyje Ewy, a kwadraty � pozyje Adama.Na poz¡tku gry kªadziemy »eton w jednej z pozyji. Mo»e to by¢ albopozyja Ewy, albo Adama. Wªa±iiel wybiera jeden z dost�pnej z tej pozyjiruhów (kraw�dzie, oznazone strzaªkami) i przesuwa »eton do pozyji wskazanejstrzaªk¡. Na przykªad, je±li zazynamy w B, Ewa mo»e wybra¢, zy he si�ruszy¢ do A (równie» pozyja Ewy), zy do pozyji Adama C (tutaj Ewa mo»ewybra¢, zy he u»y¢ ruhu oznazonego lizb¡ 2, zy 3). Wªa±iiel nowejpozyji wybiera nast�pny ruh, i tak dalej.Gra nigdy si� nie ko«zy (to wªa±nie oznaza nazwa gra niesko«zona). Dey-zje podj�te przez obu grazy w trakie niesko«zonego zasu okre±laj¡ niesko«-zon¡ rozgrywk�. Zwyi�za jest okre±lony przez warunek zwyi�stwa (warunekwygrywaj¡y), który okre±la, kto wygrywa na podstawie i¡gu kolorów (ety-kiet � w naszym przypadku lizb) ruhów, które zostaªy u»yte podzas danejrozgrywki.W powy»szej grze jako warunku zwyi�stwa mo»emy uzy¢ warunku parzy-sto±i : Ewa wygrywa, je±li najwi�ksza lizba wyst�puj¡a niesko«zenie z�stojest parzysta. W przeiwnym przypadku wygrywa Adam.2



W tej grze strategi� wygrywaj¡¡ ma Adam: w C Adam zawsze idzie do F;Ewa idzie do E. W E, idziemy do D, a w D, idziemy do A. Ewa b�dzie musiaªawrói¢ do A, sk¡d Adam zawsze b�dzie szedª do D. W ten sposób (nie liz¡poz¡tkowej fazy gry) otrzymamy i¡g kolorów 8, 9, 8, 9, . . . i Adam wygra.Ta strategia Adama ma nast�puj¡¡ wªasno±¢: w ka»dej pozyji deydujemysi� zawsze na ten sam ruh, niezale»nie od tego, o dziaªo si� wze±niej w trakierozgrywki. Strategie maj¡e tak¡ wªasno±¢ nazywamy pozyyjnymi. Istniej¡ gry,w któryh istniej¡ pozyyjne strategie wygrywaj¡e, a tak»e takie, w któryhwszystkie strategie wygrywaj¡e s¡ niepozyyjne.Przez gr� póªpozyyjnie zdeterminowan¡ rozumiemy gr�, w której dla ka»dejpozyji poz¡tkowej albo Ewa ma pozyyjn¡ strategi� wygrywaj¡¡, albo Adamma dowoln¡ strategi� wygrywraj¡¡.2.2 GryBadamy antagonistyzne gry niesko«zone z peªn¡ informaj¡.Nieh C b�dzie pewnym zbiorem, nazywanym zbiorem kolorów.Aren¡ nad C nazywamy krotk� G = (PosA, PosE , Mov), gdzie:
• Elementy Pos = PosE ∪ PosA to pozyje; PosA i PosE to, odpowiednio,(rozª¡zne) zbiory pozyji Adama i Ewy.
• Mov ⊆ Pos×Pos×(C∪{ǫ}); elementy Mov nazywamy ruhami. (v1, v2, c)to ruh z v1 do v2 z kolorem (etykiet¡) c. Stosujemy nast�puj¡e oznaze-nia: source((v1, v2, c)) = v1, target((v1, v2, c)) = v2, rank((v1, v2, c)) = c.Ruhy piszemy jako v1

c
→ v2 zamiast (v1, v2, c).

• kolor ruhu ǫ oznaza sªowo puste; ruh v
ǫ
→ w nie ma koloru. Zakªada-my, »e w arenie nie ma niesko«zonyh ±ie»ek skªadaj¡yh si� jedynie zruhów bezkolorowyh.Gr¡ nazywamy par� (G, W ), gdzie G jest aren¡, a W jest warunkiem zwy-i�stwa. Warunkiem zwyi�stwa W nad C nazywamy niezale»ny od pre�ksupodzbiór Cω, tzn. taki, »e u ∈ W ⇐⇒ cu ∈ W dla ka»dyh c ∈ C, u ∈ Cω.Poszzególne warunki zwyi�stwa nazywamy WA, WB , . . . .Jak w przykªadzie powy»ej, gra (G, W ) tozy si� w nast�puj¡y sposób. Roz-grywka zazyna si� w pewnej pozyji v1. Wªa±iiel v1 (np. Ewa je±li v1 ∈ PosE)wybiera jeden z ruhów wyhodz¡yh z v1, v1
c1→ v2. Je±li takiego ruhu niema, to ten graz przegrywa. Nast�pny ruh jest wybierany przez wªa±iiela v2;oznazmy go przez v2

c2→ v3. I tak dalej. Je±li c1c2c3 . . . ∈ W , to Ewa wygrywa,w przeiwnym przypadku wygrywa Adam.Rozgrywk¡ w arenie G nazywamy ±ie»k� w gra�e areny. Rozgrywka mo»eby¢ sko«zona albo niesko«zona. Zbiór wszystkih rozgrywek nazywamy Play,a Play∞, PlayF , PlayA, PlayE ⊆ Play oznazaj¡ odpowiednio rozgrywki nie-sko«zone, sko«zone, sko«zone ko«z¡e si� w pozyji Adama, i Ewy. Przez
source(π) i target(π) oznazamy odpowiednio poz¡tkow¡ i ko«ow¡ pozyj�rozgrywki (ozywi±ie, rozgrywki niesko«zone nie maj¡ pozyji ko«owej).3



2.3 StrategieStrategi¡ dla graza X (tzn. X ∈ {Eve, Adam}) nazywamy funkj� z�±iow¡
s : PlayX → Mov. Intuiyjnie, s(π) dla π ko«z¡ego si� w PosX okre±la, o Xpowinien zrobi¢ w nast�pnym ruhu.Strategia s jest wygrywaj¡a (dla X) z pozyji v je±li ka»da rozgrywka πrozpozynaj¡a si� w v zgodna z s jest zwyi�ska dla graza X . Strategia jestwygrywaj¡a z M ⊆ Pos wtw jest wygrywaj¡a z ka»dej pozyji v ∈ M .Strategia s jest pozyyjna je±li s(π) zale»y tylko od target(π).De�nija 2.1 Dla gry (G, W ) i graza X, zbiorem zwyi�skim (zbiorem wy-grywaj¡ym) graza X, WinX , nazywamy zbiór pozyji, z któryh X ma strategi�wygrywaj¡¡.2.4 DeterminajaDe�nija 2.2 Gra jest zdeterminowana je±li dla ka»dej pozyji v jeden zgrazy ma strategi� wygrywaj¡¡ z v, t.j. WinE ∪ WinA = Pos.Gra jest pozyyjnie zdeterminowana wtw dla ka»dej pozyji jeden z gra-zy ma pozyyjn¡ strategi� wygrywaj¡¡ z tej pozyji.Gra jest póªpozyyjnie zdeterminowana wtw dla ka»dej pozyji albo Ewama pozyyjn¡ strategi� wygrywaj¡¡ z tej pozyji, albo Adam ma (dowoln¡) stra-tegi� wygrywaj¡¡ z tej pozyji.Warunek zwyi�stwa W jest zdeterminowany, pozyyjny, póªpozyyj-ny wtw dla ka»dej areny G gra (G, W ) jest odpowiednio zdeterminowana, pozy-yjnie zdeterminowana, póªpozyyjnie zdeterminowana.Warunek zwyi�stwa W jest sko«zenie zdeterminowany, pozyyjny,póªpozyyjny wtw dla ka»dej sko«zonej areny G gra (G, W ) jest odpowiedniozdeterminowana, pozyyjnie zdeterminowana, póªpozyyjnie zdeterminowana.Powy»ej zde�niowali±my 6 klas warunków zwyi�stwa. W rozprawie konen-trujemy si� na warunkah póªpozyyjnie zdeterminowanyh. Niektóre z naszyhwyników jednak daj¡ si� jednak sformuªowa¢ i udowodni¢ w bardzo podobnysposób dla ka»dej z powy»szyh klas. �eby unikn¡¢ powtarzania, wprowadzamynast�puj¡e poj�ie.De�nija 2.3 Podstawowym typem areny jest klasa aren γ zamkni�ta napodareny.De�nija 2.4 Podstawowy typ determinaji D = (αE , αA, γ) okre±laj¡trzy parametry:

• αE � klasa dopuszzalnyh strategii Ewy (pozyyjne albo dowolne),
• αA � klasa dopuszzalnyh strategii Adama (pozyyjne albo dowolne),
• γ � podstawowy typ aren. 4



Mówimy, »e strategia graza X jest D-strategi¡ wtw jest w klasie αX . Mó-wimy, »e arena jest D-aren¡, je±li jest w klasie γ. Mówimy, »e gra (G, W ) jest
D-zdeterminowana je±li dla ka»dej pozyji poz¡tkowej jeden z grazy ma D-strategi�. Mówimy, »e warunek zwyi�stwa W jest D-zdeterminowany, je±lidla ka»dej D-areny G gra (G, W ) jest D-zdeterminowana.B�dziemy równie» praowa¢ z innymi klasami strategii ni» dowolne i pozy-yjne (strategie zawieszalne, uparte, sko«zenie pami�iowe, itd.) � w takihprzypadkah b�dziemy u»ywa¢ jeszze ogólniejszej de�niji typu determina-ji.2.5 Typy arenW literaturze wyst�puj¡ trzy typy aren.

• ǫ-areny (C), jak wy»ej.
• Areny etykietowane na kraw�dziah (B). Ruhy z kolorem ǫ nie s¡ dozwo-lone.
• Areny etykietowane w pozyjah (A). Wszystkie de�nije s¡ analogizne,poza tym, »e kolory s¡ przypisane pozyjom, nie ruhom. Pozyje z kolo-rem ǫ równie» nie s¡ dozwolone.Mo»na pokaza¢, »e A-areny s¡ (w pewnym sensie) podzbiorem B-aren. Ozy-wi±ie, B-areny s¡ podzbiorem C-aren. Mo»na pokaza¢ przykªady warunków,które s¡ póªpozyyjne, je±li ogranizymy si� do A-aren, ale nie s¡ takie na nie-któryh B-arenah. Nie wiadomo, zy istniej¡ warunki w analogizny sposóbrozró»niaj¡e klasy B-aren i C-aren.3 Podstawowe narz�dzia3.1 Naturalno±¢ typów determinajiNast�puj¡e znane wªasno±i stosuj¡ si� do strategii w grah z niezale»nymi odpre�ksu warunkami zwyi�stwa.Twierdzenie 3.1 Ka»dy podstawowy typ determinaji ma nast�puj¡e wªasno-±i dla ka»dej areny G, graza X, i warunku zwyi�stwa W :
• (w przód) Je±li X ma D-strategi� s wygrywaj¡¡ z M , to ma te» D-strategi�wygrywaj¡¡ ze wszystkih pozyji, które s¡ osi¡gane przez s w pewnejrozgrywe rozpozynaj¡ej si� w M .
• (w tyª) Je±li X ma D-strategi� s wygrywaj¡¡ z M , to ma te» D-strategi�

s wygrywaj¡¡ ze wszystkih pozyji, z któryh ma strategi� gwarantuj¡¡doj±ie do M . 5



• (globalizaja) Nieh S b�dzie zbiorem D-strategii dla X takih, »e ka»da
s ∈ S wygrywa z U(s) ⊆ Pos. Wówzas X ma D-strategi� wygrywaj¡¡ z⋃

s∈S U(s).
• (wyinanie) Nieh s b�dzie D-strategi¡ wygrywaj¡¡ z M dla X, gdzie

M jest zamkni�te na operaje �w przód� i �w tyª�. Nieh G′ b�dzie gr¡otrzyman¡ przez usuni�ie wszystkih pozyji z M . Je±li graz Y (mo»e toby¢ X albo przeiwnik) ma D-strategi� wygrywaj¡¡ z M ′ w (G′, W ), toma te» D-strategi� wygrywaj¡¡ z M ′ w G.3.2 U»ytezny lematLemat 3.2 Nieh D b�dzie podstawowym typem determinaji. Nieh W ⊆ Cωb�dzie warunkiem zwyi�stwa takim, »e dla ka»dej niepustej D-areny G nad Cistnieje niepusty podzbiór M ⊆ PosG taki, »e w grze (G, W ) jeden z grazy ma
D-strategi� wygrywaj¡¡ z M . (Równowa»nie, dla ka»dej niepustej D-areny Gistnieje pozyja v ∈ PosG taka, »e w grze (G, W ) jeden z grazy ma D-strategi�wygrywaj¡¡ z v.) Wówzas W jest D-zdeterminowany.Tego lematu u»ywamy w wielu spo±ród dowodów zawartyh w rozprawie.3.3 Warunki Bühi i o-BühiDe�nija 3.3 Dla S ⊆ C, przez WBS oznazamy zbiór sªów niesko«zonyhnad C takih, »e elementy S wyst�puj¡ niesko«zenie z�sto, t.j. (C∗S)ω. Takiewarunki zwyi�stwa nazywamy warunkami Bühi. Dopeªnienia warunków Bühi,
WB

′
S = C∗(C − S)ω, nazywamy warunkami o-Bühi.Twierdzenie 3.4 Nieh D b�dzie podstawowym typem determinaji. Nieh W ⊆

Cω b�dzie warunkiem zwyi�stwa, i S ⊆ C. Je±li W jest D-zdeterminowany, to
W ∪ WBS równie».Dualnie, je±li W jest D-zdeterminowany, to W ∩WB

′
S równie».3.4 Warunek parzysto±iWarunkiem parzysto±i rz�du n nazywamy nast�puj¡y warunek zwyi�stwanad zbiorem C = {0, 1, . . . , n}:

WPn = {w ∈ Cω : lim sup
i→∞

wi is even}. (1)Jest to jeden z najwa»niejszyh, klasyznyh, warunków zwyi�stwa. Istniejewiele dowodów jego pozyyjnej determinaji. Twierdzenie 3.4 daje jeszze jeden:zazynamy od warunku W = ∅ (który jest pozyyjny) i stosujemy Twierdzenie3.4 i jego twierdzenie dualne n razy.Twierdzenie 3.5 Nieh W ⊆ Cω b�dzie warunkiem zwyi�stwa. Nast�puj¡ewarunki s¡ równowa»ne: 6



1. W = h−1(WPn) dla pewnego h : C → {0, 1, . . . , n};2. W jest pozyyjnie zdeterminowany;3. (G, W ) is pozyyjnie zdeterminowany dla wszystkih aren G dla C dlaktóryh PosE = ∅ albo PosA = ∅;4. Wω
f ⊆ W i (C+ − Wf )ω ⊆ Cω − W , gdzie Wf = {u ∈ C+|uω ∈ W}.Równowa»no±¢ (1) i (2) zostaªa pokazana w [CN06℄ (przy u»yiu warunku(4)). W przypadku aren sko«zonyh zahodzi równowa»no±¢ warunków (2) i(3) [GZ05℄.4 Wkl�sªe warunki zwyi�stwa4.1 De�nijaDe�nija 4.1 Sªowo w ∈ C∗ ∪ Cω jest kombinaj¡ (shu�e) sªów w1 i w2wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego i¡gu sªów (un), un ∈ C∗,

• w =
∏

k∈N
uk = u0u1u2u3u4u5u6u7u8 . . .,

• w1 =
∏

k∈N
u2k+1 = u1u3u5u7 . . .,

• w2 =
∏

k∈N
u2k = u0u2u4u6 . . ..De�nija 4.2 Warunek zwyi�stwa W jest wypukªy je±li jako podzbiór Cωjest zamkni�ty na kombinaje, i wkl�sªy je±li jego dopeªnienie jest wypukªe.Przykªad 4.3 Warunki parzysto±i s¡ i wkl�sªe, i wypukªe.Dalsze przykªady w Sekji 5 poni»ej.4.2 Póªpozyyjna determinajaTwierdzenie 4.4 Wkl�sªe warunki zwyi�stwa s¡ póªpozyyjne.Dowód przez indukj� po |Mov| jest oparty na nast�puj¡ym pomy±le. Nieh

v b�dzie pozyj¡ Ewy, z której wyhodz¡ ruhy p1, p2, . . .. Zaªó»my, »e Ewa niemo»e wygra¢, u»ywaj¡ tylko jednego z tyh ruhów. Wówzas, skoro warunekzwyi�stwa jest wkl�sªy, nie mo»e ona równie» wygra¢ u»ywaj¡ ró»nyh ruhów� dlatego, »e wówzas rozgrywka byªaby kombinaj¡ podrozgrywek, które si�pojawiaj¡ po ka»dym z ruhów p1, p2, . . . (a Adam mo»e wygra¢ ka»d¡ z tyhpodrozgrywek, stosuj¡ odpowiedni¡ strategi�).Twierdzenie to daje jeszze jeden dowód sko«zonej pozyyjnej determinajigier parzysto±i, a tak»e sko«zonej pozyyjnej determinaji gier z warunkiemRabina (zapisuj¡ego si� jako suma rodziny warunków parzysto±i, z któryhdla ka»dego koloru c ∈ C ka»dy mo»e u»ywa¢ innej warto±i rangi dla c).W ogólno±i z wkl�sªo±i nie wynika póªpozyyjna determinaja na arenahniesko«zonyh. Ponadto, z póªpozyyjnej determinaji (nawet niesko«zonej)nie wynika wkl�sªo±¢. 7



4.3 Osªabianie wkl�sªo±iW [GZ04℄ zostaª otrzymany wynik analogizny do Twierdzenia 4.4 w przypad-ku peªnej pozyyjnej determinaji. Przedstawimy go przy u»yiu nast�puj¡ejde�niji:De�nija 4.5 Warunek zwyi�stwa W jest sªabo wypukªy wtw dla ka»degoi¡gu sªów (un), un ∈ C∗, je±li1. u1u3u5u7 . . . ∈ W ,2. u2u4u6u8 . . . ∈ W ,3. (⋆) ∀i (ui)
ω ∈ W ,to u1u2u3u4 . . . ∈ W .Warunek zwyi�stwa W jest sªabo wkl�sªy wtw jego dopeªnienie jest sªabowkl�sªe.Twierdzenie 1 z [GZ04℄ mówi, »e warunki sªabo wkl�sªe i sªabo wypukªe (awªa±iwie ih � jako±iowe� uogólnienie, funkje wypªaty fairly mixing) s¡ pozy-yjne. Niestety, sªaba wkl�sªo±¢ nie wystarza do póªpozyyjnej determinaji.5 Warunki geometryzne5.1 De�nijaNieh C = [0, 1]d, gdzie [0, 1] jest przedziaªem lizb rzezywistyh. Dla w ∈ C+,nieh P (w) b�dzie ±rednim kolorem w, t.j., 1

|w|

∑|w|
k=1 wk. Dla sªowa w ∈ Cω,nieh Pn(w) = P (w|n) (w|n b�dzie n-literowym pre�ksem w).Nieh A ⊆ C. Konstruujemy warunek zwyi�stwa W w ten sposób, »eby

w ∈ W je±li grania i¡gu Pn(w) nale»y do A. Poniewa» nie ka»dy i¡g magrani�, musimy tak»e zde�niowa¢ zwyi�z� dla pozostaªyh i¡gów.Nieh WF (A) b�dzie zbiorem w takih, »e ka»dy punkt skupienia i¡gu
Pn(w) jest elementem A. Nieh WF

′(A) b�dzie zbiorem w takih, »e o naj-mniej jeden punkt skupienia Pn(w) jest elementem A. Te de�nije s¡ dualne:
WF

′(A) = Cω − WF (C − A).Warunki geometryzne s¡ w pewnym sensie uogólnieniem gier z wypªat¡±redni¡.5.2 Warunki wkl�sªe i wypukªeTwierdzenie 5.1 1. WF
′(A) jest sªabo wypukªy wtw A jest domkni�tym wy-pukªym podzbiorem C.2. WF

′(A) jest wypukªy wtw A jest trywialnym podzbiorem C (A = ∅ lub
A = C). 8



3. WF
′(A) jest sªabo wkl�sªy wtw A jest ko-wypukªym podzbiorem C (tzn.jego dopeªnienie jest wypukªe).4. WF
′(A) jest wkl�sªy wtw A jest ko-wypukªym podzbiorem C.Wªasno±i WF (A) s¡ dualne.5.3 Pozyyjna determinajaZ Twierdze« 5.1 i 4.4, je±li A jest ko-wypukªy, to WF

′(A) jest wkl�sªy, zatem jestpóªpozyyjny. Jednak dla aren niesko«zonyh sytuaja przedstawia si� inazej.Stwierdzenie 5.2 Je±li A jest nietrywialnym podzbiorem C, to WF
′(A) niejest póªpozyyjny.Stwierdzenie 5.3 Je±li A nie jest zbiorem otwartym, to WF (A) nie jest póª-pozyyjny.5.4 Prosty zbiór otwartyTwierdzenie 5.4 Nieh C = [0, 1], A = [0, 1/2). Warunek

WF (A) = {w : lim supPn(w) < 1/2}jest póªpozyyjny.DowódNieh G = (PosA, PosE , Mov) b�dzie aren¡. Rozwa»my nast�puj¡y (zale»nyod pre�ksu) warunek zwyi�stwa, dla ka»dego x ∈ [0, 1]:
WLx = {w : ∀nPn(w) ≤ x} (2)Nieh Lx = WinE(G,WLx), tzn. zbiór pozyji, w któryh istnieje strategiawygrywaj¡a dla Ewy w grze rozpozynaj¡ej si� w v.Lemat 5.5 Dla x < 1/2, w Lx Ewa ma pozyyjn¡ strategi� wygrywaj¡¡ z

(G,WF (A)).Dowód tego lematu wykorzystuje aren� (Gx,WP1) (WP1 jest warunkiemparzysto±i nad C = {0, 1}), gdzie PosxX = PosX × R for X ∈ {A, E}.Korzystamy z powy»szego lematu oraz Lematu 3.2. Nale»y jeszze udowod-ni¢, »e je±li Lx jest pusty dla ka»dego x < 1/2, to Adam ma wsz�dzie strategi�wygrywaj¡¡.Wniosek 5.6 Nieh A = f−1({x ∈ R : x < 0}) dla pewnej funkji a�niznej
f : C → R. Wówzas warunek WF (A) jest póªpozyyjny.9



5.5 PodsumowaniePoni»sza tabela podsumowuje nasz¡ wiedz� na temat wkl�sªo±i i póªpozyyjnejdeterminaji warunków geometryznyh.Nr A warunek wkl�sªo±¢ sk. póªp. niesk.0 trywialny WF
′(A) or WF(A) tak tak tak1 nie ko-wypukªy WF
′(A) or WF(A) nie nie nie2 ko-wypukªy WF

′(A) tak tak nie3 ko-wypukªy, nie otwarty WF (A) nie tak? nie4 ko-wypukªy, otwarty WF (A) tylko sªaba tak? tak?5 [ 1
2
, 1] ⊂ [0, 1] WF (A) tylko sªaba tak tak6 Gry a automaty sko«zone6.1 De�nijaDe�nija 6.1 Deterministyznym automatem sko«zonym (DFA) nasªowah niesko«zonyh z warunkiem parzysto±i nazywamy krotk� A =

(Q, qI , δ, rank), gdzie Q jest sko«zonym zbiorem stanów, qI ∈ Q stanem poz¡t-kowym, rank : Q → {0, . . . , d}, i δ : Q × C → Q. Rozszerzamy de�nij� δ do
δ : Q × C∗ → Q przez δ(q, ǫ) = q, δ(q, wu) = δ(δ(q, w), u) dla w ∈ C∗, u ∈ C.Dla w ∈ Cω, nieh q0(w) = qI i qn+1(w) = δ(qn, wn+1) = δ(qI , w0 . . . wn+1).Mówimy, »e A akeptuje sªowo w ∈ Cω, wtw lim supn→∞ rank(qn(w)) jestparzysta. Zbiór wszystkih sªów akeptowanyh przez A nazywamy j�zykiemakeptowanym przez A.6.2 Automaty monotonizneW tej sekji pokazujemy jeszze jedn¡ klas� warunków póªpozyyjnyh, zde�-niowan¡ przy u»yiu automatu sko«zonego (na sªowah sko«zonyh).De�nija 6.2 Automatem monotoniznym A = (n, δ) nad alfabetem Cnazywamy deterministyzny automat sko«zony (na sªowah sko«zonyh), wktórym

• zbiorem stanów jest Q = {0, . . . , n};
• stanem poz¡tkowym jest 0, a akeptuj¡ym n;
• funkja przej±ia δ : Q×C → Q dla ustalonej warto±i drugiej wspóªrz�d-nej jest niemalej¡a, tzn. je±li q ≤ q′ to δ(q, c) ≤ δ(q′, c).Funkj� przej±ia δ rozszerzamy do C∗ tak samo, jak w de�niji 6.1 (rozsze-rzona funkja δ jest równie» niemalej¡a). Nieh LA oznaza j�zyk akeptowanyprzez A, tzn. zbiór sªów w ∈ C∗, dla któryh δ(0, w) = n.10



Przykªad 6.3 Nieh C = {a,b, c}. Istniej¡ automaty monotonizne akeptu-j¡e j�zyki C∗
a

nC∗, C∗
a

n−1
bC∗, C∗

ba
n−1C∗, a nie istniej¡ automaty akep-tuj¡e j�zyki C∗

a
2
b

2C∗, C∗
babC∗, C∗

bacC∗.De�nija 6.4 Warunkiem monotoniznym nazywamy warunek zwyi�stwa
WM A = Cω − Lω

A dla pewnego automatu A.Twierdzenie 6.5 Warunki monotonizne s¡ póªpozyyjne.Dowód Dowód jest oparty na nast�puj¡ym pomy±le. Nieh (G, W ) b�dzienasz¡ gr¡. Konstruujemy now¡ gr� (G′, W ′), gdzie Pos′ = Pos×Q; druga wspóª-rz�dna pozyji w nowej arenie oznaza obeny stan automatu sprawdzaj¡ego,zy automat A zaakeptowaª sªowo. Mo»na to zrobi¢ w ten sposób, »e otrzyma-na gra jest gr¡ parzysto±i. Im wi�ksza warto±¢ q w nazwie pozyji (v, q), tymtrudniej dla Ewy; je±li dla danego v istnieje q takie, »e Ewa ma strategi� wy-grywaj¡¡ z (v, q), to Ewa ma te» strategi� wygrywaj¡¡ z v w oryginalnej grze� polega ona na tym, »e Ewa zawsze zahowuje si� tak, jakby byªa w najgor-szej mo»liwej sytuaji, zyli w pozyji v′ gra analogiznie do ruhu wybieranegoprzez jej strategi� w grze (G′, W ′) z (v′, q′), gdzie q′ jest najwi�kszym stanem,z którego jeszze mo»e wygra¢. Je±li w grze (G′, W ′) nie ma pozyji, z którejEwa ma strategi� wygrywaj¡¡, to mo»na pokaza¢, »e w grze (G, W ) równie»Adam wsz�dzie ma strategi� wygrywaj¡¡. Póªpozyyjna determinaja wynikaz lematu 3.2.Stwierdzenie 6.6 Warunki monotonizne s¡ sªabo wkl�sªe i zamkni�te na su-m� sko«zon¡.6.3 Upraszzanie ±wiadkówTwierdzenie 6.7 Nieh W b�dzie ω-reularnym warunkiem zwyi�stwa. Je±li Wnie jest sko«zenie póªpozyyjny, to istnieje arena-±wiadek (tzn. taka, »e Ewa mastrategi� wygrywaj¡¡, ale nie ma pozyyjnej strategii wygrywaj¡ej), w którejjest tylko jedna pozyja Ewy, i tylko 2 ruhy z tej pozyji. (Ruhów i pozyjiAdama mo»e by¢ dowolnie wiele.)Dowód Nieh G b�dzie aren¡. Dowód przebiega przez stworzenie aren
G0 = (PosA × Q, PosE × Q, Mov0) i G1 = (PosA × Q, PosE × Q, Mov1) w tensposób, »e gry (G, W ), (G0, W ) i (G1,WPd) s¡ równowa»ne w tym sensie, »eka»da rozgrywka w jednej z nih mo»e by¢ zinterpretowana jako rozgrywka winnej (z tym samym zwyi�z¡). Wiemy, »e w grze parzysto±i Ewa ma strate-gi� wygrywaj¡¡ pozyyjn¡, zyli ma j¡ te» w G1. Znajdujemy tak¡ pozyyjn¡strategi� wygrywaj¡¡, która (interpretowana jako strategia w G0) zale»y odprzeszªo±i w minimalnym zbiorze pozyji. Nieh v0 b�dzie jedn¡ z tyh pozyji.Nast�pnie z G1 tworzymy now¡ aren� G2, w której sklejamy pozyje pohodz¡-e od G2, a z pozostaªyh pozyji wyrzuamy nieu»ywane ruhy (i oddajemy jeAdamowi). Otrzymana arena musi speªnia¢ zadane warunki.11



Nast�pnie, przez sklejanie doprowadzamy nasz¡ aren� z jedn¡ pozyj¡ Ewydo takiej, w której ma ona tylko 2 ruhy do wyboru.6.4 Rozstrzygalno±¢Twierdzenie 6.8 Nieh W b�dzie ω-regularnym parzysto±i, akeptowanym przezDFA z warunkiem parzysto±i
A = (Q, qI , δ, rank : Q → {0 . . . d}),gdzie |Q| = n. Wówzas sko«zona póªpozyyjna determinaja W jest rozstrzy-galna w zasie nO(n2).Dowód Wystarzy sprawdzi¢ wszystkie mo»liwe areny-±wiadków zgodnez tez¡ Twierdzenia 6.7. Mimo, »e to Twierdzenie nie nakªada ogranizenia naruhy i pozyje Adama, mo»liwo±i w �stre�e� Adama daj¡ si� ogranizy¢ przezlizb� sko«zon¡.Stwierdzenie 6.9 Nieh G b�dzie aren¡ z n pozyjami, a W póªpozyyjnym j�-zykiem ω-regularnym, okre±lonym przez automat o s stanah i d rangah. Wów-zas zbiory zwyi�skie w grze (G, W ) mo»na znale¹¢ w zasie O((ns)d/2), apozyyjn¡ strategi� Ewy w zasie O((ns)d/2t), gdzie t =

∑
v∈PosE

log |vMov|,gdzie |vMov| jest lizb¡ ruhów wyhodz¡yh z v.6.5 ω-regularne warunki wkl�sªeStwierdzenie 6.10 Zaªó»my, »e warunek W jest zadany przez DFA na sªo-wah niesko«zonyh z warunkiem parzysto±i o s stanah i d rangah. Wów-zas istnieje algorytm sprawdzaj¡y, zy W jest wkl�sªy (albo wypukªy) w zasie
O(s6d3|C|).7 Sumy warunków póªpozyyjnyhW Twierdzeniu 3.4 pokazali±my, »e suma warunku póªpozyyjnego i warunkuBühi jest warunkiem póªpozyyjnym. Suma dowolnej rodziny warunków wkl�-sªyh jest wkl�sªa, a zatem tak»e póªpozyyjna. Suma sko«zonej rodziny wa-runków monotoniznyh jest monotonizna, a zatem tak»e monotonizna. Faktyte prowadz¡ do nast�puj¡ej hipotezy.Hipoteza 7.1 Nieh W b�dzie (sko«zon¡, przelizaln¡, . . . ) rodzin¡ (sko«-zenie) póªpozyyjnyh warunków zwyi�stwa. Wówzas ⋃

W jest (sko«zenie)póªpozyyjnym warunkiem zwyi�stwa.Hipotezy tej nie udaªo si� rozstrzygn¡¢ w przypadku sum sko«zonyh iprzelizalnyh. 12



7.1 Sumy nieprzelizalneTwierdzenie 7.2 Istnieje rodzina 2ω warunków Bühi, któryh suma nie jestpóªpozyyjna.Istnieje rodzina 2ω warunków o-Bühi, któryh suma nie jest póªpozyyjna.7.2 Warunki pozyyjno/zawieszalneDe�nija 7.3 Zawieszaln¡ strategi¡ wygrywaj¡¡ dla graza X nazywa-my par� (s, Σ), gdzie s : PlayX → Mov jest strategi¡, a Σ ⊆ PlayF zbioremtakim, »e:
• s jest okreslone dla ka»dej rozgrywki sko«zonej π takiej, »e target(π) ∈

PosX ∩ WinX , gdzie WinX jest zbiorem wygrywaj¡ym X;
• ka»da niesko«zona rozgrywka π zgodna z s od pewnego momentu t mapre�k sπ' dªu»szy ni» t taki, »e π′ ∈ Σ i target(π′) ∈ WinX ;
• Ka»da niesko«zona rozgrywka π maj¡a niesko«zenie wiele pre�ksów w

Σ jest zwyi�ska dla X.Intuiyjnie, je±li w pewnym momenie X zdeyduje si� gra¢ zgodnie ze stra-tegi¡ s, to rozgrywka w pewnym momenie osi¡gnie element zbioru Σ; Σ jestzbiorem momentów, w któryh X mo»e tymzasowo zawiesi¢ u»ytwanie stra-tegii s i wrói¢ do niej pó¹niej bez ryzyka zepsuia swojego zwyi�stwa, podwarunkiem, »e rozgrywka nie opu±iªa zbioru zwyi�skiego graza X . Strategiazawieszalna jest strategi¡ wygrywaj¡¡.De�nija 7.4 Warunek zwyi�stwa W jest pozyyjno/zawieszalny, je±li dlaka»dej areny G w grze (G, W ) Ewa ma pozyyjn¡ strategi� wygrywaj¡¡ ze swo-jego zbioru zwyi�skiego WinE, Adam ma zawieszaln¡ strategi� wygrywaj¡¡ zeswojego zbioru WinA, i WinE ∪ WinA = Pos.Spo±ród omawianyh w pray warunków póªpozyyjnyh wiele jest w rze-zywisto±i pozyyjno-zawieszalnyh.Przykªad 7.5 Warunek o-Bühi WB
′
S jest pozyyjno/zawieszalny.Twierdzenie 7.6 Nieh C = [0, 1], A = [0, 1/2). Warunek WF (A) = {w :

lim sup Pn(w) < 1/2} z Tw 5.6 jest pozyyjno/zawieszalny.Twierdzenie 7.7 Warunki monotonizne (Tw 6.5) s¡ pozyyjno/zawieszalne.Twierdzenie 7.8 Suma przelizalnie wielu warunków pozyyjno/zawieszalnyhjest równie» pozyyjno/zawieszalna.
13



7.3 XPS: rozszerzona klasa warunków pozyyjno/zawieszalnyhPoni»sza klasa warunków póªpozyyjnyh uogólnia warunki Rabina i pozyyj-no/zawieszalne. Nale»¡ do niej wszystkie konkretne warunki póªpozyyjne wy-mienione w tej pray.De�nija 7.9 Rozszerzona klasa warunków pozyyjno/zawieszalnyh (XPS)nad C to najmniejszy zbiór warunków zwyi�stwa zawieraj¡y wszystkie warunkiBühi i pozyyjno/zawieszalne, zamkni�ta na sko«zon¡ sum�, i zamkni�ta naprzei�ia z warunkami o-Bühi.Twierdzenie 7.10 Warunki w klasie XPS s¡ póªpozyyjne.Dowód jest uogólnieniem dowodu póªpozyyjnej determinaji warunków Ra-bina z [Gra04℄.7.4 �¡zenie warunków wkl�sªyh i monotoniznyhTwierdzenie 7.11 Nieh W1 ⊆ Cω b�dzie warunkiem wkl�sªym, a A automa-tem monotoniznym. Wówzas suma W = W1 ∪ WM A jest warunkiem póªpo-zyyjnym.Zarówno warunki wkl�sªe, jak i monotonizne s¡ zamkni�te na sumy sko«-zone; otrzymujemy zatem, »e Hipoteza 7.1 jest prawdziwa dla klasy warunkówzamkni�tej na sumy sko«zone i zawieraj¡ej wszystkie warunki monotoniznei wkl�sªe.Dowód Analogizny do dowodu Twierdzenia 4.4.8 Poza strategiami pozyyjnymiJe±li niemo»liwe jest wygranie gry przy u»yiu strategii pozyyjnej, mo»e si� zda-rzy¢, »e jest to mo»liwe przy u»yiu strategii maj¡ej sªabsz¡ wªasno±¢. W tymrozdziale pokazujemy dwa rodzaje takih strategii: strategie z (maª¡) pami�i¡i strategie uparte.8.1 Strategie z pami�i¡De�nija 8.1 Pami�i¡ dla gry (G, W ) jest para M = (M, µ), gdzie M okre-±la mo»liwe stany pami�i, a µ : M × Mov → M jest funkj¡ aktualizajipami�i. Rozszerzamy µ w zwyzajowy sposób do µ : M × Mov∗ → M .Strategia z pami�i¡ M jest funkj¡ ŝ : PosX × M → Mov. Mówimy,»e ŝ jest wygrywaj¡a z pozyji v i poz¡tkowego stanu pami�i m wtwstrategia ŝm speªniaj¡a ŝm(π) = ŝ(target(π), µ(m, π)) jest wygrywaj¡a z v.Mówimy, »e ŝ jest wygrywaj¡a z pozyji v wtw jest wygrywaj¡a z ka»degopoz¡tkowego stanu pami�i m ∈ M . 14



Ta de�nija ró»ni si� troh� od standardowej de�niji z literatury, w którejpoz¡tkowy stan pami�i jest okre±lony w strukturze pami�i.De�nija 8.2 Dla warunku zwyi�stwa W i graza X, nieh mmX(W ) b�dzienajmniejszym n takim, »e dla ka»dej areny G graz X mo»e wygra¢ w WinX(G)u»ywaj¡ strategii z pami�i¡ moy o najwy»ej n.8.2 Pami�¢ hromatyznaDe�nija 8.3 Pami�¢ M nazywamy hromatyzn¡ je±li zale»y jedynie od ko-lorów ruhów, tzn. istnieje funkja µ̂ : M × C → M taka, »e µ(m, p) = m gdy
rank(p) = ǫ, i µ(m, p) = µ̂(m, rank(p)) w przeiwnym przypadku.Strategi¡ z pami�i¡ hromatyzn¡ (M, µ̂) nazywamy strategi� z pami�-i¡ (M, µ), gdzie µ jest pami�i¡ hromatyzn¡ zadan¡ przez µ̂.Stwierdzenie 8.4 Nieh W b�dzie ω-regularnym warunkiem zwyi�stwa rozpo-znawanym przez silnie spójny DFA z warunkiem parzysto±i A = (Q, qI , δ, rank).Wówzas obaj graze maj¡ w swoih zbiorah wygrywaj¡yh strategie z pami�i¡hromatyzn¡ M = (Q, δ).Stwierdzenie 8.5 Nieh W = WM A b�dzie warunkiem monotoniznym, dla
A = (n, δ). Wówzas Adam ma w swoim zbiorze wygrywaj¡ym strategi� wy-grywaj¡¡ z pami�i¡ hromatyzn¡ M = ({0, . . . , n − 1}, µ̂), gdzie µ̂(k, c) =
δ(k, c) mod n.De�nija 8.6 Dla warunku zwyi�stwa W i graza X, nieh mmχ

X(W ) b�dzienajmniejszym n, dla którego dla ka»dej areny G X mo»e wygra¢ z WinX(G)u»ywaj¡ strategii z pami�i¡ hromatyzn¡ rozmiaru n.Stwierdzenie 8.7 Nieh W b�dzie warunkiem zwyi�stwa takim, »e mmχ
X(W ) =

n. Wówzas istnieje pami�¢ hromatyzna MW rozmiaru n taka, »e dla ka»dejareny G i pozyji poz¡tkowej v0 w G X wygrywa w WinX(G) u»ywaj¡ MW .Stwierdzenie 8.8 Nieh W b�dzie warunkiem zwyi�stwa nad C, aM = (M, µ̂)pami�i¡ hromatyzn¡.Nieh W ×M b�dzie nast�puj¡ym warunkiem mzwyi�stwa nad C × M :
(c0, m0)(c1, m1)(c2, m2) . . . ∈ W ×Mwtw zahodz¡ nast�puj¡e dwa warunki: c0c1c2 . . . ∈ W, i, dla prawie wszystkih

k, µ̂(mk, ck) = mk+1.Wówzas Ewa ma strategi� wygrywaj¡¡ u»ywaj¡¡ pami�i M dla ka»dejA-areny wtedy i tylko wtedy, gdy W ×M jest warunkiem póªpozyyjnym.Stwierdzenie 8.9 Okre±lamy mmχ,A
E (W ) dokªadnie jak mmχ

E(W ) z t¡ ró»ni-¡, »e ogranizamy si� do A-aren. Wówzas, je±li zahodzi Hipoteza 7.1, to
mmχ,A

E (W1 ∪ W2) ≤ mmχ,A
E (W1)mmχ,A

E (W2).15



8.3 Wymagana pami�¢ hromatyznaDe�nija 8.10 Mówimy, »e arena G jest zgodna z pami�i¡ hromatyzn¡
M = (M, µ̂) wtw istnieje funkja φ : Pos → M taka, »e dla ka»dego ruhu
v

c
→ w w G mamy φ(w) = µ̂(φ(v), c).Twierdzenie 8.11 Nieh W b�dzie ω-regularnym warunkiem zwyi�stwa, a Mb�dzie pami�i¡ hromatyzn¡. Aren¡-±wiadkiem nazywamy aren� G, dla któ-rej w grze (G, W ) z pewnej pozyji vI Ewa ma strategi� wygrywaj¡¡, ale niestrategi� wygrywaj¡¡ z pami�i¡ M. Je±li istnieje arena-±wiadek, to istniejearena-±wiadek G taka, »e G jest zgodna z M, i Ewa ma tylko jedn¡ pozyj� w

G, z której wyhodz¡ tylko 2 ruhy.Dowód Nieh G0 b�dzie aren¡-±wiadkiem. Najpierw konstruujemy aren�-±wiadka G1 zgodn¡ zM. Nast�pnie upraszzamy j¡ tak samo, jak w Twierdzeniu6.7. Ta konstrukja zahowuje wªasno±¢ zgodno±i.Twierdzenie 8.12 Nieh W b�dzie warunkiem zwyi�stwa akeptowanym przezDFA z warunkiem parzysto±i. Wówzas mmχ
E(A) jest oblizalny w zasie poje-dynzo wykªadnizym.Dowód Sprawdzamy wszystkie pami�i hromatyzne a» do rozmiaru |Q|,a» znajdziemy tak¡, która dziaªa.8.4 Pami�¢ hromatyzna a haotyznaPowy»sze wªasno±i dotyzyªy ogranize« na pami�¢ hromatyzn¡. Nasuwa si�pytanie, zy o± traimy na tym, »e rozwa»amy tylko takie pami�i? Czy da-ªoby si� zmniejszy¢ ilo±¢ potrzebnej pami�i, gdyby±my mogli u»ywa¢ dowolnejpami�i; innymi sªowy, zy mmχ

X(W ) = mmX(W )?Mamy kilka przykªadów, dla któryh równo±¢ zahodzi, azkolwiek nie jestona trywialna do udowodnienia.Stwierdzenie 8.13 Dla warunku zwyi�stwa WR = Cω − (C∗an)ω nad C =
{a,b} mamy mmA(WR) = mmχ

A(WR) = n.Stwierdzenie 8.14 Nieh C = {a,b, c}. Nieh Wab = Wa ∩ Wb, gdzie
Wa = Cω − (C∗(ab∗)A)ω i Wb = Cω − (C∗(ba

∗)B)ω.Wówzas mmA(Wab) = mmχ
A(Wab) = AB.
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8.5 Strategie uparteStrategie pozyyjne zawsze u»ywaj¡ tego samego ruhu w tej samej pozyji. Taksamo jest ze strategiami upartymi � je±li pozyja Ewy jest odwiedzana wielerazy podzas rozgrywki, to zawsze u»ywa ona tego samego ruhu. Jednak maj¡one przewag� nad strategiami pozyyjnymi. Strategia pozyyjna jest �zapisana�przed gr¡, zyli Adam mo»e przewidzie¢ przyszªe ruhy Ewy i dostosowa¢ swoj¡strategi� do nih. W przypadku strategii upartyh jest inazej � Ewa mo»e uda-wa¢, »e u»ywa strategi� pozyyjn¡, u»ywaj¡ zawsze tego samego ruhu w danejpozyji, hoia» w rzezywisto±i ruh ten wybraªa dopiero w zasie pierwszejwizyty w tej pozyji. Strategie uparte zostaªy wprowadzone w [MT02℄.De�nija 8.15 Strategia wygrywaj¡a s jest uparta wtw s(π1) jest równe s(π1π2)wtw target(π1) = target(π1π2).De�nija 8.16 Warunek zwyi�stwa W nazywamy póªupartym wtw gdy dlaka»dej areny i ka»dej pozyji poz¡tkowej albo Ewa ma upart¡ strategi� wygry-waj¡¡, albo Adam ma strategi� wygrywaj¡¡.Gdy ogranizamy klas� dozwolonyh aren, dodajemy �sko«zenie� (dla arensko«zonyh) albo �A-�, �B-�, �C-� (odpowiednio dla A-aren, B-aren, C-aren,sekja 2.5).Istniej¡ przykªady warunków B-póªupartyh, które nie s¡ A-póªpozyyjne.Nie znamy przykªadu warunku C-póªupartego, który by nie byª C-póªpozyyjny.Twierdzenie 8.17 Nieh D b�dzie jednym z typów determinaji z powy»szejde�niji. Nieh W b�dzie warunkiem zwyi�stwa. Nieh G b�dzie D-aren¡ tak¡,»e (G, W ) jest D-zdeterminowany. Nieh s b�dzie D-strategi¡ Ewy wygrywaj¡¡ z
u. Zaªó»my, »e istnieje rozgrywka z u zgodna z s, gdzie w pozyji v ∈ PosE u»ywaruhu p. Nieh G′ b�dzie aren¡ powstaª¡ z G przez usuni�ie pozostaªyh ruhówz v. Wówzas (G′, W ) jest równie» D-zdeterminowany, i zbiory wygrywaj¡e w
G i G′ s¡ jednakowe.Wniosek 8.18 Warunek zwyi�stwa jest sko«zenie póªuparty wtw jest sko«-zenie póªpozyyjny.Twierdzenie 8.19 Nieh D b�dzie jednym z typów determinaji wprowadzo-nyh w tej sekji, lub ih typów dualnyh. Je±li W jest D-zdeterminowany, to
W ∪ WBS równie».9 Zako«zenieW ramah zako«zenia przedstawiamy najiekawsze problemy otwarte zwi¡zanez naszymi wynikami.
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Zamkni�ie na sum� Chieliby±my wiedzie¢ wi�ej o wªasno±iah domkni�-ia klasy warunków póªpozyyjnyh. W szzególno±i, pytamy si� o wªasno±¢domkni�ia na sum� (sko«zon¡ lub przelizaln¡) � hipoteza 7.1. Wiadomo,»e nie ma wªasno±i domkni�ia na sum� nieprzelizaln¡. W wielu przypadkahwiadomo, »e sumy warunków póªpozyyjnyh rzezywi±ie s¡ póªpozyyjne. Wszzególno±i wªasno±¢ tak¡ maj¡ wszystkie warunki z klasy XPS. Wszystkieskonstruowane tutaj konkretne póªpozyyjne warunki zwyi�stwa s¡ w klasiexPS, tak»e jest mo»liwe, »e klasa ta zawiera wszystkie powody, dla któryhwarunek zwyi�stwa mo»e by¢ póªpozyyjny.Warunki ω-regularne Pokazali±my, »e sko«zona póªpozyyjna determina-ja warunku ω-regularnego jest rozstrzygalna (Twierdzenie 6.8). Co z niesko«-zon¡? W tym przypadku nie mamy algorytmu o udowodnionej poprawno±i;jest mo»liwe, »e sko«zenie póªpozyyjny warunek ω-regularny jest póªpozy-yjny, ale nie mamy na to dowodu. Algorytm podany w Twierdzeniu 6.8 jestwykªadnizy; jest mo»liwe, »e istnieje prostsza harakteryzaja, któr¡ si� dajesprawdzi¢ w krótszym zasie.Typy aren Czy warunek zwyi�stwa B-póªpozyyjny musi by¢ C-póªpozyyjny?Innymi sªowy, zy dopuszzenie kraw�dzi bez koloru zmniejsza klas� warunkówpóªpozyyjnyh?Pami�¢ hromatyzna Czy dla ka»dego warunku zwyi�stwa W zahodzi
mmχ

X(W ) = mmX(W )?Warunki geometryzne Wyniki Sekji 5 nie s¡ peªne. Nie dla wszystkihzbiorów A wiemy, zy warunek WF (A) jest (sko«zenie) póªpozyyjny.Rozszerzenia Mo»na próbowa¢ uogólnia¢ nasze wyniki. Zamiast warunkówzwyi�stwa mo»emy rozwa»a¢ funkje wypªaty, które zwyi�stwo okre±laj¡ ja-ko±iowo (np. lizb¡ rzezywist¡) zamiast binarnie (Adam lub Ewa wygrywa).Mo»emy osªabi¢ nasze zaªo»enie o niezale»no±i warunku zwyi�stwa od pre�ksu.W pray skonentrowali±my si� na wszystkih arenah lub na arenah sko«zo-nyh; mo»na rozwa»a¢ te» inne klasy, np. przydaªoby si� wi�ej bada« na tematA-aren (kolorowanyh w wierzhoªkah). Innym mo»liwym uogólnieniem s¡ grystohastyzne, w któryh w niektóryh pozyjah ruh zale»y od przypadku, agrazy interesuje wygranie z jak najwi�kszym prawdopodobie«stwem.Literatura[BSW03℄ A. Bouquet, O. Serre, I. Walukiewiz, Pushdown games with unboun-dedness and regular onditions, Pro. of FSTTCS'03, LCNS, volume 2914,pages 88-99, 2003. 18
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