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1 Wprowadzenie

Teoria gier nieskoriczonych jest wazna dla informatyki ze wzgledu na jej poten-
cjalne zastosowanie w weryfikacji systemow interakcyjnych. W tym zastosowaniu
system i §rodowisko modelujemy jako graczy w grze nieskoniczonej rozgrywanej
na grafie (zwanym arenq), ktérego wierzchotki reprezentuja mozliwe stany sys-
temu. Gracze (tutaj zwani Ewg i Adamem) decyduja, ktora krawedz (przejscie
do innego stanu, czyli ruch) wybraé¢; kazdy ruch ma okreslony kolor. Pozadane
zachowanie systemu jest wyrazane jako warunek zwyciestwa gry — zwyciezca
zalezy od ciggu koloréw, ktéry wystapit podczas nieskoniczonej rozgrywki. Jesli
istnieje strategia wygrywajaca, to implementujacy ja system bedzie zachowywat
sie zgodnie z naszymi wymaganiami. Strategie pozycyjne takie, ktore zaleza
tylko od pozycji, a nie od historii rozgrywki sa szczegOlnie interesujace ze
wzgledu na ich dobre wlasnosci algorytmiczne mogace prowadzi¢ do efektywnej
implementacji. Wéréd najczesciej uzywanych warunkéw zwyciestwa sg warunki
parzystodci, majace wlasno$é¢ pozycyjnej determinacji dla obu graczy ([Mos91],
[EJ91], [McN93|).

Gry nieskonczone sa mocno zwiazane z teorig automatow. Warunek parzy-
stodci jest bardzo waznym pojeciem w obu dziedzinach. Na przyktad, pozycyjna
determinacja gier parzystosci jest uzywana w nowoczesnych dowodach twierdze-
nia Rabina o dopelnieniu dla automatéw skoniczonych na drzewach nieskonczo-
nych z warunkiem akceptacji parzystosci.

Nie zawsze jednak mozliwe jest wyrazenie pozadanego zachowania systemu
jako warunku parzystosci. Interesuje nas, jakie wtasno$ci musi spetnia¢ warunek
zwyciestwa, by byt pozycyjnie zdeterminowany, tzn. by zwyciezca miat strategie
pozycyjne niezaleznie od areny. Ostatnio znaleziono kilka interesujacych charak-
teryzcacji takich warunkow zwyciestwa (J[CNO6], [GZ04], [GZ05]).

Naszym celem jest znalezienie analogicznych charakteryzacjii wlasnosci (jak
np. wlasnodci domkniecia) dla warunkoéw pétpozycyjnych, czyli takich, ze w
kazdej grze 7z takim warunkiem zwyciestwa tylko jeden 7 graczy (na przyktad
my) musi mie¢ pozycyjna strategie wygrywajaca (o ile w ogble ma strategie
wygrywajaca). Jesli strategie wygrywajaca ma drugi gracz (Srodowisko), to moze
ona by¢ dowolna.



1.1 Przeglad

Badamy gry nieskoriczone, w ktorych jeden z graczy ma zawsze pozycyjng (bez-
pamieciowg) strategie wygrywajaca, podczas gdy drugi graczy moze uzywaé
strategii zaleznej od historii. Badamy warunki zwyciestwa gwarantujace taka
wlasnosé dla wszystkich aren, oraz dla wszystkich skonczonych aren. Pokazuje-
my warunki domkniecia tej klasy warunkéw zwyciestwa, prowadzace do klasy
XPS warunkéw potpozycyjnych, a takze znajdujemy wspélne powody dla kilku
znanych i nowych wynikéw dotyczacych pozycyjnej determinacji. Pokazujemy,
ze wtasnosé potpozycyjnej determinacji danego w-regularnego warunku zwycie-
stwa jest rozstrzygalna w czasie wykladniczym. Pokazujemy kilka nowych klas
warunkéw polpozycyjnych: warunki wkleste (dla aren skonczonych), monoto-
niczne i geometryczne (dla aren o dowolnej mocy).

2 Przygotowanie

2.1 Przyklad
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Powyzszy rysunek przedstawia arene na ktorej toczy sie gra. Kwadraty i
romby to pozycje; romby to pozycje Ewy, a kwadraty — pozycje Adama.

Na poczatku gry ktadziemy zeton w jednej z pozycji. Moze to byé¢ albo
pozycja Ewy, albo Adama. Wtasciciel wybiera jeden z dostepnej z tej pozycji
ruchow (krawedzie, oznaczone strzatkami) i przesuwa zeton do pozycji wskazanej
strzatka. Na przyktad, jesli zaczynamy w B, Ewa moze wybraé, czy chce sie
ruszy¢ do A (réwniez pozycja Ewy), czy do pozycji Adama C (tutaj Ewa moze
wybraé, czy chce uzyé ruchu oznaczonego liczba 2, czy 3). Wlasciciel nowej
pozycji wybiera nastepny ruch, i tak dalej.

Gra nigdy sie nie koniczy (to wlasnie oznacza nazwa gra nieskoriczona). Decy-
zje podjete przez obu graczy w trakcie nieskoriczonego czasu okreslaja nieskon-
czong rozgrywke. Zwyciezca jest okreslony przez warunek zwyciestwa (warunek
wygrywajacy), ktory okresla, kto wygrywa na podstawie ciggu koloréw (ety-
kiet — w naszym przypadku liczb) ruchéw, ktore zostaly uzyte podczas danej
rozgrywki.

W powyzszej grze jako warunku zwyciestwa mozemy uzy¢ warunku parzy-
stosci: Ewa wygrywa, jesli najwieksza liczba wystepujaca nieskoriczenie czesto
jest parzysta. W przeciwnym przypadku wygrywa Adam.




W tej grze strategie wygrywajaca ma Adam: w C Adam zawsze idzie do F;
Ewa idzie do E. W E, idziemy do D, a w D, idziemy do A. Ewa bedzie musiata
wrécié do A, skad Adam zawsze bedzie szedl do D. W ten sposéb (nie liczac
poczatkowej fazy gry) otrzymamy ciag kolorow 8, 9, 8, 9, ... 1 Adam wygra.

Ta strategia Adama ma nastepujaca wlasnosé: w kazdej pozycji decydujemy
sie zawsze na ten sam ruch, niezaleznie od tego, co dzialo sie wcezesniej w trakcie
rozgrywki. Strategie majace taka wtasnos$¢ nazywamy pozycyjnymi. Istnieja gry,
w ktorych istnieja pozycyjne strategie wygrywajace, a takze takie, w ktérych
wszystkie strategie wygrywajace sa niepozycyjne.

Przez gre potpozycyjnie zdeterminowang rozumiemy gre, w ktorej dla kazdej
pozycji poczatkowej albo Ewa ma pozycyjna strategie wygrywajaca, albo Adam
ma dowolng strategie wygrywrajaca.

2.2 Gry

Badamy antagonistyczne gry nieskoriczone z petna informacja.
Niech C bedzie pewnym zbiorem, nazywanym zbiorem koloréw.
Arena nad C nazywamy krotke G = (Posa, Posg, Mov), gdzie:

e Elementy Pos = Posg U Pos4 to pozycje; Posa i Posg to, odpowiednio,
(roztaczne) zbiory pozycji Adama i Ewy.

e Mov C PosxPosx (CU{e}); elementy Mov nazywamy ruchami. (v, vs, ¢)
to ruch z v; do vy 7 kolorem (etykieta) c. Stosujemy nastepujace oznacze-
nia: source((vy,va,¢)) = v1, target((v1,ve,c)) = ve, rank((v1,ve,¢)) = c.
Ruchy piszemy jako v; > v zamiast (vy,vs, c).

€ .
e kolor ruchu € oznacza stowo puste; ruch v — w nie ma koloru. Zaklada-
my, ze w arenie nie ma nieskoniczonych $ciezek sktadajacych sie jedynie z
ruchéw bezkolorowych.

Gra nazywamy pare (G, W), gdzie G jest arena, a W jest warunkiem zwy-
ciestwa. Warunkiem zwyciestwa W nad C nazywamy niezalezny od prefiksu
podzbior C¥, tzn. taki, 7e u € W <= cu € W dla kazdych ¢ € C,u € C*.
Poszczegblne warunki zwyciestwa nazywamy WA, WB, ....

Jak w przyktadzie powyzej, gra (G, W) toczy sie w nastepujacy sposéb. Roz-
grywka zaczyna sie w pewnej pozycji v1. Wlasciciel v1 (np. Ewa jesli v; € Posg)
wybiera jeden z ruchéow wychodzacych z vy, v1 <> vs. Jegli takiego ruchu nie
ma, to ten gracz przegrywa. Nastepny ruch jest wybierany przez wtasciciela vs;
oznaczmy go przez vy — vs. I tak dalej. Jesli ¢1cacs ... € W, to Ewa wygrywa,
w przeciwnym przypadku wygrywa Adam.

Rozgrywka w arenie G nazywamy Sciezke w grafie areny. Rozgrywka moze
byé skoriczona albo nieskoniczona. Zbior wszystkich rozgrywek nazywamy Play,
a Play_,Play,,Play 4, Play, C Play oznaczaja odpowiednio rozgrywki nie-
skoniczone, skonczone, skonczone konczace sie w pozycji Adama, i Ewy. Przez
source(m) i target(w) oznaczamy odpowiednio poczatkowa i koricowa pozycje
rozgrywki (oczywiscie, rozgrywki nieskoriczone nie maja pozycji koricowej).



2.3 Strategie

Strategia dla gracza X (tzn. X € {Eve, Adam}) nazywamy funkcje czesciowa
s : Playy — Mov. Intuicyjnie, s(m) dla 7 konczacego sie w Posy okresla, co X
powinien zrobi¢ w nastepnym ruchu.

Strategia s jest wygrywajaca (dla X) z pozycji v jesli kazda rozgrywka w
rozpoczynajaca sie w v zgodna z s jest zwycieska dla gracza X. Strategia jest
wygrywajaca z M C Pos wtw jest wygrywajaca z kazdej pozycji v € M.

Strategia s jest pozycyjna jesli s(m) zalezy tylko od target(mw).

Definicja 2.1 Dla gry (G, W) i gracza X, zbiorem zwycieskim (zbiorem wy-
grywajgcym) gracza X , Winy , nazywamy zbior pozycji, z ktérych X ma strategie
WYGrywajgcg.

2.4 Determinacja

Definicja 2.2 Gra jest zdeterminowana jesli dla kazdej pozycji v jeden z
graczy ma strategie wygrywajgcg z v, t.5. Wing U Wing = Pos.

Gra jest pozycyjnie zdeterminowana wtw dla kazdej pozycji jeden z gra-
czy ma pozycyjng strategie wygrywajgcg z tej pozycyi.

Gra jest polpozycyjnie zdeterminowana wiw dla kazdej pozycji albo Fwa
ma pozycyjng strategie wygrywajgcq z tej pozycji, albo Adam ma (dowolng) stra-
tegie wygrywajgcg z tej pozycyi.

Warunek zwyciestwa W jest zdeterminowany, pozycyjny, polpozycyj-
ny wiw dla kazdej areny G gra (G, W) jest odpowiednio zdeterminowana, pozy-
cyjnie zdeterminowana, potpozycyjnie zdeterminowana.

Warunek zwyciestwa W jest skoniczenie zdeterminowany, pozycyjny,
polpozycyjny witw dla kazdej skoficzonej areny G gra (G, W) jest odpowiednio
zdeterminowana, pozycyjnie zdeterminowana, pétpozycyjinie zdeterminowana.

Powy7ej zdefiniowalismy 6 klas warunkéw zwyciestwa. W rozprawie koncen-
trujemy sie na warunkach polpozycyjnie zdeterminowanych. Niektore z naszych
wynikéw jednak daja sie jednak sformutowaé¢ i udowodni¢ w bardzo podobny
sposob dla kazdej z powyzszych klas. Zeby unikna¢ powtarzania, wprowadzamy
nastepujace pojecie.

Definicja 2.3 Podstawowym typem areny jest klasa aren v zamknieta na
podareny.

Definicja 2.4 Podstawowy typ determinacji D = (ap,aa,7y) okreslajg
trzy parametry:

e ap klasa dopuszczalnych strategii Ewy (pozycyjne albo dowolne),
e (y klasa dopuszczalnych strategii Adama (pozycyjne albo dowolne),

° v podstawowy typ aren.



Mowimy, Ze strategia gracza X jest D-strategia witw jest w klasie ax. Mo-
wimy, ze arena jest D-arena, jesli jest w klasie v. Mowimy, ze gra (G, W) jest
D-zdeterminowana jesli dla kazdej pozycji poczgtkowej jeden z graczy ma D-
strategie. Mowimy, ze warunek zwyciestwa W jest D-zdeterminowany, jesli
dla kazdej D-areny G gra (G, W) jest D-zdeterminowana.

Bedziemy réwniez pracowaé z innymi klasami strategii niz dowolne i pozy-
cyjne (strategie zawieszalne, uparte, skoriczenie pamieciowe, itd.) — w takich
przypadkach bedziemy uzywaé jeszcze ogdlniejszej definicji typu determina-
cji.

2.5 Typy aren
W literaturze wystepuja trzy typy aren.

e c-areny (C), jak wyzej.

o Areny etykietowane na krawedziach (B). Ruchy z kolorem ¢ nie sa dozwo-
lone.

o Areny etykietowane w pozycjach (A). Wszystkie definicje sa analogiczne,
poza tym, ze kolory sa przypisane pozycjom, nie ruchom. Pozycje z kolo-
rem e roOwniez nie sa dozwolone.

Mozna pokazac, ze A-areny sa (w pewnym sensie) podzbiorem B-aren. Oczy-
wiscie, B-areny sa podzbiorem C-aren. Mozna pokazaé przyklady warunkéw,
ktore sa potpozycyjne, jesli ograniczymy sie do A-aren, ale nie sg takie na nie-
ktorych B-arenach. Nie wiadomo, czy istnieja warunki w analogiczny sposéb
rozrozniajace klasy B-aren i C-aren.

3 Podstawowe narzedzia

3.1 Naturalno$é typow determinacji

Nastepujace znane wlasnosci stosuja sie do strategii w grach z niezaleznymi od
prefiksu warunkami zwyciestwa.

Twierdzenie 3.1 Kazdy podstawowy typ determinacji ma nastepujgce wtasno-
Sci dla kazdej areny G, gracza X, i warunku zwyciestwa W :

o (wprzod) Jesli X ma D-strategie s wygrywajacq z M, to ma tez D-strategie
wygrywajgcg ze wszystkich pozycyi, ktore sq osiggane przez s w pewnej
rozgrywce rozpoczynajgcej sie w M.

o (w tyt) Jesli X ma D-strategic s wygrywajgcq z M, to ma tez D-strategie
s wygrywajgcq ze wszystkich pozycji, z ktorych ma strategie gwarantujgcg
dojscie do M.



e (globalizacja) Niech S bedzie zbiorem D-strategii dla X takich, ze kazda
s € S wygrywa z U(s) C Pos. Wowczas X ma D-strategie wygrywajgcq z

Uses U(s)-

e (wycinanie) Niech s bedzie D-strategiq wygrywajgce z M dla X, gdzie
M jest zamkniete na operacje ,2w przéd” i ,w tyt”. Niech G' bedzie grg
otrzymang przez usuniecie wszystkich pozycji z M. Jesli gracz Y (moze to
byé X albo przeciwnik) ma D-strategie wygrywajgeq z M’ w (G', W), to
ma tez D-strategie wygrywajgeg z M' w G.

3.2 Uzyteczny lemat

Lemat 3.2 Niech D bedzie podstawowym typem determinacji. Niech W C C¥
bedzie warunkiem zwyciestwa takim, zZe dla kazdej niepustej D-areny G nad C
istnieje niepusty podzbior M C Posq taki, ze w grze (G, W) jeden z graczy ma
D-strategie wygrywajgcg z M. (Réwnowaznie, dla kazdej niepustej D-areny G
istnieje pozycja v € Posg taka, zZe w grze (G, W) jeden z graczy ma D-strategie
wygrywajgeq z v.) Wowezas W jest D-zdeterminowany.

Tego lematu uzywamy w wielu sposréod dowodéw zawartych w rozprawie.

3.3 Warunki Biichi i co-Biichi

Definicja 3.3 Dla S C C, przez WBg oznaczamy zbior stéw nieskoriczonych
nad C takich, Ze elementy S wystepujg nieskoniczenie czesto, t.j. (C*S)¥. Takie
warunki zwyciestwa nazywamy warunkami Biichi. Dopetnienia warunkow Biichi,
WB's = C*(C — S)*, nazywamy warunkami co-Biichi.

Twierdzenie 3.4 Niech D bedzie podstawowym typem determinacji. Niech W C
C¥ bedzie warunkiem zwyciestwa, i S C C. Jesli W jest D-zdeterminowany, to
W U WBg rowniez.

Dualnie, jesli W jest D-zdeterminowany, to W N WB's réwniez.

3.4 Warunek parzystosci

Warunkiem parzystosci rzedu n nazywamy nastepujacy warunek zwyciestwa

nad zbiorem C' = {0,1,...,n}:

WP,, = {w € C¥ : limsup w; is even}. (1)
17— 00
Jest to jeden z najwazniejszych, klasycznych, warunkéw zwyciestwa. Istnieje
wiele dowodéw jego pozycyjnej determinacji. Twierdzenie 3.4 daje jeszcze jeden:
zaczynamy od warunku W = @ (ktory jest pozycyjny) i stosujemy Twierdzenie
3.4 1 jego twierdzenie dualne n razy.

Twierdzenie 3.5 Niech W C C¥ bedzie warunkiem zwyciestwa. Nastepujgce
warunki sg rownowazne:



1. W =h=Y(WP,,) dla pewnego h : C — {0,1,...,n};
2. W jest pozycyjnie zdeterminowany;

3. (G, W) is pozycyjnie zdeterminowany dla wszystkich aren G dla C dla
ktorych Posg = () albo Posa = 0;

b WECW i (CF —Wy)® CC% ~W, gdzie Wy = {u € CH|u® € W}.

Rownowaznosé (1) i (2) zostata pokazana w [CN06] (przy uzyciu warunku
(4)). W przypadku aren skoniczonych zachodzi réwnowaznosé warunkow (2) i
(3) [GZ05].

4 WkKkleste warunki zwyciestwa

4.1 Definicja

Definicja 4.1 Stowo w € C* U C¥ jest kombinacja (shuffle) stow wy i wo
wtedy i tylko wtedy, gdy dla pewnego ciggu stow (u,,), u, € C*,

o w =[] cnur = uouruzuzusUsUCUTUS - . .,
® Wy = erN U2k+1 = UIU3USUT - . -,
® Wy = HkEN U2k = UoULUALUE - - ..

Definicja 4.2 Warunek zwyciestwa W jest wypukly jesli jako podzbior C“
jest zamkniety na kombinacje, 1 wklesty jesli jego dopetnienie jest wypukte.

Przyklad 4.3 Warunki parzystosci sq i wkleste, i wypukte.
Dalsze przyktady w Sekcji 5 ponizej.

4.2 Polpozycyjna determinacja
Twierdzenie 4.4 Wkleste warunki zwyciestwa sq potpozycyjne.

Dowdd przez indukeje po [Mov| jest oparty na nastepujacym pomysle. Niech
v bedzie pozycja Ewy, z ktérej wychodza ruchy py, po, . ... Zalézmy, ze Ewa nie
moze wygra¢, uzywajac tylko jednego z tych ruchéw. Woéwczas, skoro warunek
zwyciestwa jest wklesty, nie moze ona réwniez wygra¢ uzywajac réznych ruchow
— dlatego, ze wowczas rozgrywka bytaby kombinacja podrozgrywek, ktore sie
pojawiaja po kazdym z ruchéw pi,ps,... (a Adam moze wygrac¢ kazda z tych
podrozgrywek, stosujac odpowiednia strategie).

Twierdzenie to daje jeszcze jeden dowod skonczonej pozycyjnej determinacji
gier parzystosci, a takze skonczonej pozycyjnej determinacji gier » warunkiem
Rabina (zapisujacego sie jako suma rodziny warunkéw parzystosci, z ktorych
dla kazdego koloru ¢ € C' kazdy moze uzywa¢ innej wartosci rangi dla c).

W ogoélnoscei z wklestosci nie wynika poétpozycyjna determinacja na arenach
nieskoniczonych. Ponadto, z poipozycyjnej determinacji (nawet nieskoriczonej)
nie wynika wklestos¢.



4.3 Ostlabianie wklesto$ci

W [GZ04] zostal otrzymany wynik analogiczny do Twierdzenia 4.4 w przypad-
ku petnej pozycyjnej determinacji. Przedstawimy go przy uzyciu nastepujacej
definicji:

Definicja 4.5 Warunek zwyciestwa W jest stabo wypukly wtw dla kazdego
ciggu stow (uy,), u, € C*, jesli

1. wjugusuy ... € W,
2. usugugug ... € W,
3. (*) Vi (U,z)w ew,

to uruouszuy ... € W.
Warunek zwyciestwa W jest stabo wklesty wiw jego dopetnienie jest stabo
wkleste.

Twierdzenie 1 z [GZ04] mowi, ze warunki stabo wkleste i stabo wypukle (a
wiladciwie ich ,,jakosciowe” uogolnienie, funkcje wyplaty fairly mizing) sa pozy-
cyjne. Niestety, staba wklestos¢ nie wystarcza do potpozycyjnej determinacji.

5 Warunki geometryczne

5.1 Definicja
Niech C' = [0, 1]%, gdzie [0, 1] jest przedziatem liczb rzeczywistych. Dla w € C+,

niech P(w) bedzie $rednim kolorem w, t.j., ﬁ Zlﬂl wg. Dla stowa w € C¥,
niech P, (w) = P(wy,) (w), bedzie n-literowym prefiksem w).

Niech A C C. Konstruujemy warunek zwyciestwa W w ten sposob, zeby
w € W jesli granica ciagu P,(w) nalezy do A. Poniewaz nie kazdy ciag ma
granice, musimy takze zdefiniowaé¢ zwyciezce dla pozostatych ciagdw.

Niech WF(A) bedzie zbiorem w takich, ze kazdy punkt skupienia ciagu
P, (w) jest elementem A. Niech WF’'(A) bedzie zbiorem w takich, 7e co naj-
mniej jeden punkt skupienia P,(w) jest elementem A. Te definicje sa dualne:
WF'(A) = C¥ — WF(C — A).

Warunki geometryczne sa w pewnym sensie uogélnieniem gier z wyptatq
Srednig.

5.2 Warunki wkleste i wypukte

Twierdzenie 5.1 1. WF'(A) jest stabo wypukty wtw A jest domknietym wy-
puktym podzbiorem C.

2. WF'(A) jest wypukty wtw A jest trywialnym podzbiorem C (A = ) lub
A=C).



3. WF'(A) jest stabo wklesty wtw A jest ko-wypuktym podzbiorem C (tzn.
jego dopetnienie jest wypukte).

4. WF'(A) jest wklesty wtw A jest ko-wypuktym podzbiorem C.

Wtasnosci WF(A) sa dualne.

5.3 Pozycyjna determinacja

7 Twierdzen 5.11 4.4, jedli A jest ko-wypuktly, to WF'(A) jest wklesty, zatem jest
polpozycyjny. Jednak dla aren nieskoriczonych sytuacja przedstawia sie inacze;j.

Stwierdzenie 5.2 Jesli A jest nietrywialnym podzbiorem C, to WF'(A) nie
jest potpozycyjiny.

Stwierdzenie 5.3 Jesli A nie jest zbiorem otwartym, to WF(A) nie jest pot-
pozycyjny.

5.4 Prosty zbiér otwarty
Twierdzenie 5.4 Niech C =[0,1], A =1[0,1/2). Warunek

WF(A) = {w : limsup P, (w) < 1/2}
jest potpozycyiny.

Dowéd
Niech G = (Posy, Posg, Mov) bedzie arena. Rozwazmy nastepujacy (zalezny
od prefiksu) warunek zwyciestwa, dla kazdego x € [0, 1]:

WL, = {w : VY, P,(w) <z} (2)

Niech L, = Wing(G, WL,), tzn. zbior pozycji, w ktorych istnieje strategia
wygrywajaca dla Ewy w grze rozpoczynajacej sie w v.

Lemat 5.5 Dla © < 1/2, w L, Ewa ma pozycyjng strategie wygrywajgcq z
(G, WF(A)).

Dowdd tego lematu wykorzystuje arene (G*, WP;1) (WP, jest warunkiem
parzystosci nad C' = {0,1}), gdzie Pos% = Posx x R for X € {A, E}.

Korzystamy z powyzszego lematu oraz Lematu 3.2. Nalezy jeszcze udowod-
ni¢, ze jesli L, jest pusty dla kazdego x < 1/2, to Adam ma wszedzie strategie

wygrywajaca. [ |

Whiosek 5.6 Niech A = f~'({z € R: 2 < 0}) dla pewnej funkcji afinicznej
f:C — R. Wowczas warunek WF(A) jest pélpozycyjny.



5.5 Podsumowanie

Ponizsza tabela podsumowuje naszg wiedze na temat wklestosci i potpozycyjnej
determinacji warunkéw geometrycznych.

Nr A warunek wklestosé sk. polp.  niesk.
0 trywialny WE'(A) or WF(A) tak tak tak
1 nie ko-wypukly ~ WF'(A) or WF(A) nie nie nie
2 ko-wypuktly WF'(A) tak tak nie
3 | ko-wypuktly, nie otwarty WF(A) nie tak? nie
4 ko-wypukly, otwarty WF(A) tylko staba tak? tak?
5 (5,1 C[0,1] WF(A) tylko staba tak tak

6 Gry a automaty skonczone

6.1 Definicja

Definicja 6.1 Deterministycznym automatem skonczonym (DFA) na
slowach nieskoriczonych z warunkiem parzystosci nazywamy krotke A =
(Q, qr, , rank), gdzie Q jest skoriczonym zbiorem standw, q; € Q stanem poczgt-
kowym, rank : Q@ — {0,...,d}, i 6 : @ x C — Q. Rozszerzamy definicje 6 do
0:Q xC*" — Q przez §(q,€) = ¢,0(q,wu) = §(6(q,w),u) dla w e C*,u € C.
Dia w € C%, niech qo(w) = q1 @ qny1(w) = 0(gn, Wn41) = 6(qr, wo . . - Wny1)-
Mowimy, Ze A akceptuje stowo w € CY¥, wtw limsup,,_, . rank(g,(w)) jest
parzysta. Zbior wszystkich stow akceptowanych przez A nazywamy jezykiem
akceptowanym przez A.

6.2 Automaty monotoniczne

W tej sekcji pokazujemy jeszcze jedng klase warunkéw potpozycyjnych, zdefi-
niowang przy uzyciu automatu skonczonego (na stowach skoriczonych).

Definicja 6.2 Automatem monotonicznym A = (n,d) nad alfabetem C
nazywamy deterministyczny automat skoriczony (na stowach skoriczonych), w
ktorym

e zbiorem standw jest Q ={0,...,n};
o stanem poczgtkowym jest 0, a akceptujgcym n;

o funkcja przejscia 6 : Q x C' — Q dla ustalonej wartosci drugiej wspotrzed-
nej jest niemalejgca, tzn. jesli ¢ < q' to §(q,¢) < (¢, ¢).

Funkcje przejscia 0 rozszerzamy do C* tak samo, jak w definicji 6.1 (rozsze-
rzona funkcja § jest rowniez niemalejaca). Niech L4 oznacza jezyk akceptowany
przez A, tzn. zbior stow w € C*, dla ktorych §(0, w) = n.
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Przyklad 6.3 Niech C = {a,b,c}. Istniejg automaty monotoniczne akceptu-
jace jezyki C*a™C*, C*a™ 'bC*, C*ba"'C*, a nie istniejg automaty akcep-
tujgce jezyki C*a’b%C*, C*babC*, C*bacC*.

Definicja 6.4 Warunkiem monotonicznym nazywamy warunek zwyciestwa
WM 4 = C¥ — LY dla pewnego automatu A.

Twierdzenie 6.5 Warunki monotoniczne sq potpozycyjne.

Dowdéd Dowdd jest oparty na nastepujacym pomysle. Niech (G, W) bedzie
nasza gra. Konstruujemy nowa gre (G’, W'), gdzie Pos’ = Pos x Q; druga wspét-
rzedna pozycji w nowej arenie oznacza obecny stan automatu sprawdzajacego,
czy automat A zaakceptowal stowo. Mozna to zrobi¢ w ten sposob, ze otrzyma-
na gra jest gra parzystosci. Im wieksza warto$¢ ¢ w nazwie pozycji (v, q), tym
trudniej dla Ewy; jesli dla danego v istnieje ¢ takie, ze Ewa ma strategie wy-
grywajaca z (v, q), to Ewa ma tez strategie wygrywajaca z v w oryginalnej grze

polega ona na tym, ze Ewa zawsze zachowuje sie tak, jakby byla w najgor-
szej mozliwej sytuacji, czyli w pozycji v’ gra analogicznie do ruchu wybieranego
przez jej strategie w grze (G',W') 7 (v',¢’), gdzie ¢’ jest najwigkszym stanem,
z ktorego jeszcze moze wygraé. Jesli w grze (G',W') nie ma pozycji, z ktorej
Ewa ma strategie wygrywajaca, to mozna pokazaé¢, ze w grze (G, W) réwniez
Adam wszedzie ma strategie wygrywajaca. Polpozycyjna determinacja wynika
z lematu 3.2. [ |

Stwierdzenie 6.6 Warunki monotoniczne sq stabo wkleste i zamkniete na su-
me skoniczong.

6.3 Upraszczanie §wiadkow

Twierdzenie 6.7 Niech W bedzie w-reularnym warunkiem zwyciestwa. Jesli W
nie jest skoriczenie potpozycyjny, to istnieje arena-Swiadek (tzn. taka, ze Fwa ma
strategie wygrywajgcq, ale nie ma pozycyjnej strategii wygrywajgcej), w ktorej
jest tylko jedna pozycja Ewy, i tylko 2 ruchy z tej pozycji. (Ruchdéw i pozycji
Adama moze byé dowolnie wiele.)

Dowo6d  Niech G bedzie areng. Dowdd przebiega przez stworzenie aren
GO = (Poss x Q,Posg x Q,Mov") i G* = (Poss x Q,Posg x Q,Mov') w ten
sposob, ze gry (G, W), (Go, W) i (G, WP,) sa réownowazne w tym sensie, ze
kazda rozgrywka w jednej z nich moze by¢ zinterpretowana jako rozgrywka w
innej (z tym samym zwyciezca). Wiemy, ze w grze parzystosci Ewa ma strate-
gie wygrywajaca pozycyjna, czyli ma ja tez w G'. Znajdujemy taka pozycyjna
strategie wygrywajaca, ktora (interpretowana jako strategia w G°) zalezy od
przeszlosci w minimalnym zbiorze pozycji. Niech vy bedzie jedna z tych pozycji.
Nastepnie z G' tworzymy nowg arene G2, w ktorej sklejamy pozycje pochodza-
ce od G, a z pozostatych pozycji wyrzucamy nieuzywane ruchy (i oddajemy je
Adamowi). Otrzymana arena musi spelnia¢ zadane warunki.
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Nastepnie, przez sklejanie doprowadzamy nasza arene z jedna pozycja Ewy
do takiej, w ktorej ma ona tylko 2 ruchy do wyboru. [ |

6.4 Rozstrzygalnosé

Twierdzenie 6.8 Niech W bedzie w-reqularnym parzystosci, akceptowanym przez
DFA z warunkiem parzystosci

A= (Q’ql’dyrank;Q—) {Od}),

gdzie |Q| = n. Wowczas skoriczona pétpozycyjna determinacja W jest rozstrzy-

i 2
galna w czasie n©(") .

Dowéd Wystarczy sprawdzi¢ wszystkie mozliwe areny-§wiadkéow zgodne
7 tezg Twierdzenia 6.7. Mimo, 7ze to Twierdzenie nie naktada ograniczenia na
ruchy i pozycje Adama, mozliwosci w ,strefie” Adama daja sie ograniczy¢ przez
liczbe skonczona. [ ]

Stwierdzenie 6.9 Niech G bedzie areng z n pozycjami, a W pétpozycyjnym je-
zykiem w-regularnym, okreslonym przez automat o s stanach i d rangach. Wow-
czas zhiory zwycieskie w grze (G, W) mozna znalezé w czasie O((ns)??), a
pozycyjng strategie Ewy w czasie O((ns)¥/?t), gdzie t = > log |[vMov/|,
gdzie |[vMov| jest liczbg ruchéw wychodzgcyh z v.

vEPosg

6.5 w-regularne warunki wkleste

Stwierdzenie 6.10 Zatdzmy, Ze warunek W jest zadany przez DFA na sto-
wach nieskonczonych z warunkiem parzystosci o s stanach i d rangach. Wow-
czas istnieje algorytm sprawdzajgcy, czy W jest wklesty (albo wypukty) w czasie
O(s%d3|C)).

7 Sumy warunkéw poélpozycyjnych

W Twierdzeniu 3.4 pokazaliSémy, ze suma warunku poélpozycyjnego i warunku
Biichi jest warunkiem polpozycyjnym. Suma dowolnej rodziny warunkéw wkle-
stych jest wklesta, a zatem takze polpozycyjna. Suma skoriczonej rodziny wa-
runkéw monotonicznych jest monotoniczna, a zatem takze monotoniczna. Fakty
te prowadza do nastepujacej hipotezy.

Hipoteza 7.1 Niech W bedzie (skoriczong, przeliczalng, ...) rodzing (skon-
czenie) potpozycyjnych warunkdw zwyciestwa. Wowczas |JW jest (skoticzenie)
potpozycyjnym warunkiem zwyciestwa.

Hipotezy tej nie udato sie rozstrzygna¢ w przypadku sum skonczonych i
przeliczalnych.
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7.1 Sumy nieprzeliczalne

Twierdzenie 7.2 Istnieje rodzina 2 warunkéw Bichi, ktérych suma nie jest

potpozycyjna.
Istnieje rodzina 2% warunkow co-Bichi, ktorych suma nie jest potpozycyjna.

7.2 Warunki pozycyjno/zawieszalne

Definicja 7.3 Zawieszalng strategia wygrywajaca dla gracza X nazywa-
my pare (s,%), gdzie s : Playy — Mov jest strategig, a ¥ C Playp zbiorem
takim, ze:

o s jest okreslone dla kazdej rozgrywki skoriczonej w takiej, Ze target(m) €
Posx N Winy, gdzie Winx jest zbiorem wygrywajgcym X ;

e kazda mieskoriczona rozgrywka w zgodna z s od pewnego momentu t ma
prefik st dtuzszy niz t taki, ze 7' € ¥ i target(n’) € Winx;

e Kazda nieskoriczona rozgrywka m majgca nieskorniczenie wiele prefiksow w
Y jest zwycieska dla X .

Intuicyjnie, jesli w pewnym momencie X zdecyduje sie gra¢ zgodnie ze stra-
tegia s, to rozgrywka w pewnym momencie osiggnie element zbioru ¥; ¥ jest
zbiorem momentoéw, w ktorych X moze tymczasowo zawiesi¢ uzytwanie stra-
tegii s i wroci¢ do niej pozniej bez ryzyka zepsucia swojego zwyciestwa, pod
warunkiem, ze rozgrywka nie opudcita zbioru zwycieskiego gracza X. Strategia
zawieszalna jest strategia wygrywajaca.

Definicja 7.4 Warunek zwyciestwa W jest pozycyjno/zawieszalny, jesli dla
kazdej areny G w grze (G, W) Ewa ma pozycyjng strategic wygrywajgca ze swo-
jego zbioru zwycieskiego Wing, Adam ma zawieszalng strategie wygrywajgceg ze
swojego zbioru Winy, ¢+ Wing U Wing = Pos.

Spoérod omawianych w pracy warunkéw poétpozycyjnych wiele jest w rze-
czywistosci pozycyjno-zawieszalnych.

Przyklad 7.5 Warunek co-Biichi WB's jest pozycyjno/zawieszalny.

Twierdzenie 7.6 Niech C = [0,1], A = [0,1/2). Warunek WF(A) = {w :
limsup P, (w) < 1/2} z Tw 5.6 jest pozycyjno/zawieszalny.

Twierdzenie 7.7 Warunki monotoniczne (Tw 6.5) sq pozycyjno/zawieszalne.

Twierdzenie 7.8 Suma przeliczalnie wielu warunkéw pozycyjno/zawieszalnych
jest rowniez pozycyjno/zawieszalna.
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7.3 XPS: rozszerzona klasa warunkéw pozycyjno/zawieszalnych

Ponizsza klasa warunkéw potpozycyjnych uogoélnia warunki Rabina i pozycyj-
no/zawieszalne. Naleza do niej wszystkie konkretne warunki potpozycyjne wy-
mienione w tej pracy.

Definicja 7.9 Rozszerzona klasa warunkéw pozycyjno/zawieszalnych (XPS)
nad C to najmniejszy zbior warunkow zwyciestwa zawierajgcy wszystkie warunki
Biichi i pozycyjno/zawieszalne, zamknieta na skoticzong sume, i zamknieta na
przeciecia z warunkami co-Biichi.

Twierdzenie 7.10 Warunki w klasie XPS sq pétpozycyjne.

Dowéd jest uogdlnieniem dowodu poétpozycyjnej determinacji warunkéw Ra-
bina z [Gra04].

7.4 Laczenie warunkéw wklestych i monotonicznych

Twierdzenie 7.11 Niech W1 C C¥ bedzie warunkiem wklestym, a A automa-
tem monotonicznym. Wowczas suma W = Wy U WM 4 jest warunkiem pdtpo-

Zycyjnym.

Zarowno warunki wkleste, jak i monotoniczne sa zamkniete na sumy skon-
czone; otrzymujemy zatem, ze Hipoteza 7.1 jest prawdziwa dla klasy warunkdw
zamknietej na sumy skoriczone i zawierajacej wszystkie warunki monotoniczne
i wkleste.

Dowd6d  Analogiczny do dowodu Twierdzenia 4.4. [ ]

8 Poza strategiami pozycyjnymi

Jesli niemozliwe jest wygranie gry przy uzyciu strategii pozycyjnej, moze sie zda-
rzy¢, ze jest to mozliwe przy uzyciu strategii majacej stabsza wtasnosé. W tym
rozdziale pokazujemy dwa rodzaje takich strategii: strategie z (mala) pamiecia
i strategie uparte.

8.1 Strategie z pamiecia

Definicja 8.1 Pamiecia dla gry (G, W) jest para M = (M, ), gdzie M okre-
sla mozliwe stany pamieci, a p @ M x Mov — M jest funkcja aktualizacji
pamieci. Rozszerzamy p w zwyczajowy sposéb do p : M x Mov™ — M.

Strategia z pamiecia M jest funkcjg 5 : Posx X M — Mov. Mdéwimy,
Ze s jest wygrywajaca z pozycji v i poczatkowego stanu pamieci m wiw
strategia S, spetniajgca S,,(w) = S(target(m), u(m,m)) jest wygrywajgcea z v.
Mowimy, ze 5 jest wygrywajaca z pozycji v wtw jest wygrywajgca z kazdego
poczgtkowego stanu pamiect m € M.
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Ta definicja rézni sie troche od standardowej definicji z literatury, w ktorej
poczatkowy stan pamieci jest okres§lony w strukturze pamieci.

Definicja 8.2 Dla warunku zwyciestwa W i gracza X, niech mmx (W) bedzie
najmniejszym n takim, ze dla kazdej areny G gracz X moze wygraé¢ w Winx (G)
uzZywajge strategii z pamieciq mocy co najwyzej n.

8.2 Pamieé chromatyczna

Definicja 8.3 Pamieé M nazywamy chromatycznag jesli zalezy jedynie od ko-
loréw ruchéw, tzn. istnieje funkcja i : M x C — M taka, ze p(m,p) = m gdy
rank(p) = ¢, i u(m,p) = p(m,rank(p)) w przeciwnym przypadku.

Strategia z pamiecia chromatyczna (M, i) nazywamy strategie z pamie-
cig (M, ), gdzie u jest pamiecig chromatyczng zadang przez [i.

Stwierdzenie 8.4 Niech W bedzie w-reqularnym warunkiem zwyciestwa rozpo-
znawanym przez silnie spdjny DFA z warunkiem parzystosci A = (Q, qr, d, rank).
Wowczas obaj gracze majg w swoich zbiorach wygrywajgcych strategie z pamiecig

chromatyczng M = (Q, 9).

Stwierdzenie 8.5 Niech W = WM 4 bedzie warunkiem monotonicznym, dla
A = (n,9). Wowczas Adam ma w swoim zbiorze wygrywajgcym strategie wy-
grywajgeq z pamieciq chromatyczng M = ({0,...,n — 1}, 1), gdzie u(k,c) =
0(k,c) mod n.

Definicja 8.6 Dla warunku zwyciestwa W i gracza X, niech mm% (W) bedzie
nagmniejszym n, dla ktdrego dla kazdej areny G X moze wygraé z Winx (Q)
uzywajqc strategii z pamiecig chromatyczna rozmiaru n.

Stwierdzenie 8.7 Niech W bedzie warunkiem zwyciestwa takim, ze mm? (W) =
n. Wowczas istnieje pamieé chromatyczna Myy rozmiaru n taka, zZe dla kazdej
areny G i pozycji poczgtkowej vo w G X wygrywa w Winx (G) uzywajge My .

Stwierdzenie 8.8 Niech W bedzie warunkiem zwyciestwa nad C, a M = (M, [1)
pamieciqg chromatyczng.
Niech W x M bedzie nastepujgcym warunkiem mzwyciestwa nad C' x M :

(co,mo)(c1,m1)(c2,m2) ... € W x M

wtw zachodzg nastepujgce dwa warunki: cocice ... € W, i, dla prawie wszystkich
k, i(mi, ck) = M-

Wowczas Ewa ma strategie wygrywajgcq uzywajgcg pamieci M dla kazdej
A-areny wtedy i tylko wtedy, gdy W x M jest warunkiem potpozycyjnym.

Stwierdzenie 8.9 Okreslamy mm;™ (W) doktadnie jak mm’s (W) z tq rézni-

cq, ze ograniczamy sie do A-aren. Wowczas, jesli zachodzi Hipoteza 7.1, to
mm’S (W UWy) < mmE’A(Wl)mmX’A(Wg).
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8.3 Wymagana pamieé¢ chromatyczna

Definicja 8.10 Méwimy, zZe arena G jest zgodna z pamieciq chromatyczng

M = (M,qn) wtw istnieje funkcja ¢ : Pos — M taka, zZe dla kazdego ruchu
C ~

v—=w w G mamy ¢p(w) = [1(P(v), ¢).

Twierdzenie 8.11 Niech W bedzie w-reqularnym warunkiem zwyciestwa, a M
bedzie pamiecig chromatyczng. Areng-Swiadkiem nazywamy arene G, dla kto-
rej w grze (G, W) z pewnej pozycji v Ewa ma strategic wygrywajgcq, ale nie
strategie wygrywajgceqg z pamiecig M. Jesli istnieje arena-Swiadek, to istnieje
arena-swiadek G taka, ze G jest zgodna z M, i Fwa ma tylko jedng pozycje w
G, z ktorej wychodzq tylko 2 ruchy.

Dowéd Niech G bedzie arena-§wiadkiem. Najpierw konstruujemy arene-
swiadka G zgodna 7z M. Nastepnie upraszczamy ja tak samo, jak w Twierdzeniu
6.7. Ta konstrukcja zachowuje wtasnosé zgodnosci. [ |

Twierdzenie 8.12 Niech W bedzie warunkiem zwyciestwa akceptowanym przez
DFA z warunkiem parzystosci. Wowczas mmy,(A) jest obliczalny w czasie poje-
dynczo wyktadniczym.

Dowéd  Sprawdzamy wszystkie pamieci chromatyczne az do rozmiaru |Q)|,
az rnajdziemy taka, ktora dziata. [ ]

8.4 Pamieé chromatyczna a chaotyczna

Powyzsze wtasnosci dotyczyly ograniczen na pamieé¢ chromatyczng. Nasuwa sie
pytanie, czy co§ tracimy na tym, ze rozwazamy tylko takie pamieci? Czy da-
toby sie zmniejszy¢ ilo§é potrzebnej pamieci, gdybySmy mogli uzywaé dowolnej
pamieci; innymi stowy, czy mm (W) = mmy (W)?

Mamy kilka przyktadow, dla ktéorych réwnoséé zachodzi, aczkolwiek nie jest
ona trywialna do udowodnienia.

Stwierdzenie 8.13 Dia warunku zwyciestwa WR = C¥ — (C*a™)* nad C =
{a,b} mamy mm(WR) = mm’(WR) = n.

Stwierdzenie 8.14 Niech C' = {a,b,c}. Niech Wop = Wa N Wy, gdzie
Wa = C¥ — (C*(ab")")* i Wp = C¥ — (C*(ba*)")~.

Wowczas mma(Wap) = mm’ (Wap) = AB.
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8.5 Strategie uparte

Strategie pozycyjne zawsze uzywaja tego samego ruchu w tej samej pozycji. Tak
samo jest ze strategiami upartymi — jesli pozycja Ewy jest odwiedzana wiele
razy podczas rozgrywki, to zawsze uzywa ona tego samego ruchu. Jednak maja
one przewage nad strategiami pozycyjnymi. Strategia pozycyjna jest ,zapisana”
przed gra, czyli Adam moze przewidzie¢ przyszte ruchy Ewy i dostosowaé swoja
strategie do nich. W przypadku strategii upartych jest inaczej — Ewa moze uda-
waé, 7ze uzywa strategie pozycyjna, uzywajac zawsze tego samego ruchu w danej
pozycji, chociaz w rzeczywistosci ruch ten wybrata dopiero w czasie pierwszej
wizyty w tej pozycji. Strategie uparte zostaly wprowadzone w [MT02].

Definicja 8.15 Strategia wygrywajgca s jest uparta wtw s(m) jest réwne s(mym2)
wtw target(m ) = target(myme).

Definicja 8.16 Warunek zwyciestwa W nazywamy potupartym wiw gdy dla
kazdej areny i kazdej pozycji poczgtkowes albo Fwa ma upartq strategie wygry-
wajgceq, albo Adam ma strategie wygrywajgceg.

Gdy ograniczamy klase dozwolonych aren, dodajemy “skoriczenie” (dla aren
skoriczonych) albo “A-”, “B-7, “C-” (odpowiednio dla A-aren, B-aren, C-aren,
sekcja 2.5).

Istnieja przyklady warunkow B-poétupartych, ktore nie sa A-potpozycyine.
Nie znamy przyktadu warunku C-pétupartego, ktory by nie byt C-pétpozycyjny.

Twierdzenie 8.17 Niech D bedzie jednym z typow determinacji z powyzszej
definicji. Niech W bedzie warunkiem zwyciestwa. Niech G bedzie D-areng takq,
ze (G, W) jest D-zdeterminowany. Niech s bedzie D-strategig Ewy wygrywajgcq z
u. Zatozmy, zZe istnieje rozgrywka z u zgodna z s, gdzie w pozycji v € Posg uzywa
ruchu p. Niech G' bedzie areng powstatq z G przez usuniecie pozostatych ruchéw
zv. Wowczas (G',W) jest réwniez D-zdeterminowany, i zbiory wygrywajgce w
G i G’ sq jednakowe.

Whiosek 8.18 Warunek zwyciestwa jest skoriczenie potuparty wtw jest skori-
czenie potpozycyjny.

Twierdzenie 8.19 Niech D bedzie jednym z typow determinacji wprowadzo-
nych w tej sekcji, lub ich typow dualnych. Jesli W jest D-zdeterminowany, to
W U WBg rowniez.

9 Zakonczenie

W ramach zakoriczenia przedstawiamy najciekawsze problemy otwarte zwigzane
z naszymi wynikami.
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Zamkniecie na sume Chcieliby$my wiedzie¢ wiecej o wtasnosciach domknie-
cia klasy warunkéw poétpozycyjnych. W szczegélnosci, pytamy sie o wlasnoéé
domkniecia na sume (skonczong lub przeliczalna) — hipoteza 7.1. Wiadomo,
ze nie ma wlasnosci domkniecia na sume nieprzeliczalng. W wielu przypadkach
wiadomo, 7e sumy warunkéw poétpozycyjnych rzeczywiscie sa pétpozycyjne. W
szczegblnosei wlasno$é taka maja wszystkie warunki z klasy XPS. Wszystkie
skonstruowane tutaj konkretne pétpozycyjne warunki zwyciestwa sa w klasie
xPS, takze jest mozliwe, 7e klasa ta zawiera wszystkie powody, dla ktérych
warunek zwyciestwa moze by¢ pétpozycyjny.

Warunki w-regularne Pokazalismy, ze skoriczona pélpozycyjna determina-
cja warunku w-regularnego jest rozstrzygalna (Twierdzenie 6.8). Co z nieskori-
czona? W tym przypadku nie mamy algorytmu o udowodnionej poprawnosci;
jest mozliwe, ze skoriczenie poélpozycyjny warunek w-regularny jest potpozy-
cyjny, ale nie mamy na to dowodu. Algorytm podany w Twierdzeniu 6.8 jest
wyktadniczy; jest mozliwe, ze istnieje prostsza charakteryzacja, ktorg sie daje
sprawdzi¢ w krotszym czasie.

Typy aren Czy warunek zwyciestwa B-potpozycyjny musi by¢ C-potpozycyiny?
Innymi stowy, czy dopuszczenie krawedzi bez koloru zmniejsza klase warunkdw
polpozycyjnych?

Pamieé chromatyczna Czy dla kazdego warunku zwyciestwa W zachodzi
mm (W) = mmx (W)?

Warunki geometryczne Wyniki Sekcji 5 nie sg pelne. Nie dla wszystkich
zbiorow A wiemy, czy warunek WF(A) jest (skoriczenie) poipozycyjny.

Rozszerzenia Mozna probowaé uogélnia¢ nasze wyniki. Zamiast warunkdéw
zwyciestwa mozemy rozwazaé funkcje wyplaty, ktore zwyciestwo okreslaja ja-
kosciowo (np. liczba rzeczywista) zamiast binarnie (Adam lub Ewa wygrywa).
Mozemy ostabi¢ nasze zatozenie o niezaleznosci warunku zwyciestwa od prefiksu.
W pracy skoncentrowali§my sie na wszystkich arenach lub na arenach skonczo-
nych; mozna rozwazacé tez inne klasy, np. przydatoby sie wiecej badan na temat
A-aren (kolorowanych w wierzchotkach). Innym mozliwym uogoélnieniem sa gry
stochastyczne, w ktorych w niektorych pozycjach ruch zalezy od przypadku, a
graczy interesuje wygranie z jak najwiekszym prawdopodobienstwem.
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