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W wielu modelach statystyki bayesowskiej kluczowym problemem jest oblicza-
nie calek wzgledem rozkladéw a posteriori, ktore sa skomplikowane i mozliwe
jest jedynie wyznaczenie ich gesto$ci z dokladnoscig do stalej normujacej. W
tej sytuacji najczesciej stosowanym i bardzo skutecznym narzedziem sa marko-
wowskie metody Monte Carlo (Markov Chain Monte Carlo, MCMC). Jest to
rodzina algorytmoéw, ktére pozwalaja wyznaczyé przyblizone wartosci catki

(1) 6:=nf= /X f(x)m(dz),

gdzie 7 jest rozkladem znanym z dokladnoscia do stalej normujacej, X jest pod-
zbiorem przestrzeni wielowymiarowej, a f jest funkcja o wartosciach rzeczywi-
stych. Procedura Monte Carlo do aproksymacji catki (1) polega na symulowaniu
ergodycznego tancucha Markowa (X,,),>0 0 jadrze przejécia P(x, A) i rozkladzie
stacjonarnym 7, czyli takiego, ze X,, zbiega wedlug rozkladu do m. Nastepnie
aproksymuje sie nieznana wielko$¢ 6 za pomoca estymatora

(2) 6= 157 r(x0).
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Pierwszym algorytmem pozwalajacym na generowanie takich tancuchéw Mar-
kowa byt algorytm Metropolisa, zaproponowany w [26]. Od tego czasu pojawilo
sie wiele réznych tego typu procedur oraz metod estymacji # opartych na algo-

rytmach MCMC [28, 25, 6]. Badanie jakosci takich algorytméw jest kluczowe
dla oceny jakosci i przydatnosci wynikéw obliczen w modelu bayesowskim.

Dostepna jest bogata literatura dotyczaca zaréwno algorytméow MCMC jak
i tancuchow Markowa w zastosowaniu do MCMC. Wiele prac dotyczy badania
tempa zbieznosci do rozkladu stacjonarnego [3, 7, 13, 33, 34|, réwnie wiele prac
jest poswieconych badaniu asymptotycznych wlasnosci estymatoréw [14, 15, 27].
Wyniki dotyczace tempa zbieznosci do rozkladu stacjonarnego pozwalaja tylko
kontrolowaé¢ obciazenie estymatoréow i nie przekladaja sie ani na oszacowania
btedu éredniokwadratowego ani na konstrukcje przedzialéw ufnosci. Natomiast
wyniki asymptotyczne moga okazaé si¢ w praktyce bezuzyteczne, a nawet wpro-
wadzajace w blad [31].

Podstawowym celem pracy jest uzyskanie nieasymptotycznych oszacowan
bledéw estymatoréw (1) nieznanej wielkosci 8. Tego typu wyniki istnieja tylko



przy do$é ograniczajacych zalozeniach: dla dyskretnej przestrzeni stanéw X i
ograniczonej funkeji f [1, 9, 23, 24, 28], w przypadku lancuchéw jednostajnie
ergodycznych na ogdlnej przestrzeni stanéw i ograniczonej funkeji f [10, 16].
Zalozenie o jednostajnej ergodycznosci w praktyce oznacza, ze przestrzen standw
X jest zwarta, co jest rzadko spotykane w zastosowaniach statystycznych.

Niewiele jest znanych wynikéw przy bardziej realistycznych zalozeniach:
dla odwracalnych tancuchow Markowa oszacowania bledu sredniokwadratowego
MSE = E(f, — 0)? za pomocy luki spektralnej w L?(7) mozna znalezé w [32],
dla geometrycznie ergodycznych tancuchdéw na ogdlnej przestrzeni stanéw MSE
jest oszacowany w [21] lub [19].

W rozdziale 3 pracy doktorskiej sa przedstawione oszacowania MSE dla geo-
metrycznie ergodycznych tancuchow Markowa. Rozdzial ten oparty jest na pra-
cy [22], w ktérej zawarte sa oszacowania MSE dla sekwencyjnego estymatora o
losowej dlugoéci symulacji. Jezeli spelniony warunek malego zbioru

(3) P(z,A) > pl(z € C)v(4), Vze X,VAe€ B(X),

gdzie B > 0 oraz v jest miara probabilistyczna, to mozna korzystaé¢ z techniki
regeneracji. Technika ta byla przedstawiona réwnolegle w pracach [29] oraz [2],
pozwala ona na rozbicie sumy S, := Z?;Ol f(X;) na mniejsze bloki losowej
dhugoéci, ktére sa niezalezne. Za pomoca tej techniki wykazane jest nastepujace
twierdzenie.

Twierdzenie 4. Jezeli zachodzi (3), to

Uas(f) @ Cl (f) 02 (f)
N <1+n>+ S

gdzie £ oznacza rozklad poczgtkowy.
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W tym twierdzeniu o2,(f) jest asymptotyczna wariancja wystepujaca w

Centralnym Twierdzeniu Granicznym (CTG), co powoduje, ze wynik ten jest
asymptotycznie optymalny, tzn.

lim nE¢ (6, — 0)? = o2.(f)

n—oo N
Dodatkowo w tym rozdziale przedstawione sa jawne oszacowania stalych wy-
stepujacych w Twierdzeniu 4, przy zalozeniu warunku dryfu do maltego zbioru.
Zalozmy, ze istnieje funkcja V' > 1, stale A < 1, K < oo oraz zbior C spelniajacy
(3) takie, ze:
AV(z) dlaz¢C,

PV(x) <
K dla z € C.
Wtedy mozna oszacowaé o,5(f), Co, C1(f), C2(f) w terminach wielkosci 8, A, K

oraz sup,c y |‘Jj((?)|




Inne podejscie do oszacowan doktadnosci estymatoréw MCMC jest zwiazane
z nieréwnosciami wykladniczymi. Pozwalaja one na budowe dokladnych (nie-
asymptotycznych) przedzialéw ufnosci. W rozdziale 4 pracy doktorskiej przed-
stawione sa uogdlnienia nieréwnosci Hoeffdinga [12] dla lancuchéw Markowa.
Podstawowy wynik jest otrzymany przy nastepujacym zalozeniu

(5) |P 1oy = p < 1,

gdzie ||| ;2 (,) oznacza norme operatorowg w przestrzeni L?(r) funkcji catkowal-
nych w kwadracie wzgledem rozktadu 7 z iloczynem skalrnym

(f.g) = /X f(@)g(@)m(dz).

Twierdzenie 6 (Nieréwnosci Hoeffdinga). Zaldzmy, ze 0 < f < 1. Przy zalo-
zeniu (5) dla kazdego 0 < € < 1 — 0 zachodzg nastepujgce nieréwnosci:

n(0—e)

P n(6+¢) n
P, (S, >n(f+¢) < b+ ] { b+ %
) 1—2(

[1—2(9—5)/(1+\/Z 0+e)/(1+VA)

1—p 4
< -2
< exp{ 1+pgn},

gdzie=1—0 orazA:1+%.

Wynik ten jest uogdélnieniem rezultatu z pracy [23], ktéra zawiera analo-
giczny rezultat dla odwracalnych tancuchéw na skoficzonej przestrzeni standw.
Zalozenie (5) w przypadku odwracalnym jest réwnowazne geometrycznej er-
godycznodci. Dla nieodwracalnych tancuchéw Markowa (5) wyznacza wezsza
klase tancuchow Markowa. Klasa ta opisana jest przez wlasnosci jadra przejécia
P(z,A) oraz jadra przejécia P*(x,a) sprzezonego do P(z, A) zdefinowanego
przez réwnanie

m(dx)P(z,dy) = w(dy)P* (y, dx).

W przypadku niezaleznych zmiennych losowych wlasnosé posiadania ogonéw
wykladniczych jest wystarczajaca do uzyskania wykladniczych nieréwnoéci dla
wielkich odchylen. Niestety dla tancuchéw Markowa ta wtasnosé nie jest wystar-
czajaca do zagwarantowania istnienia funkcji tworzacej momenty dla sumy S,,.
W rozdziale 4 pracy doktorskiej przedstawione sg réwniez nieréwnosci podwy-
kladnicze dla prawdopodobienstw bledu estymatora przy zalozeniu, ze istniejg
stale a > 01 b > 0 oraz My > 0 takie, ze dla kazdego M > M zachodzi

M
”) Po(f(X)] > ) <ae M.
Woéwezas dla dostatecznie duzych n oraz dostatecznie maltych e zachodzi naste-

pujacy wniosek z Twierdzenia 6:



Whniosek 8. Niech X,, bedzie taricuchem Markowa z rozkladem stacjonarnym
T 1 operatorem przej$cia P spelniajgcym ||P—H||L2(ﬂ.) < p. Niech f bedzie
funkcjg f : X — R oraz niech 0 := wf oraz dla kazdego M > My zachodzi
P (|f(z)] > &) < ae™®™. Wéwczas dla dowolnego rozkladu poczgtkowego &
absolutnie cigglego wzgledem m, dla dowolnego 1 < p,q < oo takich, Ze %+% =1

zachodzi:

d¢ 21—p 4 n
P (S, > n(0 < == 2 ——— )
5> n0+9) < | 5| 2o {21l

gdzie M™ jest rozwigzaniem

M3_M210g(cm)_2 L= ne? =
b b(1+ p)
Ponadto
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Dla odwracalnych tancuchéw Markowa uzytecznym narzedziem jest pojecie
luki spektralnej w przestrzeni L?(7). Pozwala ono na: latwiejsze i w wielu przy-
padkach dokladniejsze oszacowanie asymptotycznej wariancji [8, 30], na osla-
bienie zatozen CTG [30] oraz na oszacowania MSE [32]. W rozdziale 5 pracy
doktorskiej pokazane jest, ze wiele z tych wtasnosci przenosi sie na nieodwracalne
laficuchy Markowa posiadajace luke spektralng w L?(7). W szczegdlnosci wéw-
czas zachodzi CTG dla wszystkich funkcji catkowalnych w kwadracie wzgledem
7 [18], dokladnie tak samo jak dla tafcuchéw odwracalnych. W tym rozdzia-
le przedstawiony jest nowy dowdd tego faktu za pomoca réwnania Poissona,
pozwalajacy na oszacowanie asymptotycznej wariancji przez

02 (f) < K [7(f*) = (7 f)?],

przy czym stata K zalezy tylko od luki spektralnej. Jest to rowniez uogélnieniem
znanego faktu dla lancuchéw odwracalnych.

Twierdzenie 9. Jesli laricuch Markowa (X,,)n>0 2 jadrem przejscia P(z,dy)
i rozkladem stacjonarnym m ma luke spektralng 1 — p w L*(7), to dla kazdej
funkcji f takiej, ze w(f?) < co zachodzi CTG:

4 N(0,62,()), gdyn — o,

=k

gdzie S, := z;:ol f(X;) oraz f = f — wf. Ponadto

oo (f) =m(f?) + 2B Y f(Xo)f(Xn)

n=1



Niestety w przypadku nieodwracalnym istnienie luki spektralnej nie jest réw-
nowazne geometrycznej ergodycznoéci, co jest prawda w przypadku odwracal-
nym [18]. W rozdziale 5 pracy doktorskiej przedstawiony jest prosty przyktad
geometrycznie ergodycznego tancucha bez luki spektralnej. Dodatkowo ten tan-
cuch jest nowym prostszym przyktadem geometrycznie ergodycznego tancucha
Markowa, dla ktérego nie jest spetnione CTG dla pewnej funkcji z L?().

W rozdziale 5 wprowadzone sa dwa nowe warunki dryfu. Jeden z nich gwa-
rantuje zachodzenie (5), za$ drugi pociaga za soba slabszy warunek istnienia
luki spektralnej w L2(7r).
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