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Wprowadzenie
Metoda kombinatoryczna liczenia problemów macierzowych to sprowadzanie problemów
natury numerycznej do prostych problemów teorii grafów i kombinatoryki. Szczególn¡ specy-
�k¡ tej metody jest unikanie dzielenia. Wyeliminowanie dzielenia jest istotnym czynnikiem
podczas pracy z pier±cieniem przemiennym, który nie jest ciaªem, na przykªad, kiedy ele-
menty pier±cienia s¡ liczbami caªkowitymi, wielomianami czy te» jeszcze bardziej skomp-
likowanymi wyra»eniami. Takie obliczenia pojawiaj¡ si¦ w wielu kombinatorycznych pro-
blemach [9].

W rozprawie prezentujemy zastosowanie metod kombinatorycznych w konstrukcji efek-
tywnych algorytmów nie wykonuj¡cych operacji dzielenia rozwi¡zuj¡cych takie problemy
algebry liniowej, jak: obliczanie wyznacznika, Pfa�anu, wspóªczynników wielomianu charak-
terystycznego oraz macierzy dopeªnie« algebraicznych. Konstruowane przez nas algorytmy
wykorzystuj¡ jako procedury operacje grafowe. Dzi¦ki temu zyskuj¡ na czytelno±ci.

Tªo
Pierwsze próby zastosowania technik kombinatorycznych do dowodzenia poprawno±ci lub
tworzenia nowych algorytmów obliczaj¡cych funkcje macierzowe zostaªy podj¦te przez Va-
lianta [26] w 1992 roku. Valiant analizowaª algorytm Samuelsona obliczania wspóªczyn-
ników wielomianu charakterystycznego i zinterpretowaª te obliczenia w sposób kombinato-
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ryczny. Przedstawiª on kombinatoryczne twierdzenie posªuguj¡c si¦ terminologi¡ zamkni¦-
tych ±cie»ek w gra�e, poprawno±¢ którego wynikaªa wprost z poprawno±ci algorytmu Samuel-
sona. Zainspirowani tym oraz czysto kombinatorycznym oraz wyj¡tkowo eleganckim dowo-
dem twierdzenia Cayleya-Hamiltona podanym przez Rutherforda [19], Mahajan i Vinay [16]
zaprezentowali pierwszy kombinatoryczny algorytm obliczania wielomianu charakterysty-
cznego. Dowód poprawno±ci ich algorytmu odwoªywaª si¦ jedynie do argumentów kombina-
torycznych bez korzystania z algebry liniowej lub arytmetyki na wielomianach.

Gªówne wyniki rozprawy
Wyznacznik. Jednym z klasycznych problemów algebry liniowej jest problem obliczania
wyznacznika. Wyznacznik macierzy kwadratowej A rozmiaru n × n, det(A), zde�niowany
jest jako

det(A) = (−1)n ·
∑

σ

sgn(σ) · weight(σ,A),

gdzie sumowanie jest po wszystkich permutacjach σ grupy permutacji zbioru {1, 2, . . . , n},
znak permutacji σ, sgn(σ), równy jest (−1)k, gdzie k jest liczb¡ cykli w rozkªadzie na cykle
permutacji σ, natomiast waga permutacji σ wynosi

weight(σ,A) = A[1, σ(1)] ·A[2, σ(2)] · . . . ·A[n, σ(n)].

Najbardziej znanym algorytmem obliczania wyznacznika jest algorytm eliminacji Gaussa.
Wymaga on O(n3) (lub O(n2.38), je±li u»yty zostanie algorytm szybkiego mno»enia macierzy)
operacji dodawania, odejmowania, mno»enia oraz dzielenia. Z drugiej strony, de�nicja wyz-
nacznika jako sumy n! iloczynów pokazuje, »e mo»e on zosta¢ obliczony bez wykonywania
operacji dzielenia.

Mahajan i Vinay w swojej pracy z 1997 roku [15] przedstawili zupeªnie now¡ kombinato-
ryczn¡ interpretacj¦ wyznacznika redukuj¡c problem jego obliczania do problemu sumowania
±cie»ek w pewnym acyklicznym gra�e a nast¦pnie bazuj¡c na tej charakteryzacji podali al-
gorytm obliczania wyznacznika w czasie O(n4), który nie wykorzystywaª operacji dzielenia.

W rozprawie przedstawimy nowe spojrzenie na algorytm Mahajana i Vinaya: relacj¦ z
pseudo-wielomianowym algorytmem programowania dynamicznego dla problemu plecako-
wego. Gªówna faza algorytmu Mahajana i Vinaya mo»e by¢ zinterpretowana jako obliczenia
algebraicznej wersji problemu plecakowego, co jest alternatyw¡ dla podej±cia opartego na
teorii grafów u»ytego w oryginalnym algorytmie.

Gªównym rezultatem b¦dzie pokazanie jak zaimplementowa¢ algorytmMahajana i Vinaya
bez korzystania z operacji dzielenia w czasie Õ(n3.03). Zaprezentowany przez nas algorytm
posiada bardzo prost¡ implementacj¦ w czasie O(n3.5) a jedynym nietrywialnym elementem
algorytmu dziaªaj¡cego w czasie Õ(n3.03) jest algorytm szybkiego mno»enia macierzy.
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Pfa�an. Wpracy rozwa»amy równie» Pfa�an macierzy sko±no-symetrycznych ±ci±le zwi¡-
zany z poj¦ciem wyznacznika. Pfa�an sko±no-symetrycznej macierzy A (tzn. A = −AT ) o
parzystej liczbie n wierszy i kolumn zde�niowany jest jako

Pf(A) =
∑

M
sgn(M) · weight(M, A),

gdzie sumowanie odbywa si¦ po wszystkich skojarzeniach doskonaªych M grafu peªnego
Kn. Skojarzenie doskonaªe M zapisujemy jako podziaª zbioru {1, 2, . . . , n} na m = n/2
nieuporz¡dkowanych par

M = {{i1, j1}, {i2, j2}, . . . , {im, jm}},

gdzie ik < jk dla ka»dego k = 1, 2, . . . , m oraz i1 < i2 < . . . < im. Znak skojarzenia M,
sgn(M), de�niujemy jako znak permutacji

σM =
(

1 2 3 4 · · · n− 1 n

i1 j1 i2 j2 · · · im jm

)
.

Waga skojarzenia M jest równa

weight(M, A) = A[i1, j1] ·A[i2, j2] · . . . ·A[im, jm].

Pfa�an pojawia si¦ w badaniach nad skojarzeniami w grafach [11]: Pfa�an zorien-
towanego grafu zde�niowany jest jako suma przebiegaj¡ca po wszystkich mo»liwych sko-
jarzeniach doskonaªych, przy czym ka»de skojarzenie ma przypisany znak zale»ny od orie-
ntacji. To wskazuje ju» na podobie«stwa do wyznacznika. Gdyby nie obecno±¢ znaku w
tej de�nicji Pfa�an mo»na by wykorzysta¢ do wyznaczania liczby skojarze« doskonaªych.
Wiadomo, »e istniej¡ specjalne grafy, które mo»na zorientowa¢ w taki sposób, aby wszystkie
skojarzenia doskonaªe miaªy dodatni znak. To oczywi±cie oznacza, »e »adne skracanie si¦
skªadników w sumie nie b¦dzie miaªo miejsca a st¡d Pfa�an da dokªadnie liczb¦ skojarze«
doskonaªych.

Pfa�an mo»emy wyznaczy¢ wykonuj¡c procedur¦ eliminacji dla macierzy sko±no-syme-
trycznych, która jest podobna do eliminacji Gaussa (i wykorzystuje operacj¦ dzielenia). Al-
ternatywnie, pierwiastek kwadratowy z wyznacznika daje Pfa�an z dokªadno±ci¡ do znaku.
�adne z tych podej±¢ nie mo»e jednak zosta¢ u»yte, je±li operacje dzielenia i pierwiastkowania
b¦d¡ musiaªy zosta¢ wyeliminowane.

W naszej pracy korzystaj¡c z techniki kombinatorycznej opracowanej przez Mahajana,
Subramanya i Vinaya [14] dostajemy algorytm obliczania Pfa�anu dziaªaj¡cy w czasie
Õ(n3.03) i nie wykonuj¡cy operacji dzielenia.
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Wielomian charakterystyczny. Jak si¦ okazuje metoda obliczania wyznacznika wpro-
wadzona przez Mahajana i Vinaya mo»e by¢ wykorzystana do wyznaczania wszystkich wspóª-
czynników wielomianu charakterystycznego macierzy A [16]:

ΦA(λ) = det(λ · In −A) = c0 · λn + c1 · λn−1 + . . . + cn−1 · λ + cn,

gdzie In oznacza macierz identyczno±ciow¡ rozmiaru n× n.
W rozprawie opisujemy algorytm obliczania wielomianu charakterystycznego który tak

jak w przypadku wyznacznika nie wykorzystuje operacji dzielenia i dziaªa w czasie Õ(n3.03).

Macierz dopeªnie« algebraicznych. Dzi¦ki technice wprowadzonej przez Baura i Stra-
ssena [1] pokazuj¡cej jak oblicza¢ wszystkie pochodne cz¡stkowe otrzymujemy, »e dowolna
metoda obliczania wyznacznika mo»e zosta¢ automatycznie skonwertowana do metody obli-
czaj¡cej macierz dopeªnie« algebraicznych, przy czym zªo»ono±¢ wzrasta o nie wi¦cej ni»
staªy czynnik. Macierz dopeªnie« algebraicznych, adj(A), jest macierz¡ rozmiaru n×n tak¡,
»e

adj(A)[i, j] = (−1)i+jdet(Ai,j),

gdzie Ai,j oznacza macierz rozmiaru (n−1)× (n−1) powstaª¡ z macierzy A przez usuni¦cie
wiersza o numerze i i kolumny o numerze j.

Dostajemy tym samym nie wykonuj¡cy dzielenia algorytm obliczania macierzy dopeªnie«
algebraicznych dziaªaj¡cy w czasie Õ(n3.03) .

Grafy planarne. Problem obliczania wyznacznika wydaje si¦ by¢ znacznie prostszy dla
macierzy okre±lonych przez grafy planarne, tzn. grafy, które mo»na narysowa¢ na pªaszczy¹nie
tak, by krzywe obrazuj¡ce kraw¦dzie grafu nie przecinaªy si¦ ze sob¡.

Na samym pocz¡tku takie macierze s¡ rzadkie, maj¡ one jedynie O(n) niezerowych
wspóªrz¦dnych. Jednak mo»emy powiedzie¢ znacznie wi¦cej. Lipton, Rose oraz Tarjan
[12] pokazali, »e istnienie rodziny O(

√
n)-separatorów dla tej klasy grafów daje mo»liwo±¢

wykonania eliminacji Gaussa w czasie O(n3/2) (lub O(n1.19), je±li u»yty zostanie algorytm
szybkiego mno»enia macierzy). Jednak dziaªanie tego algorytmu ci¡gle wymaga dzielenia.

W naszej pracy prezentujemy algorytmy obliczania wyznacznika, wielomianu charak-
terystycznego oraz macierzy dopeªnie« algebraicznych dla przypadku grafów planarnych
dziaªaj¡ce w czasie O(n2.5) i nie wykonuj¡ce operacji dzielenia.

Inne zastosowania. W rozprawie pokazujemy równie» jak mo»emy wykorzysta¢ nasze
wyniki do implementacji znanych algorytmów obliczania wyznacznika: algorytmu Samuel-
sona oraz algorytmu Chistova w czasie Õ(n3.03).
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Uwagi ko«cowe
Nowe wyniki naukowe, przedstawione w rozprawie, zostaªy równie» zawarte w nast¦puj¡cych
artykuªach:

• A. Urba«ska, Faster Combinatorial Algorithms for Determinant and Pfa�an, ISAAC
2007, LNCS 4835 (2007) 599�608 [24]

• A. Urba«ska, Faster Combinatorial Algorithms for Determinant and Pfa�an, Praca
przyj¦ta do publikacji w czasopi±mie Algorithmica, publikacja elektroniczna dost¦pna
na stronie: http://dx.doi.org/10.1007/s00453-008-9240-9 (2008) [25]

• A. Urba«ska, Application of Graph Separators to the E�cient Division-Free Compu-
tation of Determinant, Praca przyj¦ta na konferencj¦ SOFSEM 2009 [23]
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