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Wprowadzenie

Metoda kombinatoryczna liczenia probleméw macierzowych to sprowadzanie probleméw
natury numerycznej do prostych problemoéw teorii graféw i kombinatoryki. Szczegblna specy-
fika tej metody jest unikanie dzielenia. Wyeliminowanie dzielenia jest istotnym czynnikiem
podczas pracy z pierScieniem przemiennym, ktéry nie jest cialem, na przyktad, kiedy ele-
menty pierscienia sa liczbami catkowitymi, wielomianami czy tez jeszcze bardziej skomp-
likowanymi wyrazeniami. Takie obliczenia pojawiaja sie w wielu kombinatorycznych pro-
blemach [9].

W rozprawie prezentujemy zastosowanie metod kombinatorycznych w konstrukcji efek-
tywnych algorytméw nie wykonujacych operacji dzielenia rozwigzujacych takie problemy
algebry liniowej, jak: obliczanie wyznacznika, Pfaffianu, wspétczynnikéw wielomianu charak-
terystycznego oraz macierzy dopetnieri algebraicznych. Konstruowane przez nas algorytmy

wykorzystuja jako procedury operacje grafowe. Dzieki temu zyskuja na czytelnosci.

Tlo

Pierwsze proby zastosowania technik kombinatorycznych do dowodzenia poprawnosci lub
tworzenia nowych algorytméw obliczajacych funkcje macierzowe zostalty podjete przez Va-
lianta [26] w 1992 roku. Valiant analizowal algorytm Samuelsona obliczania wspotczyn-

nikéw wielomianu charakterystycznego i zinterpretowal te obliczenia w sposéb kombinato-



ryczny. Przedstawil on kombinatoryczne twierdzenie postugujac sie terminologia zamknie-
tych Sciezek w grafie, poprawnoéé ktorego wynikata wprost z poprawnosci algorytmu Samuel-
sona. Zainspirowani tym oraz czysto kombinatorycznym oraz wyjatkowo eleganckim dowo-
dem twierdzenia Cayleya-Hamiltona podanym przez Rutherforda [19], Mahajan i Vinay [16]
zaprezentowali pierwszy kombinatoryczny algorytm obliczania wielomianu charakterysty-
cznego. Dowdd poprawnosdci ich algorytmu odwotywat sie jedynie do argumentéw kombina-

torycznych bez korzystania z algebry liniowej lub arytmetyki na wielomianach.

Gléwne wyniki rozprawy

Wyznacznik. Jednym z klasycznych probleméw algebry liniowej jest problem obliczania
wyznacznika. Wyznacznik macierzy kwadratowej A rozmiaru n x n, det(A), zdefiniowany
jest jako

det(A) = (—=1)"- Z sgn(o) - weight(o, A),

ag
gdzie sumowanie jest po wszystkich permutacjach o grupy permutacji zbioru {1,2,...,n},
znak permutacii o, sgn(o), rowny jest (—1)*, gdzie k jest liczba cykli w rozktadzie na cykle

permutacji o, natomiast waga permutacji o wynosi
weight(o, A) = A[1,0(1)] - A[2,0(2)] - ... A[n,o(n)].

Najbardziej znanym algorytmem obliczania wyznacznika jest algorytm eliminacji Gaussa.
Wymaga on O(n?) (lub O(n?3?), jesli uzyty zostanie algorytm szybkiego mnozenia macierzy)
operacji dodawania, odejmowania, mnozenia oraz dzielenia. 7 drugiej strony, definicja wyz-
nacznika jako sumy n! iloczynéw pokazuje, ze moze on zostaé¢ obliczony bez wykonywania,
operacji dzielenia.

Mahajan i Vinay w swojej pracy z 1997 roku [15] przedstawili zupelnie nowa kombinato-
ryczna interpretacje wyznacznika redukujac problem jego obliczania do problemu sumowania
$ciezek w pewnym acyklicznym grafie a nastepnie bazujac na tej charakteryzacji podali al-
gorytm obliczania wyznacznika w czasie O(n*), ktéry nie wykorzystywal operacji dzielenia.

W rozprawie przedstawimy nowe spojrzenie na algorytm Mahajana i Vinaya: relacje z
pseudo-wielomianowym algorytmem programowania dynamicznego dla problemu plecako-
wego. Glowna faza algorytmu Mahajana i Vinaya moze by¢ zinterpretowana jako obliczenia
algebraicznej wersji problemu plecakowego, co jest alternatywa dla podejscia opartego na
teorii graféw uzytego w oryginalnym algorytmie.

Gtownym rezultatem bedzie pokazanie jak zaimplementowaé algorytm Mahajana i Vinaya
bez korzystania z operacji dzielenia w czasie O(n3'03). Zaprezentowany przez nas algorytm
posiada bardzo prosta implementacje w czasie O(n3®) a jedynym nietrywialnym elementem

3.03)

algorytmu dziatajacego w czasie O(n jest algorytm szybkiego mnozenia macierzy.



Pfaffian. W pracy rozwazamy rowniez Pfaffian macierzy skogno-symetrycznych scisle zwig-
zany z pojeciem wyznacznika. Pfaffian sko$no-symetrycznej macierzy A (tzn. A = —AT) o

parzystej liczbie n wierszy i kolumn zdefiniowany jest jako
Pf(A) = ngn(/\/l) -weight(M, A),
M

gdzie sumowanie odbywa sie po wszystkich skojarzeniach doskonalych M grafu pelnego
K,,. Skojarzenie doskonate M zapisujemy jako podzial zbioru {1,2,...,n} na m = n/2

nieuporzadkowanych par

M = {{i17j1}7 {i27j2}7 DRI {Zmajm}}7
gdzie iy, < j dla kazdego k = 1,2,...,m oraz i1 < t2 < ... < iy. Znak skojarzenia M,
sgn(M), definiujemy jako znak permutacji

<1 2 3 4 -+ n-1 n)
om =1 . . . . . . .
i J1 2 J2 - im Jm

Waga skojarzenia M jest rowna
weight(M, A) = Alir, j1] - Aliz, jo] - ... - Alim, jm].

Pfaffian pojawia si¢ w badaniach nad skojarzeniami w grafach [11]: Pfaffian zorien-
towanego grafu zdefiniowany jest jako suma przebiegajaca po wszystkich mozliwych sko-
jarzeniach doskonatych, przy czym kazde skojarzenie ma przypisany znak zalezny od orie-
ntacji. To wskazuje juz na podobienistwa do wyznacznika. Gdyby nie obecnogé¢ znaku w
tej definicji Pfaffian mozna by wykorzysta¢ do wyznaczania liczby skojarzen doskonatych.
Wiadomo, ze istnieja specjalne grafy, ktére mozna zorientowadé w taki sposéb, aby wszystkie
skojarzenia doskonate mialy dodatni znak. To oczywiscie oznacza, ze zadne skracanie sie
sktadnikéw w sumie nie bedzie miato miejsca a stad Pfaffian da doktadnie liczbe skojarzen
doskonatych.

Pfaffian mozemy wyznaczy¢ wykonujac procedure eliminacji dla macierzy skosno-syme-
trycznych, ktora jest podobna do eliminacji Gaussa (i wykorzystuje operacje dzielenia). Al-
ternatywnie, pierwiastek kwadratowy z wyznacznika daje Pfaffian z doktadnoscia do znaku.
Zadne z tych podejs¢ nie moze jednak zostac uzyte, jesli operacje dzielenia i pierwiastkowania
beda musiaty zosta¢ wyeliminowane.

W naszej pracy korzystajac z techniki kombinatorycznej opracowanej przez Mahajana,
Subramanya i Vinaya [14| dostajemy algorytm obliczania Pfaffianu dzialajacy w czasie

O(n*93) i nie wykonujacy operacji dzielenia.



Wielomian charakterystyczny. Jak sie okazuje metoda obliczania wyznacznika wpro-
wadzona przez Mahajana i Vinaya moze by¢ wykorzystana do wyznaczania wszystkich wspot-

czynnikow wielomianu charakterystycznego macierzy A [16]:
DaN) =det\-I,—A) =co- N4+ ¢ - AN+ dep1 - A,

gdzie I, oznacza macierz identycznodciowa rozmiaru n X n.
W rozprawie opisujemy algorytm obliczania wielomianu charakterystycznego ktéry tak

jak w przypadku wyznacznika nie wykorzystuje operacji dzielenia i dziata w czasie O(n3'03).

Macierz dopelnieri algebraicznych. Dzieki technice wprowadzonej przez Baura i Stra-
ssena [1] pokazujacej jak oblicza¢ wszystkie pochodne czastkowe otrzymujemy, ze dowolna
metoda obliczania wyznacznika moze zosta¢ automatycznie skonwertowana do metody obli-
czajacej macierz dopelnieft algebraicznych, przy czym zlozonosé wzrasta o nie wiecej niz
staly czynnik. Macierz dopetnien algebraicznych, adj(A), jest macierza rozmiaru n X n taka,
ze

adj(A)[i, j] = (—1)" det(A™),

gdzie A%J oznacza macierz rozmiaru (n — 1) x (n— 1) powstala z macierzy A przez usuniecie
wiersza o numerze ¢ i kolumny o numerze j.

Dostajemy tym samym nie wykonujacy dzielenia algorytm obliczania macierzy dopetniert
algebraicznych dzialajacy w czasie O(n303) .

Grafy planarne. Problem obliczania wyznacznika wydaje sie by¢ znacznie prostszy dla
macierzy okreslonych przez grafy planarne, tzn. grafy, ktére mozna narysowaé na ptaszczyznie
tak, by krzywe obrazujace krawedzie grafu nie przecinaty sie ze soba.

Na samym poczatku takie macierze sa rzadkie, maja one jedynie O(n) niezerowych
wspétrzednych. Jednak mozemy powiedzie¢ znacznie wiecej. Lipton, Rose oraz Tarjan
[12] pokazali, ze istnienie rodziny O(y/n)-separatorow dla tej klasy grafow daje mozliwosé
wykonania eliminacji Gaussa w czasie O(n%/2) (lub O(n'19), jesli uzyty zostanie algorytm
szybkiego mnozenia macierzy). Jednak dziatanie tego algorytmu ciagle wymaga dzielenia.

W naszej pracy prezentujemy algorytmy obliczania wyznacznika, wielomianu charak-
terystycznego oraz macierzy dopetnienn algebraicznych dla przypadku graféw planarnych

dzialajace w czasie O(n??) i nie wykonujace operacji dzielenia.

Inne zastosowania. W rozprawie pokazujemy réwniez jak mozemy wykorzystaé nasze

wyniki do implementacji znanych algorytmoéw obliczania wyznacznika: algorytmu Samuel-

sona oraz algorytmu Chistova w czasie O(n303).



Uwagi konicowe

Nowe wyniki naukowe, przedstawione w rozprawie, zostaly rowniez zawarte w nastepujacych

artykutach:

o A. Urbanska, Faster Combinatorial Algorithms for Determinant and Pfaffian, ISAAC
2007, LNCS 4835 (2007) 599-608 |24]

e A. Urbanska, Faster Combinatorial Algorithms for Determinant and Pfaffian, Praca
przyjeta do publikacji w czasopi§mie Algorithmica, publikacja elektroniczna dostepna
na stronie: http://dx.doi.org/10.1007/s00453-008-9240-9 (2008) |25]

e A. Urbariska, Application of Graph Separators to the Efficient Division-Free Compu-
tation of Determinant, Praca przyjeta na konferencje SOFSEM 2009 [23]
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