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Glownym przedmiotem pracy jest problem liczby stron, rozwazany w dzie-
dzinie zbioréw czesciowo uporzadkowanych. Ten problem zostal wprowadzo-
ny w dziedzinie graféow i pierwsze istotne wyniki uzyskali Bernhart i Kainen w
pracy [2]. W dziedzinie zbiorow czesciowo uporzadkowanych, problem pojawit
sie na konferencji Algorithms and Order w Ottawie w 1988 roku i pierwsze
wyniki w tym zakresie zostaly uzyskane przez Nowakowskiego i Parkera [10]
oraz przez Syste [12].

Problem liczby stron polega w ogdélnos$ci na umieszczeniu grafu w ksiazce
o mozliwie najmniejszej liczbie stron. Jesli G jest grafem, to jego umiesz-
czenie w ksiazce jest definiowane przez dwa przyporzadkowania. Wierzchotki
grafu G zostaja w wybranej kolejnosci (permutacji) umieszczone na grzbiecie
ksigzki, a krawedzie sa przyporzadkowywane stronom ksiazki, kazda jednej
stronie 1 w taki sposob, ze na zadnej stronie krawedzie nie przecinaja sie.
Jesli (P, <) jest zbiorem czeSciowo uporzadkowanym, to jego umieszczenie
w ksiazce polega na umieszczeniu w ksiazce jego digrafu pokrycia (diagramu
Hassego), przy czym elementy zbioru P na grzbiecie ksiazki tworza rozszerze-
nie liniowe zbioru (P, <), a zatem tuki tego digrafu sa skierowane ku gorze.
Oznaczamy przez pn(G) liczbe stron grafu G, a przez pn(P) liczbe stron
czesciowo uporzadkowanego zbioru (P, <).

Problem liczby stron w dziedzinie grafow, digraféw i zbiorow uporzadko-
wanych jest rozwazany réwniez jako problem geometrii obliczeniowej (patrz
np. [3]). Na tym gruncie uzyskano wiele istotnych i waznych rezultatow od-
noszacych sie do grafow i digrafow, jako obiektoéw geometrycznych, w tym
rowniez do digraféw pokrycia zbioréow czesciowo uporzadkowanych.

Problem liczby stron w dziedzinie zbioréw czesciowo uporzadkowanych
wydaje sie by¢ znacznie trudniejszy niz problem liczby stron rozwazany dla
grafow. W pracy [2] scharakteryzowano grafy G, dla ktorych liczba stron
pn(G) jest rowna 11 2 i chociaz przypuszczano, ze liczba stron grafow planar-
nych nie jest ograniczona, to jednak, jak udowodnil Yannakakis [13|, wystar-
cza cztery strony do umieszczenia w ksigzce jakiegokolwiek grafu planarnego,



ale dla niektorych grafow cztery strony sa niezbedne, czyli to oszacowanie jest
istotne.

W dziedzinie zbioréw czesciowo uporzadkowanych, znana jest petna cha-
rakteryzacja zbiorow, ktére mozna umiesci¢ na jednej stronie — sa to porzadki
drzewiaste. Natomiast brak jest petnej charakteryzacji zbiorow, ktére wyma-
gaja tylko dwoch stron i nie jest znane zadne oszacowanie liczby stron po-
trzebnych do umieszczenia w ksigzce dowolnego zbioru planarnego. Podano
natomiast przykltad zbioru, ktory wymaga czterech stron [8| i nadal przy-
puszcza sie, ze liczba stron planarnych zbioréw czesciowo uporzadkowanych
nie jest ograniczona.

W pracy zajeto sie tymi dwoma szczegdlnymi przypadkami problemu licz-
by stron dla zbioréw czesciowo uporzadkowanych:

— scharakteryzowaé zbiory, ktore moga by¢ umieszczone na dwoch stronach

w ksiazce,

— okresli¢ liczbe stron planarnych zbioréw uporzadkowanych.

Dotychczasowe badania, na przyktad dotyczace ztozonosci obliczeniowe;j
[3] wskazuja, ze te dwa problemy moga by¢ trudne do rozwiazania w pelnej
og6lnosci, dlatego zajeto sie szczegdlnymi klasami zbioréw czesciowo upo-
rzadkowanych.

Znaczna czes¢ pracy jest poswiecona zbiorom, ktére maja drzewiasta
strukture, dlatego w Rozdziale 4 krétko przedstawiono algorytm stuzacy do
umieszczania zbioréw drzewiastych na jednej stronie. Algorytm jest reku-
rencyjny i jego poprawno$¢ bazuje na (rekurencyjnej) wlasnosci elementow
zbioru (Twierdzenie 17), dzieki ktorej kazda galaz drzewa moze by¢ niezalez-
nie umieszczona na jednej stronie. W dalszej czesci pracy (w Rozdziatach 5 i
6) ten algorytm tworzy ramy dla algorytméw umieszczania w ksiazce zbiorow
o bardziej rozbudowanej strukturze drzewiaste;j.

W Rozdziale 5 jest rozwazana klasa zbioréw uporzadkowanych, ktore row-
niez maja strukture drzewiasta, ale kazda sktadowa zbioru jest diamentem,
a ogoOlniej — cyklem. Ta klasa zbioréw nie pojawita sie dotychczas w ba-
daniach, ale mimo swej prostoty w budowie i drzewiastej strukturze blokow,
bedacych cyklami, dwie strony nie wystarczaja do umieszczenia tych zbiorow
uporzadkowanych w ksiazce. Zbior bedacy kombinacja cykli jest planarny.
Udowodniono miedzy innymi, ze kazda kombinacja diamentow (cykli) moze
by¢ umieszczona w ksiazce na trzech stronach (Twierdzenie 18), jednocze-
$nie przedstawiono przyklad takiej kombinacji, ktoérej nie mozna umiesci¢
na dwoch stronach (Rysunek 5.7 i Lemat 7). Kombinacja diamentow jest
wiec przyktadem rodziny planarnych zbioréw uporzadkowanych o drzewiastej
strukturze, dla umieszczenia ktorych w ksigzce nie wystarczaja dwie strony.

Najrozleglejsza czesé pracy stanowia rozwazania w Rozdziatach 6 i 7
dotyczace N-wolnych zbioréw uporzadkowanych, [11]. Dla rodziny zbioréw
N-wolnych otrzymano wcze$niej wiele istotnych i ciekawych wynikoéw, mie-
dzy innymi w przypadku probleméw, ktére polegaja na znalezieniu rozsze-
rzenia liniowego o pewnej wlasnosci. Jednym z takich probleméw jest pro-
blem skokéw (patrz Punkt 3.3, gdzie zamieszczono dolne oszacowanie liczby
stron przez wyrazenie zalezne od liczby skokow zbioru, Twierdzenie 11). Roz-
wazania bazujg na podejsciu teorio-grafowym, w ktérym digrafy pokrycia
N-wolnych zbioréw uporzadkowanych sg interpretowane jako digrafy tuko-
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we. Zbior czesciowo uporzadkowany (P, <) jest N-wolny, jesli jego digraf
pokrycia, czyli diagram Hassego, nie zawiera poddigrafu indukowanego, izo-
morficznego z digrafem N na Rysunku 6.1.

Na poczatku Rozdziatu 6 jest oméwiona struktura N-wolnych digrafow
tukowych i charakteryzacje takich digrafow (Twierdzenie 20), z ktorych ko-
rzysta sie w dalszej czesci pracy. Wsrod wielu charakteryzacji digrafow tuko-
wych najbardziej pozyteczny okazat si¢ warunek, ktory ustanawia, ze digraf
D jest digrafem tukowym wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja dwa réwnoliczne
rozktady zbioru jego wierzchotkow takie, ze zbior tukéw digrafu D moze byé
roztozony na sume zbioréow tukéw digraféw dwudzielnych petnych.

W Podrozdziale 6.2 podano wzér na liczbe stron dla N-wolnych zbio-
row uporzadkowanych o strukturze drzewiastej (Twierdzenie 22). Nastepnie
podano oszacowanie liczby stron dla dowolnego zbioru N-wolnego (Twier-
dzenie 23), uwzgledniajace strukture zbiorow N-wolnych oraz liczbe cykli
niezaleznych w (di)grafie pokrycia. Nastepnie, podano algorytm stuzacy do
umieszczania w ksiazce dowolnych zbioréw uporzadkowanych, ktory w pierw-
szym kroku sprowadza dowolny zbiér uporzadkowany do zbioru N-wolnego,
a nastepnie korzysta z algorytmu dla zbioréw N-wolnych.

Rozwazania w Rozdziatu 7 skupiaja sie na planarnych zbiorach uporzad-
kowanych. Podano warunki konieczne o charakterze lokalnym na to, aby
N-wolny zbior uporzadkowany byt planarny (Twierdzenie 24) — istnienie wa-
runkéw koniecznych i dostatecznych bowiem jest mato prawdopodobne, gdyz
problem petnej charakteryzacji takich zbioréw jest NP-zupelny. Z tych wa-
runkéw wywnioskowano, ze planarny N-wolny zbiér uporzadkowany o struk-
turze drzewiastej moze by¢ umieszczony w ksigzce na dwoch stronach.

Najwazniejszym wynikiem pracy jest dowdd, ze planarny N-wolny zbior
uporzadkowany, reprezentowany przez swoj do gory plaski digraf pokrycia
moze by¢ umieszczony w ksigzce na dwoch stronach. Dowdéd ma postaé al-
gorytmu, bazujacego na strukturalnej analizie N-wolnych zbioréw uporzad-
kowanych, z ktorej wynika struktura potaczen miedzy poddigrafami dwu-
dzielnymi pelnymi, na ktére mozna zdekomponowaé digraf pokrycia takiego
zbioru oraz z ptaskiej realizacji tych poddigrafow. Dowdd (algorytm) sktada
sie z kilku etapow:

— sprawdzenie warunkoéw koniecznych na to, aby dany zbiér uporzadkowany
byl N-wolny i planarny;

— redukcja sktadowych wiszacych i rozmiaréw poddigraféw dwudzielnych
pelnych;

— umieszczenie na dwoch stronach w ksigzce digrafu zredukowanego;

— uzupelnienie otrzymanego wlozenia digrafu zredukowanego do wtozenia
oryginalnego (przed redukcja) digrafu pokrycia.

Algorytm znajduje kolejno$é¢ wierzchotkéw digrafu pokrycia na grzbiecie
ksiazki, bedaca rozszerzeniem liniowym zbioru uporzadkowanego, dla ktore-
go digraf zredukowany jest digrafem pokrycia. Ta kolejnosé jest znajdowana
podczas przejscia plaskiej reprezentacji zredukowanego digrafu pokrycia, w
ktorym wykorzystuje sie te reprezentacje digrafu (wierzchotki, tuki i Sciany
sa odwiedzane w kolejnosci od prawej) oraz to, ze digraf jest acykliczny i
do gory ptlaski (wierzchotki sa odwiedzane w kolejnosci topologicznego upo-
rzadkowania w digrafie pokrycia). Umieszczenie digrafu pokrycia na dwoch
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stronach jest nastepnie uzupetniane, takze na tych dwoch stronach, fragmen-
tami oryginalnego digrafu pokrycia, wyredukowanymi na poczatku catego
postepowania.

W algorytmie, tuki digrafu zredukowanego i oryginalnego sa przydzielane
do jednej ze stron w ksiazce, a nastepnie dowodzi si¢, ze nie przecinaja sie
na zadnej z nich.

Przedstawione postepowanie ma ztozono$é wielomianows.

W tej pracy, w rozwazaniach dotyczacych zbioréw uporzadkowanych,
istotnie korzysta sie z wtasnosci (di)graféow powiazanych z tymi zbiorami oraz
z technik dowodzenia i konstrukcji algorytmicznych pochodzacych z teorii
grafow.

Niektore wyniki zamieszczone w pracy byty prezentowane na kilku kon-
ferencjach i ich opis znalazl sie¢ w materiatach konferencyjnych [4], [6], [7].
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