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1. Streszczenie

Naszym celem jest zbadanie matematycznych własności pewnych układów nieli-
nowych równań różniczkowych cząstkowych, dla których człon nielinowy jest mo-
notoniczny a jego warunki wzrostu i koercytywności zadane są za pomocą pewnej
ogólnej funkcji wypukłej, definiującej przestrzenie Orlicza.

Naszym pierwszym rezultatem jest istnienie słabych rozwiązań dla niestacjo-
narnego przepływu nieściśliwej, niejednorodnej (gęstość nie jest stała) cieczy nie-
newtonowskiej z niestandardowymi warunkami wzrostu dla tensora naprężeń. Mo-
tywacją do badań jest problem anizotropowego zachowania płynów charaktery-
zujących się wzrostem lepkości wraz ze wzrostem wartości naprężenia. Jesteśmy
zainteresowani reologią ogólniejszą niż typu potęgowego, dlatego zadajemy wa-
runki wzrostu za pomocą wypukłej funkcji zależnej od x i formułujemy problem
w uogólnionych przestrzeniach Orlicza (Musielaka-Orlicza).

Jako kolejny rezultat przedstawiamy dowód istnienia słabych rozwiązań dla
problemu ruchu jednego lub kilku niejednorodnych ciał sztywnych zanurzonych
w jednorodnej nieściśliwej cieczy nienewtonowskiej. Nieliniowy człon lepkościowy
w równaniu jest opisany przy wykorzystaniu ogólnej funkcji wypukłej definiującej
izotropowe przestrzenie Orlicza. Główna część dowodu polega na wykazaniu zbież-
ności członu nielinowego, co osiągamy za pomocą metody lokalnego ciśnienia.
Trzecia część badań dotyczy istnienia słabych rozwiązań dla uogólnionego systemu
Stokesa z nielinowym członem o warunkach wzrostu opisanych przez anizotropo-
wą N –funkcję. Nasza uwaga skierowana jest na osłabienie założeń na N –funkcję,
ponieważ chcielibyśmy uwzględnić w naszych badaniach płyny nienewtonowskie,
których lepkość maleje pod wpływem ścinania i których reologia zbliżona jest do li-
niowej. Ponadto, w celu przeprowadzenia dowodu, wyprowadzamy nierówność typu
Korna-Sobolewa dla przestrzeni Orlicza.

W ostatniej części pracy studiujemy ogólną klasę nieliniowych problemów elip-
tycznych, gdzie dana prawa strona należy jedynie do przestrzeni L1. Co więcej, pole
wektorowe jest monotoniczne względem drugiej zmiennej i spełnia niestandardowe
warunki wzrostu zadane przez, zależną od x, funkcję wypukłą. Tak postawiony pro-
blem uogólnia zarówno rozważania dla zagadnienia sformułowanego w przestrzeni
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Lppxq jak i w klasycznych przestrzeniach Orlicza. Wykorzystując metodę obcięć
oraz ”trik Minty’iego” uogólniony dla przestrzeni nierefleksywnych udowadniamy
istnienie rozwiązań zrenormalizowanych z danymi w L1. Przy dodatkowym zało-
żeniu ścisłej monotoniczności wykazujemy również jednoznaczność rozwiązań. Po-
dajemy także warunki gwarantujące, że rozwiązanie zrenormalizowane jest słabym
rozwiązaniem problemu.

2. Opis problemów, cele i motywacje.

Naszym głównym celem jest rozwinięcie matematycznej teorii dla mechaniki
płynów oraz teorii rozwiązań zrenormalizowanych dla abstrakcyjnych równań eli-
ptycznych. Nasze rozważania koncentrują się głównie na istnieniu różnych typów
rozwiązań dla nieliniowych równań różniczkowych cząstkowych.

Podjęte badania dotyczą dość ogólnego przypadku warunku wzrostu dla członu
najwyższego rzędu. Takie sformułowanie wymusza zastosowanie ogólnych prze-
strzeni funkcyjnych, problemy będą zatem rozważane w przestrzeniach Orlicza
i Musielaka-Orlicza. Poziom uogólnienia ma tutaj zasadnicze znaczenie przy wy-
borze stosowanych metod. Będziemy studiować zatem różne przypadki funkcji
definiujących przestrzenie: izotropowe, anizotropowe, jednorodne i niejednorodne
przestrzennie. Jest to naturalne uogólnienie wielu badań nad przestrzeniami Lebes-
gue’a, uogólnionymi przestrzeniami Lebesgue’a i przestrzeniami Sobolewa, które
mogą być ujęte jako szczególny przypadek naszego podejścia. Razem z zaawan-
sowaniem metod dla równań różniczkowych cząstkowych rozwiniemy też teorię
przestrzeni funkcyjnych. Struktury dla przestrzeni Sobolewa-Orlicza są dobrze roz-
winięte jedynie dla klasycznego przypadku, tj. dla tych zdefiniowanych przez N –
funkcję (ciągła, wypukła, nieujemna, o ponadliniowym wzroście) zależącą tylko od
wartości bezwzględnej argumentu i niezależną od punktu w przestrzeni i na któ-
rą zazwyczaj nakłada się dodatkowe założenia na wzrost (tzw. warunek ∆2, patrz
Rozdział 3) jak również na N –funkcję do niej sprzężoną w sensie Fenchela-Younga.

Nasze badania nad przestrzeniami mogą służyć również za bazę w innych dzie-
dzinach wykorzystujących przestrzenie Orlicza jak: nierówności wariacyjne, homo-
genizacja równań eliptycznych i parabolicznych oraz wiele innych. Można wyróżnić
następujące warianty N –funkcji:


 izotropowa N –funkcja, tj. M : R� Ñ R�


 anizotropowa N –funkcja, tzn. zależna od pełnego wektora M : Rn Ñ R�,

 niejednorodna w przestrzeni, tj. zależna od x N –funkcja M : Ω�Rn Ñ R�,

 szybko lub wolno rosnąca N –funkcja (brak warunku ∆2 na funkcję M lub

do niej sprzężoną - M�).

Rozszerzenie narzędzi analitycznych w tym kierunku jest nie tylko korzystne
dla tematów poruszanych w pracy, ale również ma znaczenie dla innych proble-
mów wspomnianych powyżej, gdzie zjawisko anizotropowości i/lub niejednorodno-
ści w przestrzeni może być obiektem badań. Ważne jest podkreślenie faktu, że gdy
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rozważamy N –funkcje, które są izotropowe, jednorodne oraz M jak i M� spełniają
warunek ∆2, to większość własności, nawet takich jak ciągłość singularnych ope-
ratorów Riesza czy twierdzenia interpolacyjne Marcinkiewicza, działają w sposób
analogiczny jak dla przestrzeni Lp, patrz [1].

Rozważamy szeroką klasę problemów opisujących przepływ cieczy nienewtonow-
skich o niestandardowej reologii. W szczególności chcielibyśmy zbadać efekt zmie-
niającej się lepkości pod wpływem naprężeń, pola elektrycznego lub magnetyczne-
go. To wymusza na nas wykorzystanie niejednorodnych anizotropowych przestrzeni
Orlicza. Nasze badania koncentrują się na istnieniu i na własnościach rozwiązań.

Istotna część naszych rozważań motywowana jest efektem znacznego wzrostu
lepkości substancji w odpowiedzi na wzrost szybkości ścinania. Z tego powodu
chcemy rozważać procesy, gdzie wzrost tensora naprężeń jest szybszy niż wielo-
mianowy. W konsekwencji N –funkcja definiująca przestrzeń nie spełnia warunku
∆2.

W pracy doktorskiej rozważamy istnienie słabych rozwiązań dla czterech pro-
blemów. Na początku nasza uwaga skupia się na nieściśliwych cieczach nienewto-
nowskich o niejednorodnej gęstości. Uwzględniamy, że tensor naprężeń może mieć
różny wzrost w różnych kierunkach tensora ścinania i może zależeć od pewnego
zewnętrznego pola i gęstości cieczy.

Drugi problem dotyczy ruchu ciał sztywnych zanurzonych w cieczy o rosną-
cej pod wpływem ścinania lepkości. Ciała posiadają strukturę niejednorodną i są
zanurzone w jednorodnej nieściśliwej cieczy. Aby uniknąć kolizji między ciałami
i ciał z brzegiem obszaru wystarczy założyć odpowiednio wysoką całkowalność
dla tensora ścinania (przynajmniej w L4). Naturalne zatem wydaje się rozważanie
N –funkcji o wysokich wzrostach.

Obecność członu konwekcyjnego w obu powyższych problemach pozwala jedynie
na rozważanie płynów o lepkości rosnącej pod wpływem ścinania. Jeśli założymy,
że przepływ jest wolny, wtedy pominięcie członu konwekcyjnego jest uzasadnio-
ne. Możemy zatem rozpatrywać również płyny o malejącej lepkości opisane przez
uogólniony system Stokesa. Wzrost lepkościowego tensora naprężeń może być bli-
ski linowemu i dany przez anizotropową N –funkcję, dla której funkcja sprzężona
nie spełnia warunku ∆2.

Na końcu koncentrujemy się na ogólnej klasie równań eliptycznych z daną prawą
stroną całkowalną jedynie w przestrzeni L1. Rozwijamy teorię rozwiązań zrenor-
malizowanych na przestrzenie Orlicza zadane prze niejednorodną anizotropową
N –funkcję bez górnego ograniczenia typu wielomianowego.

Aby umożliwić czytelnikowi trochę głębszy wgląd w osiągnięte rezultaty zapre-
zentujemy poniżej krótki przegląd rozważanych problemów.

W głównej części pracy zajmujemy się problemami związanymi z przepływem
cieczy nienewtonowskich o niestandardowej reologii. Rozważamy materiały, któ-
rych własności takie jak lepkość mogą nie być stałe. W naszych badaniach bierze-
my pod uwagę fakt, że mogą się one zmieniać w znaczący sposób pod wpływem
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takich czynników jak: ścinanie, pole magnetyczne lub elektryczne. Koncentrujemy
się na istnieniu i własnościach rozwiązań dla układów równań wywodzących się
z mechaniki płynów nieściśliwych. Mogą one przyjmować następującą formę:

Bt%� divxp%uq � 0 w p0, T q � Ω,

Btp%uq � divxp%ub uq � divxSSSpDDDuq �∇xp � %f w p0, T q � Ω,

divxu � 0 w p0, T q � Ω,
(1)

gdzie u opisuje pole prędkości płynu, % - jego gęstość, p to ciśnienie, Ω jest ogra-
niczonym obszarem w Rd o wystarczająco gładkim brzegu, T   8, f to dane
siły zewnętrzne, DDDu � 1

2p∇xu � ∇Txuq jest symetryczną częścią gradientu pola
prędkości. Pierwsze równanie to równanie ciągłości, drugie – równanie momentu,
ostatnie to warunek nieściśliwości. Zakładamy warunek braku poślizgu na brzegu
(zerowy warunek Dirichleta).

W celu zamknięcia systemu musimy dołożyć relację konstytutywną, reologią,
opisującą związek pomiędzy SSS aDDDu.W naszych rozważaniach nie chcemy zakładać,
że SSS ma jedynie wielomianową strukturę, tj. SSS � pκ � |DDDu|qp�2DDDu lub SSS � pκ �
|DDDu|2qpp�2q{2DDDu (gdzie κ ¡ 0). Standardowe warunki wzrostu tensora naprężeń
(wielomianowy wzrost), patrz np. [7, 18]

|SSSpDDDuq| ¤ cp1 � |DDDu|2qpp�2q{2|DDDu|,

SSSpDDDuq : DDDu ¥ cp1 � |DDDu|2qpp�2q{2|DDDu|2,
(2)

mogą okazać się niewystarczające aby opisać niestandardowe zachowania płynu.
Motywowani zjawiskiem znacznego wzrostu lepkości pod wpływem ścinania chcie-
libyśmy opisać substancje, dla których wzrost ten jest wyższy niż wielomianowy
oraz może być różny w różnych kierunkach tensora ścinania. Chcielibyśmy uwzględ-
nić również wzrosty zbliżone do liniowego. Lepkość cieczy nie jest zatem stała,
ale może zależeć od pełnego gradientu symetrycznego pola prędkości. Aby opisać
warunki wzrostu tensora naprężeń wykorzystujemy dość ogólną funkcję wypukłą,
zwaną N –funkcją, podobnie jak w [10, 11, 12, 13, 14, 15, 22, 23, 24, 25]. Jeste-
śmy wtedy w stanie uwzględnić efekt rosnącej lub malejącej lepkości płynu pod
wpływem wzrostu szybkości ścinania. Warunki wzrostu/koercytywności przyjmują
następującą formę:

(3) SSSpx,DDDuq : DDDu ¥ c tMpx,DDDuq �M�px,SSSpx,DDDuqqu ,

gdzie M jest N –funkcją.
W klasycznym przypadku, tzn. z wielomianowymi warunkami wzrostu, odpo-

wiednimi przestrzeniami funkcyjnymi są przestrzenie Lebesgue’a i Sobolewa. W na-
szych rozważaniach warunek (3) wymusza na nas wykorzystanie przestrzeni Or-
licza i Sobolewa-Orlicza, zdefiniowanych przez N –funkcję. Pragniemy podkreślić
tutaj, że nie chcemy zakładać, że M spełnia tzw. warunek ∆2. Z tego powodu
tracimy wiele dobrych własności przestrzeni funkcyjnych. Między innymi nasze
przestrzenie mogą nie być refleksywne ani ośrodkowe, funkcje gładkie mogą nie
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być w nich gęste względem normy. Brak założenia warunku ∆2 powoduje, że do-
wody są bardziej wymagające oraz wymuszają wykorzystanie metod innych niż te
znane z klasycznego podejścia.

W pierwszej części pracy rozważamy równianie ewolucyjne dla przepływu nieści-
śliwej cieczy nienewtonowskiej, które może być zapisane w postaci układu (1). Do-
wód istnienia słabych rozwiązań rozpoczynamy od aproksymacji Galerkina i wyka-
zania istnienia rozwiązania aproksymacyjnego. Główną trudnością jest wykazanie
odpowiedniej zbieżności w członie nieliniowym. Wynik osiągniemy wykorzystując
metody monotoniczności zaadaptowane do przestrzeni nierefleksywnych [22, 11]
oraz metody skompensowanej zwartości. Chcemy tutaj rozszerzyć dostępną teo-
rię istnienia na klasę równań z nielinowym członem o wzroście bardziej ogólnych
niż wielomianowy poprzez sformułowanie problemu w niejednorodnych anizotro-
powych przestrzeniach Orlicza jak w [10, 11, 22]. Ponadto, uzupełniamy teorię,
którą można tamże znaleźć poprzez uwzględnienie równania ciągłości (6)1 w roz-
ważanym systemie oraz uzależnienie SSS od gęstości płynu (nie zakładamy, że gęstość
płynu jest stała). Dodatkowo uzyskujemy wyższą regularność względem zmiennej
czasowej niż w [7, 6, 10, 11], tj. w przestrzeni Nikolskiego. Rezultat ten sformu-
łowany jest w Rozdziale 4.1, oparty jest o pracę Wróblewskiej-Kamińskiej [23], a
częściowe wcześniejsze wyniki można znaleźć w [11, 14, 22].

Wykorzystując wynik, o którym wspomnieliśmy wyżej, rozważamy problem ru-
chu jednego lub kilku niejednorodnych ciał sztywnych zanurzonych w jednorodnej
cieczy nienewtonowskiej znajdującej się w ograniczonym obszarze. Przepływ pły-
nu może być zatem zadany układem typu (1) uzupełnionym o równanie opisujące
ruch ciał sztywnych. Używamy przy tym faktu, udowodnionego prze Starowoito-
wa, że dwa ciała nie zderzają się, jeśli są zanurzone w cieczy, której lepkość znacz-
nie rośnie wraz ze wzrostem prędkości ścinania. Strategia by rozwiązać problem,
w pierwszym kroku, polega na zastąpieniu ciał sztywnych cieczą o wysokiej lepko-
ści dążącej do nieskończoności w granicy. Idea ta była rozwinięta przez Hoffmana
[16] oraz San Marina i innych [20]. Ponieważ rozważamy ciecze nieściśliwe, istnie-
nie i oszacowania na ciśnienie nie są kluczowe w rozważaniach istnienia słabych
rozwiązań. Wynika to z faktu, że w słabym sformułowaniu funkcja ciśnienia znika.
W naszym przypadku lokalizujemy problem zbieżności członu nielinowego jedy-
nie w części ”płynnej” układu, zatem musimy przedstawić lokalne oszacowania
na funkcję ciśnienia, dokładniej – na jej odpowiednie elementy składowe. W tym
celu rozkładamy funkcję ciśnienia na dwie części. Wykorzystujemy przy tym trans-
formatę Riesza, która w ogólności nie jest ciągła z przestrzeni Orlicza w nią sa-
mą (co zachodzi, gdy N –funkcja i funkcja do niej sprzężona spełniają warunek
∆2). Przestrzeń, w której znajduje się regularna część ciśnienia jest większa niż
ta zawierająca nieliniowy człon lepkościowy. Co więcej nie jesteśmy w stanie użyć
twierdzeń typu Maricnkiewicza ani teorii interpolacji w tej samej wersji co dla prze-
strzeni Lebesgue’a czy Sobolewa. Z tego powodu przejście do granicy od problemu
aproksymacyjnego w członach związanych z regularną częścią ciśnienia wymaga
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subtelniejszego podejścia niż w [8]. Ta część badań oparta jest o prace [24, 25]
Wróblewskiej-Kamińskiej a rezultat sformułowany jest w Rozdziale 4.2.

W dwóch powyższych problemach obecność członu konwekcyjnego divpu b uq
wymusza, przy wykorzystywanych przez nas metodach, przyjęcie co najmniej wie-
lomianowego wzrostu tensora naprężeń SSS względem DDDu. Z tym założeniem jeste-
śmy w stanie rozważać jedynie płyny typu STF. Zmotywowało nas to do podjęcia
badań nad uogólnionym systemem Stokesa:

Btu� divxSSSpDDDuq �∇xp � f w p0, T q � Ω,

divxu � 0 w p0, T q � Ω.
(4)

W szczególności powyższy problem pozwala nam uwzględnić w badaniach ciecze,
których lepkość maleje ze wzrostem prędkości ścinania. Zauważmy, że jeśli prze-
pływ jest powolny a gęstość stała, wtedy system dany przez (1) redukuje się do
(4). Problem istnienia słabych rozwiązań postawiony jest w anizotropowych prze-
strzeniach Orlicza. W dowodzie potrzebujemy wykazać nierówność typu Korna-
Sobolewa dla anizotropowych przestrzeni Orlicza bez założenia warunku ∆2. Po-
kazujemy również, że domknięcie funkcji gładkich o zwartym nośniku względem
dwóch topologii jest równoważne, a dokładniej zbieżność symetrycznych gradien-
tów w topologii modularnej i słabej z gwiazdką w przestrzeni Orlicza. Możemy
wtedy przedstawić formułę na całkowanie przez części. Istnienie słabych rozwią-
zań dla tego problemu jest postawione w Twierdzeniu 4.4. Rezultat oparty jest na
pracy Gwiazdy, Świerczewskiej-Gwiazdy i Wróblewskiej-Kamińskiej [12]. Ponadto
problem zbieżności pełnej dyskretyzacji quasi-linowego równania parabolicznego w
izotropowych i anizotropowych przestrzeniach Orlicza jest rozważany przez Emm-
rich’a i Wróblewską-Kamińską w [4].

Ostatnia część badań dotyczy teorii rozwiązań zrenormalizowanych dla proble-
mów eliptycznych związanych z inkluzją różniczkową

βp�, uq � div pap�,∇uq � F puqq Q f,
gdzie f P L1pΩq. Pole wektorowe ap�, �q jest monotoniczne względem drugiej współ-
rzędnej i spełnia niestandardowe warunki wzrostu opisane przez zależną od x ani-
zotropową funkcję wypukłą. Dokładniej a spełnia:

(5) apx, ξq � ξ ¥ catM
�px,apx, ξqq �Mpx, ξqu � a0pxq

dla p.w. x P Ω i wszystkich ξ P Rd, gdzie a0 jest nieujemną funkcją całkowal-
ną. Powyższy warunek uogólnia problemy tego typu postawione w przestrzeniach
Lebesgue’a lub klasycznych (izotropowych) przestrzeniach Orlicza.

Koncepcja rozwiązań zrenormalizowanych pozwala poradzić sobie z problemem
”dobrego postawienia” przy bardzo ogólnych założeniach, które nie zapewniają
istnienia słabych rozwiązań. Notacja ta została wprowadzona przez P.-L. Lionsa
i DiPernę w [2] dla równania Boltzmanna. Idea ta została wykorzystana również
dla modeli mechaniki cieczy przez P.-L. Lions [17] i gra ważną rolę w teorii istnienia
oraz regularności dla systemów uwzględniających przepływy zależne od gęstości.
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Badania nasze podjęte są dla przypadku dość ogólnych warunków wzrostu dla
nielinowego członu najwyższego rzędu. Rezultat osiągnięty w pracy rozszerza teorię
istnienia dla równań z daną prawą stroną jedynie w przestrzeni L1. Zgodnie z naszą
wiedzą wynik jest bardziej ogólny niż te dotychczas dostępne. Jesteśmy w stanie
uwzględnić szerszą klasę operatorów poprzez postawienie problemu w anizotropo-
wych niejednorodnych przestrzeniach Orlicza. Jest to naturalne uogólnienie ostat-
nich badań nad przestrzeniami Lppxq, które mogą być szczególnym przypadkiem
przyjętej przez nas struktury. Zastosowanie metod związanych z rozwiązaniami
zrenormlizowanymi jest kluczowe, ze względu na człon z przestrzeni L1 w równa-
niu. Główn rezultat tej części pracy to istnienie rozwiązania zrenormalizowanego
dla (5) dla danego f z L1, jednoznaczność tego rozwiązania przy założeniu ścisłej
monotoniczności wykresu β oraz istnienie słabych rozwiązań przy dodatkowych
założeniach na f . Ta część pracy oparta jest na wspólnym artykule Gwiazdy, Wit-
tbold, Wróblewskiej-Kamińskiej i Zimmermann [15], a rezultat dokładnie sformu-
łowany jest w Rozdziale 4.4.

Po dokładny opis problemów, opis istniejącego stanu wiedzy oraz motywacji
odsyłamy zainteresowane osoby odpowiednio do Rozdziałów IV, V, VI, VII pracy
doktorskiej Wróblewskiej-Kamińskiej [21].

Chcielibyśmy jeszcze krótko wspomnieć o niektórych dobrze znanych już wyni-
kach dotyczących wykorzystania przestrzeni Orlicza. Pragniemy tutaj przywołać
analityczny wynik dotyczący abstrakcyjnego równania parabolicznego w nieośrod-
kowych przestrzeniach Orlicza z zerowym warunkiem brzegowym Dirichleta. Do-
naldson [3] zakłada, że nielinowy operator drugiego rzędu jest eliptyczny, mono-
toniczny w postaci dywergencyjnej. Warunki wzrostu i koercytywności są bardziej
ogólne niż w Lp, tj. przy wykorzystaniu N –funkcji M , o której zakłada się, że
ξ2    Mp|ξ|q (tzn. ξ2 rośnie istotnie wolniej niż Mp|ξ|q) oraz że M� spełnia wa-
runek ∆2. Przy takich założeniach autor wykazał istnienie rozwiązań. Część tych
obostrzeń opuszczono w [5].

Przeglądowa praca [19] Mustonena podsumowuje techniki dla odwzorowań typu
monotonicznego w przestrzeniach Orlicza i Orlicza–Sobolewa. Autorzy potrzebo-
wali wprowadzić pojęcia takie jak: monotoniczność, pseudomonotoniczność, ope-
ratory typu pMq, pS�q i inne. Powodem jest to, że przestrzenie Orlicza, czy też
Orlicza–Sobolewa nie są w ogólności refleksywne.

Pragniemy jeszcze raz podkreślić, że jednym z głównych problemów jakie napo-
tykamy, to fakt, że nie zakładamy, że warunek ∆2 musi być spełniony. Tracimy za-
tem wiele dobrych własności przestrzeni funkcyjnych, z którymi pracujemy. Jedną z
napotkanych przez nas przeszkód jest brak klasycznej formuły na całkowanie przez
części, patrz [9, Rozdział 4.1]. Aby ją uzyskać wprost w przestrzeniach Orlicza po-
trzebowalibyśmy gęstości funkcji C8 w LMpQq oraz że LMpQq � LMp0, T ;LMpΩqq.
Pierwsze zachodzi jeśli M spełnia warunek ∆2. Drugie nie zachodzi dla przypad-
ku uogólnionych przestrzeni Orlicza. Możemy przywołać tu stwierdzenie z [3], że
nawet dla izotropowych przestrzeni Orlicza jest to spełnione jedynie pod silnymi
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założeniami, które gwarantują, że M jest równoważne z funkcją wykładniczą oraz
że LMpQq jest ośrodkowa i refleksywna.

3. Notacja i własności przestrzeni Orlicza

Definicja 3.1. Niech Ω będzie zbiorem ograniczonym w Rd, funkcję M : Ω�Rn Ñ
R� nazywamy uogólnioną N–funkcją, jeśli spełnia następujące warunki

(1) M jest funkcją Carathéodory’ego, Mpx,KKKq � Mpx,�KKKq p.w. w Ω oraz
Mpx,KKKq � 0 wtedy i tylko wtedy gdy KKK � 0,

(2) Mpx,KKKq jest wypukła względem KKK,
(3)

lim
|KKK|Ñ0

Mpx,KKKq
|KKK|

� 0 dla wszystkich x P Ω,

(4)

lim
|KKK|Ñ8

Mpx,KKKq
|KKK|

� 8 dla wszystkich x P Ω.

Definicja 3.2. Funkcja sprzężona M� do funkcji M to funkcja spełniająca:

M�px,LLLq � sup
KKKPRn

pKKK : LLL�Mpx,KKKqq

dla LLL P Rn, x P Ω.

Funkcja sprzężona M� jest również N –funkcją.
Niech Q :� Ω � p0, T q. Uogólniona klasa Orlicza LMpQ;Rnq to zbiór funkcji

mierzalnych KKK : QÑ Rn, takich że»
Q

Mpx,KKKpt, xqq dxdt   8.

Uogólnioną przestrzeń Orlicza LMpQ;Rn) definiuje się jako zbiór wszystkich funk-
cji mierzalnych: KKK : QÑ Rn spełniających»

Q

Mpx, λKKKpt, xqq dxdtÑ 0 gdy λÑ 0.

Uogólniona przestrzeń Orlicza jest przestrzenią Banacha z normą Luxemburga

}KKK}M � inf
"
λ ¡ 0 |

»
Q

M

�
x,
KKKpt, xq
λ



dxdt ¤ 1

*
.

Oznaczmy przez EMpQ;Rnq domknięcie w LMpQ;Rnq wszystkich funkcji mierzal-
nych i ograniczonych na Q. Przestrzeń LM�pQ;Rnq jest przestrzenią dualną do
EMpQ;Rnq. Łatwo zauważyć, że EM � LM � LM .

Funkcjonał

%pKKKq �
»
Q

Mpx,KKKpxqq dxdt
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jest modularem w przestrzeni funkcji mierzalnych KKK : Q Ñ Rn. Mówimy, że ciąg
tzzzju8j�1 zbiega w modularze do z w LMpQ;Rnq, jeśli istnieje takie λ ¡ 0, że

»
Q

M

�
x,
zzzj � zzz
λ



dxdtÑ 0 gdy j Ñ 8.

Będziemy pisać zzzj M
Ñ zzz w celu oznaczenia zbieżności w modularze w LMpQ;Rnq.

Mówimy, że N –funkcja M spełnia warunek ∆2, jeśli dla pewnej nieujemnej,
całkowalnej na Ω funkcji gM i stałej CM ¡ 0 zachodzi

Mpx, 2KKKq ¤ CMMpx,KKKq � gMpxq dla wszystkich KKK P Rnoraz p.w. x P Ω.

Jeśli ten warunek nie jest spełniony, to tracimy wtedy takie własności przestrzeni
LMpQ;Rnq jak: ośrodkowość, gęstość funkcji z C8, refleksywność.

W zależności od badanego problemu rozważamy N –funkcje w różnych posta-
ciach: w pełnej ogólności, jak w definicji powyżej, anizotrtropową N –funkcją –
Mpx,KKKq �MpKKKq lub izotropową N –funkcją – Mpx,KKKq �Mp|KKK|q.

4. Osiągnięte rezultaty

4.1. Istnienie rozwiązań dla niestacjonarnego przepływu niejednorod-
nej, nieściśliwej cieczy nienewtonowskiej. Rozważamy istnienie i własności
słabych rozwiązań układu opisującego przepływ niejednorodnej, nieściśliwej cieczy
nienewtonowskiej, który przyjmuje następującą postać:

Bt%� divxp%uq � 0 w Q,

Btp%uq � divxp%ub uq � divxSSSpt, x, %,DDDuq �∇xp � %f w Q,

divxu � 0 w Q,

up0, xq � u0 w Ω,

%p0, xq � %0 w Ω,

upt, xq � 0 na p0, T q � BΩ,

(6)

gdzie % : Q Ñ R to gęstość cieczy, u : Q Ñ R3 - pole prędkości, p : Q Ñ R
- ciśnienie, SSS tensor naprężeń, f : Q Ñ R3 - dane siły zewnętrzne. Zbiór Ω �
R3 jest ograniczonym obszarem o wystarczająco gładkim brzegu BΩ. Oznaczamy
Q � p0, T q � Ω jako cylinder czasowo-przestrzenny z T P p0,�8q. Tensor DDDu �
1
2p∇xu�∇

T
xuq jest symetryczną częścią gradientu pola prędkości.

Zakładamy, że tensor SSS : p0, T q�Ω�R��R3�3
sym Ñ R3�3

sym spełnia (R3�3
sym - przestrzeń

symetrycznych macierzy wymiaru 3 � 3):

S1: SSSpt, x, %,KKKq jest funkcją Carathéodory’ego (tj. mierzalna funkcja wzglę-
dem t, x dla wszystkich % ¡ 0 i KKK P R3�3

sym oraz ciągła względem % i KKK dla
p.w. x P Ω). Ponadto SSSpt, x, %,000q � 000.



10 ANETA WRÓBLEWSKA-KAMIŃSKA

S2: Istnieje pewna stała cc, N –funkcje M : Ω � R3�3 Ñ R� i M� (funkcja
sprzężona do M), takie że dla wszystkich KKK P R3�3

sym, % ¡ 0 i p.w. t, x P Q
zachodzi

SSSpt, x, %,KKKq : KKK ¥ cctMpx,KKKq �M�px,SSSpt, x, %,KKKqqu.

S3: SSS jest funkcją monotoniczną, tj. dla wszystkich KKK1,KKK2 P R3�3
sym, % ¡ 0

i p.w. x P Ω zachodzi

rSSSpt, x, %,KKK1q � SSSpt, x, %,KKK2qs : rKKK1 �KKK2s ¥ 0.

Wprowadźmy również następujące oznaczenia przestrzeni funkcyjnych:

DpΩq :� tϕ P C8pΩq |ϕ ma zwarty nośnik zawarty w Ωu,

VpΩq :� tϕ P DpΩq | divϕ � 0u,

L2
divpΩq :� domknięcie V względem normy } � }L2 ,

W 1,p
0,divpΩq :� domknięcie V względem normy }∇p�q}Lp .

Definicja 4.1. Parę %, u nazywamy słabym rozwiązaniem (6), jeśli

0   %� ¤ %pt, xq ¤ %� dla p.w. pt, xq P Q,

% P Cpr0, T s;LqpΩqq dla dowolnego q P r1,8q,

Bt% P L
5p{3p0, T ; pW 1,5p{p5p�3qq�q,

u P L8p0, T ;L2
divpΩ;R3qq X Lpp0, T ;W 1,p

0,divpΩ;R3qq XN1{2,2p0, T ;L2
divpΩ;R3q,

DDDu P LMpQ;R3�3
symq oraz p%u,ψq P Cpr0, T sq dla wszystkich ψ P L2

divpΩ;R3q.

Ponadto % i u spełniają » T

0
xBt%, zy � p%u,∇xzq dt � 0

dla wszystkich z P Lrp0, T ;W 1,rpΩqq z r � 5p{p5p� 3q, tj.» s2

s1

»
Ω
%Btz � p%uq �∇xz dxdt �

»
Ω
%zps2q � %zps1q dx

dla wszystkich z gładkich i s1, s2 P r0, T s, s1   s2 oraz

�

» T

0

»
Ω
%u � Btϕ� %ub u : ∇xϕ� SSSpt, x, %,DDDuq : DDDϕ dxdt

�

» T

0

»
Ω
%f �ϕ dxdt�

»
Ω
%0u0 �ϕp0q dx dla wszystkich ϕ P Dpp�8, T q;Vq,

co więcej zachodzi

lim
tÑ0�

}%ptq � %0}LqpΩq � }uptq � u0}
2
L2pΩq � 0 dla dowolnego q P r1,8q.
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Twierdzenie 4.2 ([23]). Niech M będzie N–funkcją spełniającą dla pewnych sta-
łych c ¡ 0, C ¡ 0 i

p ¥
11
5

warunek
Mpx,ξξξq ¥ c|ξξξ|p � C

dla p.w. x P Ω i wszystkich ξξξ P R3�3
sym. Załóżmy, że funkcja sprzężona

M� spełnia warunek ∆2 oraz lim
|ξξξ|Ñ8

inf
xPΩ

Mpxξξξq

|ξξξ|
� 8.

Niech SSS spełnia warunki S1.-S3. oraz u0 P L
2
divpΩ;R3q, %0 P L

8pΩq z 0   %� ¤
%0pxq ¤ %�   �8 dla p.w. x P Ω i f P Lp

1

p0, T ;Lp
1

pΩ;R3q. Wtedy istnieje słabe
rozwiązanie problemu (6).

4.2. Istnienie rozwiązań dla problemu ruchu ciał sztywnych zanurzo-
nych w nieściśliwej cieczy nienewtonowskiej. Stawiamy następujący pro-
blem: niech Ω � R3 będzie obszarem ograniczonym z odpowiednio gładkim brze-
giem BΩ, który zawiera nieściśliwą ciecz nienewtonowską z zanurzonymi niejed-
norodnymi ciałami sztywnymi. Początkowe położenie ciał sztywnych zadane jest
przez rodzinę wystarczająco regularnych obszarów Si � Ω � R3, i � 1, . . . , n.
Ruch ηi stowarzyszony z ciałem Si jest następującym odwzorowaniem

ηi � ηipt, xq, t P r0, T q, x P R3, ηipt, �q : R3 Ñ R3 jest izometrią,

ηip0, xq � x dla wszystkich x P R3, i � 1, . . . , n.

Zgodnie z tym, położenie ciała Si w chwili t dane jest przez:

Siptq � ηipt, Siq, i � 1, . . . , n.

Słabym rozwiązaniem problemu jest para p%,uq z funkcją gęstości % � %pt, xq oraz
polem prędkości u � upt, xq spełniającą:

(7)
» T

0

»
Ω

�
%Btϕ� %u �∇xϕ

	
dxdt � �

»
Ω
%0ϕ dx

dla dowolnej funkcji testującej ϕ P C1pr0, T q � Ωq oraz» T

0

»
Ω

�
%u � Btϕ� %ub u : DDDϕ� SSS : DDDϕ

	
dxdt

� �

» T

0

»
Ω
%∇xF �ϕ dxdt�

»
Ω
%0u0 �ϕ dx

(8)

dla dowolnego ϕ P C1
c pr0, T q � Ω;R3q,

(9) ϕpt, �q P rRM sptq,
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które jest związane z położeniem ciała sztywnego, tj.

rRM sptq �
 
φ P C1

c pΩ;R3q | divxφ � 0 in Ω,

DDDφ ma zwarty nośnik zawarty w Ωz Yn
i�1 Siptq

(
.

(10)

Symbol SSS oznacza tensor naprężeń określony przez (11 - 16) - patrz poniżej,∇xF to
dany potencjał sił zewnętrznych, %0, u0 oznacza odopwiednio rozkład początkowy
gęstości i pola prędkości.

Zakładamy, że tensor naprężeń SSS zależy od symetrycznej części gradientu pola
prędkości u, tj. SSS : R3�3

sym Ñ R3�3
sym oraz spełnia

(11) SSSp000q � 000, SSS � SSSpDDDuq jest funkcją ciągłą,

(12)
�
SSSpξξξq � SSSpηηηq

	
:
�
ξξξ � ηηη

	
¥ 0 dla wszystkich ξξξ � ηηη, ξξξ,ηηη P R3�3

sym

oraz istnieje dodatnia stała c, izotropowa N –funkcja M : R� Ñ R� i sprzężona
do niej M�, takie że dla wszystkich ξξξ P R3�3

sym i p.w. x P Ω zachodzi

(13) SSSpξξξq : ξξξ ¥ cctMp|ξξξ|q �M�p|SSSpξξξq|qu.

Ponadto zakładamy, że N –funkcja M spełnia dodatkowe warunki wzrostu

(14) c1| � |
p ¤Mp�q ¤ c2 exp

1
β�1 p| � |q dla p ¥ 4, β ¡ 0

dla pewnych dodatnich stałych c1, c2, funkcja sprzężona do M

(15) M� spełnia warunek ∆2

oraz

(16) Mp| � |
1
4 q jest wypukła.

Przyjmujemy warunek braku poślizgu na brzegu Ω, jak również na powierzchni
ciał sztywnych, tzn. upt, xq|BΩ � 0 dla t P r0, T s oraz prędkość cieczy na brzegu
każdego ciała sztywnego Si (i � 1, . . . , n) równa się prędkości brzegu tego obiektu.

W celu zamknięcia systemu określamy również relację pomiędzy polem prędkości
u a ruchem ciał sztywnych zadanym poprzez izometrie ηi. Możemy to sformulować
w następujący sposób: ponieważ odwzorowania ηipt, �q są izometriami w R3, mogą
być zapisane jako

ηipt, xq � xiptq �OOOiptqx,
gdzie OOOiptq P SOp3q (tj. macierze spełniające OOOTi OOOi � IdIdId). Położenie xiptq opisuje,
gdzie znajduje się środek masy ciała Si w czasie t

xiptq �
1
mi

»
Siptq

%Sipt, xqx dx,

gdzie

mi �

»
Siptq

%Sipt, xq dx
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jest całkowitą masą i-tego ciała o gęstości %Si . Mówimy, że pole prędkości u jest
zgodne z rodziną przemieszczeń tη1, . . . ,ηnu, jeśli

(17) upt, xq � uSipt, xq � U iptq�QQQiptqpx�xiptqq dla p.w. x P Siptq, i � 1, . . . , n

dla p.w. t P r0, T q, gdzie uSi jest prędkością sztywnych obiektów, U iptq opisuje
przesunięcie, a QQQ - prędkość kątową, tak że

(18)
d
dt
xiptq � U iptq,

� d
dt
OOOiptq

	
OOOTi ptq � QQQiptq p.w. na p0, T q.

Twierdzenie 4.3 ([25]). Niech Ω będzie obszarem ograniczonym w R3 oraz niech
następujące warunki będą spełnione:


 Początkowe położenie ciał sztywnych dane jest przez rodzinę zbiorów otwar-
tych

Si � Ω � R3, Si dyfeomorficznych z kulą jednostkową i � 1, . . . , n,

gdzie BSi, i � 1, . . . , n oraz BΩ są odpowiednio regularne.

 distrSi, Sjs ¡ 0 dla i � j, distrSi,R3zΩs ¡ 0 dla dowolnych i, j � 1, . . . , n.

 Tensor naprężeń SSS spełnia hipotezy (11 - 13).

 N–funkcja M spełnia warunki (14 - 16) z p ¥ 4 oraz funkcja sprzężona
M� spełnia warunek ∆2.


 Dane siły zewnętrzne F P W 1,8pΩq.

 Początkowy rozkład gęstości dany jest przez

%0 �

$&
%

%f � const ¡ 0 w Ωz Yn
i�1 Si,

%Si on Si, gdzie %Si P L
8pΩq, ess infSi %Si ¡ 0, i � 1, . . . , n,

a początkowa prędkość u0 spełnia

u0 P L
2pΩ;R3q, divxu0 � 0 w D1pΩq, DDDu0 � 0 w D1pSi;R3�3q dla i � 1, . . . , n.

Wtedy istnieje funkcja gęstości %,

% P Cpr0, T s;L1pΩqq, 0   ess inf
Ω
%pt, �q ¤ ess sup

Ω
%pt, �q   8 dla wszystkich t P r0, T s,

oraz rodzina izometrii tηipt, �qu
n
i�1, ηip0, �q � Id, pole prędkości u,

u P L8p0, T ;L2pΩ;R3qq X Lpp0, T ;W 1,p
0 pΩ;R3qq, DDDu P LMpQ;R3�3q,

zgodne z tηiu
n
i�1 w sensie (17), (18), takie że %, u spełniają równości całkowe

(7) dla dowolnej funkcji testującej ϕ P C1pr0, T q � Ωq oraz (8) dla wszystkich ϕ
spełniających (9), (10).
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4.3. Uogólniony system Stokesa. Chcemy wykazać istnienie rozwiązań dla na-
stępującego uogólnionego układu Stokesa:

Btu� divSSSpt, x,DDDuq �∇p � f w p0, T q � Ω,

divu � 0 w p0, T q � Ω,

up0, xq � u0 w Ω,

upt, xq � 0 na p0, T q � BΩ,

gdzie Ω � Rd jest ograniczonym zbiorem otwartym o wystarczająco gładkim brze-
gu BΩ, p0, T q jest przedziałem czasowym z T   8, Q � p0, T q�Ω, u : QÑ Rd jest
polem prędkości cieczy, a p : Q Ñ R – ciśnieniem, SSS � IIIp jest tensorem naprężeń
Cauchy’ego. Zakładamy, że SSS spełnia następujące warunki

(S1) SSS jest funkcją Carathéodory’ego.
(S2) Istnieje N –funkcja M : Rd�d

sym Ñ R� i sprzężona do niej funkcja M� oraz
stała c ¡ 0, takie że dla wszystkich ξξξ P Rd�d

sym

SSSpt, x, ξξξq : ξξξ ¥ cpMpξξξq �M�pSSSpt, x, ξξξqqq.

(S3) Dla wszystkich ξξξ,ηηη P Rd�d
sym i p.w. t, x P Q

pSSSpt, x, ξξξq � SSSpt, x,ηηηqq : pξξξ � ηηηq ¥ 0.

Twierdzenie 4.4 ([12]). Niech będzie spełniony jeden z poniższych warunków:
(D1) Ω jest ograniczonym zbiorem gwiaździstym,
(D2) Ω jest ograniczonym ograniczonym zbiorem niegwiaździstym oraz

mprq ¤ cmppmprqq
d
d�1 � |r|2 � 1q

dla wszystkich r P R� i m spełnia warunek ∆2.
Ponadto niech M będzie N–funkcją i niech SSS spełnia warunki (S1)-(S3). Wtedy
dla danych u0 P L

2
divpΩ;Rdq i f P Em�pQ;Rdq istnieje u P ZM

0 , takie że»
Q

�u � Btϕ� SSSpt, x,DDDuq �DDDϕ dxdt �
»
Q

f �ϕ dxdt�
»

Ω
u0ϕp0q dx

dla wszystkich ϕ P Dp�8, T ;Vq.
W powyższym sformułowaniu zastosowaliśmy oznaczenie:

ZM
0 � tu P L8p0, T ;L2

divpΩ;Rdqq, DDDu P LMpQ;Rn�n
sym q | D tu

ju8j�1 � Dpp�8, T q;Vq :

uj
�
á u in L8p0, T ;L2

divpΩ;Rdqq

oraz DDDuj �
á DDDu słabo z gwiazdką w LMpQ;Rd�d

symqu.

oraz funkcje m, m : R� Ñ R� zą zdefiniowane następująco:
mprq :� min

ξξξPRd�dsym ,|ξξξ|�r
Mpξξξq,

mprq :� max
ξξξPRd�dsym ,|ξξξ|�r

Mpξξξq.
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4.4. Rozwiązania zrenormalizowane dla problemów eliptycznych w prze-
strzeniach Orlicza. Niech Ω będzie ograniczonym obszarem w Rd (d ¥ 1) z wy-
starczająco gładkim brzegiem BΩ. Naszym celem jest wykazanie istnienia i jedno-
znaczoności rozwiązań zrenormalizowanych dla następującej nieliniowej eliptycznej
inkluzji:

βpx, uq � divx papx,∇uq � F puqq Q f w Ω
u � 0 na BΩ

(E, f)

gdzie prawa strona f P L1pΩq. O funkcji F : R Ñ Rd zakładamy, że jest lokalnie
lipschitzowska a pole wektorowe a : Ω � Rd Ñ Rd spełnia:

(A1): ap�, �q jest funcją Carathéodory’ego.
(A2): istnieją N -funkcja M : Ω � Rd Ñ R�, sprzężona do niej M�, stała
ca P p0, 1s i nieujemna funkcja a0 P L

1pΩq, takie że

apx, ξq � ξ ¥ catM
�px,apx, ξqq �Mpx, ξqu � a0pxq

dla p.w. x P Ω i wszystkich ξ P Rd.
(A3): ap�, �q jest funkcją monotoniczną, tj.

papx, ξq � apx,ηqq � pξ � ηq ¥ 0

dla p.w. x P Ω i każdego ξ, η P Rd.

Ponadto zakładamy, że funkcja sprzężona

M� spełnia warunek ∆2

oraz że istnieją c ¡ 0, ν ¡ 0 oraz ξ0 P Rd, takie że

Mpx, ξq ¥ c|ξ|1�ν

dla p.w. x P Ω i wszystkich ξ P Rd, |ξ| ¥ |ξ0|.
O nieliniowości β w problemie (E, f) zakładamy, że β : Ω � R Ñ 2RztHu

jest odwzorowaniem wielowartościowym, takim że dla p.w. x P Ω βpx, �q : R Ñ
2RztHu jest operatorem maksymalnie monotonicznym oraz 0 P βpx, 0q. Ponadto
zakładamy, że

β0p�, lq P L1pΩq

dla każdego l P R, gdzie β0 oznacza minimalną selekcję grafu β.

Wprowadźmy przestrzeń liniową

V :� tϕ P L1
locpΩq | Dtϕju

8
j�1 � DpΩq,

taki że ∇ϕj �
á ∇ϕ w LMpΩ;Rdq gdy j Ñ 8u

z normą
}ϕ}V � }∇ϕ}M,Ω, ϕ P V.
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Definicja 4.5. Słabym rozwiązaniem problemu (E, f) nazywamy parę pu, bq P
V �L1pΩq spełniającą: bpxq P βpx, upxqq p.w. w Ω, apx,∇uq P LM�pΩ;Rdq, F puq P
LM�pΩ;Rdq oraz

b� divpap�,∇uq � F puqq � f w D1pΩq.

Definicja 4.6. Rozwiązaniem zrenormalizowanym dla (E, f) jest funkcja u speł-
niają następujące warunki:

(R1): u : Ω Ñ R jest mierzalna, b P L1pΩq oraz b P βpx, upxqq dla p.w. x P Ω.
(R2): Dla każdego k ¡ 0 Tkpuq P V , apx,∇Tkpuqq P LM�pΩ;Rdq oraz»

Ω
bhpuqϕ dx�

»
Ω
papx,∇uq � F puqq �∇phpuqϕq dx �

»
Ω
fhpuqϕ dx

zachodzi dla wszystkich h P C1
c pRq oraz wszystkich ϕ P V X L8pΩq.

(R3):
³
tl |u| l�1u apx,∇uq �∇u dxÑ 0 gdy l Ñ 8.

Twierdzenie 4.7 ([15]). Niech pole wektorowe a i graf β spełniają założenia wy-
mienione powyżej. Wtedy dla f P L1pΩq istnieje co najmniej jedno zrenormalizo-
wane rozwiązanie u dla problemu (E, f).

Twierdzenie 4.8. Niech β : Ω � R Ñ 2R będzie, takie że βpx, �q jest ściśle mo-
notoniczne dla p.w. x P Ω. Dla f P L1pΩq niech pu, bq, pũ, b̃q będą rozwiązaniami
zrenormalizowanymi dla (E, f). Wtedy u � ũ i b � b̃.

Stwierdzenie 1. Niech pu, bq będzie rozwiązaniem zrenormalizowanym dla (E, f).
Załóżmy, że (A2) jest spełnione dla a0 P L

8pΩq i prawa strona f należy do LdpΩq.
Wtedy u P V X L8pΩq i u jest słabym rozwiązaniem dla (E, f).
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