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1. STRESZCZENIE

Naszym celem jest zbadanie matematycznych wtasnosci pewnych uktadéw nieli-
nowych réwnan rézniczkowych czastkowych, dla ktorych czton nielinowy jest mo-
notoniczny a jego warunki wzrostu i koercytywnosci zadane sg za pomoca pewnej
ogdblnej funkcji wypuktej, definiujacej przestrzenie Orlicza.

Naszym pierwszym rezultatem jest istnienie stabych rozwigzan dla niestacjo-
narnego przeptywu niescisliwej, niejednorodnej (gestosé nie jest stata) cieczy nie-
newtonowskiej z niestandardowymi warunkami wzrostu dla tensora naprezen. Mo-
tywacja do badan jest problem anizotropowego zachowania ptynéw charaktery-
zujacych sie wzrostem lepkosci wraz ze wzrostem wartosci naprezenia. JestesSmy
zainteresowani reologia ogoélniejsza niz typu potegowego, dlatego zadajemy wa-
runki wzrostu za pomoca wypuktlej funkcji zaleznej od x i formutujemy problem
w uogdélnionych przestrzeniach Orlicza (Musielaka-Orlicza).

Jako kolejny rezultat przedstawiamy dowod istnienia stabych rozwigzan dla
problemu ruchu jednego lub kilku niejednorodnych ciat sztywnych zanurzonych
w jednorodnej niescisliwej cieczy nienewtonowskiej. Nieliniowy czton lepkosciowy
w réwnaniu jest opisany przy wykorzystaniu ogélnej funkcji wypuktej definiujacej
izotropowe przestrzenie Orlicza. Gtéwna czes¢ dowodu polega na wykazaniu zbiez-
nosci cztonu nielinowego, co osiggamy za pomoca metody lokalnego cisnienia.
Trzecia cze$é¢ badan dotyczy istnienia stabych rozwigzan dla uogdlnionego systemu
Stokesa z nielinowym cztonem o warunkach wzrostu opisanych przez anizotropo-
wa N—funkcje. Nasza uwaga skierowana jest na ostabienie zalozen na N—funkcje,
poniewaz chcielibySmy uwzgledni¢ w naszych badaniach ptyny nienewtonowskie,
ktorych lepkosé maleje pod wpltywem Scinania i ktérych reologia zblizona jest do li-
niowej. Ponadto, w celu przeprowadzenia dowodu, wyprowadzamy nierownos¢ typu
Korna-Sobolewa dla przestrzeni Orlicza.

W ostatniej czedci pracy studiujemy ogolng klase nieliniowych problemow elip-
tycznych, gdzie dana prawa strona nalezy jedynie do przestrzeni L'. Co wiecej, pole
wektorowe jest monotoniczne wzgledem drugiej zmiennej i spetnia niestandardowe
warunki wzrostu zadane przez, zalezng od x, funkcje wypukta. Tak postawiony pro-

blem uogolnia zaréwno rozwazania dla zagadnienia sformutowanego w przestrzeni
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LP@) jak i w klasycznych przestrzeniach Orlicza. Wykorzystujac metode obcieé
oraz "trik Minty’iego” uogdélniony dla przestrzeni nierefleksywnych udowadniamy
istnienie rozwigzan zrenormalizowanych z danymi w L!. Przy dodatkowym zalo-
zeniu Scistej monotonicznosci wykazujemy réwniez jednoznacznos$é rozwiazan. Po-
dajemy takze warunki gwarantujace, ze rozwigzanie zrenormalizowane jest stabym
rozwigzaniem problemu.

2. OPIS PROBLEMOW, CELE I MOTYWACJE.

Naszym gtéwnym celem jest rozwiniecie matematycznej teorii dla mechaniki
plynéw oraz teorii rozwiazan zrenormalizowanych dla abstrakcyjnych rownan eli-
ptycznych. Nasze rozwazania koncentruja sie gtéwnie na istnieniu réznych typow
rozwigzan dla nieliniowych réwnan rézniczkowych czastkowych.

Podjete badania dotycza dos¢ ogdlnego przypadku warunku wzrostu dla cztonu
najwyzszego rzedu. Takie sformulowanie wymusza zastosowanie ogdlnych prze-
strzeni funkcyjnych, problemy beda zatem rozwazane w przestrzeniach Orlicza
i Musielaka-Orlicza. Poziom uogoélnienia ma tutaj zasadnicze znaczenie przy wy-
borze stosowanych metod. Bedziemy studiowa¢ zatem rdzne przypadki funkcji
definiujacych przestrzenie: izotropowe, anizotropowe, jednorodne i niejednorodne
przestrzennie. Jest to naturalne uogélnienie wielu badan nad przestrzeniami Lebes-
gue’a, uogdlnionymi przestrzeniami Lebesgue’a i przestrzeniami Sobolewa, ktore
moga by¢ ujete jako szczegdlny przypadek naszego podejscia. Razem z zaawan-
sowaniem metod dla rownan rézniczkowych czastkowych rozwiniemy tez teorie
przestrzeni funkcyjnych. Struktury dla przestrzeni Sobolewa-Orlicza sa dobrze roz-
winiete jedynie dla klasycznego przypadku, tj. dla tych zdefiniowanych przez N—
funkcje (ciaglta, wypukta, nieujemna, o ponadliniowym wzroscie) zalezaca tylko od
wartosci bezwzglednej argumentu i niezalezng od punktu w przestrzeni i na kto-
ra zazwyczaj naktada sie dodatkowe zatozenia na wzrost (tzw. warunek Ay, patrz
Rozdzial 3) jak réwniez na N —funkcje do niej sprzezong w sensie Fenchela-Younga.

Nasze badania nad przestrzeniami moga stuzy¢ rowniez za baze w innych dzie-
dzinach wykorzystujacych przestrzenie Orlicza jak: nierownosci wariacyjne, homo-
genizacja rownan eliptycznych i parabolicznych oraz wiele innych. Mozna wyréznic¢
nastepujace warianty N —funkecji:

izotropowa N —funkcja, tj. M : R, — R

anizotropowa N —funkcja, tzn. zalezna od pelnego wektora M : R" — R,
niejednorodna w przestrzeni, tj. zalezna od  N—funkcja M : QxR™ — R,
szybko lub wolno rosnaca N—funkcja (brak warunku A, na funkcje M lub
do niej sprzezona - M*).

Rozszerzenie narzedzi analitycznych w tym kierunku jest nie tylko korzystne
dla tematéw poruszanych w pracy, ale réwniez ma znaczenie dla innych proble-
méw wspomnianych powyzej, gdzie zjawisko anizotropowosci i/lub niejednorodno-
Sci w przestrzeni moze by¢ obiektem badan. Wazne jest podkreslenie faktu, ze gdy
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rozwazamy N—funkcje, ktore sg izotropowe, jednorodne oraz M jak i M* spelniaja
warunek As, to wiekszo$¢ wlasnosci, nawet takich jak cigglosé singularnych ope-
ratoréw Riesza czy twierdzenia interpolacyjne Marcinkiewicza, dziataja w sposéb
analogiczny jak dla przestrzeni LP, patrz [1].

Rozwazamy szeroka klase problemoéw opisujacych przeptyw cieczy nienewtonow-
skich o niestandardowej reologii. W szczegdlnosci chcieliby$émy zbadaé efekt zmie-
niajacej sie lepkosci pod wptywem naprezen, pola elektrycznego lub magnetyczne-
go. To wymusza na nas wykorzystanie niejednorodnych anizotropowych przestrzeni
Orlicza. Nasze badania koncentrujg sie na istnieniu i na wtasnosciach rozwigzan.

Istotna czesé naszych rozwazan motywowana jest efektem znacznego wzrostu
lepkosci substancji w odpowiedzi na wzrost szybkosci $cinania. Z tego powodu
chcemy rozwazaé procesy, gdzie wzrost tensora naprezen jest szybszy niz wielo-
mianowy. W konsekwencji N—funkcja definiujaca przestrzen nie spelnia warunku
As.

W pracy doktorskiej rozwazamy istnienie stabych rozwigzan dla czterech pro-
blemoéw. Na poczatku nasza uwaga skupia sie na niescisliwych cieczach nienewto-
nowskich o niejednorodnej gestosci. Uwzgledniamy, ze tensor naprezen moze miec
rozny wzrost w réznych kierunkach tensora $cinania i moze zaleze¢ od pewnego
zewnetrznego pola i gestosci cieczy.

Drugi problem dotyczy ruchu cial sztywnych zanurzonych w cieczy o rosna-
cej pod wpltywem $cinania lepkosci. Ciata posiadaja strukture niejednorodna i sa
zanurzone w jednorodnej niescigliwej cieczy. Aby uniknaé¢ kolizji miedzy ciatami
i cial z brzegiem obszaru wystarczy zatozy¢ odpowiednio wysoks catkowalnosé
dla tensora $cinania (przynajmniej w L*). Naturalne zatem wydaje si¢ rozwazanie
N —funkcji o wysokich wzrostach.

Obecno$é cztonu konwekcyjnego w obu powyzszych problemach pozwala jedynie
na rozwazanie ptynéw o lepkosci rosnacej pod wptywem Scinania. Jesli zatozymy;,
ze przeptyw jest wolny, wtedy pominiecie cztonu konwekcyjnego jest uzasadnio-
ne. Mozemy zatem rozpatrywaé réwniez ptyny o malejacej lepkosci opisane przez
uogdblniony system Stokesa. Wzrost lepkosciowego tensora naprezen moze by¢ bli-
ski linowemu i dany przez anizotropowa N—funkcje, dla ktérej funkcja sprzezona
nie spetnia warunku A,.

Na koncu koncentrujemy sie na ogblnej klasie rownan eliptycznych z dang prawg
strona catkowalng jedynie w przestrzeni L!. Rozwijamy teorie rozwigzan zrenor-
malizowanych na przestrzenie Orlicza zadane prze niejednorodng anizotropowsa
N—funkcje bez gérnego ograniczenia typu wielomianowego.

Aby umozliwi¢ czytelnikowi troche gtebszy wglad w osiggniete rezultaty zapre-
zentujemy ponizej krotki przeglad rozwazanych problemow.

W gléwnej czedci pracy zajmujemy sie problemami zwiazanymi z przeptywem
cieczy nienewtonowskich o niestandardowej reologii. Rozwazamy materiaty, kto-
rych wtasnosci takie jak lepkos¢ moga nie by¢ state. W naszych badaniach bierze-
my pod uwage fakt, ze moga sie one zmienia¢ w znaczacy sposéb pod wplywem
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takich czynnikow jak: Scinanie, pole magnetyczne lub elektryczne. Koncentrujemy
sie¢ na istnieniu i wlasnosciach rozwigzan dla uktadéw réownan wywodzacych sie
z mechaniki ptynéw niedcisliwych. Moga one przyjmowac nastepujaca forme:

0o +divy(ou) =0 w  (0,7) x Q,
(1) or(ou) + div,(ou ®@u) — div,S(Du) + Vop =of w  (0,7) x Q,
div,u =0 w  (0,7) x Q,

gdzie u opisuje pole predkosci ptynu, o - jego gestosé, p to cidnienie, () jest ogra-
niczonym obszarem w R? o wystarczajaco gtadkim brzegu, T < oo, f to dane
sity zewnetrzne, Du = %(qu + VIu) jest symetryczna czescia gradientu pola
predkosci. Pierwsze rownanie to rownanie cigglosci, drugie — réwnanie momentu,
ostatnie to warunek niescisliwosci. Zaktadamy warunek braku poslizgu na brzegu
(zerowy warunek Dirichleta).

W celu zamkniecia systemu musimy dotozy¢ relacje konstytutywna, reologia,
opisujaca zwiazek pomiedzy S a Du. W naszych rozwazaniach nie chcemy zakladac,
ze S ma jedynie wielomianowa strukture, tj. S ~ (k + |[Du|)’ ?Du lub S ~ (k +
IDu|?)P=2/2Dy (gdzie k > 0). Standardowe warunki wzrostu tensora naprezen
(wielomianowy wzrost), patrz np. [7, 18]

[S(Dw)| < c(1 + [Duf?)” 27| Dul,
S(Du) : Du = ¢(1 + |Dul*)?~2/2|Du)?,

moga okazac si¢ niewystarczajace aby opisa¢ niestandardowe zachowania ptynu.
Motywowani zjawiskiem znacznego wzrostu lepkosci pod wpltywem $cinania chcie-
libysmy opisa¢ substancje, dla ktérych wzrost ten jest wyzszy niz wielomianowy
oraz moze by¢ rézny w réznych kierunkach tensora scinania. Chcieliby$my uwzgled-
ni¢ rowniez wzrosty zblizone do liniowego. Lepkos¢ cieczy nie jest zatem stata,
ale moze zaleze¢ od pelnego gradientu symetrycznego pola predkosci. Aby opisaé
warunki wzrostu tensora naprezen wykorzystujemy dosé ogélna funkcje wypukta,
zwana N —funkcja, podobnie jak w [10, 11, 12, 13, 14, 15, 22, 23, 24, 25]. Jeste-
smy wtedy w stanie uwzgledni¢ efekt rosngcej lub malejacej lepkosci ptynu pod
wplywem wzrostu szybkosci $cinania. Warunki wzrostu/koercytywnosci przyjmuja
nastepujaca forme:

(3) S(z,Du) : Du > c{M(xz,Du) + M*(x,S(x,Du))},

gdzie M jest N—funkcja.

W klasycznym przypadku, tzn. z wielomianowymi warunkami wzrostu, odpo-
wiednimi przestrzeniami funkcyjnymi sa przestrzenie Lebesgue’a i Sobolewa. W na-
szych rozwazaniach warunek (3) wymusza na nas wykorzystanie przestrzeni Or-
licza i Sobolewa-Orlicza, zdefiniowanych przez N—funkcje. Pragniemy podkresli¢
tutaj, ze nie chcemy zakladac¢, ze M spelnia tzw. warunek As. Z tego powodu
tracimy wiele dobrych wtlasnosci przestrzeni funkcyjnych. Miedzy innymi nasze
przestrzenie moga nie by¢ refleksywne ani osrodkowe, funkcje gltadkie moga nie

(2)
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by¢ w nich geste wzgledem normy. Brak zalozenia warunku Ay powoduje, ze do-
wody sg bardziej wymagajace oraz wymuszajg wykorzystanie metod innych niz te
znane z klasycznego podejscia.

W pierwszej czedci pracy rozwazamy réwnianie ewolucyjne dla przeptywu niesci-
sliwej cieczy nienewtonowskiej, ktére moze by¢ zapisane w postaci uktadu (1). Do-
wod istnienia stabych rozwigzan rozpoczynamy od aproksymacji Galerkina i wyka-
zania istnienia rozwigzania aproksymacyjnego. Gléwnag trudnoscia jest wykazanie
odpowiedniej zbieznosci w cztonie nieliniowym. Wynik osiagniemy wykorzystujac
metody monotonicznosci zaadaptowane do przestrzeni nierefleksywnych [22; 11]
oraz metody skompensowanej zwartosci. Chcemy tutaj rozszerzy¢ dostepna teo-
ri¢ istnienia na klase réwnan z nielinowym cztonem o wzroscie bardziej ogdlnych
niz wielomianowy poprzez sformutowanie problemu w niejednorodnych anizotro-
powych przestrzeniach Orlicza jak w [10, 11, 22]. Ponadto, uzupelniamy teorie,
ktora mozna tamze znalezé poprzez uwzglednienie réwnania ciaglosci (6); w roz-
wazanym systemie oraz uzaleznienie S od gestosci pltynu (nie zakladamy, ze gestosé
plynu jest stata). Dodatkowo uzyskujemy wyzsza regularno$¢ wzgledem zmiennej
czasowej niz w [7, 6, 10, 11], tj. w przestrzeni Nikolskiego. Rezultat ten sformu-
towany jest w Rozdziale 4.1, oparty jest o prace Wréblewskiej-Kaminskiej [23], a
czedciowe wezesniejsze wyniki mozna znalezé w [11, 14, 22].

Wykorzystujac wynik, o ktérym wspomnieliSmy wyzej, rozwazamy problem ru-
chu jednego lub kilku niejednorodnych ciat sztywnych zanurzonych w jednorodnej
cieczy nienewtonowskiej znajdujacej sie w ograniczonym obszarze. Przeptyw pty-
nu moze by¢ zatem zadany uktadem typu (1) uzupelnionym o réwnanie opisujace
ruch cial sztywnych. Uzywamy przy tym faktu, udowodnionego prze Starowoito-
wa, ze dwa ciata nie zderzajg sie, jesli sg zanurzone w cieczy, ktorej lepkosé znacz-
nie ro$nie wraz ze wzrostem predkosci Scinania. Strategia by rozwiazaé problem,
w pierwszym kroku, polega na zastapieniu cial sztywnych ciecza o wysokiej lepko-
sci dazacej do nieskonczonos$ci w granicy. Idea ta byta rozwinieta przez Hoffmana
[16] oraz San Marina i innych [20]. Poniewaz rozwazamy ciecze niescisliwe, istnie-
nie i oszacowania na ci$nienie nie s kluczowe w rozwazaniach istnienia stabych
rozwigzan. Wynika to z faktu, ze w stabym sformutowaniu funkcja ci$nienia znika.
W naszym przypadku lokalizujemy problem zbieznosci cztonu nielinowego jedy-
nie w czesci "pltynnej” uktadu, zatem musimy przedstawié¢ lokalne oszacowania
na funkcje cisnienia, doktadniej — na jej odpowiednie elementy sktadowe. W tym
celu rozktadamy funkcje ci$nienia na dwie czesci. Wykorzystujemy przy tym trans-
formate Riesza, ktéra w ogdlnosci nie jest ciagla z przestrzeni Orlicza w nig sa-
ma (co zachodzi, gdy N-funkcja i funkcja do niej sprzezona spelniaja warunek
Ay). Przestrzen, w ktérej znajduje sie regularna czes$é cisnienia jest wieksza niz
ta zawierajaca nieliniowy czton lepkosciowy. Co wiecej nie jesteSmy w stanie uzy¢
twierdzen typu Maricnkiewicza ani teorii interpolacji w tej samej wersji co dla prze-
strzeni Lebesgue’a czy Sobolewa. Z tego powodu przejscie do granicy od problemu
aproksymacyjnego w czlonach zwigzanych z regularng czescia ci$nienia wymaga
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subtelniejszego podejscia niz w [8]. Ta cze$¢ badan oparta jest o prace [24, 25]
Wroéblewskiej-Kaminskiej a rezultat sformutowany jest w Rozdziale 4.2.

W dwdéch powyzszych problemach obecnos$é cztonu konwekeyjnego div(u ® u)
wymusza, przy wykorzystywanych przez nas metodach, przyjecie co najmniej wie-
lomianowego wzrostu tensora naprezen S wzgledem Du. Z tym zalozeniem jeste-
Smy w stanie rozwazaé jedynie ptyny typu STF. Zmotywowalo nas to do podjecia
badan nad uogdlnionym systemem Stokesa:

A ou —div,S(Du) + V,p=f w (0,7) x Q,
) div,u =0 w(0,7) x Q.

W szczegolnosci powyzszy problem pozwala nam uwzgledni¢ w badaniach ciecze,
ktorych lepkos¢ maleje ze wzrostem predkosci Scinania. Zauwazmy, ze jesli prze-
plyw jest powolny a gesto$é stata, wtedy system dany przez (1) redukuje sie do
(4). Problem istnienia stabych rozwiazan postawiony jest w anizotropowych prze-
strzeniach Orlicza. W dowodzie potrzebujemy wykaza¢ nieréwnos$¢ typu Korna-
Sobolewa dla anizotropowych przestrzeni Orlicza bez zalozenia warunku A,. Po-
kazujemy réwniez, ze domkniecie funkcji gtadkich o zwartym nosniku wzgledem
dwdéch topologii jest rownowazne, a doktadniej zbieznosé symetrycznych gradien-
tow w topologii modularnej i stabej z gwiazdka w przestrzeni Orlicza. Mozemy
wtedy przedstawi¢ formute na catkowanie przez czesci. Istnienie stabych rozwig-
zan dla tego problemu jest postawione w Twierdzeniu 4.4. Rezultat oparty jest na
pracy Gwiazdy, Swierczewskiej-Gwiazdy i Wréblewskiej-Kamiriskiej [12]. Ponadto
problem zbieznosci petnej dyskretyzacji quasi-linowego rownania parabolicznego w
izotropowych i anizotropowych przestrzeniach Orlicza jest rozwazany przez Emm-
rich’a i Wréblewska-Kaminska w [4].

Ostatnia czes¢ badan dotyczy teorii rozwiazan zrenormalizowanych dla proble-
moéw eliptycznych zwiazanych z inkluzja rézniczkowa

B(,u) — div (a(-, Vu) + F(u)) 3 f,

gdzie f € L'(Q). Pole wektorowe a(-, -) jest monotoniczne wzgledem drugiej wspot-
rzednej i spetnia niestandardowe warunki wzrostu opisane przez zalezna od x ani-
zotropowa funkcje wypukta. Doktadniej a spehia:

(5) a(z,§) & = c{M*(z,a(x,§)) + M(z,£)} — ao(z)
dla p.w. z € Q i wszystkich & € R, gdzie ay jest nieujemna funkcja catkowal-
ng. Powyzszy warunek uogolnia problemy tego typu postawione w przestrzeniach
Lebesgue’a lub klasycznych (izotropowych) przestrzeniach Orlicza.

Koncepcja rozwigzan zrenormalizowanych pozwala poradzi¢ sobie z problemem
”dobrego postawienia” przy bardzo ogdélnych zatozeniach, ktore nie zapewniaja
istnienia stabych rozwigzan. Notacja ta zostata wprowadzona przez P.-L. Lionsa
i DiPern¢ w [2] dla réwnania Boltzmanna. Idea ta zostata wykorzystana réwniez
dla modeli mechaniki cieczy przez P.-L. Lions [17] i gra wazna role w teorii istnienia
oraz regularnosci dla systeméw uwzgledniajacych przeptywy zalezne od gestosci.
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Badania nasze podjete sa dla przypadku dos¢ ogdlnych warunkéw wzrostu dla
nielinowego cztonu najwyzszego rzedu. Rezultat osiagniety w pracy rozszerza teorie
istnienia dla réwnan z dang prawg strong jedynie w przestrzeni L. Zgodnie z nasza
wiedzg wynik jest bardziej ogdlny niz te dotychczas dostepne. Jestedmy w stanie
uwzgledni¢ szersza klase operatoréw poprzez postawienie problemu w anizotropo-
wych niejednorodnych przestrzeniach Orlicza. Jest to naturalne uogélnienie ostat-
nich badan nad przestrzeniami LP(*), ktére moga by¢ szczegdlnym przypadkiem
przyjetej przez nas struktury. Zastosowanie metod zwigzanych z rozwigzaniami
zrenormlizowanymi jest kluczowe, ze wzgledu na czlon z przestrzeni L' w réwna-
niu. Gloéwn rezultat tej czedci pracy to istnienie rozwigzania zrenormalizowanego
dla (5) dla danego f z L', jednoznaczno$é¢ tego rozwigzania przy zalozeniu Sciste;
monotonicznosci wykresu 3 oraz istnienie stabych rozwigzan przy dodatkowych
zalozeniach na f. Ta cze$¢ pracy oparta jest na wspolnym artykule Gwiazdy, Wit-
tbold, Wréblewskiej-Kaminskiej i Zimmermann [15], a rezultat doktadnie sformu-
towany jest w Rozdziale 4.4.

Po doktadny opis probleméw, opis istniejacego stanu wiedzy oraz motywacji
odsytamy zainteresowane osoby odpowiednio do Rozdziatow IV, V, VI, VII pracy
doktorskiej Wréblewskiej-Kaminskiej [21].

Chcieliby$my jeszcze krotko wspomnieé o niektérych dobrze znanych juz wyni-
kach dotyczacych wykorzystania przestrzeni Orlicza. Pragniemy tutaj przywotac
analityczny wynik dotyczacy abstrakcyjnego rownania parabolicznego w nieosrod-
kowych przestrzeniach Orlicza z zerowym warunkiem brzegowym Dirichleta. Do-
naldson [3] zaktada, ze nielinowy operator drugiego rzedu jest eliptyczny, mono-
toniczny w postaci dywergencyjnej. Warunki wzrostu i koercytywnosci sg bardziej
ogélne niz w LP, tj. przy wykorzystaniu N—funkcji M, o ktérej zaklada sie, ze
€2 << M(J€]) (tzn. &2 roénie istotnie wolniej niz M (|€])) oraz ze M* spelnia wa-
runek As. Przy takich zatozeniach autor wykazatl istnienie rozwigzan. Czesé¢ tych
obostrzen opuszczono w [5].

Przegladowa praca [19] Mustonena podsumowuje techniki dla odwzorowan typu
monotonicznego w przestrzeniach Orlicza i Orlicza—Sobolewa. Autorzy potrzebo-
wali wprowadzi¢ pojecia takie jak: monotoniczno$¢, pseudomonotonicznosé, ope-
ratory typu (M), (S;) i inne. Powodem jest to, ze przestrzenie Orlicza, czy tez
Orlicza—Sobolewa nie sg w ogolnosci refleksywne.

Pragniemy jeszcze raz podkresli¢, ze jednym z gtéwnych probleméw jakie napo-
tykamy, to fakt, ze nie zaktadamy, ze warunek Ay musi by¢ spetniony. Tracimy za-
tem wiele dobrych wtasnosci przestrzeni funkcyjnych, z ktorymi pracujemy. Jedna z
napotkanych przez nas przeszkod jest brak klasycznej formuty na catkowanie przez
czedel, patrz |9, Rozdziat 4.1]. Aby ja uzyskaé wprost w przestrzeniach Orlicza po-
trzebowaliby$my gestosci funkeji C* w Ly (Q) oraz ze Ly (Q) = Ly (0, T Ly ().
Pierwsze zachodzi jesli M spelnia warunek A,. Drugie nie zachodzi dla przypad-
ku uogdlnionych przestrzeni Orlicza. Mozemy przywotaé¢ tu stwierdzenie z [3], ze
nawet dla izotropowych przestrzeni Orlicza jest to spetnione jedynie pod silnymi
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zalozeniami, ktére gwarantujg, ze M jest rGwnowazne z funkcjg wyktadniczg oraz
ze Ly (Q) jest oSrodkowa i refleksywna.

3. NOTACJA I WELASNOSCI PRZESTRZENI ORLICZA

Definicja 3.1. Niech Q bedzie zbiorem ograniczonym w R?, funkcje M : Q2 xR™ —
R, nazywamy uogdlniong N —funkcjqg, jesli spetnia nastepujace warunki
(1) M jest funkcja Carathéodory’ego, M(x,K) = M(z,—K) p.w. w Q oraz
M(z,K) = 0 wtedy i tylko wtedy gdy K = 0,
(2) M(x,K) jest wypukta wzgledem K,

lim M =0 dla wszystkich x € Q,
|K|—0 |K|
(4)
lim M = oo dla wszystkich x € €.
K- K]

Definicja 3.2. Funkcja sprzezona M* do funkcji M to funkcja spetniajaca:
M*(x,L) = sup (K:L— M(z,K))
KeR"®
dlaLeR" xe.

Funkcja sprzezona M* jest réwniez N —funkcja.
Niech @ := Q x (0,T). Uogdlniona klasa Orlicza L (Q;R™) to zbioér funkeji
mierzalnych K : Q — R", takich ze

JM@Mmmmw<w
Q

Uogdlniong przestrzen Orlicza Ly (Q; R™) definiuje si¢ jako zbiér wszystkich funk-
¢ji mierzalnych: K : @ — R"™ spelhiajacych

J M (z, \K(t, z))dzdt - 0 gdy A — 0.
Q

Uogodlniona przestrzen Orlicza jest przestrzenig Banacha z norma Luxemburga
K(t
K|y = inf{A >0 | J M (m, (/\,x)) dadt < 1}.
Q

Oznaczmy przez Fy(Q;R™) domkniecie w Ly (Q; R™) wszystkich funkcji mierzal-
nych i ograniczonych na Q. Przestrzenn Ly« (Q;R™) jest przestrzenia dualna do
En(Q;R™). Latwo zauwazy¢, ze Eyy S Ly S Lyy.

Funkcjonat

Qw:LM@mmmm
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jest modularem w przestrzeni funkcji mierzalnych K :  — R™. Méwimy, ze ciag
{z/ }71 zbiega w modularze do z w L (Q;R"), jesli istnieje takie A > 0, ze

2~z ,
f M(x, ) dxdt - 0 gdy 57 — 0.
0 A

Bedziemy pisa¢ z M 2 w celu oznaczenia zbieznosci w modularze w L v (Q;R™).
Moéwimy, ze N—funkcja M spelnia warunek A, jesli dla pewnej nieujemnej,
catkowalnej na €2 funkcji gy i statej Cy; > 0 zachodzi

M(z,2K) < CyM(z,K) + gy(z)  dla wszystkich K € R"oraz p.w. x € (.

Jesli ten warunek nie jest spelniony, to tracimy wtedy takie wtasnosci przestrzeni
Ly (Q; R™) jak: o$rodkowosé, gesto$é funkeji z C®, refleksywnosé.

W zaleznoécei od badanego problemu rozwazamy N—funkcje w réznych posta-
ciach: w pelnej ogdélnosci, jak w definicji powyzej, anizotrtropowa N—funkcjg —

M (z,K) = M(K) lub izotropowa N—funkcja — M (z,K) = M(|K]).

4. OSIAGNIETE REZULTATY

4.1. Istnienie rozwigzan dla niestacjonarnego przeplywu niejednorod-
nej, niescisliwej cieczy nienewtonowskiej. Rozwazamy istnienie i wlasnosci
stabych rozwiazan uktadu opisujacego przeptyw niejednorodnej, niescisliwej cieczy
nienewtonowskiej, ktéry przyjmuje nastepujaca postac:

oo+ dive(ou) =0 w @,
or(ou) + div,(ou ® u) — div,S(t, z, 0,Du) + Vop = of w Q,
divyqu =0 w Q)
(©6) u(0,z) =uy w £,
00,7) =0 w £,
u(t,z) =0 na (0,7) x 09,

gdzie o : Q — R to gestoéé cieczy, u : Q — R? - pole predkosci, p : Q — R
- ciénienie, S tensor naprezen, f : Q — R3 - dane sily zewnetrzne. Zbiér <
R3 jest ograniczonym obszarem o wystarczajaco gltadkim brzegu 0f). Oznaczamy
Q = (0,7) x Q jako cylinder czasowo-przestrzenny z T € (0, +o0). Tensor Du =
%(qu + V) jest symetryczna czescia gradientu pola predkosci.

Zaktadamy, ze tensor S : (0,T) x QxR xR3x3 — R3*3 spetnia (R23 - przestrzen
symetrycznych macierzy wymiaru 3 x 3):

S1: S(t,x, 0,K) jest funkcja Carathéodory’ego (tj. mierzalna funkcja wzgle-
dem ¢, = dla wszystkich ¢ > 0 i K € R3%} oraz ciggta wzgledem o i K dla
p.w. x € Q). Ponadto S(¢, x, 0,0) = 0.
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S2: Istnieje pewna stala c., N—funkcje M : Q x R3*3 — R, i M* (funkcja
sprzezona do M), takie ze dla wszystkich K e R, 0> 0ipw. t, z€Q
zachodzi

S(t,x,0,K) : K= c.{M(x,K) + M*(x,S(t, z, 0,K))}.

S3: S jest funkcja monotoniczng, tj. dla wszystkich Ki,K; € R
ip.w. z € ) zachodzi

[S(t,l’, 0, Kl) - S(t,$, 0, KQ)] : [K1 - K2] = 0.

Wprowadzmy réwniez nastepujace oznaczenia przestrzeni funkcyjnych:

3x3
sym?

o> 0

D(Q) :={p e C*(Q) | ¢ ma zwarty noénik zawarty w 2},
V(Q) :={p e D(Q)|divy = 0},
L3, (Q) := domkniecie V wzgledem normy | - |z,
Wyt () := domkniecie V wzgledem normy |V (-)||z».

Definicja 4.1. Pare o, u nazywamy stabym rozwigzaniem (6), jesli
0 <o« <ot,z) <" dlapw. (t,7) €@,
o€ C([0,T]; LY(€2)) dla dowolnego ¢ € [1, ),
575@ c L5p/3(0’ T, (Wl,Sp/(Bp—i%))*)’
we L?(0,T; Ly, (4 R*)  LP(0, T3 Wy 5, (4 R?)) n NY22(0, T3 L, (4 RY),
Du e Ly (Q;RY:) oraz  (ou, ) € C([0,T]) dla wszystkich ¥ € L3 (2 R).

Ponadto ¢ i u spehiaja
JOT (Gs0,2) — (0w, V,z)dt =0
dla wszystkich z € L™(0, T; W' (Q)) z r = 5p/(5p — 3), tj.
JSQ L 00z + (ou) - Vyzdadt = L 02(82) — 0z(s1) dx
s1
dla wszystkich z gladkich i s1, s9 € [0,T], s; < sy oraz
— LT L ou - Oip —ou®u : Vo +S(t,x, 0,Du) : D dadt

T
= f J of - pdadt + J ooto - p(0)dx  dla wszystkich ¢ € D((—o0,T); V),
0 Jo Q

co wiecej zachodzi

tl_i,%1+ lo(t) = oollLaga) + |u(t) — u0||%2(9) =0 dla dowolnego ¢ € [1,00).



PRZESTRZENIE ORLICZA W ROWNANIACH ROZNICZKOWYCH CZASTKOWYCH 11

Twierdzenie 4.2 ([23]). Niech M bedzie N —funkcjq spelniajgcq dla pewnych sta-
tychc>0,C >01
2 -
P27
warunek
M(z,8) = cl§lF = C

dla p.w. x € Q i wszystkich & € R3X3. Zaléimy, ze funkcja sprzeiona

sym *
M
M* spetnia warunek Ay oraz  lim inf (z€) =0
€] >0 2EQ |§|
Niech S spelnia warunki S1.-S3. oraz wy € L3, (4 R?), 00 € L®(Q) 20 < g, <
00(x) < 0* < +0 dla pow. x € Qi fe LV (0,T; L7 (;R?). Wtedy istnieje stabe
rozwigzanie problemu (6).

4.2. Istnienie rozwigzan dla problemu ruchu ciat sztywnych zanurzo-
nych w niescisliwej cieczy nienewtonowskiej. Stawiamy nastepujacy pro-
blem: niech Q < R? bedzie obszarem ograniczonym z odpowiednio gtadkim brze-
giem 0f2, ktory zawiera niescisliwg ciecz nienewtonowska z zanurzonymi niejed-
norodnymi ciatami sztywnymi. Poczatkowe potlozenie cial sztywnych zadane jest
przez rodzine wystarczajaco regularnych obszaréow S; < Q < R3, i = 1,...,n.
Ruch 7, stowarzyszony z ciatem S; jest nastepujacym odwzorowaniem

n, =n,t,z), te[0,T), xe R n,(t,-): R* — R? jest izometria,
n,(0,7) = = dla wszystkich z e R®, i=1,...,n.
Zgodnie z tym, polozenie ciata S; w chwili ¢ dane jest przez:
Si(t) =n,(t,S;), i=1,...,n.
Stabym rozwigzaniem problemu jest para (o, u) z funkcja gestosci o = o(t, x) oraz

polem predkosci u = u(t, x) speliajaca:

T
(7) f f (Qﬁtso + ou - szo) dzdt = —J oo dz
0 Q Q

dla dowolnej funkcji testujacej ¢ € C1([0,T) x Q) oraz

JTJ (Qu-ﬁtt,o—i—gu@u :Dp —S: Dgo) daxdt

®) 0 Jo N

= —J J ngF-godxdt—J ooy - pdx
0 Jo Q

dla dowolnego ¢ € CH([0,T) x Q;R?),

(9) p(t,-) € [RM](®),
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ktore jest zwiazane z polozeniem ciata sztywnego, tj.
(10)
[RM](t) = {¢p € CH{QR?) | divy¢p =0 in ©,

D¢ ma zwarty nosnik zawarty w Q\ U7, S;(¢)}.

Symbol S oznacza tensor naprezen okreslony przez (11 - 16) - patrz ponizej, V, F to
dany potencjat sit zewnetrznych, gy, ug oznacza odopwiednio rozktad poczatkowy
gestosci 1 pola predkosci.

Zaktadamy, ze tensor naprezen S zalezy od symetrycznej czesci gradientu pola
predkosci u, tj. S : R3*3 — Rg’;n?; oraz spetnia

sym

(11) S(0)=0, S=S(Du) jest funkcja ciagta,

(12) (5(@ . S(n)) : (g . n) > 0 dla wszystkich £ # n, €1 ¢ R3S

oraz istnieje dodatnia stala c, izotropowa N—funkcja M : R, — R, i sprzezona
do niej M*, takie ze dla wszystkich £ € R3*? i p.w. x € Q zachodzi

sym
(13) S() : & = ce{M(E]) + M*(IS(€)])}-

Ponadto zaktadamy, ze N'—funkcja M spekia dodatkowe warunki wzrostu
(14) al- P < M() < coxp™i(|-]) dlap =4, 5>0

dla pewnych dodatnich statych ¢q, ¢y, funkcja sprzezona do M

(15) M* speia warunek A

oraz

(16) M(|-|3) jest wypukia.

Przyjmujemy warunek braku poslizgu na brzegu 2, jak réwniez na powierzchni
cial sztywnych, tzn. u(t,z)|sq = 0 dla t € [0,T] oraz predko$é cieczy na brzegu
kazdego ciala sztywnego S; (i = 1,...,n) réwna sie predkosci brzegu tego obiektu.

W celu zamknigcia systemu okreslamy rowniez relacje pomiedzy polem predkosci
u a ruchem ciat sztywnych zadanym poprzez izometrie 1,. Mozemy to sformulowaé
w nastepujacy sposob: poniewaz odwzorowania 1,(t, -) sa izometriami w R?, moga
by¢ zapisane jako

ni(t, z) = z:(t) + 0:(t)z,
gdzie O;(t) € SO(3) (tj. macierze speliajace OFO; = Id). Potozenie z;(t) opisuje,
gdzie znajduje sie $rodek masy ciala S; w czasie ¢

1
xi(t) = — f os,(t, z)x dx,
Si(t)

m;
gdzie

Si(t)
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jest catkowita masa i-tego ciata o gestosci ps,. Mowimy, ze pole predkosci w jest
zgodne 7z rodzing przemieszczen {n,,...,n,}, jesli

(17) w(t,r) = u® (t,2) = U;(t) +Qi(t)(z —zs(t)) dla p.w. € S;(t), i=1,...,n
dla p.w. t € [0,T), gdzie u” jest predkoscia sztywnych obiektéw, U, (t) opisuje
przesuniecie, a Q - predko$é katows, tak ze

d d
(18) Sailt) = Ui(h), (5,0:0))07 (1) = Qult) pw. na (0,7).

Twierdzenie 4.3 ([25]). Niech Q bedzie obszarem ograniczonym w R* oraz niech
nastepujgce warunk: bedg spetnione:

o Poczgtkowe polozenie cial sztywnych dane jest przez rodzine zbiorow otwar-
tych
S; c Qc R3,S; dyfeomorficznych z kulg jednostkowqg i = 1,...,n,

gdzie 0S;, i =1,...,n oraz 052 sq odpowiednio reqularne.
e dist[S;, S;] > 0 dlai # j, dist[S;, R*\Q] > 0 dla dowolnychi,j=1,...,n.
o Tensor naprezen S spelnia hipotezy (11 - 13).
o N -funkcja M spelnia warunki (14 - 16) z p = 4 oraz funkcja sprzezona
M* spetnia warunek As.
e Dane sily zewnetrzne F e Whe(Q).
o Poczgtkowy rozkiad gestosci dany jest przez

o =const >0 w Q\ U, S,
0o =
0s, on S;, gdzie ps, € L*(Q)), essinfg, 05, >0, i=1,...,n,
a poczgtkowa predko$é wy spelnia
ug € L*(Q;R?), divyug =0 w D'(Q), Dug =0 w D'(S;; R**3) dlai=1,...,n.
Wtedy istnieje funkcja gestosci o,

o€ C([0,T]; L*(£2)), 0 < ess igf o(t,-) < esssup o(t,) < oo dla wszystkicht € [0,T],
Q

oraz rodzina izometrii {n,(t,-)}",, n;(0,-) = 1d, pole predkosci u,
we L0, T; L* (4 R?)) A LP(0, T; Wy P (4 R?)),  Du e Ly (Q; R¥®),
zgodne z {m;}i~, w sensie (17), (18), takie ze o, uw spelniajg réwnosci caltkowe

(7) dla dowolnej funkcji testujacej ¢ € CH([0,T) x Q) oraz (8) dla wszystkich ¢
spetniajgcych (9), (10).
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4.3. Uogoblniony system Stokesa. Chcemy wykazaé istnienie rozwigzan dla na-
stepujacego uogodlnionego uktadu Stokesa:

ou — divS(t,z,Du) + Vp=f w (0,7T) x ,
divu =0 w (0,7) x £,
u(0,2) =uy w
u(t,z) =0 na (0,7) x 05,
gdzie < R? jest ograniczonym zbiorem otwartym o wystarczajaco gtadkim brze-
gu 09, (0,T) jest przedziatem czasowym z T < o0, Q = (0,T) xQ, u : Q — R? jest
polem predkosci cieczy, a p : Q — R — cidnieniem, S + Ip jest tensorem naprezen
Cauchy’ego. Zakladamy, ze S spelnia nastepujace warunki
(S1) S jest funkcja Carathéodory’ego.
(S2) Istnieje N—funkcja M : R4 — R, i sprzezona do niej funkcja M* oraz

Ssym

stata ¢ > 0, takie ze dla wszystkich £ € R%x¢

Sym

S(t,2,€) : & = c(M(§) + M*(S(t, x,£))).
(S3) Dla wszystkich £, pe R4 ipw. t, x€Q

sym
(S(t,x,8) = S(t,z,m)) : (€ —n) =0.
Twierdzenie 4.4 ([12]). Niech bedzie spelniony jeden z ponizszych warunkéw:
(D1) Q jest ograniczonym zbiorem gquwiaZdzistym,
(D2) Q jest ograniczonym ograniczonym zbiorem nieqwiaZdzistym oraz
(1) < en((m(r) = + [r? + 1)
dla wszystkich r € Ry i m spelnia warunek A,.

Ponadto niech M bedzie N —funkcjq i niech S spetnia warunki (S1)-(S3). Wtedy
dla danych wy € L3, (Q;RY) i f € E,«(Q;RY) istnieje uw € Z), takie Ze

J —u - Opp + S(t,z,Du) - D dadt = J fpdedt — J uop(0) dz
Q Q Q

dla wszystkich ¢ € D(—0,T; V).
W powyzszym sformutowaniu zastosowaliSmy oznaczenie:

Zé\/[ ={ue L*(0,T; Lfﬁv(Q;Rd)), Du e Ly (Q;R2<™) | 3 {'u,j}c?O c D((—0,T); V) :

sym 7j=1
w = in L7(0,T; L, (4 R7))
oraz Du? * Du stabo z gwiazdka w Ly (Q; RZX)1.

sym

oraz funkcje m, m : R, — R z3 zdefiniowane nastepujaco:

m(r) := min  M(§),
fERsme{‘:T‘
m(r) ;= max M(§).

geREA |g|=r
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4.4. Rozwigzania zrenormalizowane dla problemoéw eliptycznych w prze-
strzeniach Orlicza. Niech 2 bedzie ograniczonym obszarem w R? (d = 1) z wy-
starczajaco gltadkim brzegiem 0€2. Naszym celem jest wykazanie istnienia i jedno-
znaczonosci rozwigzan zrenormalizowanych dla nastepujacej nieliniowej eliptycznej
inkluzji:

B(z,u) — div, (a(zr, Vu) + F(u)) > f w Q

(B, 1) u = 0 na 02

gdzie prawa strona f € L*(Q). O funkcji F : R — R? zakladamy, ze jest lokalnie
lipschitzowska a pole wektorowe a : Q x R — R? spehia:

(A1): a(-,-) jest funcja Carathéodory’ego.
(A2): istnieja N-funkcja M : Q x R? — R*, sprzezona do niej M*, stata
cq € (0,1] i nieujemna funkcja ag € L*(92), takie ze
a(z,€) - & = c{M*(z,a(z,§)) + M(z,£)} — ao(x)
dla p.w. x € Q i wszystkich & € R
(A3): a(-,-) jest funkcja monotoniczna, tj.
(a(z,8) —a(z,n) - (§—n) =0
dla p.w. x € Q i kazdego &, n € R%.
Ponadto zaktadamy, ze funkcja sprzezona
M* spelia warunek A,
oraz ze istniejg ¢ > 0, v > 0 oraz & € R?, takie ze
M(x, &) = clg|'™

dla p.w. z € Q i wszystkich £ € R, |€| = [&,].

O nieliniowosci 3 w problemie (F, f) zaktadamy, ze § : Q x R — 2B\{¢}
jest odwzorowaniem wielowartosciowym, takim ze dla p.w. z € Q §(z,:) : R —
2B\{ ¥} jest operatorem maksymalnie monotonicznym oraz 0 € 3(z,0). Ponadto
zaktadamy, ze

60('7 l) € Ll(Q)

dla kazdego [ € R, gdzie 3° oznacza minimalng selekcje grafu 3.

Wprowadzmy przestrzen liniowa
Vi={p e L (Q) | He;}i = D),
taki ze Vp; = Vo w Ly (Q; RY) gdy j — oo}
Z norma

lellv = IVeluea, e V.
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Definicja 4.5. Stabym rozwiazaniem problemu (F, f) nazywamy pare (u,b) €
V x LY(Q) spetiajaca: b(z) € B(z,u(x)) p.w. w Q, a(z, Vu) € Ly« (4 RY), F(u) €
L= (Q; RY) oraz

b—div(a(-,Vu) + F(u)) = f wD'(Q).

Definicja 4.6. Rozwiazaniem zrenormalizowanym dla (E, f) jest funkcja u spet-
niaja nastepujace warunki:

(R1): u: Q — R jest mierzalna, b € L'(Q) oraz b € f(x, u(x)) dla p.w. z € Q.
(R2): Dla kazdego k > 0 Ty(u) € V, a(x, VIr(u)) € Ly« (Q; R?) oraz

L bh(u)p dz + L (a(z,Vu) + F(u)) - V(h(u)p)dz = L fh{u)pdz

zachodzi dla wszystkich h € C}(R) oraz wszystkich p € V n L®(Q).
(R3): S{l<|u|<l+1} a(z,Vu) - Vudr — 0 gdy | — oo.

Twierdzenie 4.7 ([15]). Niech pole wektorowe a i graf 3 spetniajg zaloZenia wy-
mienione powyzej. Wtedy dla f € L*(Q) istnieje co najmniej jedno zrenormalizo-
wane rozwigzanie u dla problemu (E, f).

Twierdzenie 4.8. Niech 3 : Q x R — 2® bedzie, takie Ze B(x,-) jest Scisle mo-
notoniczne dla p.w. x € Q. Dla f € L'(Q) niech (u,b), (i,b) bedg rozwigzaniami
zrenormalizowanymi dla (E, f). Wtedy u =1 i b=b.

Stwierdzenie 1. Niech (u,b) bedzie rozwigzaniem zrenormalizowanym dla (E, f).
Zaléimy, ze (A2) jest spelnione dla ag € L®(Y) i prawa strona f nalezy do L4(Q).
Wtedy ue V- L®(Q) i u jest stabym rozwigzaniem dla (E, f).
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