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1. Wstep

Celem naukowym niniejszej rozprawy jest analiza matematyczna dynamiki modeli struk-
turalnych (]9, 17, 18, 20, 28, 29, 37, 41, 49, 50]) w przestrzeniach metrycznych. Modele
strukturalne opisuja ewolucje populacji organizmow, zréznicowanej ze wzgledu na wybra-
ne cechy. Cechy te zaleza od modelowanej populacji, moga by¢ to, miedzy innymi, wiek
[49] lub rozmiar osobnika [4], dojrzatosé pojedynczej komorki [48], stan jej zr6znicowania
[20] lub fenotyp [9]. Przestrzenia metryczna, w ktérej analizujemy réownania dynamiki
populacyjnej jest przestrzen skonczonych, nieujemnych miar Radona M™* z metryks flat
pr 22, 4.1.12], [39], [53]. Nasze wyniki dotycza miedzy innymi istnienia i jednoznacznosci
miarowych rozwiazan dla szerokiej klasy modeli ze struktura. W szczegdlnosci, rozpa-
trujemy modele majace zastosowanie w demografii, biologii i epidemiologii. Otrzymane
rezultaty gwarantuja takze stabilno$é¢ rozwigzan wzgledem wspotezynnikéw modelu, co
bezposrednio przektada si¢ na mozliwo$¢ tworzenia stabilnych schematéw numerycznych.
Budowa takich schematow, opartych na metodzie czastek i algorytmie split-up oraz ich
zastosowanie do wyzej wymienionych modeli jest jednym z elementéw rozprawy.

Przy zatozeniu struktury o charakterze ciggtym, wickszo$¢ modeli dynamiki popu-
lacyjnej sprowadza sie do ewolucyjnych réwnan rézniczkowych czastkowych [18, 50] dla
rozktadu populacji wzgledem wybranej cechy. Typowa przestrzenia, w ktorej analizuje
sie takie zagadnienia jest przestrzen funkcji L1. Réwnania rézniczkowe w abstrakcyjnych
przestrzeniach metrycznych rozpatruje sie od lat 50° XX wieku. Analiza ta zazwyczaj
ograniczana byta do przestrzeni Banacha [36]. Warto tutaj wspomnie¢ o podejsciu, ktore
opiera sie na rozwiazywaniu réwnan w nieujemnym stozku przestrzeni Banacha. Stosuje
sie wtedy teorie rownan rézniczkowych dla funkcji przyjmujacych wartosci w przestrze-
niach Banacha (kraty Banacha). Takie podejscie pozwala na udowodnienie istnienia glo-
balnych rozwiazan przy stabszych zatozeniach, np. [5]. Niestety narzedzie to nie pozwala
na udowodnienie stabilnosci otrzymanych rozwiazan wzgledem danych poczatkowych i
wspotezynnikéw modelu, co z naszego punktu widzenia jest kluczowe. Ponadto, metody
opierajace sie na kratach Banacha sg odpowiednie dla probleméw, gdzie gtéwna czesé jest
liniowa. Dlatego tez, w pracy stosujemy podejscie z [15], gdzie przy pewnych zatozeniach
pokazano lokalne istnienie jednoznacznych rozwiazan dla réwnan rézniczkowych w prze-
strzeniach metrycznych oraz udowodniono twierdzenia dotyczace algorytmu split-up dla
operatoréw nieliniowych.



2. Przestrzen miar Radona z metryka flat

Jak juz wspominaliSmy, w ramach tej rozprawy rozpatrujemy przestrzen skonczonych,
nieujemnych miar Radona z metryka flat, ktora jest $cisle powigzana z metrykami Was-
sersteina. Zaleznos$ci pomiedzy ww. metrykami a zagadnieniem optymalnego transportu
analizowane sa wielu wspo6tczesnych pracach, np. [3, 46, 47]. Autor dwéch ostatnich po-
zycji jest laureatem Medalu Fieldsa 2010, co potwierdza aktualnos¢ i zainteresowanie
jaka cieszy sie ta dziedzina matematyki. Jako motywacje do rozpatrywania przestrzeni
miar z metrykami powigzanymi z zagadnieniem optymalnego transportu przedstawiamy
nastepujacy problem

at,ul + az/v‘ =0, o= 607

gdzie 0y jest delta Diraca w x = 0. Jezeli stosujemy wariacje miary |- |, nie mozemy spo-
dziewaé si¢ ciaglosci rozwigzan, co to z faktu, iz |0y, — 0s,| = 2 dla t; # to. Wprowadzenie
metryki Wassersteina rozwigzuje powyzszy problem. Poniewaz rownania dynamiki popu-
lacyjnej nie sa zazwyczaj w formie zachowawczej (a odlegto$¢ Wassersteina jest skoniczona
jedynie dla miar o jednakowej masie), w naszej pracy uzywamy zatem metryki flat pp
zdefiniowanej jako

pF<u,u>=sup{ [ @)d(u-v) s v, ol sl}, v € M.

Dla ww. metryki otrzymujemy pg(dy,,0s,) = |t1 —t2|, co gwarantuje ciaglo$é rozwiazan.
Kolejnym powodem, ktory uzasadnia kierunek naszych badan jest empiryczna stabilnosé,
czyli kompatybilnos¢ modelu z danymi eksperymentalnymi. W istocie, rezultatem ekspe-
rymentu sa zazwyczaj dane zagregowane na przestrzeni pewnego przedziatu I (np. dane
dotyczace struktury wiekowej populacji to liczba osobnikéw w danych kohortach). Ba-
zujac na takich danych mozemy aproksymowacé rzeczywisty rozkitad populacji poprzez
funkcje klasy L lub sume delt Diraca. Zdefiniujmy zbiér

A:{MEM+(R+)5/[n d,uzan,neN}.

h,(n+1)h)

Jezeli rozwazymy wariacje miary |- | lub norme L', zauwazamy ze $rednica zbioru A nie
zalezy od dtugosci h przedziatu I, a doktadniej diam (A) = diamy, , (AnLY) =2 %,y ax.
W przypadku metryki pp otrzymujemy diam,, (A) < h Y, an. Zaleta stosowania tego
podejscia jest zatem korelacja pomiedzy btedem aproksymacji a dtugosciag przedziatu 1
([29, Section 1]). Jest to powodem, dla ktérego przestrzen skoriczonych, nieujemnych miar
Radona z meryka flat wydaje sie by¢ wtasciwa z punktu widzenia stabilnosci rozwiazan
wzgledem danych poczatkowych. Wybér przestrzeni (M*, pr) spowodowany jest takze
jej dobrymi wtasnos$ciami — przestrzen ta jest zupelna i osrodkowa.

3. Rezultaty

Pierwsza cze$¢ pracy (Rozdzial 2 oraz Rozdzial 3) skupiona jest na uzyskaniu analitycz-
nych wynikéow dotyczacych istnienia jednoznacznych i stabilnych rozwigzan dla réwnan
(1) oraz (3) w przestrzeni miar (M*, pr). Réwnanie (1) opisuje ewolucje jednoptciowe;
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populacji ze strukturg

Oppt+ Oy (b(t, p) p) + ety = [, (n(t, 1)) (y) duly), (L) €[0,T] xRy,

o € M*(R,).

(1)

Wezesniejsze wyniki dotyczace ww. problemu bazowaty m.in. na stabych* potgrupach [17],
gdzie udowodniono globalne istnienie slabo* cigglych rozwigzan wzgledem czasu i danych
poczatkowych. W [28] i [29] zastosowano teorie pétgrup nieliniowych, co zaowocowato
pierwszymi rezultatami stabilnosci dla mniej ogélnego rownania, w ktorym zamiast ope-
ratora catkowego po prawej stronie rownania wystepuje warunek brzegowy. Jeszcze innym
sposobem postepowania bylo wykorzystanie teorii kinetycznej w [10, 11, 19]. W naszej
pracy podazamy i rozwijamy podejscie z [28, 29]. Konstruujemy rozwiazania za pomoca
metody split-up w przestrzeniach metrycznych [14, 15], co pozwala na znaczne skrocenie
dowodéw w poréwnaniu z [28, 29|, a jednocze$nie pozwala na osiagniecie ogdlniejszych
rezultatéw. Wynikiem naszej pracy w tym zakresie jest nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 2. Niech

be € Cy=([0,T]x M*(R,); Wh(R,;R)),
n e Cy=([0,T]x M*(R.); (Cp N Lip)(Ry; M*(R.))).

Wtedy, istnieje jednoznaczne rozwigzanie € (Cp nLip) ([0, T]; M*(R,)) problemu (1).
Ponadto,

i) dla kazdego 0 <ty <ty <T istniejg state Ky i Ko, takie Ze

pr (s ity ) < Kpef270 (R (8 - 1),

i) Niech fi, € M*(R.) i funkcje b, ¢, 7 spelniajg zalozenia twierdzenia. Niech fi bedzie
rozwigzaniem (1) z danymi poczgtkowymi fi, © wspotczynnikami b, ¢, 1. Witedy,
istniejq state Cy, Cq i C3 takie ze, dla kazdego t € [0,T] zachodzi

PF (#u ﬁ’t) < eCIt/OF (:um [Lo) + C2e03tt H (ba C, 77) - (Ba 67 ﬁ)”

W powyzszym twierdzeniu C,{;“’([o, T]x M*(R,); X ) oznacza przestrzeii funkcji ograni-
czonych wzgledem normy || - | i, Hélderowsko ciagtych z wyktadnikiem o wzgledem czasu
i Lipschitzowsko ciaglych wzgledem zmiennej miarowej. (CpnLip)(R,; M*(R,)) oznacza
przestrzen funkcji ograniczonych i Lipschitzowskich o warto$ciach w przestrzeni miar, zas
Wt (R, ;R) jest standardowa przestrzenig Soboleva. Kolejnym rozpatrywanym przez
nas zagadnieniem jest model dwuptciowej populacji ze strukturg wieckowa wprowadzony
w [24, 32].

Ouptl + Oyt + E¢ (L, pi s il Yt = 0, (t,y) € [0,T] xRy,
Dypi(0%) = ngbi(t,M?,u{)(z)duf(z), (3)
ph e MH(R,), dlai=m,/,

3



Tt i1l psg), (t,2) €[0,T] xR2,
15(B x {0}) =0,
M+ (R2).

O + Do 1§ + Ot + Ea(t g, il s 1) 105
ps ({0} x B)
Mg

m

Pierwsze z réwnan opisuje ewolucje populacji meskiej (réwnanie dla populacji zenskiej
jest analogiczne), zas drugie ewolucje par. Istotnym elementem powyzszego modelu jest
operator T, ktory odpowiada za interakcje pomiedzy przeciwnymi ptciami i jednoczes$nie
jest gtownym zZrédtem nieliniowosci. Dla powyzszego systemu udowodnilisSmy twierdzenie
o istnieniu, jednoznacznosci i stabilnosci, analogiczne do Twierdzenia 2. W tym przypad-
ku, w dowodzie wykorzystaliémy metode regularyzacji.

Rozdzial 4 oraz Rozdziatl 5 poswigcone sa rozwijaniu i analizie schematéw nu-
merycznych opartych o metode czastek i algorytm split-up dla (1). Pierwsza z metod
pochodzi z fizyki matematycznej i jest szeroko stosowana do modeli opisujacych zacho-
wanie duzych grup oddziatujacych ze soba czastek lub osobnikéw. Jest ona z powodzeniem
wykorzystywana do numerycznego rozwiazywania modeli kinetycznych [31, 33, 43, 44],
réwnania Eulera w mechanice ptynéw [7, 25, 51], réwnania Vlasov’a w fizyce plazmowej,
rownania Boltzmann’a czy réwnania Fokker-Planck’a. Podejécie to staje sie coraz bar-
dziej popularne w dynamice populacyjnej o czym $wiadczy¢ moga miedzy innymi prace
takie jak [1, 2, 11, 21, 27, 28, 29, 42]. Powodem intensywnego rozwoju tejze galezi ma-
tematyki jest kompatybilnos¢ kinetycznego podejscia z danymi eksperymentalnymi, czyli
z pomiarami (zazwyczaj) dyskretnymi. Wykorzystywanie metody czastek do problemow
dynamiki populacyjnej wymaga jednak dostosowania jej do specyfiki tych modeli. Warun-
kiem koniecznym do stosowania tej metody jest bowiem to, aby rozwigzanie byto sumag
delt Diraca dla kazdego momentu czasu. W réwnaniu (1) regularyzujacy efekt nielokalne-
go operatora catkowego sprawia, iz rozwigzanie moze natychmiast przesta¢ by¢ suma delt
Diraca, nawet dla danych poczatkowych bedacych w takiej formie. Kolejnym problemem
jest pojawianie sie nowych osobnikéw (réwnania dynamiki populacyjnej zazwyczaj nie sg
konserwatywne). Kazdy krok schematu numerycznego skutkuje pojawieniem si¢ nowych
czastek, co jest odzwierciedleniem procesu narodzin. W przypadku np. populacji komo-
rek, ktore ulegaja podziatowi w procesie mitozy, kazdy krok skutkuje podwojeniem iloci
delt Diraca, co z kolei prowadzi do nieakceptowalnych kosztéw numerycznych. Innym z
probleméw zwiazanym z nieckonserwatywnym charakterem modeli jest brak mozliwosci
stosowania metryk Wassersteina, o czym byta juz mowa powyzej.

W ramach naszej pracy dostosowalismy metode czastek do rozpatrywanych przez
nas modeli. Jednym z zaproponowanych rozwigzan jest wykorzystanie algorytmu split-up.
Idea tej metody polega na rozdzieleniu rownania na dwa problemy o prostszej strukturze
- problem z operatorem transportu i z catkowym operatorem nielokalnym. Formalnie,
pélgrupa generowana przez rozwiagzania przedstawiona zostaje jako produkt dwoch pot-
grup o prostszej strukturze. Jesli chodzi o wzrost liczby delt Diraca, stosujemy dwie
metody aproksymacji takiej miary przez mniejsza liczbe delt - rekonstrukcje ,réwnych
przedziatéw” oraz rekonstrukcje ,réwnych mas”. Pierwsza z ww. metod polega na zcat-
kowaniu danej miary p po rownych przedziatach o dtugosci Ax i potozeniu delty Diraca
o odpowiedniej masie w $srodku kazdego przedzialu. Przy takiej aproksymacji odlegtosé
miedzy miarg p a jej aproksymacja przez sume delt Diraca i szacuje sie nastepuja-
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co pr(p, 1) < Az/2. W drugim podejsciu dzielimy przedzial na takie podprzedziaty I,
7=1,...,N, ze flj dp s rowne dla kazdego j. Oszacowanie btedu jest tutaj podobne.
Rezultatem dotyczacym metody split-up jest nastepujace twierdzenie dostarczajace in-
formacji o zbieznosci i jej predkosci w zaleznosci od parametrow.

Twierdzenie 4. Niech At bedzie diugoscig kroku czasowego i Ax bedzie parametrem
(dokladnoscig) aproksymacji danych poczgtkowych. Niech p bedzie rozwigzaniem (1) i fu
bedzie rezultatem metody split-up. Zatozmy, iz t,, jest momentem rekonstrukcji miary 1
niech j bedzie ilosciq przeprowadzonych rekonstrukcji do momentu t,,. Wtedy, istniejg

state C1, Cy, Cs, Cy takie zZe
P (fit, 1(tm)) < CLAL+ Co(AL)" + C3(Az) + Cy(Ax)j, (5)
gdzie o zwigzana jest z reqularnosciq wspotczynnikow wzgledem czasu.

W Rozdziale 5 analizujemy numeryczna metode , Escalator Boxcar Train” opisa-
ng ponad 20 lat temu w [16]. Metoda ta moze by¢ stosowana do szczegdlnego przypadku
réwnania (1), gdzie operator catkowy redukuje sie do warunku brzegowego. Idea me-
tody EBT polega na aproksymowaniu rozktadu populacji suma delt Diraca, z ktérych
kazda reprezentuje Sredni stan osobnikéw z* oraz ich liczbe m? w pewnych przedziatach,
tzw. kohortach. Pojedynczy krok schematu polega na rozwigzaniu nastepujacego systemu
rownan rozniczkowych zwyczajnych

iy = b )@ ), dlai=B+1, .
g (6)
gm’(t) = —c(t,u?)(zi(t))mi(t), dla i=B+1,...,J,

7)) = bt ) (wp)mP (t) + 9ub(t, ') ()7 (t)
—c(t, i) ()8 (1),

FmP(t) = —c(t, ) (zy)mP (t) = Ouc(t, ) ()7 (1)
+ Eilp Bt ) (2 (8))mi (t),

gdzie
J L QN Al mE(L) > 0
py = Z mi(t)5$i(t) oraz  z2(t) = mB() Lo (t) >0,
=P Ly, Wpp.

W naszej pracy po raz pierwszy (zgodnie z wiedza autora) podajemy dowdd istnienia
rozwiazan systemu (6)-(7) na pewnym przedziale czasowym [0,¢*], gdzie ¢* zalezy od
wspotezynnikow modelu. Jesli chodzi o sama metode, pomimo iz od momentu jej opisa-
nia jest ona szeroko stosowana w naukach przyrodniczych [8, 26, 40, 52], pierwszy wynik
dotyczacy jej zbieznosci zostal uzyskany dopiero kilka miesiecy temu w [6]. Rezultat ten
nie podaje jednak oszacowania na predkosci zbieznosci. W niniejszej rozprawie uogol-
niamy powyzszy wynik dowodzac zbieznosci schematu EBT w przestrzeni (M*, pr) i
jednoczesnie podajac oszacowanie na rzad zbieznosci.
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