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Rozprawa doktorska poświȩcona jest badaniu rozwia̧zań ukÃladu równań pÃlynu mikropo-
larnego bȩda̧cego uogólnieniem znanego w hydromechanice modelu Naviera-Stokesa.
Rozważane w pracy równania zaproponowane zostaÃly przez A.C.Eringena w [8]. Uwzglȩ-
dniaja̧ one mikrostrukturȩ pÃlynu, przez która̧ rozumiemy mikrorotacjȩ jego cza̧steczek.
Eksperymenty pokazuja̧, iż taki model lepiej odzwierciedla przepÃlywy w mikrokanaÃlach
([18]). Również w przypadku polimerów czy cieczy takich jak krew (czyli zawieraja̧cych
elementy o ksztaÃlcie cylindrycznym) (np.[16]), rozważany jest model pÃlynu mikropo-
larnego.
Model A.C. Eringena w przypadku trójwymiarowym opisuja̧ nastȩpuja̧ce równania

∂u

∂t
− (ν + νr)4u + (u · ∇)u +∇p = 2νrrot ω + f(t),

div u = 0,

∂ω

∂t
− α4ω − β∇div ω + (u · ∇)ω + 4νrω = 2νrrot u + g(t).

Wielkość u = (u1, u2, u3) jest polem prȩdkości, funkcja p opisuje císnienie, natomiast
ω = (ω1, ω2, ω3) prȩdkość ka̧towa̧ cza̧steczek. Ponadto f i g sa̧ zewnȩtrznymi siÃlami i mo-
mentami siÃl odpowiednio. StaÃle ν, νr, α i β charakteryzuja̧ dany pÃlyn. W szczególności ν
jest lepkościa̧, a νr tak zwana̧ lepkościa̧ mikrorotacji.
W rozprawie doktorskiej skupimy siȩ na ograniczonych obszarach dwywymiarowych. Takie
problemy można interpretować jako trójwymiarowe przepÃlywy, w których cza̧steczki pÃlynu
wiruja̧ wokóÃl osi OX3 oraz siÃly i momenty zewnȩtrzne oraz prȩdkość u nie zależa̧ od trze-
ciej skÃladowej x3.
Zajmiemy siȩ przypadkiem jednorodnych warunków brzegowych typu Dirichleta.

Pracȩ doktorska̧ stanowia̧ dwie gÃlówne czȩści. Pierwsza z nich poświȩcona jest bada-
niu wÃlasności deterministycznych rozwia̧zań opisanego wyżej ukÃladu równań dla dużych
czasów. Wtym celu użyjemy teorii atraktorów cofniȩtych. Sa̧ one dosyć naturalnym
uogólnieniem poja̧cia atraktora globalnego w momencie, kiedy mamy do czynienia z nieau-
tonomicznym ukÃladem równań.
Atraktor cofniȩty w przestrzeni metrycznej X jest rodzina̧ zbiorów indeksowanych zmien-
na̧ czasowa̧ {A(t)}t∈R takich, że każdy zbiór A(t) jest zwarty w przestrzeni X. Ponadto
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rodzina ta przycia̧ga pewna̧ z góry określona̧ klasȩ zbiorów X, a także spaÃlnia warunek
niezmienniczości.

Streśćmy krótko historiȩ i dotychczasowe rezultaty dotycza̧ce teroii atraktorów w zas-
tosowaniu do równań pÃlynu mikropolarnego.
Pierwszym artykuÃlem poświȩconym atraktorom w dwuwymiarowych przepÃlywach jest
praca G.ÃLukaszewicza [12], w której autor pokazuje istnienie atraktora globalnego w
przestrzeni L2 (w przypadku, gdy siÃly i momenty siÃl dziaÃlaja̧ce na ukÃlad nie zależa̧ od
czasu). Nastȩpnie temat badań kontynuuja̧ w [6] J.Chen, Z.M.Chen i B.Dong uzyskuja̧c
wynik dotycza̧cy lepszej regularności tego atraktora. Powstaja̧ też prace poświȩcone sza-
cowaniu wymiaru atraktora globalnego (np.[2]).
W przypadku przepÃlywów w obszarach nieograniczonych, mamy artykuÃl G.ÃLukaszewicza
i W.Sadowskiego ([13]). Autorzy uogólniaja̧ w nim metodȩ energetyczna̧ R.Rosy na przy-
padek nieautonomicznego ukÃladu pÃlynu magneto-mikropolarnego w obszarze nieograni-
czonym.
Wracaja̧c do atraktorów cofniȩtych dla pÃlynów mikropolarnych, poświȩcona jest im praca
[5], w której pokazane jest istnienie atraktora w przestrzeni L2. W przypadku, gdy siÃly
zewnȩtrzne sa̧ funkcjami prawie okresowymi, J.Chen, B-Q.Dong i Z-M.Chen ([7]) udowad-
niaja̧ istnienie atraktora cofniȩtego w przestrzeni H1.

W rozprawie doktorskiej rozwijamy badania dotycza̧ce atraktorów cofniȩtych dla przepÃly-
wu pÃlynu mikropolarnego. W pierwszych rozdziaÃlach przytaczamy uzyskane przez innych
wyniki, a także ogólna̧ teoriȩ.

RozdziaÃl 4 poświȩcony jest zagadnieniu konwekcji ciepÃla w pÃlynie mikropolarnym. Za-
jmujemy siȩ dwywumiarowym obszarem, którego dolna czȩść brzegu jest podgrzewana.
Rozważamy wiȩc warunek brzegowy, który jest funkcja̧ zmieniaja̧ca̧ siȩ w czasie. Pokazu-
jemy istnienie jednoznacznych sÃlabych rozwia̧zań dla takiego problemu. Nastȩpnie ko-
rzystamy z twierdzenia o istnieniu atraktorów cofniȩtych zaczerpniȩtego z pracy [4] au-
torstwa T.Caraballo, G.ÃLukaszewicza i J.Real. Używamy też metody równania ener-
getycznego R.Rosy ([19]) uogólnionej w [17] i [3] na przypadek nieautonomiczny. W
ten sposób pokazujemy istnienie atraktora cofniȩtego w przestrzeni L2 dla rozważanego
problemu. Nastȩpnie szacujemy jego wymiar fraktalny korzystaja̧c z wersji nierówności
Lieba-Thirringa ([2]), która uwzglȩdnia geometriȩ obszaru.
Rezultaty zaprezentowane w rozdziale 4 rozprawy sa̧ treścia̧ artykuÃlu [21].

RozdziaÃl 5 poświȩcony jest ukÃladowi równań pÃlynu mikropolarnego z warunkami pocza̧tko-
wymi należa̧cymi do przestrzeni Sobolewa H1. Przypomnijmy, że podobny problem byÃl
rozważany w pracy [7]. We wspomnianym artykule udowodniono, że jeśli siÃly zewnȩtrzne
sa̧ funkcjami prawie okresowymi, atraktor cofniȩty w przestrzeni H1 istnieje.
W rozprawie doktorskiej pokazujemy, że zaÃlożenie o siÃlach i momentach siÃl można osÃlabić.
DokÃladniej, warunek

∫ t

−∞
eλs{||f(s)||2L2

+ ||g(s)||2L2
}ds < ∞ dla każdego t ∈ R (1)

dla pewnej staÃlej λ > 0 wystarcza, aby udowodnić istnienie atraktora cofniȩtego w H1.
Korzystamy tu z nowych metod przedstawionych w [20] i [23], opartych na pojȩciu miary
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niezwartości Kuratowskiego oraz uogólnionych dalej w [10]. Udowadniamy też bardzo
przydatna̧ nierówność typu Gronwall’a.
Rezultat ten zostaÃl opublikowany w [14].

RozdziaÃl 6 rozprawy jest kontynuacja̧ poprzedniego. Zainspirowany zostaÃl praca̧ [6].
Rozważamy nieautonomiczne równania pÃlynu mikropolarnego. Pokazujemy, że przy pew-
nych zaÃlożeniach podobnych w charakterze do (1), atraktor cofniȩty należy do przestrzeni
H2.

Druga czȩść rozprawy doktorskiej poświȩcona jest rozwia̧zaniom statystycznym dla dwuwy-
miarowego modelu pÃlynu mikropolarnego. Zanim opiszemy rezultaty, wspomnijmy, iż idea
statystycznego opisu przepÃlywu za pomoca̧ takich rozwia̧zań motywowana jest zjawiskiem
turbulencji. Historycznie wywodzi siȩ od E.Hopfa ([15]), który jako pierwszy sformuÃlowaÃl
tzw. równanie Hopfa, czyli równanie opisuja̧ce ewolucjȩ funkcjonaÃlów charakterysty-
cznych pewnej rodziny miar. Pracȩ nad problemem kontynuowaÃl C.Foias ([9]), definiuja̧c
rozwia̧zanie statystyczne jako pewna̧ rodzinȩ miar indeksowanych zmienna̧ czasowa̧. Przy
danej mierze pocza̧tkowej µ0 opisuja̧cej rozkÃlad warunków pocza̧tkowych, miary µt opisuja̧
rozkÃlad prȩdkości pÃlynu w chwili t.
Inna koncepcja rozwia̧zań statystycznych wywodzi siȩ od M.Vishika ([22]). Ten wprowadza
miarȩ skupiona̧ na caÃlych trajektoriach ukÃladu.

Obaj autorzy zajmowali siȩ przepÃlywami modelowanymi za pomoca̧ równań Naviera-
Stokesa. Jeśli zaś chodzi o równania pÃlynu mikropolarnego, powstaÃla praca, której au-
torem jest G.Ahmadi ([1]). FormuÃluje on w niej tzw. równania Reynoldsa opisuja̧ce
ewolucjȩ średniej prȩdkości oraz średniej prȩdkości ka̧towej. Nie sa̧ one jednak we wspom-
nianej pracy wyprowadzone w sposób ścisÃly matematycznie. ArtykuÃl ten byÃl inspiracja̧
do zajȩcia siȩ zagadnieniem rozwia̧zań statystycznych dla modelu pÃlynu mikropolarnego.

RozdziaÃl 7 rozprawy poświȩcony jest przypadkowi, gdy zewnȩtrzne siÃly i momenty siÃl
nie zależa̧ od czasu. Wtedy istnienie rozwia̧zań statystycznych w obszarach dwuwymi-
arowych jest wÃlaściwie oczywiste. W zwia̧zku z tym skupiamy siȩ na dowodzie twierdzenia
mówia̧cego, iż stacjonarne rozwia̧zanie statystyczne jest tym samym, co miara niezmien-
nicza dla rozpatrywanego ukÃladu równań pÃlynu mikropolarnego. Nośnik tejże niezmien-
niczej miary zawarty jest w globalnym atraktorze.
Nastȩpnie wyprowadzamy równania Reynoldsa precyzuja̧c, czym sa̧ średnia prȩdkość i
średnia prȩdkość ka̧towa pÃlynu.

W rozdziale 8 pracy zajmujemy siȩ niautonomicznym ukÃladem równań pÃlynu mikropo-
larnego. Pokazujemy istnienie niestacjonarnych rozwia̧zań statystycznych. Korzystamy tu
zarówno z koncepcji C.Foiasa, jak i M.Vishika. Pokazujemy, iż otrzymana na dwa sposoby
rodzina miar µt ma nośnik zawarty w atraktorze cofniȩtym, o ile miara pocza̧tkowa należy
do ciȩcia tego atraktora.
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