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Pocz¡tki teorii krat si¦gaj¡ pierwszej poªowy XIX wieku, a systematyczne

badania tej dziedziny rozpocz¦ªy si¦ prawie sto lat pó¹niej, w latach trzy-

dziestych XX wieku. Jednym ze ¹ródeª motywacji dla tych bada« byªo zapo-

trzebowanie z innych dziaªów matematyki w tym z teorii pier±cieni, sk¡d m.in.

wywodzi si¦ poj¦cie krat modularnych, sformuªowane jeszcze w dziewi¦tnastym

wieku przez R. Dedekinda. Przypomnijmy, »e krat¦ L nazywamy modularn¡,

je±li dla dowolnych elementów x, y, z ∈ L,

x ≤ y =⇒ x ∨ (z ∧ y) = (x ∨ z) ∧ y.

Badania zwi¡zków mi¦dzy grupami a ich kratami podgrup zapocz¡tkowane

zostaªy przez A. Rottländer w latach dwudziestych XX wieku. Z czasem oka-

zaªo si¦, »e kratowe podej±cie przynosi wiele korzy±ci równie» teorii grup, która

teorii krat dostarczyªa znacznie wi¦cej motywacji ni» teoria pier±cieni. Jedn¡

z przyczyn tych wzajemnych relacji wyja±nia nast¦puj¡ce twierdzenie.

Twierdzenie 1 ([23],[11]). Dla dowolnej kraty (kraty sko«czonej) L istnieje

grupa (grupa sko«czona) G, taka »e L jest izomor�czna z pewn¡ podkrat¡ kraty

wszystkich podgrup grupy G.

Zwi¡zki wªasno±ci grupy z wªasno±ciami kraty jej podgrup maj¡ charakter

swego rodzaju sprz¦»enia zwrotnego. Nas interesowa¢ b¦d¡ kratowe motywa-

cje w teorii grup wyrosªe z klasycznych zagadnie« si¦gaj¡cych poj¦cia krat

modularnych.

Grupy, których kraty podgrup nale»¡ do wa»nych klas krat, takich jak wªa-

±nie kraty modularne lub rozdzielne byªy skutecznie badane ju» w latach trzy-

dziestych XX wieku. W 1938 r. O. Ore ([10]) udowodniª, »e grupa ma roz-

dzieln¡ krat¦ podgrup wtedy i tylko wtedy, gdy jest lokalnie cykliczna. W la-

tach 1941-43 K. Iwasawa ([5, 6]) scharakteryzowaª modularne grupy lokalnie

sko«czone i modularne grupy zawieraj¡ce element niesko«czonego rz¦du. Kla-

sy�kacj¦ grup modularnych zako«czyª R. Schmidt dopiero w 1986 roku opisem

modularnych grup torsyjnych ([13]), co byªo mo»liwe dzi¦ki konstrukcjom grup

Tarskiego, uzyskanym przez A. Olshanskii'ego na pocz¡tku lat osiemdziesi¡-

tych XX wieku.

Przegl¡d najwa»niejszych wyników uzyskanych przed rokiem 1994 i doty-

cz¡cych relacji mi¦dzy wªasno±ciami grup i krat ich podgrup mo»na znale¹¢
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w obszernej (bo licz¡cej prawie 600 stron) monogra�i R. Schmidta po±wi¦co-

nej tej tematyce ([14]).

W niniejszej pracy zajmowa¢ si¦ b¦dziemy sko«czonymi grupami, dla któ-

rych grupy modularne stanowi¡ wa»ny punkt odniesienia. Przypomnijmy wi¦c

opis struktury sko«czonych grup modularnych. Istotn¡ rol¦ odgrywaj¡ tu sko«-

czone p-grupy i pewne {p, q}-grupy o szczególnej postaci, zwane P ∗-grupami.

Sko«czone modularne p-grupy mo»na, dla skrótu, scharakteryzowa¢ jako te,

które nie zawieraj¡ sekcji izomor�cznej z nieabelow¡ grup¡ o wykªadniku p

i rz¦du p3 dla p > 2 lub diedraln¡ grup¡ rz¦du 8 dla p = 2. Nieabelow¡ grup¦

G nazywamy P ∗-grup¡, je±li jest iloczynem póªprostym normalnej elementarnej

abelowej p-grupy P i q-podgrupy Sylowa 〈y〉, gdzie p i q s¡ ró»nymi liczbami

pierwszymi. Przy tym y dziaªa na P przez automor�zm pot¦gowy rz¦du q.

Twierdzenie 2 ([14]). Sko«czona grupa G jest modularna wtedy i tylko wtedy,

gdy jest izomor�czna z jedn¡ z nast¦puj¡cych grup:

(a) modularn¡ p-grup¡;

(b) P ∗-grup¡;

(c) iloczynem prostym grup danych w (a) i (b), których rz¦dy s¡ parami

wzgl¦dnie pierwsze.

Grupy modularne maj¡ jeszcze jedn¡ charakteryzacj¦ opart¡ na znanym

opisie krat modularnych: Krata L jest modularna wtedy i tylko wtedy, gdy L

nie zawiera podkraty izomor�cznej z krat¡ N5.
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Rysunek 1

Opis grup, których kraty podgrup nie zawieraj¡ pewnych szczególnych pod-

krat jest jednym z interesuj¡cych kierunków rozwoju teorii krat podgrup.

Oprócz grup modularnych takimi s¡ równie» grupy rozdzielne, tzn. grupy

których kraty podgrup nie zawieraj¡ ani N5 aniM3. W ramach bada« w tym

obszarze, R. Schmidt opisaª m.in. sko«czone grupy z planarn¡ krat¡ podgrup

([16, 17]) oraz sko«czone grupy, których kraty podgrup nie zawieraj¡ podkraty

izomor�cznej z krat¡ podgrup grupy diedralnej rz¦du 8 ([18]).

Motywacja dla bada«, którymi zajmujemy si¦ w pracy, si¦ga do zagadnie«

z teorii pier±cieni i moduªów, które przeniesione do teorii krat daªy w nast¦p-

stwie interesuj¡cy impuls do bada« w teorii grup. W latach osiemdziesi¡tych
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P. Grzeszczuk i E. Puczyªowski podj¦li udan¡ prób¦ uogólnienia poj¦cia wy-

miaru jednolitego moduªów (zwanego te» wymiarem Goldiego). W [4] rozsze-

rzyli oni to poj¦cie na kraty modularne z zerem i wykazali, »e wymiar jednolity

dowolnego moduªu jest równy wymiarowi kraty wszystkich podmoduªów tego

moduªu. W pracy [8] J. Krempa i B. Terlikowska-Osªowska pokazali, »e wy-

miar jednolity jest dobrze okre±lony w znacznie szerszej klasie krat, nazwanych

tam �permutable�, a obecnie nazywanych kratami zrównowa»onymi. Tam te»

wprowadzono poj¦cie krat silnie zrównowa»onych (�globally permutable�) i ich

silnego wymiaru jednolitego. Grupy sko«czone, których kraty podgrup lub

kraty do nich dualne s¡ silnie zrównowa»one, b¦d¡ wªa±nie stanowi¢ przedmiot

naszych bada«.

Warto odnotowa¢, »e niezale»nie od [8], klasa krat zrównowa»onych pojawiªa

si¦ w pracy Zolotareva ([24]).

Krat¦ L nazywamy silnie zrównowa»on¡, je±li dla dowolnych elementów

x, y, z ∈ L,

(x ∧ y) ∨ ((x ∨ y) ∧ z) = x ∧ y ∧ z =⇒ ((y ∨ z) ∧ x) = x ∧ y ∧ z.

W pracy [8] zostaªa tak»e podana charakteryzacja krat silnie zrównowa»o-

nych analogiczna do charakteryzacji krat modularnych i rozdzielnych:

Sko«czona krata jest silnie zrównowa»ona wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera

podkraty izomor�cznej ani z T1, ani z T2.
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Rysunek 2

Przytoczone charakteryzacje pokazuj¡, »e dowolna krata modularna jest

krat¡ silnie zrównowa»on¡.

W przeciwie«stwie do krat modularnych i rozdzielnych, które charakteryzuj¡

si¦ tym, »e kraty do nich dualne s¡ odpowiednio modularne i rozdzielne, krata

dualna do kraty silnie zrównowa»onej na ogóª nie jest silnie zrównowa»ona.

Zatem kraty dualnie silnie zrównowa»one tworz¡ now¡ klas¦ krat i mo»na dla

nich zde�niowa¢ poj¦cie silnego wymiaru jednolitego.
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Krat¦ L nazywamy wi¦c dualnie silnie zrównowa»on¡, je±li dla dowolnych

elementów x, y, z ∈ L,

(x ∨ y) ∧ ((x ∧ y) ∨ z) = x ∨ y ∨ z =⇒ ((y ∧ z) ∨ x) = x ∨ y ∨ z.

Klasa ta równie» posiada kraty testowe i s¡ one dualne do testowych krat dla

klasy krat silnie zrównowa»onych.
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Rysunek 3

W niniejszej pracy przedstawiamy opis grup sko«czonych, których kraty

podgrup s¡ silnie zrównowa»one lub dualnie silnie zrównowa»one. W oparciu

o wspomniane wy»ej zwi¡zki z wymiarem jednolitym moduªów, badamy rów-

nie» wªasno±ci wymiarów (kowymiarów) jednolitego i silnie jednolitego, wpro-

wadzonych odpowiednio we wspomnianych klasach grup.

Wszystkie rozwa»ane w rozprawie kraty i grupy s¡ sko«czone. Pierwszy

rozdziaª zawiera wprowadzenie do problematyki z punktu widzenia teorii krat.

Za [8] i [24] przytaczamy tu charakteryzacj¦ sko«czonych krat silnie zrównowa-

»onych i dualnie silnie zrównowa»onych, de�nicje i wªasno±ci silnego wymiaru

jednolitego i silnego kowymiaru jednolitego. Cz¦±¢ faktów przedstawiamy wraz

z dowodami, je±li zaªo»enie o sko«czono±ci kraty umo»liwiªo ich uproszczenie.

W rozdziale 2 przedstawiamy kompletn¡ klasy�kacj¦ grup sko«czonych z sil-

nie zrównowa»on¡ krat¡ podgrup, czyli grup silnie zrównowa»onych. W tej

klasy�kacji wa»n¡ rol¦ odgrywaj¡ P#-grupy, b¦d¡ce odpowiednikami P ∗-grup

wyst¦puj¡cych w opisie sko«czonych grup modularnych.

Nieabelow¡ grup¦ G nazywamy P#-grup¡, je±li G jest iloczynem póªprostym

normalnej elementarnej abelowej p-podgrupy Sylowa P i q-podgrupy Sylowa

〈y〉, gdzie p i q s¡ ró»nymi liczbami pierwszymi. Przy tym y dziaªa na P przez

automor�zm pot¦gowy rz¦du qm, dla pewnego m ≥ 1.

Twierdzenie 3. Sko«czona grupa G jest silnie zrównowa»ona wtedy i tylko

wtedy, gdy G jest izomor�czna z jedn¡ z nast¦puj¡cych grup:

(a) modularn¡ p-grup¡;

(b) P#-grup¡;

(c) iloczynem prostym grup danych w (a) i (b), których rz¦dy s¡ parami

wzgl¦dnie pierwsze.
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Dowód tego twierdzenia wynika z do±¢ skomplikowanych i »mudnych roz-

wa»a«. Najpierw, na podstawie klasy�kacji minimalnych sko«czonych grup

prostych dowodzimy, »e ka»da grupa silnie zrównowa»ona jest rozwi¡zalna.

Nast¦pnie pokazujemy, »e s¡ one superrozwi¡zalne, co w dalszej kolejno±ci

prowadzi do uzyskania wspomnianego wy»ej rozkªadu na iloczyn prosty i po-

staci jego czynników. Jak wida¢ z Twierdzenia 3 i de�nicji P#-grup, w kla-

sie sko«czonych grup nilpotentnych wªasno±¢ modularno±ci jest równowa»na

wªasno±ci silnego zrównowa»enia. Natomiast silnie zrównowa»one grupy nie-

nilpotentne na ogóª nie s¡ modularne, chocia» algebraiczna struktura P#-grup

bardzo przypomina struktur¦ P ∗-grup. Charakteryzacj¦ silnie zrównowa»o-

nych grup lokalnie sko«czonych mo»na znale¹¢ w [12].

Wyniki przedstawione w rozdziale 2 pochodz¡ z pracy [2], ale w stosunku do

oryginalnych dowodów wprowadzono tu pewne ulepszenia. Inne mody�kacje

tego dowodu podaª R. Schmidt w [15].

Rozdziaª 3 po±wi¦cony jest grupom sko«czonym, których kraty podgrup

s¡ dualnie silnie zrównowa»one, czyli grupom dualnie silnie zrównowa»onym.

Podobnie jak grupy silnie zrównowa»one, one równie» s¡ rozwi¡zalne, ponadto

rozkªadaj¡ si¦ na iloczyn prosty p-grup i {p, q}-grup dualnie silnie zrównowa»o-

nych, których rz¦dy s¡ parami wzgl¦dnie pierwsze. Tutaj równie» klasy�kacja

minimalnych grup prostych okazaªa si¦ u»yteczna. Jednak»e opis czynników

prostych jest ju» zupeªnie inny. Po pierwsze p-grupy dualnie silnie zrównowa-

»one stanowi¡ klas¦ szersz¡ ni» p-grupy modularne.

Twierdzenie 4. Niech G b¦dzie p-grup¡ i p > 2. G jest dualnie silnie zrówno-

wa»ona wtedy i tylko wtedy, gdy dowolna podgrupa grupy G jest albo pot¦gowa,

albo jest generowana przez dwa elementy.

Twierdzenie 5. Niech G b¦dzie dualnie silnie zrównowa»on¡ 2-grup¡. Wów-

czas dla dowolnych podgrup HCK, Ω1(K/H) jest abelowa lub rank(K/H) = 2.

Dla p > 2, podobnie jak w przypadku modularnym, p-grupa G jest dualnie

silnie zrównowa»ona wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera sekcji, która jest

iloczynem prostym grupy rz¦du p3 i wykªadniku p oraz grupy cyklicznej rz¦du

p. Dla p = 2 taki przejrzysty opis dotyka wyj¡tkowo trudnych zagadnie«

zwi¡zanych z klasy�kacj¡ 2-grup rangi 2, która od lat stanowi jedno z wa»-

nych nierozwi¡zanych zagadnie« teorii sko«czonych p-grup. Po drugie, opis

{p, q}-grup dualnie silnie zrównowa»onych jest równie» zupeªnie inny ni» ich

odpowiedników silnie zrównowa»onych.

Twierdzenie 6. Niech G b¦dzie nienilpotentn¡ {p, q}-grup¡. Je±li G jest dual-

nie silnie zrównowa»ona, to G jest iloczynem póªprostym normalnej p-podgrupy

Sylowa P i q-podgrupy Sylowa Q dla pewnych liczb pierwszych p i q. Ponadto

(a) P jest pot¦gowa lub jest generowana przez dwa elementy;

(b) Q = 〈y〉 jest cykliczna i yq ∈ CP (G);

(c) Q dziaªa na P/Φ(P ) pot¦gowo lub nieprzywiedlnie.
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Wa»n¡ konsekwencj¡ otrzymanych charakteryzacji grup silnie zrównowa»o-

nych i dualnie silnie zrównowa»onych jest

Wniosek 7. Sko«czona grupa jest silnie zrównowa»ona i dualnie silnie zrów-

nowa»ona wtedy i tylko wtedy, gdy jest modularna.

Jest to o tyle interesuj¡ce, »e krata zwana pieciok¡tem, jest zarówno sil-

nie zrównowa»ona, jak i dualnie silnie zrównowa»ona, ale nie jest modularna.

Wyniki rozdziaªu 3 s¡ oparte na pracy [3].

W rozdziale 4 na bazie rezultatów z rozdziaªów 2 i 3 przedstawiamy sposób

wyznaczania wymiarów jednolitych i kowymiarów jednolitych krat podgrup

grup silnie zrównowa»onych i odpowiednio dualnie silnie zrównowa»onych. Po-

kazujemy m.in. »e, zarówno jednolity, jak i silnie jednolity wymiar grup silnie

zrównowa»onych jest monotoniczny tzn. jego warto±¢ dla sekcji nie jest wi¦k-

sza, ni» dla grupy i w pewnym sensie jest addytywny tzn. wymiar iloczynu

póªprostego jest sum¡ wymiarów czynników. Ka»da grupa silnie zrównowa-

»ona podobnie, jak sko«czone p-grupy, charakteryzuje si¦ tym, »e wszystkie jej

minimalne zbiory generatów s¡ równoliczne. Dowodzimy, »e w grupach silnie

zrównowa»onych (z wyj¡tkiem tych, które zawieraj¡ grup¦ kwaternionów, jako

czynnik prosty) wªa±nie moce tych zbiorów s¡ równe obu wymiarom, jedno-

litemu i silnie jednolitemu. W szczególno±ci wi¦c, w klasie tych grup, poza

wskazanym wyj¡tkiem, oba wymiary si¦ pokrywaj¡.

Inaczej wygl¡da sytuacja z kowymiarami, jednolitym i silnie jednolitym. Na-

wet w klasie grup dualnie silnie zrównowa»onych te kowymiary nie pokrywaj¡

si¦. Pokazujemy m.in. »e, kowymiar jednolity dualnie zrównowa»onej grupy G

jest równy mocy najwi¦kszego zbioru w±ród minimalnych zbiorów generuj¡cych

grup¦ G. Silny kowymiar jednolity natomiast jest równy mocy najwi¦kszego

zbioru w±ród minimalnych zbiorów generuj¡cych dowoln¡ podgrup¦ grupy G.

Te wyniki maj¡ bezpo±redni zwi¡zek z badaniami J. Whistona z jego rozprawy

doktorskiej [21] i prac [20], [22].

Warto odnotowa¢, »e próby liczenia wymiarów jednolitych byªy podejmo-

wane przez innych autorów równie» w innych klasach grup, ni» silnie zrówno-

wa»one. Pewne wyniki na ten temat mo»na znale¹¢ np. w pracach [1, 9].

Cz¦±¢ przedstawionych w tym rozdziale wyników pochodzi z publikacji [7].
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