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Poczatki teorii krat siegaja pierwszej poltowy XIX wieku, a systematyczne
badania tej dziedziny rozpoczely sie prawie sto lat po6zniej, w latach trzy-
dziestych XX wieku. Jednym ze 7rédet motywacji dla tych badan byto zapo-
trzebowanie z innych dzialow matematyki w tym z teorii pierscieni, skad m.in.
wywodzi sie pojecie krat modularnych, sformutowane jeszcze w dziewietnastym
wieku przez R. Dedekinda. Przypomnijmy, ze krate L nazywamy modularng,
jesli dla dowolnych elementéow z,y, z € L,

<y =zV(zAy) =(@Vz)Ay.

Badania zwigzkow miedzy grupami a ich kratami podgrup zapoczatkowane
zostaly przez A. Rottlinder w latach dwudziestych XX wieku. Z czasem oka-
zalto sie, ze kratowe podejscie przynosi wiele korzysci rowniez teorii grup, ktora
teorii krat dostarczyla znacznie wiecej motywacji niz teoria pierscieni. Jedna
7 przyczyn tych wzajemnych relacji wyjasnia nastepujace twierdzenie.

Twierdzenie 1 ([23|,[11]). Dla dowolnej kraty (kraty skoriczonej) L istnieje
grupa (grupa skoriczona) G, taka ze L jest izomorficzna z pewnqg podkratq kraty
wszystkich podgrup grupy G.

Zwiazki wlasnosci grupy z wlasnosciami kraty jej podgrup maja charakter
swego rodzaju sprzezenia zwrotnego. Nas interesowa¢ bedg kratowe motywa-
cje w teorii grup wyroste z klasycznych zagadnien siegajacych pojecia krat
modularnych.

Grupy, ktorych kraty podgrup naleza do waznych klas krat, takich jak wta-
$nie kraty modularne lub rozdzielne byly skutecznie badane juz w latach trzy-
dziestych XX wieku. W 1938 r. O. Ore (]|10]) udowodnil, ze grupa ma roz-
dzielng krate podgrup wtedy i tylko wtedy, gdy jest lokalnie cykliczna. W la-
tach 1941-43 K. Iwasawa ([5, 6]) scharakteryzowal modularne grupy lokalnie
skoniczone i modularne grupy zawierajace element nieskoniczonego rzedu. Kla-
syfikacje grup modularnych zakoticzyt R. Schmidt dopiero w 1986 roku opisem
modularnych grup torsyjnych (|13]), co byto mozliwe dzieki konstrukcjom grup
Tarskiego, uzyskanym przez A. Olshanskii’ego na poczatku lat osiemdziesia-
tych XX wieku.

Przeglad najwazniejszych wynikow uzyskanych przed rokiem 1994 i doty-

czacych relacji miedzy wlasnosciami grup i krat ich podgrup mozna znalezé
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w obszernej (bo liczacej prawie 600 stron) monografii R. Schmidta poswieco-
nej tej tematyce ([14]).

W niniejszej pracy zajmowaé si¢ bedziemy skoriczonymi grupami, dla kto-
rych grupy modularne stanowia wazny punkt odniesienia. Przypomnijmy wiec
opis struktury skoniczonych grup modularnych. Istotng role odgrywaja tu skon-
czone p-grupy i pewne {p, q}-grupy o szczegolnej postaci, zwane P*-grupami.
Skoniczone modularne p-grupy mozna, dla skrotu, scharakteryzowaé jako te,
ktore nie zawieraja sekcji izomorficznej z nieabelowa grupa o wyktadniku p
i rzedu p? dla p > 2 lub diedralng grupa rzedu 8 dla p = 2. Nieabelowa grupe
G nazywamy P*-grupag, jesli jest illoczynem potprostym normalnej elementarnej
abelowej p-grupy P i ¢-podgrupy Sylowa (y), gdzie p i ¢ sa roznymi liczbami
pierwszymi. Przy tym y dziala na P przez automorfizm potegowy rzedu gq.

Twierdzenie 2 ([14]). Skoriczona grupa G jest modularna wtedy i tylko wtedy,
gdy jest izomorficzna z jedng z nastepujgcych grup:

(a) modularng p-grupag;

(b) P*-grupg;

(c) idloczynem prostym grup danych w (a) i (b), ktorych rzedy sq parami
wzglednie prerwsze.

Grupy modularne maja jeszcze jedng charakteryzacje oparta na znanym
opisie krat modularnych: Krata L jest modularna wtedy 4 tylko wtedy, gdy L
nie zawiera podkraty izomorficznej z kratg Ns.

Mg NS

RYSUNEK 1

Opis grup, ktorych kraty podgrup nie zawieraja pewnych szczegélnych pod-
krat jest jednym z interesujacych kierunkéw rozwoju teorii krat podgrup.
Oprocz grup modularnych takimi sa rowniez grupy rozdzielne, tzn. grupy
ktorych kraty podgrup nie zawieraja ani N5 ani M3. W ramach badani w tym
obszarze, R. Schmidt opisal m.in. skoniczone grupy z planarna krata podgrup
(|16, 17]) oraz skonczone grupy, ktorych kraty podgrup nie zawieraja podkraty
izomorficznej z krata podgrup grupy diedralnej rzedu 8 (|18]).

Motywacja dla badan, ktorymi zajmujemy sie w pracy, siega do zagadnien
z teorii pierScieni i moduléw, ktore przeniesione do teorii krat daty w nastep-
stwie interesujacy impuls do badan w teorii grup. W latach osiemdziesiatych
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P. Grzeszczuk i E. Puczytowski podjeli udana probe uogdlnienia pojecia wy-
miaru jednolitego modutow (zwanego tez wymiarem Goldiego). W [4] rozsze-
rzyli oni to pojecie na kraty modularne z zerem i wykazali, ze wymiar jednolity
dowolnego modutu jest rowny wymiarowi kraty wszystkich podmodutow tego
modutu. W pracy [8] J. Krempa i B. Terlikowska-Ostowska pokazali, ze wy-
miar jednolity jest dobrze okreslony w znacznie szerszej klasie krat, nazwanych
tam ,permutable”, a obecnie nazywanych kratamsi zrownowazonymi. Tam tez
wprowadzono pojecie krat silnie zrownowazonych (,globally permutable”) i ich
silnego wymiaru jednolitego. Grupy skoriczone, ktorych kraty podgrup lub
kraty do nich dualne sa silnie zrownowazone, beda wlasnie stanowi¢ przedmiot
naszych badan.

Warto odnotowad, ze niezaleznie od [8], klasa krat zréwnowazonych pojawita
sie w pracy Zolotareva ([24]).

Krate L nazywamy silnie zrownowazong, jesli dla dowolnych elementéw
x,y,z € L,

ANy)V((@Vy Az)=xAyNz = ((yVz)Az)=xANyAz.

W pracy [8] zostata takze podana charakteryzacja krat silnie zrownowazo-
nych analogiczna do charakteryzacji krat modularnych i rozdzielnych:

Skonczona krata jest silnie zrownowazona wtedy 1 tylko wtedy, gdy nie zawiera
podkraty izomorficznej ani z Ty, ani z Ts.

RYSUNEK 2

Przytoczone charakteryzacje pokazuja, ze dowolna krata modularna jest
krata silnie zrownowazona.

W przeciwienstwie do krat modularnych i rozdzielnych, ktére charakteryzuja
sie tym, ze kraty do nich dualne sg odpowiednio modularne i rozdzielne, krata
dualna do kraty silnie zréwnowazonej na ogdt nie jest silnie zrownowazona.
Zatem kraty dualnie silnie zréwnowazone tworza nowa klase krat i mozna dla
nich zdefiniowaé pojecie silnego wymiaru jednolitego.



Krate L nazywamy wiec dualnie silnie zrownowazong, jesli dla dowolnych
elementéw x,y,z € L,

VY AN(zAy)Vz)=xzVyVz = ((yAz)Vz)=zVyVz.

Klasa ta rowniez posiada kraty testowe i sa one dualne do testowych krat dla
klasy krat silnie zrownowazonych.

Dl D2

RYSUNEK 3

W niniejszej pracy przedstawiamy opis grup skornczonych, ktoérych kraty
podgrup s silnie zrownowazone lub dualnie silnie zrownowazone. W oparciu
o wspomniane wyzej zwiazki z wymiarem jednolitym modutéw, badamy row-
niez wlasnosci wymiarow (kowymiaréw) jednolitego i silnie jednolitego, wpro-
wadzonych odpowiednio we wspomnianych klasach grup.

Wszystkie rozwazane w rozprawie kraty i grupy sa skonczone. Pierwszy
rozdzial zawiera wprowadzenie do problematyki z punktu widzenia teorii krat.
Za (8] i [24] przytaczamy tu charakteryzacje skoniczonych krat silnie zréwnowa-
zonych i dualnie silnie zrownowazonych, definicje i wlasnosci silnego wymiaru
jednolitego i silnego kowymiaru jednolitego. Czeéc faktow przedstawiamy wraz
z dowodami, jesli zatozenie o skoniczonoéci kraty umozliwito ich uproszczenie.

W rozdziale 2 przedstawiamy kompletng klasyfikacje grup skoriczonych z sil-
nie zrownowazona krata podgrup, czyli grup silnie zrownowazonych. W tej
klasyfikacji wazng role odgrywaja P7-grupy, bedace odpowiednikami P*-grup
wystepujacych w opisie skoriczonych grup modularnych.

Nieabelowa grupe G nazywamy P¥-grupg, jedli G jest iloczynem potprostym
normalnej elementarnej abelowej p-podgrupy Sylowa P i ¢-podgrupy Sylowa
(y), gdzie p i ¢ sa r6znymi liczbami pierwszymi. Przy tym y dziata na P przez
automorfizm potegowy rzedu ¢, dla pewnego m > 1.

Twierdzenie 3. Skoriczona grupa G jest silnie zrownowazona wtedy i tylko
wtedy, gdy G jest izomorficzna z jedng z nastepujgceych grup:

(a) modularng p-grupag;

(b) P*-grupg;

(c) iloczynem prostym grup danych w (a) i (b), ktorych rzedy sq parami
wzglednie pierwsze.
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Dowod tego twierdzenia wynika z dos¢ skomplikowanych i zmudnych roz-
wazan. Najpierw, na podstawie klasyfikacji minimalnych skoficzonych grup
prostych dowodzimy, ze kazda grupa silnie zréwnowazona jest rozwiazalna.
Nastepnie pokazujemy, ze sa one superrozwigzalne, co w dalszej kolejnosci
prowadzi do uzyskania wspomnianego wyzej rozktadu na iloczyn prosty i po-
staci jego czynnikow. Jak widaé¢ z Twierdzenia 3 i definicji P#-grup, w kla-
sie skoniczonych grup nilpotentnych wtasno$¢ modularnosci jest rownowazna
wlasnosci silnego zrownowazenia. Natomiast silnie zrownowazone grupy nie-
nilpotentne na ogét nie sa modularne, chociaz algebraiczna struktura P#-grup
bardzo przypomina strukture P*-grup. Charakteryzacje silnie zréwnowazo-
nych grup lokalnie skoriczonych mozna znalezé¢ w [12].

Wyniki przedstawione w rozdziale 2 pochodza z pracy [2], ale w stosunku do
oryginalnych dowodéw wprowadzono tu pewne ulepszenia. Inne modyfikacje
tego dowodu podal R. Schmidt w [15].

Rozdzial 3 poswiecony jest grupom skorficzonym, ktérych kraty podgrup
sa dualnie silnie zréwnowazone, czyli grupom dualnie silnie zrownowazonym.
Podobnie jak grupy silnie zrownowazone, one réwniez sa rozwiazalne, ponadto
rozkladaja sie na iloczyn prosty p-grup i {p, ¢}-grup dualnie silnie zrownowazo-
nych, ktorych rzedy sg parami wzglednie pierwsze. Tutaj rowniez klasyfikacja
minimalnych grup prostych okazata sie uzyteczna. Jednakze opis czynnikow
prostych jest juz zupelnie inny. Po pierwsze p-grupy dualnie silnie zrownowa-
zone stanowia klase szersza niz p-grupy modularne.

Twierdzenie 4. Niech G bedzie p-grupg i p > 2. G jest dualnie silnie zréwno-
wazona wtedy 1 tylko wtedy, gdy dowolna podgrupa grupy G jest albo potegowa,
albo jest generowana przez dwa elementy.

Twierdzenie 5. Niech G bedzie dualnie silnie zréwnowazong 2-grupg. Wow-
czas dla dowolnych podgrup H<K, Q1 (K/H) jest abelowa lub rank(K/H) = 2.

Dla p > 2, podobnie jak w przypadku modularnym, p-grupa G jest dualnie
silnie zréwnowazona wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera sekcji, ktora jest
iloczynem prostym grupy rzedu p® i wykladniku p oraz grupy cyklicznej rzedu
p. Dla p = 2 taki przejrzysty opis dotyka wyjatkowo trudnych zagadnieit
zwiazanych z klasyfikacja 2-grup rangi 2, ktora od lat stanowi jedno z waz-
nych nierozwigzanych zagadnien teorii skonczonych p-grup. Po drugie, opis
{p, ¢}-grup dualnie silnie zréwnowazonych jest rowniez zupelnie inny niz ich
odpowiednikow silnie zréwnowazonych.

Twierdzenie 6. Niech G bedzie nienilpotentng {p, q}-grupg. Jesli G jest dual-
nie silnie zrownowazona, to G jest iloczynem pétprostym normalnej p-podgrupy
Sylowa P 1 q-podgrupy Sylowa () dla pewnych liczb pierwszych p i q. Ponadto

(a) P jest potegowa lub jest generowana przez dwa elementy;

(b) Q = (y) jest cykliczna i y? € Cp(G);

(¢) Q dziala na P/®(P) potegowo lub nieprzywiedinie.



Wazng konsekwencja otrzymanych charakteryzacji grup silnie zrownowazo-
nych i dualnie silnie zrownowazonych jest

Whiosek 7. Skoriczona grupa jest silnie zrownowazona i dualnie silnie zrow-
nowazona wtedy 1 tylko wtedy, gdy jest modularna.

Jest to o tyle interesujace, ze krata zwana pieciokatem, jest zaréwno sil-
nie zrownowazona, jak i dualnie silnie zrownowazona, ale nie jest modularna.
Wyniki rozdzialu 3 sa oparte na pracy [3].

W rozdziale 4 na bazie rezultatow z rozdziatow 2 i 3 przedstawiamy sposob
wyznaczania wymiaréw jednolitych i kowymiaréw jednolitych krat podgrup
grup silnie zrownowazonych i odpowiednio dualnie silnie zréwnowazonych. Po-
kazujemy m.in. ze, zar6wno jednolity, jak i silnie jednolity wymiar grup silnie
zrownowazonych jest monotoniczny tzn. jego wartos¢ dla sekcji nie jest wiek-
sza, niz dla grupy i w pewnym sensie jest addytywny tzn. wymiar iloczynu
poOtprostego jest suma wymiaréow czynnikéw. Kazda grupa silnie zrownowa-
zona podobnie, jak skoniczone p-grupy, charakteryzuje sie tym, ze wszystkie jej
minimalne zbiory generatéw sg roéwnoliczne. Dowodzimy, ze w grupach silnie
zrownowazonych (z wyjatkiem tych, ktore zawieraja grupe kwaternionow, jako
czynnik prosty) wtasnie moce tych zbior6w sa réwne obu wymiarom, jedno-
litemu i silnie jednolitemu. W szczegélnosci wiec, w klasie tych grup, poza
wskazanym wyjatkiem, oba wymiary sie pokrywaja.

Inaczej wyglada sytuacja z kowymiarami, jednolitym i silnie jednolitym. Na-
wet w klasie grup dualnie silnie zréwnowazonych te kowymiary nie pokrywaja
sie. Pokazujemy m.in. ze, kowymiar jednolity dualnie zréwnowazonej grupy G
jest rowny mocy najwiekszego zbioru wsréd minimalnych zbioréw generujacych
grupe G. Silny kowymiar jednolity natomiast jest réwny mocy najwiekszego
zbioru wsrod minimalnych zbioréw generujacych dowolng podgrupe grupy G.
Te wyniki maja bezposredni zwigzek z badaniami J. Whistona z jego rozprawy
doktorskiej [21] i prac [20], [22].

Warto odnotowaé, ze proby liczenia wymiaréw jednolitych byly podejmo-
wane przez innych autoré6w réwniez w innych klasach grup, niz silnie zréwno-
wazone. Pewne wyniki na ten temat mozna znalezé np. w pracach [1, 9].

Crzes¢ przedstawionych w tym rozdziale wynikoéw pochodzi z publikacji [7].
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